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Prefacio 


De  nuevo,  la  novena  edicion  de  Calculo  es  una  revision  modesta.  Se  han  agregado  al- 
gunos  temas  y  otros  se  han  reacomodado,  pero  el  espiritu  del  libro  ha  permanecido  sin 
alteraciones.  Los  usuarios  de  las  ediciones  precedentes  nos  han  informado  del  exito 
que  tuvieron  y  no  tenemos  la  intention  de  restarle  ventajas  a  un  texto  bastante  viable. 

Para  muchos,  este  libro  aun  sera  considerado  como  un  texto  tradicional.  En  su  ma- 
yoria,  se  demuestran  los  teoremas,  se  dejan  como  ejercicio  o  se  dejan  sin  demostrar 
cuando  la  comprobacion  es  demasiado  dificil.  Cuando  esto  ultimo  sucede,  tratamos  de 
dar  una  explication  intuitiva  para  que  el  resultado  sea  plausible,  antes  de  pasar  al  tema 
siguiente.  En  algunos  casos,  damos  un  bosquejo  de  una  demostracion,  en  cuyo  caso  ex- 
plicamos  por  que  es  un  bosquejo  y  no  una  demostracion  rigurosa.  El  objetivo  sigue 
siendo  la  comprension  de  los  conceptos  de  calculo.  Aunque  algunos  ven  al  enfasis  en  la 
presentation  clara  y  rigurosa  como  una  distraction  para  la  comprension  del  calculo, 
nosotros  vemos  que  ambas  son  complementarias.  Es  mas  probable  que  los  estudiantes 
comprendan  los  conceptos  si  los  terminos  se  definen  con  nitidez  y  los  teoremas  se 
enuncian  y  demuestran  claramente. 

U n  texto  breve  La  novena  edicion  continua  siendo  la  obra  mas  breve  de  los  prin- 
cipales  textos  de  calculo  exitosos.  Hemos  tratado  de  no  saturar  el  texto  con  temas  nue- 
vos  y  enfoques  alternatives.  En  menos  de  800  paginas  tratamos  la  mayor  parte  de  los 
temas  de  calculo;  entre  ellos.  un  capitulo  preliminar  y  el  material  de  lfmites  a  calculo 
vectorial.  En  decadas  recientes.  los  estudiantes  han  desarrollado  malos  habitos.  Desean 
encontrar  el  ejemplo  resuelto  de  modo  que  coincida  con  el  problema  de  su  tarea.  Nues- 
tro  objetivo  con  este  texto  continua  manteniendo  al  calculo  como  un  curso  centrado  en 
determinadas  ideas  basicas  en  torno  a  palabras.  formulas  y  graficas.  La  resolution  de 
los  conjuntos  de  problemas,  crucial  para  el  desarrollo  de  habilidades  matematicas,  no 
debe  eclipsar  el  objetivo  de  la  comprension  del  calculo. 

Problemas  de  revision  de  conceptos  Para  alentar  a  los  estudiantes  a  leer 
y  entender  el  texto,  a  cada  conjunto  de  problemas  le  preceden  cuatro  cuestiones  para 
completar.  Estas  prueban  el  dominio  del  vocabulario  basico,  comprension  de  los  teoremas 
y  la  habilidad  para  aplicar  los  conceptos  en  contextos  mas  sencillos.  Los  estudiantes  deben 
responder  estos  cuestionamientos  antes  de  pasar  a  los  problemas  siguientes.  Fomentamos 
esto  para  dar  una  retroalimentacion  inmediata;  las  respuestas  correctas  se  proporcio- 
nan  al  final  del  conjunto  de  problemas.  Estos  puntos  tambien  hacen  algunas  preguntas 
de  examen  para  ver  si  los  estudiantes  han  hecho  la  lectura  necesaria  y  estan  preparados 
para  la  clase. 

Problemas  de  repaso  e  introduction  Tambien  hemos  incluido  un  conjunto 
de  problemas  de  repaso  e  introduction  entre  el  final  de  un  capitulo  y  el  initio  del  siguien¬ 
te.  Muchos  de  estos  problemas  ayudan  a  los  estudiantes  a  repasar  temas  anteriores  antes 
de  iniciar  el  nuevo  capitulo.  Por  ejemplo. 

•  Capitulo  3,  Aplicaciones  de  la  derivada:  se  les  pide  a  los  estudiantes  resolver  desi- 
gualdades  como  las  que  surgen  cuando  preguntamos  en  donde  una  funcion  es  cre- 
ciente/decreciente  o  concava  hacia  arriba/hacia  abajo. 

•  Capitulo  7,Tecnicas  de  integration:  se  les  pide  a  los  estudiantes  evaluar  varias  in¬ 
tegrates  que  incluyen  el  metodo  de  sustitucion,  la  unica  tecnica  significativa  que 
han  aprendido  hasta  ese  momento.  La  falta  de  practica  en  la  aplicacion  de  esta  tec¬ 
nica  podria  significar  un  desastre  en  el  capitulo  7. 

•  Capitulo  13,  Integrates  multiples:  se  les  pide  a  los  alumnos  hacer  bosquejos  de  gra¬ 
ficas  de  ecuaciones  en  coordenadas  cartesianas,  cilindricas  o  esfericas.  La  visualiza¬ 
tion  de  regiones  en  los  espacios  bidimensional  y  tridimensional  es  clave  en  la 
comprension  de  integration  multiple. 

Otros  problemas  de  repaso  e  introduction  piden  a  los  estudiantes  utilizar  lo  que  ya  co- 
nocen  para  obtener  una  ventaja  en  el  capitulo  siguiente.  Por  ejemplo, 
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•  Capi'tulo  5,  Aplicaciones  de  la  integral:  se  les  pide  a  los  estudiantes  determinar  la  lon- 
gitud  de  un  segmento  de  lfnea  entre  dos  funciones,  exactamente  la  habilidad  que  se 
requiere  en  el  capi'tulo  para  realizar  lo  que  Uamaremos  rebanar,  aproximar  e  inte- 
grar.  Ademas,  se  les  pide  a  los  estudiantes  determinar  el  volumen  de  un  disco  pe- 
queno,  una  arandela  y  un  cascaron.  A1  haber  resuelto  esto  antes  de  iniciar  el 
capi'tulo  los  estudiantes  estaran  mejor  preparados  para  comprender  la  idea  de  re¬ 
banar,  aproximar  e  integrar,  y  su  aplicacion  para  calcular  volumenes  de  solidos  de 
revolucion. 

•  Capi'tulo  8,  Formas  indeterminadas  e  integrales  impropias:  se  les  pide  a  los  estu- 
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diantes  calcular  el  valor  de  una  integral  como  I  e  '  dx ,  para  a  =  1,  2,  4,  8,  16. 
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Esperamos  que  los  estudiantes  resuelvan  un  problema  como  este  y  se  den  cuenta 
de  que  conforme  a  crece,  el  valor  de  la  integral  se  aproxima  a  1 ;  de  este  modo  se  es- 
tablece  la  idea  de  integrales  impropias.  Antes  del  capi'tulo,  hay  problemas  similares 
que  incluyen  sumas  sobre  series  infinitas. 


Sentido  numerico  El  sentido  numerico  continua  desempenando  un  papel  im- 
portante  en  el  texto.Todos  los  estudiantes  de  calculo  cometen  errores  numericos  al  re¬ 
solver  problemas,  pero  aquellos  con  sentido  numerico  reconocen  una  respuesta 
absurda  y  tratan  de  resolver  nuevamente  el  problema.  Para  impulsar  y  desarrollar  esta 
importante  habilidad,  hemos  enfatizado  el  proceso  de  estimation.  Sugerimos  como  ha- 
cer  estimaciones  mentalmente  y  como  llegar  a  las  respuestas  numericas  aproximadas. 

En  el  texto  hemos  aumentado  el  uso  de  esta  caracteristica  mediante  el  si'mbolo  Q,  en 
donde  se  hace  una  aproximacion  numerica.  Esperamos  que  los  estudiantes  hagan  lo 
mismo,  en  especial  en  los  problemas  con  el  icono  [«]. 


Uso  de  tecnologia  Muchos  problemas  en  la  novena  edicion  estan  marcados  con 
uno  de  los  siguientes  si'mbolos: 

[c]  indica  que  seri'a  util  una  calculadora  cientifica  ordinaria. 

idica  que  se  requiere  una  calculadora  grafica. 

indica  que  se  necesita  un  sistema  de  algebra  computacional. 

Los  proyectos  de  tecnologia  que  estaban  al  final  de  los  capitulos  en  la  octava  edicion, 
ahora  estan  disponibles  en  la  Web  en  archivos  PDF. 

Cambios  en  la  novena  edicion  La  estructura  basica  y  el  espiritu  primordial 
del  texto  han  permanecido  sin  cambio.  A  continuation  estan  los  cambios  mas  impor- 
tantes  en  la  novena  edicion. 

•  Flay  un  conjunto  de  problemas  de  repaso  e  introduccion  entre  el  final  de  un  capf- 
tulo  y  el  inicio  del  siguiente. 

•  El  capi'tulo  preliminar,  ahora  denominado  capi'tulo  0,  se  ha  condensado.  Los  temas 
de  “precalculo”  (que  en  la  octava  edicion  estaban  al  inicio  del  capi'tulo  2)  se  colo- 
caron  ahora  en  el  capi'tulo  0.  En  la  novena  edicion,  el  capi'tulo  1  inicia  con  limites. 
Todo  lo  que  se  requiera  estudiar  del  capi'tulo  0  depende  de  los  antecedentes  de  los 
estudiantes  y  variara  de  una  institution  educativa  a  otra. 

•  Las  secciones  sobre  antiderivadas  y  una  introduccion  a  ecuaciones  diferenciales  se 
han  cambiado  al  capi'tulo  3.  Esto  permite  claridad  entre  los  conceptos  de  “tasa  de 
cambio”  y  “acumulacion",  ya  que  ahora  el  capi'tulo  4  inicia  con  area,  seguida  de  in- 
mediato  con  la  integral  definida  y  los  teoremas  fundamentales  del  calculo.  “La  ex- 
periencia  del  autor  ha  sido  que  muchos  estudiantes  de  primer  ano  se  equivocan  al 
hacer  una  distincion  clara  entre  los  diferentes  conceptos  de  la  integral  indefinida 
(o  antiderivada)  y  la  integral  definida  como  el  limite  de  una  suma”.  Esto  fue  en  la 
primera  edicion,  publicada  en  1965,  y  sigue  siendo  cierto  ahora.  Esperamos  que  al 
separar  estos  temas  se  atraera  la  mirada  a  la  distincion. 
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•  Prohabilidad  y  presion  de  fluidos  se  agrego  al  capitulo  5,  Aplicaciones  de  la  inte¬ 
gral.  Enfatizamos  que  los  problemas  de  probabilidad  son  tratados  como  proble- 
mas  de  masa  a  lo  largo  de  una  recta.  El  centra  de  masa  es  la  integral  de  x  por  la 
densidad,  y  la  esperanza  en  probabilidad  es  la  integral  de  x  por  la  densidad  (proba¬ 
bilidad). 

•  El  material  sobre  secciones  conicas  se  ha  resumido  de  cinco  secciones  a  tres.  Los 
estudiantes  han  visto  mucho  (si  no  es  que  todo)  de  este  material  en  sus  cursos  de 
precalculo. 

•  Los  vectores  se  han  consolidado  en  un  solo  capitulo.  En  el  capitulo  13  de  la  octava 
edicion  se  estudiaron  vectores  en  el  piano  y  en  el  14,  vectores  en  el  espacio.  Con  es¬ 
te  enfoque,  repetiamos  varios  temas  en  el  capitulo  14;  por  ejemplo,  el  producto 
punto  y  la  curvatura.  El  enfoque  en  la  novena  edicion  trata  de  estudiar  una  sola 
vez  los  vectores.  La  mayor  parte  de  la  presentation  se  hace  en  terminos  de  vecto¬ 
res  en  el  espacio,  aunque  senalamos  como  funcionan  los  vectores  en  el  piano.  El 
contexto  de  un  problema  debe  indicar  si  son  necesarios  los  vectores  en  el  piano  o 
en  el  espacio. 

•  Hay  ejemplos  y  un  ejercicio  sobre  las  leyes  de  Kepler  del  movimiento  planetario. 
El  material  sobre  vectores  termina  en  la  deduccion  de  las  leyes  de  Kepler  a  partir 
de  la  ley  de  Newton  de  la  gravitation.  Deducimos  la  segunda  y  tercera  leyes  de  Ke¬ 
pler  en  los  ejemplos,  y  dejamos  como  ejercicio  la  primera  ley.  En  esta  practica,  se 
guia  a  los  estudiantes  a  traves  de  los  pasos,  (a)  a  (1),  de  la  deduccion. 

•  El  capitulo  13,  Integrales  multiples,  ahora  finaliza  con  una  seccion  sobre  cambio  de 
variables  en  integrales  multiples  mediante  el  jacobiano. 

•  Las  secciones  sobre  metodos  numericos  se  han  colocado  en  lugares  apropiados  a 
lo  largo  del  texto.  Por  ejemplo,  la  seccion  sobre  la  resolution  de  ecuaciones  de  for¬ 
ma  numerica  se  ha  convertido  en  la  seccion  3.7,  la  integration  numerica  es  la  sec¬ 
cion  4.6;  las  aproximaciones  para  ecuaciones  diferenciales  se  convirtieron  en  la 
seccion  6.7,  y  la  aproximacion  de  Taylor  para  una  funcion  ahora  es  la  seccion  9.9. 

•  El  capitulo  sobre  ecuaciones  diferenciales  se  ha  eliminado.  pero  esta  disponible 
para  los  usuarios  en  la  Web.  El  texto  ya  tiene  muchas  secciones  sobre  ecuaciones 
diferenciales,  incluyendo  campos  de  pendientes  y  el  metodo  de  Euler. 

•  El  numero  de  preguntas  de  conceptos  se  ha  incrementado  de  manera  significativa. 
Muchos  problemas  mas  preguntan  al  esludiante  acerca  de  graficas.  Tambien  he- 
mos  aumentado  el  uso  de  metodos  numericos,  tal  como  el  metodo  de  Newton  y  la 
integration  numerica,  en  problemas  que  no  pueden  tratarse  de  manera  analitica. 
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RECURSOS  PARA  LOS  PROFESORES  (EN  INGLES) 


Distribution  de  recursos  para  el  profesor 

Todos  los  recursos  para  el  profesor  pueden  descargarse  del 
sitio  Web  www.pearsoneducacion.net/purcell.  Seleccione 
"Browse  our  catalog  ",  luego  de  clic  en  "Mathematics”, 
seleccione  su  curso  y  elija  su  texto.  En  "Resources”,  en  el 
lado  izquierdo,  elija  “instructor"  y  el  complemento  que 
necesita  descargar.  Se  le  pide  que  realice  un  registro  antes 
de  que  pueda  completar  este  proceso. 

•  TestGen 

Crea  con  facilidad  examenes  a  partir  de  secciones  del 
texto.  Las  preguntas  se  generan  con  un  algoritmo  que 
permite  versiones  ilimitadas.  Edite  problemas  o  genere 
los  propios. 

•  Archivo  con  preguntas  de  examen 

Un  banco  de  examenes  obtenidos  de  TestGen. 

•  Diapositivas  en  PowerPoint 

Son  diapositivas  que  se  pueden  editar  por  completo  y 
estan  apegadas  al  texto.  Pueden  usarse  para  proyectos 
en  clase  o  como  un  website  para  un  curso  en  lfnea. 

•  Manual  de  soluciones  para  el  profesor 

Soluciones  totalmente  desarrolladas  de  todos  los  ejer- 
cicios  del  libro  y  los  proyectos  del  capitulo. 

•  Proyectos  de  tecnologia 

•  Capitulo  15,  Ecuaciones  diferenciales 

El  capitulo  completo  esta  disponible  en  PDF  para 
descargarlo. 
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MathXL® 

MathXL®  es  un  poderoso  sistema  en  lfnea  para  tareas,  tutoriales  y  asignaciones  que  acompana  a  su  libro  de  texto.  Los  ins- 
tructores  pueden  crear,  editar  y  asignar  tareas  y  examenes  en  linea  mediante  ejercicios  generados  por  medio  de  un  algoritmo  y 
que  esten  correlacionados  al  nivel  de  objetivo  para  el  texto.  El  trabajo  del  estudiante  es  seguido  en  un  registro  de  avance.  Los  es- 
tudiantes  pueden  haeer  examenes  de  capftulo  y  recibir  planes  de  estudio  personalizados  con  base  en  sus  resultados.  El  plan  de 
estudio  diagnostica  las  debilidades  y  vincula  a  los  estudiantes  con  ejercicios  por  objetivos  que  necesitan.  Ademas,  los  estudiantes 
pueden  tener  acceso  a  videoclips  de  los  ejercicios  seleccionados.  MathXL®  esta  disponible  para  quienes  adopten  el  libro  y  esten 
cualificados.  Para  mayor  information,  visite  nuestro  sitio  Web  en  www.pearsoneducacion.net/purcell 

MyMathLab 

MyMathLab  es  un  curso  en  lfnea  personalizable,  de  texto  especffico,  para  sus  libros.  MyMathLab  esta  sustentado  por  el  ambiente 
en  lfnea  de  ensenanza  y  aprendizaje  CourseCompass™  de  Pearson  Education,  y  por  MathXL®  nuestro  sistema  de  tareas, 
tutoriales  y  evaluation  en  lfnea.  MyMathLab  le  proporciona  las  herramientas  necesarias  para  poner  todo  o  parte  de  su  curso  en 
lfnea,  si  sus  estudiantes  estan  en  un  laboratorio  o  trabajando  en  casa. 

MyMathLab  proporciona  un  conjunto  rico  y  flexible  de  materiales  para  el  curso,  con  la  caracterfstica  que  los  ejercicios  de  res- 
puesta  abierta  son  generados  de  manera  algorftmica  para  practica  ilimitada.  Los  estudiantes  pueden  utilizar  las  herramientas  en 
lfnea,  tales  como  clases  en  video  y  un  libro  de  texto  en  multimedia  para  mejorar  su  desempeno.  Los  instructores  pueden  utilizar 
los  administradores  de  tareas  y  examenes  de  MyMathLab  para  seleccionar  y  asignar  ejercicios  en  lfnea  relacionados  con  el  libro, 
y  pueden  importar  examenes  de  TestGen  para  agregar  flexibilidad.  El  unico  archivo  de  calificaciones  — disenado  especfficamente 
para  matematicas —  lleva  un  registro  automatico  de  tareas  y  resultados  de  examenes  de  los  estudiantes  y  le  permite  al  instructor 
el  calculo  de  las  evaluaciones  finales.  MyMathLab  esta  disponible  para  quienes  adopten  el  libro  y  esten  cualificados.  Para  mayor  in- 
formacion,  visite  nuestro  sitio  Web  en  www.pearsoneducacion.net/purcell 
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0.1 

Numeros  reales, 

0.1 

estimation  y  logica 

Numeros  reales,  estimation  y  logica 

0.2 

Desigualdades  y 

El  calculo  esta  basado  en  el  sistema  de  los  numeros  reales  y  sus  propiedades.  Pero, 

valor  absoluto 

^cuales  son  los  numeros  reales  y  cuales  son  sus  propiedades?  Para  responder,  comen- 

0.3 

El  sistema  de 

zamos  con  algunos  sistemas  numericos  mas  sencillos. 

coordenadas 

Los  enteros  y  los  numeros  racionales  Los  numeros  mas  sencillos  de  todos 

rectangulares 

son  los  numeros  naturales. 

0.4 

Graficas  de 

1,2,  3,  4,  5,  6,... 

ecuaciones 

0.5 

Funciones  y  sus 
graficas 

Con  ellos  podemos  contar  nuestros  libros,  nuestros  amigos  y  nuestro  dinero.  Si  inclui¬ 
mos  a  sus  negativos  y  al  cero,  obtenemos  los  enteros 

0.6 

Operaciones  con 

. . . ,  -3,  -2, -1,0, 1,2,3,... 

funciones 

Cuando  medimos  longitud,  peso  o  voltaje,  los  enteros  son  inadecuados.  Estan  se- 

0.7 

Funciones 

trigonometricas 

parados  muy  lejos  uno  del  otro  para  dar  suficiente  precision.  Esto  nos  lleva  a  conside- 
rar  cocientes  (razones)  de  enteros  (vease  la  figura  1),  numeros  tales  como 
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Figura  2 

Observe  que  incluimos  v  y  / {,  aunque  normalmente  los  escribiriamos  como  8  y  -1 7, 
ya  que  son  iguales  a  aquellos  por  el  significado  ordinario  de  la  division.  No  incluimos 
o  -jp  porque  es  imposible  dar  significado  a  estos  sfmbolos  (vease  el  problema  30).  Re- 
cuerde  siempre  que  la  division  entre  0  nunca  esta  permitida.  Los  numeros  que  pueden 
escribirse  en  la  forma  min,  donde  my  n  son  enteros  con  n  ^  0  son  llamados  numeros  ra¬ 
tionales. 

^Los  numeros  racionales  sirven  para  medir  todas  las  longitudes?  No.  Este  hecho 
sorprendente  fue  descubierto  por  los  antiguos  griegos  alrededor  del  siglo  V  a.  C.  Elios  de- 
mostraron  que  aunque  la  hipotenusa  de  un  triangulo  rectangulo  con  catetos  de  longitud  1 
mide  \/2  (vease  la  figura  2),  V2  no  puede  escribirse  como  un  cociente  de  dos  enteros 
(vease  el  problema  77).  Por  lo  tanto,  \/2  es  un  numero  irrational  (no  racional).  Asi, 
tambien  lo  son  V3,  v5,  V7,  tt,  y  una  gran  cantidad  de  numeros  mas. 

Los  numeros  reales  Considere  todos  los  numeros  (racionales  e  irracionales)  que 
pueden  medir  longitudes,  junto  con  sus  negativos  y  el  cero.  A  estos  les  llamamos  nume¬ 
ros  reales. 

Los  numeros  reales  pueden  verse  como  etiquetas  para  puntos  a  lo  largo  de  una 
recta  horizontal.  Alii  miden  la  distancia,  a  la  derecha  o  izquierda  (la  distancia  dirigida), 
de  un  punto  fijo  llamado  origen  y  marcado  con  0  (vease  la  figura  3).  Aunque  quiza  no 


1  2 

3  3 


Figura  1 


2  Capitulo  0  Preliminares 


-3  l  r  1 

2  2  V2  3  K 

I  till 

-3  2  1  0  1  2  3 

Figura  3 


podamos  mostrar  todas  las  etiquetas,  cada  punto  tiene  un  numero  real  unico  que  lo 
etiqueta.  Este  numero  se  denomina  coordenada  del  punto,  y  la  recta  coordenada  resul- 
tante  es  llamada  recta  real.  La  figura  4  sugiere  las  relaciones  entre  las  series  de  nume- 
ros  analizadas  hasta  ahora. 

Recuerde  usted  que  el  sistema  de  numeros  reales  puede  ampliarse  aun  mas  a  los 
numeros  complejos.  Estos  son  numeros  de  la  forma  a  +  bi.  donde  ay  b  son  numeros  reales 
e  i  =  \/— 1.  En  este  libro  rara  vez  se  utilizaran  los  numeros  complejos.  De  hecho,  si 
decimos  o  sugerimos  numero  sin  adjetivo  calificativo  alguno,  se  puede  suponer  que 
queremos  decir  numero  real.  Los  numeros  reales  son  los  personajes  principales  en 
calculo. 
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Decimates  periodicos  y  no  periodicos  Cualquier  numero  racional  puede  es- 
cribirse  como  decimal,  ya  que  por  definition  siempre  puede  expresarse  como  el  cocien- 
te  de  dos  enteros;  si  dividimos  el  denominador  entre  el  numerador,  obtenemos  un 
decimal  (vease  la  figura  5).  Por  ejemplo, 

-  =  0.5  -  =  0.375  -  =  0.428571428571428571 . . . 

2  8  7 

Los  numeros  irracionales  tambien  pueden  expresarse  en  forma  decimal.  Por 
ejemplo, 

V2  =  1.4142135623...,  t t  =  3.1415926535... 

La  representation  decimal  de  un  numero  racional  o  termina  (como  en  =  0.375)  o 
se  repite  hasta  el  infinito  en  ciclos  regulares  (como  en  y/  =  1.181818 . . . ).  Un  poco  de 
experimentation  con  el  algoritmo  de  la  division  le  mostrara  el  porque.  (Observe 
que  solo  puede  haber  un  numero  finito  de  residuos  diferentes).  Un  decimal  que  ter¬ 
mina  puede  considerarse  como  un  decimal  periodico  con  ceros  que  se  repiten.  Por 
ejemplo, 

|  =  0.375  =  0.3750000 . . . 

8 


De  esta  manera,todo  numero  racional  puede  escribirse  como  un  decimal  periodico.  En 
otras  palabras.si  x  es  un  numero  racional,  entonces  x  puede  escribirse  como  un  decimal 
periodico.  Es  notable  el  hecho  de  que  el  reciproco  tambien  es  verdadero,  si  x  puede  es¬ 
cribirse  como  un  decimal  periodico,  entonces  x  es  un  numero  racional.  Esto  es  obvio  en 
el  caso  de  decimales  que  terminan  (por  ejemplo,  3.137  =  3137/1000),  y  es  facil  demostrar 
para  el  caso  de  decimales  no  periodicos. 


gj  IJIMIMO  1 


(Los  decimales  periodicos  son  racionales).  Demuestre  que 


x  =  0.136136136 . . .  representa  un  numero  racional. 


SOLUCION  Restamos x  de  lOOO.v  y  luego  despejamos  x. 


lOOO.r  =  136.136136... 

a-  =  0.136136... 

999a  =136 
136 
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Las  representaciones  decimales  de  los  numeros  irracionales  no  se  repiten  en  ciclos. 
Reciprocamente,  un  decimal  no  periodico  debe  representar  un  numero  irracional.  Asi, 
por  ejemplo, 

0.101001000100001  ... 

debe  representar  un  numero  irracional  (observe  el  patron  de  mas  y  mas  ceros  entre  los 
unos).  El  diagrama  en  la  figura  6  resume  lo  que  hemos  dicho. 
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Densidad  Entre  cualesquiera  dos  numeros  reales  diferentes  a  y  b,  no  importa 
que  tan  cercanos  se  encuentren,  existe  otro  numero  real.  En  particular,  el  numero  X\  = 
(a  +  b)/2  es  un  numero  real  que  esta  a  la  mitad  entre  ay  b  (vease  la  figura  7).  Ya  que 
existe  otro  numero  real,  x2 ,  entre  a  y,r,,y  otro  numero  real,  x$,  entre  x,  y  x2 ,  y  puesto 
que  este  argumento  puede  repetirse  ad  infinitum,  concluimos  que  existe  un  numero  in¬ 
finite  de  numeros  reales  entre  ay  b.  Por  lo  tanto,  no  existe  cosa  como  “el  menor  nume¬ 
ro  real,  mayor  que  3”. 

En  realidad,  podemos  decir  mas.  Entre  cualesquiera  dos  numeros  reales  distintos 
existe  tanto  un  numero  racional  como  uno  irracional.  (En  el  ejercicio  57  le  pedimos  demos- 
trar  que  existe  un  numero  racional  entre  cualesquiera  dos  numeros  reales).  De  aquf 
que,  por  medio  del  argumento  precedente,  existe  una  infinidad  de  cada  uno  de  ellos 
(racionales  e  irracionales). 

Una  forma  en  que  los  matematicos  describen  la  situation  que  hemos  expuesto 
es  declarar  que  los  numeros  racionales  y  los  numeros  irracionales  son  densos  en  la 
recta  real.Todo  numero  tiene  vecinos  racionales  e  irracionales  arbitrariamente  cer¬ 
canos  a  el. 

Una  consecuencia  de  la  propiedad  de  densidad  es  que  cualquier  numero  irracio¬ 
nal  puede  aproximarse  tanto  como  se  quiera  por  medio  de  un  numero  racional;  de 
hecho,  por  medio  de  un  numero  racional  con  una  representation  decimal  finita.Tome 
como  ejemplo  V2.  La  sucesion  de  numeros  racionales  1,  1.4  1.41,  1414,  1.4142, 
1.41421, 1.414213,...  avanza  constante  e  inexorablemente  hacia  V  2  (vease  la  figura  8). 
Avanzando  lo  suficiente  en  esta  sucesion,  podemos  estar  tan  cerca  como  queramos 
deV2. 


Calculadoras  y  computadoras  Actualmente,  muchas  calculadoras  son  capaces 
de  realizar  operaciones  numericas,  graficas  y  simbolicas.  Durante  decadas,  las  calcula¬ 
doras  han  podido  realizar  operaciones  numericas,  como  dar  aproximaciones  decimales  a 
VLL2  y  1.25  sen  22°.  A  principios  de  los  anos  noventa  del  siglo  pasado  las  calculadoras 
podian  mostrar  la  grafica  de  casi  cualquier  funcion  algebraica,  trigonometrica,  expo- 
nencial  o  logarftmica.  Los  adelantos  recientes  permiten  a  las  calculadoras  realizar  mu¬ 
chas  operaciones,  como  desarrollar  ( x  —  3 y)12  o  resolver  x3  —  2x2  +  x  =  0.  Programas  de 
compute  como  Mathematica  o  Maple  pueden  realizar  operaciones  simbolicas  como 
estas,  asf  como  una  gran  cantidad  de  otras. 

Nuestras  recomendaciones  acerca  del  uso  de  una  calculadora  son: 


Muchos  problemas  en  este  libro  estan 
marcados  con  un  simbolo  especial. 

[?]  significa  utilice  una  calculadora. 
[GCl  significa  utilice  una  calculadora 
graficadora. 

|CAS]  significa  utilice  un  sistema  de 
algebra  computacional. 

HX-PL]  significa  que  el  problema  le 
pide  explorar  e  ir  mas  alia  de  las 
explicaciones  dadas  en  el  texto. 


1.  Sepa  reconocer  cuando  su  calculadora  — o  computadora —  le  proporciona  una 
respuesta  exacta  y  cuando  le  da  una  aproximacion.  Por  ejemplo,  si  pide  sen  60°,  su 
calculadora  puede  darle  la  respuesta  exacta,  v3/2,  o  bien  puede  darle  una  apro¬ 
ximacion  decimal,  0.8660254. 

2.  Por  lo  regular,  y  si  es  posible,  se  prefiere  una  respuesta  exacta.  Esto  es  especial- 
mente  cierto  cuando  usted  debe  utilizar  el  resultado  para  calculos  posteriores.  Por 
ejemplo,  si  necesita  elevar  al  cuadrado  sen  60°,  es  mas  facil  y  tambien  mas  exacto, 
calcular  (\/3/2 )2  =  3/4  que  calcular  0.86602542. 

3.  Si  es  posible,  en  problemas  de  aplicacion  proporcione  una  respuesta  exacta,  asi  co¬ 
mo  una  aproximacion.  Puede  verificar  frecuentemente  si  su  respuesta  es  razonable 
al  relacionarla  con  la  description  del  problema,  observando  su  aproximacion  nu- 
merica  a  la  solution. 


Estimacion  Dado  un  problema  aritmetico  complicado,  un  estudiante  descuidado 
podria  presionar  algunas  teclas  en  una  calculadora  y  reportar  la  respuesta  sin  darse 
cuenta  de  que  la  falta  de  parentesis  o  un  “error  de  dedo"  han  dado  un  resultado  erro- 
neo.  Un  estudiante  cuidadoso,  con  un  sentido  de  los  numeros,  al  presionar  las  mismas 
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En  el  ejemplo  3  hemos  utilizado  « 
para  decir  “aproximadamente 
igual  a”.  Utilice  este  si'mbolo  cuando 
realice  una  aproximacion.  En  un  tra- 
bajo  mas  formal  no  use  este  si'mbolo 
sin  saber  de  que  tamano  podri'a  ser 
el  error. 


Muchos  problemas  estan  marcados 
con  este  si'mbolo. 

@  significa  una  estimation  de  la 
respuesta  antes  de  resolver  el 
problema;  luego  compruebe  su 
respuesta  contra  esta  estimacion. 


teclas  se  dara  cuenta  inmediatamente  de  que  la  respuesta  es  equivocada  si  es  demasia- 
do  grande  o  demasiado  pequefia,  y  volvera  a  calcularla  de  manera  correcta.  Es  impor- 
tante  saber  como  se  realiza  una  estimacion  mental. 


B  EJEMPLO  2 


Calcular  ( V^30  +  72  +  \/u5)/2.75. 


SOLUCION  Una  estudiante  juiciosa  aproximo  lo  anterior  como  (20  +  72  +  2)/3  y 
dijo  que  la  respuesta  deberia  ser  cercana  a  30.  Asf,  cuando  su  calculadora  dio 
93.448  como  respuesta,  ella  desconfio  (lo  que  en  realidad  habi'a  calculado  fue 
V430  +  72  +  VL5/2.75).  ,uj, 

A1  calcular  otra  vez  obtuvo  la  respuesta  correcta:  34.434.  ■ 


EJEMPLO  3  I  Suponga  que  la  region  sombreada  R,  que  se  muestra  en  la  figura  9, 


se  hace  girar  alrededor  del  eje  x.  Estime  el  volumen  del  anillo  solido,  S,  que  resulta. 


SOLUCION  La  region  R  es  de  casi  3  unidades  de  largo  y  0.9  unidades  de  altura.  Esti- 
mamos  su  area  como  3(0.9)  ~  3  unidades  cuadradas.  Imagine  que  el  anillo  solido,  S,  se 
abre  y  se  aplana  para  formar  una  caja  de  alrededor  de  27 rr  ~  2(3)(6)  =  36  unidades  de 
longitud.  El  volumen  de  una  caja  es  el  area  de  su  seccion  transversal  por  su  longitud. 
Asf,  estimamos  el  volumen  de  la  caja  como  3(36)  =  108  unidades  cubicas.  Si  lo  calcula  y 
obtiene  1000  unidades  cubicas,  necesita  verificar  su  trabajo.  ■ 


El  proceso  de  estimacion  es  simplemente  el  sentido  comun  combinado  con  aproxima- 
ciones  razonables  de  los  numeros.  Lo  exhortamos  a  utilizarlo  con  frecuencia,  particular- 
mente  en  problemas.  Antes  de  obtener  una  respuesta  precisa,  haga  una  estimacion.  Si 
su  respuesta  esta  cerca  de  su  estimacion,  no  hay  garantia  de  que  su  respuesta  sea  correcta. 
Por  otra  parte,  si  su  respuesta  y  su  estimacion  son  demasiado  diferentes,  debe  verificar 
su  trabajo.  Probablemente  hay  un  error  en  su  respuesta  o  en  su  aproximaci6n.  Recuer- 
de  que  tt  «  3,  \Zl  ~  1.4,  210  « 1000, 1  pie  ~  10  pulgadas,  1  milla  «  5000  pies,  etcetera. 

Un  tema  central  en  este  texto  es  el  sentido  numerico.  Por  esto  queremos  decir  la 
habilidad  de  trabajar  un  problema  y  decir  si  su  solucion  es  razonable  para  el  problema 
planteado.  Un  estudiante  con  buen  sentido  numerico  reconocera  y  corregira  de  forma  in- 
mediata  una  respuesta  que,  obviamente,  es  poco  razonable.  Para  muchos  de  los  ejemplos 
desarrollados  en  el  texto,  proporcionamos  una  estimacion  inicial  de  la  solucion,  antes 
de  proceder  a  determinar  la  solucion  exacta. 


Un  poco  de  ldgica.  En  matematicas,  a  los  resultados  importantes  se  les  llama  teo- 
remas;  en  este  texto  usted  encontrara  muchos  teoremas.  Los  mas  importantes  aparecen 
con  la  etiqueta  Teorema  y  por  lo  regular  se  les  dan  nombres  (por  ejemplo,  el  Teorema 
de  Pitagoras).  Otros  aparecen  en  los  conjuntos  de  problemas  y  se  introducen  con  las 
palabras  demuestre  o  pruebe  que.  En  contraste  con  los  axiomas  o  definiciones,  que  se 
admiten,  los  teoremas  requieren  ser  demostrados. 

Muchos  teoremas  son  establecidos  en  la  forma  “si  P  entonces  Q”,  o  bien  pueden 
enunciarse  otra  vez  en  esta  forma.  Con  frecuencia,  abreviamos  el  enunciado  “si  P 
entonces  Q"  por  medio  de  P=>  Q,  que  tambien  se  lee  “P  implica  Q".  Llamamos  a  P  la 
hipotesis  y  a  Q  la  conclusion  del  teorema.  Una  prueba  (demostracion)  consiste  en  de- 
mostrar  que  Q  debe  ser  verdadera  siempre  que  P  sea  verdadera. 

Los  estudiantes  que  inician  (incluso,  algunos  maduros)  pueden  confundir  P  =>  Q 
con  su  reciproco,  Q=>  P.  Estas  dos  proposiciones  no  son  equivalentes.  “Si  Juan  es  de 
Missouri,  entonces  Juan  es  americano”  es  una  proposicion  verdadera,  pero  su  recfpro- 
ca  “si  Juan  es  americano,  entonces  es  de  Missouri”  podri'a  no  ser  cierta. 

La  negacion  de  la  proposicion  P  se  escribe  ~  P.  Por  ejemplo,  si  P  es  la  proposicion 
“esta  lloviendo”,  entonces  ~  P  es  la  proposicion  “no  esta  lloviendo”.  La  proposicion 
~  Q  =>  ~  P  se  denomina  contrapositiva  (o  contrarrecfproca)  de  la  proposicion  P  =>  Q 
y  es  equivalente  a  P=^Q.  Por  “equivalente”  queremos  decir  que  P=>  Qy  ~  Q=>  ~  P 
son,  ambas,  verdaderas  o  ambas  falsas.  Para  nuestro  ejemplo  acerca  de  Juan,  la  contra¬ 
positiva  de  “si  Juan  es  de  Missouri,  entonces  Juan  es  americano”  es  “si  Juan  no  es  ame¬ 
ricano,  entonces  Juan  no  es  de  Missouri”. 

Como  consecuencia  de  que  una  proposicion  y  su  contrapositiva  sean  equivalentes, 
podemos  demostrar  un  teorema  de  la  forma  “si  P  entonces  Q"  demostrando  su  contra- 
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Demostracion  por  contradiccion 

La  demostracion  por  contradiccion 
tambien  lleva  el  nornbre  de  reduc¬ 
tion  al  ubsurdo.  He  aqui  lo  que  el 
gran  matematico  G.  H.  Hardy  dijo 
acerca  de  ella: 

“La  reduccion  al  absurdo,  que 
Euclides  amaba  tanto,  es  una  de 
las  armas  mas  finas  del  matemati¬ 
co.  Es  muchfsimo  mas  fina  que 
cualquier  gambito  en  el  ajedrez;  un 
jugador  de  ajedrez  puede  ofrecer 
el  sacrificio  de  un  peon  o  hasta  de 
una  pieza,  pero  un  matematico 
ofrece  el  juego”. 


Orden  en  la  recta  real 

Decir  que  x  <  y  significa  que  x  esta 
a  la  izquierda  de  y  en  la  recta  real. 


x  y 


Las  propiedades  de  orden 

1 .  Tricotomi'a.  Six  yy  son  numeros, 
exactamente  una  de  las  siguientes 
afirmaciones  se  cumple: 

x  <  y  o  x  =  y  o  x  >  y 

2.  Transitividad.  x  <  y  e  y  <  z 

=>  X  <  £. 

3.  Suma.  x  <  y  «=*  x  +  z  <  y  +  z. 

4.  Multiplication.  Cuando  z  es  posi- 
tiva  x  <  y  <=>  xz  <  yz.  Cuando  z 
es  negativa,  x  <  y  <=>  xz  >  yz. 


positiva “si  ~Q  entonces  ~P”.  Asi, para  demostrar  P  =>  Q, podemos  suponer  ~Q  e  in- 
tentar  deducir  ~P.  A  continuation  esta  un  ejemplo  sencillo. 

jggL|  1MIM.0  4  Demuestre  que  si  n 2  es  par,  entonces  n  es  par. 

Prueba  La  contrapositiva  de  este  enunciado  es  “si  n  no  es  par,  entonces  n2  no  es 
par”,  que  es  equivalente  a  “si  n  es  impar,  entonces  n2  es  impar”.  Demostraremos  la  con¬ 
trapositiva.  Si  n  es  impar,  entonces  existe  un  entero  k  tal  que  n  =  2k  +  1 .  Entonces, 

n2  =  (2k  +  l)2  =  4A:2  +  4k  +  1  =  2(2k2  +  2k)  +  1 

Por  lo  tanto,  n2  es  igual  a  uno  mas  que  el  doble  de  un  entero.  De  aqui  que  n2  es  impar. 

iSS 


La  ley  del  tercero  excluido  dice:  sucede  R  o  ~R.  pero  no  ambos.  Cualquier  demos¬ 
tracion  que  inicia  suponiendo  que  la  conclusion  de  un  teorema  es  falsa  y  procede  para 
demostrar  que  esta  suposicion  conduce  a  una  contradiccion  se  denomina  demostracion 
por  contradiccion. 

En  ocasiones,  necesitaremos  otro  tipo  de  demostracion  denominado  induction 
matematica.  Nos  alejariamos  demasiado  en  estos  momentos  para  describir  esto,  pero 
hemos  dado  un  estudio  completo  en  el  apendice  A.  1 . 

Algunas  veces,  ambas  proposiciones  P  =>  Q  (si  P  entonces  Q)  y  Q  =*  P  (si  Q  en¬ 
tonces  P)  son  verdaderas.  En  este  caso  escribimos  P  <=>  Q,  que  se  lee  "P  si  y  solo  si  Q ”. 
En  el  ejemplo  4  demostramos  que  “si  n2  es  par,  entonces  n  es  par”,  pero  el  recfproco  “si 
n  es  par,  entonces  n2  es  par”  tambien  es  verdadero.  Por  lo  tanto,  diriamos  “n  es  par  si  y 
solo  si  n2  es  par”. 

Orden  Los  numeros  reales  diferentes  de  cero  se  separan,  en  forma  adecuada,  en 
dos  conjuntos  disjuntos,  los  numeros  reales  positivos  y  los  numeros  reales  negativos. 
Este  hecho  nos  permite  introducir  la  relacion  de  orden  <  (se  lee  “es  menor  que")  por 
medio  de 


j  x  <  y  y  -  x  es  positivo  j 

Acordamos  que  x  <y  y  y  >x  significaran  lo  mismo.  Asf,  3  <  4, 4  >  3,  — 3  <  — 2  y  — 2  >  —3. 

La  relacion  de  orden  :£  (se  lee  “es  menor  o  igual  a”)  es  prima  hermana  de  <  Se 
define  por  medio  de 

x  ^  y  <=>  y  —  res  positivo  o  cero 


Las  propiedades  de  orden  2,3  y  4.  en  el  cuadro  al  margen,  se  cumplen  al  reemplazar  los 
sfmbolos  <  y  >  por sy>  respectivamente. 

Cuantificadores  Muchas  proposiciones  matematicas  incluyen  una  variable  x, 
y  la  validez  de  un  enunciado  depende  del  valor  de  x.  Por  ejemplo,  la  proposicion 
“Vx  es  un  numero  racional”  depende  del  valor  de  x;  es  verdadero  para  algunos 

,  „  n  4  10,000 

valores  de  x,  tal  como  x  =  1,  4,  9,  x  =  1,  4,  9,  — ,  y  — — — ,  y  falso  para  otros  valores 

de  x,  tales  como  x  =  2, 3, 77  y  7r.  Algunas  proposiciones,  tales  como  “x2  a  0”,  son  verda¬ 
deras  para  todo  numero  real  x,  y  otras  proposiciones,  tales  como  “x  es  un  entero  par 
mayor  que  2  y  x  es  un  numero  prirno”,  siempre  son  falsas.  Denotaremos  con  P(xj  un 
enunciado  cuyo  valor  de  verdad  depende  del  valor  de  x. 

Decimos  “para  toda  x,  P(x)”  o  “para  cada  x,  P(x)  ”,  cuando  la  proposicion  P(x)  es 
verdadera  para  todo  valor  de  x.  Cuando  al  menos  existe  un  valor  de  x  para  el  cual 
es  verdadera,  decimos  “existe  una  x  tal  que  P(x)".  Los  dos  importantes  cuantificadores 
son  “para  todo”  y  “existe”. 

IK  E  [  EM  1*1.0  .S  ]  ^Cual  de  las  siguientes  proposiciones  son  verdaderas? 

(a)  Para  toda  x,  x2  >  0. 

(b)  Para  toda  x,  x  <  0  =>  x2  >  0. 

(c)  Para  cada  x,  existe  una  y  tal  que  y  >  x. 

(d)  Existe  una  v  tal  que,  para  toda  x,  y  >  x. 
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SOLUCION 

(a)  Falsa.  Si  elegimos  x  =  0,  entonces  no  es  verdadero  que  x2>0. 

(b)  Verdadera.  Si  x  es  negativa,  entonces  x2  sera  positiva. 

(c)  Verdadera.  Esta  proposition  contiene  dos  cuantificadores,  “para  cada"  y  “existe”. 
Para  leer  el  enunciado  de  manera  correcta,  debemos  aplicarlo  en  el  orden  correcto. 
La  proposicion  inicia  “para  cada”,  de  modo  que  si  la  proposicion  es  verdadera,  en¬ 
tonces  lo  que  sigue  debe  ser  verdadero  para  todo  valor  de  x  que  seleccionemos.  Si  no 
esta  seguro  de  que  el  enunciado  completo  sea  verdadero,  intente  con  algunos  valo- 
res  de  x  y  vea  si  la  segunda  parte  del  enunciado  es  verdadero  o  falso.  Por  ejemplo, 
podriamos  elegir  x  =  100,  dada  esta  election;  ^existe  una  y  que  sea  mayor  a  x?  En 
otras  palabras,  ^existe  un  numero  mayor  que  100?  Por  supuesto  que  si.  El  numero 
101  lo  es.  Ahora,  seleccionemos  otro  valor  para  x,  digamos  x  =  1,000,000.  ^Existe 
una  y  que  sea  mayor  que  este  valor  de  xl  Nuevamente,  si;  en  este  caso  el  numero 
1,000,001  lo  seria.  Ahora,  preguntese:  “Si  tengo  que  x  es  cualquier  numero  real, 
^podre  encontrar  una  y  que  sea  mayor  a  xl"  La  respuesta  es  si.  Basta  con  elegir  a 
ycomox+1. 

(d)  Falsa.  El  enunciado  dice  que  existe  un  numero  real  que  es  mayor  que  todos  los 

demas  numeros  reales.  En  otras  palabras,  existe  un  numero  real  que  es  el  mayor  de 
todos.  Esto  es  falso;  aquf  esta  una  demostracion  por  contradiction.  Suponga  que 
existe  un  numero  real  mayor  que  todos,  v.  Sea  x  =  y  +  1.  Entonces  x  >  y,  lo  cual  es 
contrario  a  la  suposicion  de  que  y  es  el  mayor  numero  real.  K 

La  negation  de  la  proposicion  P  es  la  proposicion  “no  P".  (La  proposicion  "no  P" 
es  verdadera  siempre  que  P  sea  falsa).  Considere  la  negation  de  la  proposicion  “para 
toda  x,  P(x)".  Si  la  negation  de  esta  proposicion  es  verdadera,  entonces  debe  existir  al 
menos  un  valor  de  x  para  el  cual  P(x)  es  falsa;  en  otras  palabras,  existe  una  x  tal  que  “no 
P(x)".  Ahora  considere  la  negation  de  la  proposicion  “existe  un  x  tal  que  P(x)".  Si  la 
negation  de  esta  proposicion  es  verdadera,  entonces  no  existe  una  x  para  la  cual  P(x) 
sea  verdadera.  Esto  significa  que  P(x)  es  falsa  sin  importar  el  valor  de  x.  En  otras  pala¬ 
bras,  “para  toda  x,  no  P(x)".  En  resumen, 

La  negation  de  “para  toda  x,  P(x)"  es  “existe  una  x  tal  que  no  P(x)”. 

La  negation  de  “existe  una  x  tal  que  P(x)"  es  “para  toda  x,  no  P(x)”. 


Revision  de  conceptos 

1.  Los  numeros  que  pueden  escribirse  corno  la  razon  (cociente) 

de  dos  enteros  se  denominan _ . 

2.  Entre  cualesquiera  dos  numeros  reales,  existe  otro  numero 

real.  Esto  significa  que  los  numeros  reales  son _ . 


3.  La  contrapositiva  (contrarreci'proca)  de  “si  P  entonces  Q"  es 


4.  Los  axiomas  y  las  definiciones  son  tornados  como  ciertos, 
pero _ requieren  de  una  demostracion. 


Conjunto  de  problemas  0.1 

En  los  problemas  del  l  al  16  simplifique  tanto  como  sea  posible.  Asegu- 
rese  de  eliminar  todos  los  parentesis  y  reducir  todas  las  fracciones. 


1.  4  -  2(8  -  11)  +  6 


2.  3 [2  -  4(7  -  12)] 


3.  — 4[5(— 3  +  12  -  4)  +  2(13  -  7)] 


4.  5[— 1(7  +  12  -  16)  +  4]  +  2 


5. 

7. 

9. 


a  3  ,  A  _  1 

4  -  7  21  6 


11. 


11  _  1? 

J _ 2p 

U  ,  12 
7  21 


12. 


1  -  3  +  1 

2  4  H 

1  +  3  -  1 

2  T  4  S 


- r  14.  2  +  - r 

1+2  1  +  2 


1  r  i  / 1  1  \  1 1 

-1)] 

plifique. 

^[2(5  - 1) +  fi] 

"i[l  -  id 

17. 

14/  2  y 

10.  (2  -  5 )/(i 

-!) 

19. 

21. 

13.  1 

15.  (V5  +V3)(V5  -V3)  16.  (V5  -  V3)2 

En  los  problemas  del  17  al  28  realice  las  operaciones  indicadas  y  sim- 

-  4)(x  +1)  18.  (2x  -  3)2 

-  9)(2x  +  1)  20.  (4x  -  1  l)(3x  -  7) 

-  f  +  l)2  22.  (2 1  +  3)3 
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23. 


-  4 


x  —  2 


25. 


r  -  4r  -  21 


27. 


r  +  3 
12 


x2  +  2x 


4  2 

+  - 

x  x  +  2 


24. 


26. 


28. 


x  - 
2x 


2x2 


+ 


6y  —  2  9  v” 


1 


29.  Determine  el  valor  de  cada  una  de  las  expresiones  siguientes; 
si  no  esta  definida,  indfquelo 


(a)  0-0 

(d)  r, 


(b)  li 

(e)  05 


0^ 

17 


(c) 

(f)  17° 


30.  Demuestre  que  la  division  entre  0  no  tiene  significado  como 
sigue:  Suponga  que  a  ^  0.  Si  a/0  =  b,  entonces  a  =  0  •  b  =  0,  lo  cual  es 
una  contradiction.  Ahora  determine  una  razon  por  la  que  0/0  tam- 
bien  carece  de  significado. 


Demuestre  que  entre  cualesquiera  dos  numeros  reales  diferentes 
existe  una  infinidad  de  numeros  racionales. 

&  58.  Estime  el  volumen  de  su  cabeza,  en  pulgadas  cubicas. 

EE!  59.  Estime  la  longitud  del  ecuador,  en  pies.  Suponga  que  cl  radio 
de  la  Tierra  es  de  4000  millas. 

EE]  60.  ^Alrededor  de  cuantas  veces  habra  latido  su  corazon  en  su 
vigesimo  cumpleanos? 

0  61.  El  arbol  llamado  General  Sherman,  que  esta  en  California, 
tiene  una  altura  de  casi  270  pies  y  promedia  alrededor  de  16  pies  de 
diametro.  Estime  el  numero  de  tablones  de  madera  de  1  pulgada  por 
12  pulgadas  por  12  pulgadas  que  podrfan  fabricarse  con  este  arbol, 
suponiendo  que  no  haya  desperdicio  e  ignorando  las  ramas. 

0  62.  Suponga  que  cada  ano,  el  arbol  General  Sherman  (vease 
el  problema  61)  produce  un  anillo  de  crecimiento  de  un  grosor  de 
0.004  pies.  Estime  el  aumento  anual  resultante  en  el  volumen  de  su 
tronco. 


En  los  problemas  del  31  al  36  cambie  cada  numero  racional  a  uno  de¬ 
cimal  mediante  una  division  larga. 


31  — 

12 

32.  f 

33. 

34.  f7 

35.  y 

36.  fj 

En  los  problemas  del  37  al  42  cambie  cada  decimal  periodico  por  una 
razon  de  dos  enteros  (vease  el  ejemplo  I). 

37.  0.123123123... 

38.  0.217171717... 

39.  2.56565656... 

40.  3.929292... 

41.  0.199999... 

42.  0.399999... 

43.  Como  0.199999.. 

.  =  0.200000 ...  y  0.399999 ...  = 

0.400000  . . .  (veanse  los  problemas  41  y  42),  vemos  que  ciertos  nume¬ 
ros  racionales  tienen  diferentes  expansiones  decimales.  f,Cua!es  son 
los  numeros  racionales  que  tienen  esta  propiedad? 

44.  Demuestre  que  cualquier  numero  racional  p/q,  para  el  cual 
la  factorizacidn  en  primos  de  q  consiste  solo  en  numeros  2  y  numeros 
5,  tiene  un  desarrollo  decimal  finito. 

45.  Encuentre  un  numero  racional  positivo  y  un  numero  irracio- 
nal  positivo  menores  que  0.00001. 

46.  <f,Cudl  es  el  menor  entero  positivo?  (',E1  menor  racional  posi¬ 
tivo?  <,E1  menor  numero  irracional  positivo? 

47.  Encuentre  un  numero  racional  entre  3.14159  y  rr.  Note  que 

7r  =  3.14 1 592 _ 

48.  f.Existe  un  numero  entre  0.9999...  (los  9  se  repiten)  y  1  ?  f,Como 
concilia  esto  con  el  enunciado  de  que  entre  cualesquiera  dos  nume¬ 
ros  reales  diferentes  existe  otro  numero  real? 

49.  f,El  numero  0.1234567891011121314...  es  racional  o  irracio- 
nal?  (Debe  observar  un  patron  en  la  sucesion  de  digitos  dada). 

50.  Encuentre  dos  numeros  irracionales  cuya  suma  sea  racional. 

0  En  los  problemas  del  51  al  56  determine  la  mejor  aproximacidn 
decimal  que  su  calculadora  permita.  Inicie  haciendo  una  estimacion 
mental. 

51.  (V3  +  l)3  52.  (V2  -  V3)4 

53.  >0.123  -  ^/E09  54.  (3.1415)H/2 

55.  VSdfrr2  +  1  -  3tt  56.  >v/  (6t t2  -  2)ir 

57.  Demuestre  que  entre  cualesquiera  dos  numeros  reales  dife¬ 
rentes  existe  un  numero  racional.  (Sugerencia:  si  a<b,  entonces  b  -  a 
>  0,  asi  que  existe  un  numero  natural  n  tal  que  \/n<b  -  a.  Considere 
el  conjunto  ( k\k/n  >  b)  y  utilice  el  hecho  de  que  un  conjunto  de  en- 
teros  que  esta  acotado  por  abajo  contiene  un  elemento  menor). 


63.  Escriba  el  recfproco  y  el  contrapositivo  de  los  siguientes 
enunciados. 

(a)  Si  hoy  Uueve,  entonces  trabajare  en  casa. 

(b)  Si  la  candidata  satisface  todos  los  requisitos,  entonces  sera  con¬ 
tra  tada. 

64.  Escriba  el  recfproco  y  el  contrapositivo  de  los  siguientes 
enunciados. 

(a)  Si  obtengo  una  A  en  el  examen  final,  aprobare  el  curso. 

(b)  Si  termino  mi  artfculo  de  investigation  para  el  viernes,  entonces 
tomare  un  descanso  la  semana  proxima. 

65.  Escriba  el  recfproco  y  el  contrapositivo  de  los  siguientes 
enunciados. 

(a)  (Sean  a,  b  y  c  las  longitudes  de  los  lados  de  un  triangulo.)  Si  a2  + 
b2  =  <r,  entonces  el  triangulo  es  un  triangulo  rectangulo. 

(b)  Si  el  angulo  ABC  es  agudo,  entonces  su  medida  es  mayor  que  0° 
y  menor  que  90°. 

66.  Escriba  el  reciproco  y  el  contrapositivo  de  los  siguientes 
enunciados. 

(a)  Si  la  medida  del  angulo  ABC  es  45°,  entonces  el  angulo  ABC  es 
agudo. 

(b)  Si  a  <  b  entonces  a2  <  b2. 

67.  Considere  los  enunciados  del  problema  65  junto  con  sus  reci- 
procos  y  contrapositivos.  ^Cuales  son  verdaderos? 

68.  Considere  los  enunciados  del  problema  66  junto  con  sus  recf- 
procos  y  contrapositivos.  ^Cuales  son  verdaderos? 

69.  Utilice  las  reglas  acerca  de  la  negacion  de  proposiciones  que 
incluyen  cuantificadores  para  escribir  la  negacion  de  las  siguientes 
proposiciones.  ^Cual  es  verdadera,  la  proposicion  original  o  su  ne¬ 
gation? 

(a)  Todo  triangulo  isosceles  es  equilatero. 

(b)  Existe  un  numero  real  que  no  es  entero. 

(c)  Todo  numero  natural  es  menor  o  igual  a  su  cuadrado. 

70.  Utilice  las  reglas  acerca  de  la  negacion  de  proposiciones  que 
incluyen  cuantificadores  para  escribir  la  negacion  de  las  siguientes 
proposiciones.  (,Cual  es  verdadera,  la  proposicion  original  o  su  nega¬ 
cion? 

(a)  Todo  numero  natural  es  racional. 

(b)  Existe  un  cfrculo  cuya  area  es  mayor  que  9 it. 

(c)  Todo  numero  real  es  mayor  que  su  cuadrado. 

71.  ^.Cuales  de  los  enunciados  siguientes  son  verdaderos?  Su¬ 
ponga  que  x  y  y  son  numeros  reales. 

(a)  Para  toda  x,  x  >  0  =>  x2  >  0. 
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(b)  Para  loda  x,  x  >  0  <=>  x2  >  0. 

(c)  Para  toda  x,  x2  >  x. 

(d )  Para  toda  x ,  existe  una  y  tal  que  y  >  x2. 

(e)  Para  todo  numero  positivo  y,  existe  otro  numero  positivo  x  tal 
que  0  <  x  <y. 

72.  ^Cuales  de  las  proposiciones  siguientes  son  verdaderas?  A 
menos  que  se  diga  lo  contrario,  suponga  que  x,  y  y  e  son  numeros 
reales. 

(a)  Para  toda  x,  x  < x  +  1 . 

(b)  Existe  un  numero  natural  N,  tal  que  todos  los  numeros  primos 
son  menores  que  N.  (Un  numero  primo  es  un  numero  natural 
mayor  que  1  cuyos  tinicos  factores  son  1  y  el  mismo.) 

1 

(c)  Para  cada  x  >  0,  existe  una  y  tal  que  y  >  — . 

1 

(d)  Para  toda  x  positiva,  existe  un  numero  natural  n  tal  que  <  x. 

n 

1 

(e)  Para  cada  s  positiva,  existe  un  numero  natural  n  tal  que  —  <  e. 

73.  Demuestre  las  siguientes  proposiciones. 

(a)  Si  n  es  impar,  entonces  n2  es  impar.  (Sugerencia:  si  n  es  impar, 
entonces  existe  un  entero  k,  tal  que  n  =  2k  +  1 ). 

(b)  Si  n 2  es  impar,  entonces  n  es  impar.  ( Sugerencia :  demuestre  la 
contrapositiva). 

74.  Demuestre  que  n  es  impar  si  y  solo  si  n2  es  impar.  (Vease  el 
problema  73). 

75.  De  acuerdo  con  el  Teorema  fundamental  de  la  aritmetica,  to- 

do  numero  natural  (distinto  de  1)  puede  escribirse  como  el  producto 
de  primos,  dc  una  forma  unica,  salvo  por  el  orden  de  los  factores.  Por 
ejemplo,  45  =  3-3-5.  Escriba  cada  uno  de  los  siguientes  numeros  como 
un  producto  de  primos. 

(a)  243  (b)  124  (c)  5100 

76.  Utilice  el  Teorema  fundamental  de  la  aritmetica  (vease  el 
problema  75)  para  demostrar  que  el  cuadrado  de  cualquier  nume¬ 
ro  natural  (distinto  de  1)  puede  escribirse  como  el  producto  de  un 
conjunto  unico  de  primos,  excepto  por  el  orden  de  los  factores,  ca¬ 
da  uno  de  los  cuales  aparece  un  numero  par  de  veces.  Por  ejemplo, 
(45)2  =  3  •  3  •  3  •  3  •  5  •  5. 

77.  Demuestre  que  V2  es  irracional.  Sugerencia:  intente  una  de- 
mostracion  por  contradiccion.  Suponga  que  V2  =  pjq ,  donde  p  y  q 
son  numeros  naturales  (necesariamente  distintos  de  1).  Entonces 
2  =  p2/q2,  de  modo  que  2 q2  =  p2.  Ahora  utilice  el  problema  76  pa¬ 
ra  obtener  una  contradiccion. 


78.  Demuestre  que  a/3  es  irracional  (vease  el  problema  77). 

79.  Demuestre  que  la  suma  de  dos  numeros  racionales  es  ra- 
cional. 

80.  Demuestre  que  el  producto  de  un  numero  racional  (distinto 
de  0)  y  un  numero  irracional  es  irracional.  Sugerencia:  intente  una 
demostracion  por  contradiccion. 

81.  ^Cuales  de  los  siguientes  numeros  son  racionales  y  cuales 
son  irracionales? 

(a)  -V9  (b)  0.375 

(c)  (3V2)(5V2)  (d)  (l  +  V3)2 

82.  Un  numero  b  se  denomina  cota  superior  para  un  conjunto  S 
de  numeros,  si  x&b  para  toda  x  en  S.  Por  ejemplo,  5, 6.5  y  13  son  co- 
tas  superiores  para  el  conjunto  S  =  (1,2. 3,4, 5).  El  numero  5  es  la  mi¬ 
nima  cota  superior  para  S  (la  mas  pequena  de  las  cotas  superiores). 
De  manera  analoga,  1 .6, 2  y  2.5  son  cotas  superiores  para  el  conjunto 
infinito  T=  {1.4, 1.49, 1.499, 1.4999,...}  mientras  que  1.5  es  la  minima 
cota  superior.  Encuentre  la  minima  cota  superior  para  cada  uno  de 
los  siguientes  conjuntos, 

(a)  S  =  {-10,  -8,  -6,  -4.  -2} 

(b)  S  =  {-2,  -2.1,  -2.11,  -2.111,  -2.1111,...  } 

(c)  S  =  {2.4,  2.44,  2.444,  2.4444. . . .  } 

(d)  5=  {l  -  1  -1,1  -  i  1 

(e)  S  =  {xlx  =  (-1)"  +  1  /n,  n  es  un  entero  positivo};  esto  es,  S  es  el 
conjunto  de  todos  los  numeros  x  que  tienen  la  forma  x  =  (-1)”  + 
1/n,  donde  n  es  un  entero  positivo. 

(f)  S  =  [x:x2<  2,x  es  un  numero  racional). 

H*£D  83.  El  axioma  de  completez  para  los  numeros  reales  dice:  todo 
conjunto  de  numeros  reales  que  dene  una  cota  superior  dene  una  mi¬ 
nima  cota  superior  que  es  un  numero  real. 

(a)  Demuestre  que  la  proposicion  en  cursivas  es  falsa  si  las  palabras 
reales  y  real  se  reemplazan  por  racionales  y  racional ,  respectiva- 
mente. 

(b)  ^La  proposicion  en  cursivas  serd  verdadera  o  falsa  si  las  pala¬ 
bras  reales  y  real  fuesen  reemplazadas  por  naturales  y  natural, 
respectivamente? 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos  1.  numeros  racionales 
2.  densos  3.  “Si  no  Q  entonces  no  P" .  4.  teoremas 


0.2 

Desigualdades 
y  valor  absoluto 


La  resolution  de  ecuaciones  (por  ejemplo,  3x  -  17  =  6  o  xz  -  x  -  6  =  0)  es  una  de  las  ta- 
reas  tradicionales  de  las  matematicas;  en  este  curso  sera  importante  y  suponemos  que 
usted  recordara  como  hacerlo.  Pero,  casi  de  igual  importancia  en  calculo  es  la  nocion 
de  resolver  una  desigualdad  (por  ejemplo,  3x-17<6ojt2-;t-6a0).  Resolver  una  de- 
sigualdad  es  encontrar  el  conjunto  de  todos  los  numeros  reales  que  hace  que  la  desi¬ 
gualdad  sea  verdadera.  En  contraste  con  una  ecuacion,  cuyo  conjunto  solucion  por  lo 
regular  consiste  en  un  numero  o  quiza  en  un  conjunto  finito  de  numeros,  el  conjunto 
solucion  de  una  desigualdad  por  lo  regular  es  un  intervalo  completo  de  numeros  o,  en 
algunos  casos,  la  union  de  tales  intervalos. 


-2IOI2  3  4  5  6  7 

(-1 , 6)  =  [x  :  -1  <  x  <  6| 

Figura  1 


Intervalos  Varias  clases  de  intervalos  surgiran  en  nuestro  trabajo,  para  los  cuales 
introducimos  una  terminologfa  y  notation  especial.  La  desigualdad  a  <x  <  b,  que  en 
realidad  son  dos  desigualdades,  a<x  y  x  <  b,  describe  un  intervalo  abierto  que  consiste 
en  todos  los  numeros  entre  ay  b,  pero  que  no  incluye  los  puntos  extremos  a  y  b.  Lo  de- 
notamos  por  medio  del  simbolo  (a,  b)  (vease  la  figura  1).  En  contraste,  la  desigualdad  a 
srsft  describe  el  correspondiente  intervalo  cerrado,  que  incluye  los  extremos  ay  b. 
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1-1,51  =  (*:— 1  <I<5 


Figura  2 


Se  denota  como  [ a ,  6]  (vease  la  figura  2).  La  tabla  indica  la  amplia  variedad  de  posibi- 
lidades  e  introduce  nuestra  notacion. 


Notacion  de  conjuntos 

Notacion  de  intervalos 

Grafica 

jx :  a  <  x  <  b\ 

(a,  b ) 

(x:  a  s  x  <  b] 

{x:  a  <  x  <  b\ 

[a,  b] 

[a,  b) 

a 

a 

b 

b 

[x:  a  <  x  s  6j 

(a,  b] 

a 

b 

(x:  x  <=  b] 

(-00  ,  h ] 

a 

b 

jx:  x  <  bj 

(-00  ,  b) 

b 

* 

IV 

[a.  00) 

b 

{x:  x  >  a) 

(a,  00) 

a 

U 

(  —  00,  00) 

a 

Resolution  de  desigualdades  Como  con  las  ecuaciones,  el  procedimiento  para 
resolver  una  desigualdad  consiste  en  transformar  la  desigualdad  un  paso  a  la  vez  hasta 
que  el  conjunto  solucion  sea  obvio.  Podemos  realizar  ciertas  operaciones  en  ambos  la- 
dos  de  una  desigualdad  sin  cambiar  su  conjunto  solucion.  En  particular: 

1.  Podemos  sumar  el  mismo  numero  a  ambos  lados  de  una  desigualdad. 

2.  Podemos  multiplicar  ambos  lados  de  una  desigualdad  por  el  mismo  numero  positi- 


3.  Podemos  multiplicar  ambos  lados  de  una  desigualdad  por  el  mismo  numero  nega- 
tivo,  pero  entonces  debemos  invertir  el  sentido  del  signo  de  la  desigualdad. 

mijiMPio  i  Resuelva  la  desigualdad  2x  —  7  <  4x  —  2  y  muestre  la  grafica  de  su  con¬ 
junto  solucion. 

SOLUCION 

2x  —  7  <  4x  —  2 
2x  <  4x  +  5 
— 2x  <  5 
x  >  —  | 

La  grafica  aparece  en  la  figura  3. 


(sume  7) 

(sume  — 4x) 

(multiplique  por  —  5) 

m 


Figura  4 


g|  1  JEMIMA)  2  Resuelva  — 5  s  2x  +  6  <  4. 

SOLUCION 

— 5  <  2x  +  6  <  4 
— 11  <  2x  <  —2  (sume -6) 

— y  <  X  <  — 1  (multiplique  por 

La  figura  4  muestra  la  grafica  correspondiente.  »! 


10  Capitulo  0  Preliminares 


Antes  de  abordar  una  desigualdad  cuadratica  hacemos  notar  que  un  factor  lineal 
de  la  forma  x  -  a  es  positivo  para  x  >  a  y  negativo  para  x<a.  Se  deduce  que  un  produc- 
to  ( x  -  a)(x  -  b)  puede  cambiar  de  positivo  a  negativo,  y  viceversa,  solo  en  a  o  b.  Estos 
puntos,  en  donde  el  factor  es  cero,  se  denominan  puntos  de  separation.  Estos  puntos 
son  la  clave  para  determinar  los  conjuntos  solucion  de  desigualdades  cuadraticas  y 
otras  desigualdades  mas  complicadas. 


|U  EJEMPLO~3~1  Resuelva  la  desigualdad  cuadratica  x2  -x<  6. 


Punto  de  Signo  de 
prueba  (x  3)  (x  +  2) 

Signo  de 

(x  -  3)(*  +  2) 

-3 

+ 

0  -  + 

- 

5  +  + 

+ 

+  * 

1  1  1 

?  + 

1  1  1  II  i  -|  .. 

1  1  1 
t  " 

1  1  1  f  1  1  1  ^ 

t  1  t 

1 

-3 

I  1 

0  5 

1  •(  1 

Puntos  de  prueba 

1  |  |  ■*  |  |  |  m 

1  X  \ 

-2 

ill  S  1  1  1  *■ 

'3 

(-2,  3) 

Figura  5 

+ 

1 

+  - 

o  - 

i  - 

o  - 

I 

1  1  1  1  1  ^ 

2  1 

. . 4 . . . 

3 

. J  i  |  { . | . _.. 

i 

•2 

1  |  1  I  I 

-10  12 

(-oc, 

-f)u(t.oc) 

Figura  6 

+  n 

1  1  1 

0  + 

1  |  |  |  |  w 

1  1  1 

-2 

1  1  1  1  1 

1 

i  i  |  i  i 

‘  I . I . t 

1  |  t  t  r 

_2 

i 

(-cc. 

-2)  U  [  1 ,  oc) 

Figura  7 

+  0 

1 

-0-0  + 
i  i  i  5  i  i  w 

I 

-l 

iiifll*" 

1  3 

1-1.3] 

Figura  8 

SOLUCION  Como  con  las  ecuaciones  cuadraticas,  pasamos  todos  los  terminos  distin- 
tos  de  cero  a  un  lado  y  factorizamos. 

x2  —  x  <  6 

x2  —  x  —  6  <  0  (sume  —6) 

(jc  —  3)(x  +  2)  <  0  ( factorice) 


Vemos  que  -2  y  3  son  los  puntos  de  separacion;  dividen  la  recta  real  en  tres  interva- 
los  (— oo,  —2),  (—2,  3)  y  (3,  oo).  En  cada  uno  de  estos  intervalos  (x  —  3)(x  +  2)  conser- 
va  el  signo;  esto  es,  ahi  siempre  es  positivo  o  siempre  negativo.  Para  determinar  este 
signo  en  cada  intervalo,  utilizamos  los  puntos  de  prueba  —3, 0  y  5  (cualesquiera  otros 
puntos  en  estos  intervalos  sirven).  Nuestros  resultados  se  muestran  en  la  tabla  al 
margen. 

La  informacion  que  hemos  obtenido  se  resume  en  la  parte  superior  de  la  figura  5. 
Concluimos  que  el  conjunto  solucion  para  (x  -  3)(x  +  2)  <  0  es  el  intervalo  (-2, 3).  Su 
grafica  se  muestra  en  la  parte  inferior  de  la  figura  5.  * 


H  EJEMPLO  4 


Resuelva  3x2  —x~2>0. 


SOLUCION  Ya  que 

3x2  —  x  —  2=  (3x  +  2)(x  —  1)  =  3(x  —  1 )  (  jc  +  |) 

los  puntos  de  separacion  son  — |  y  1.  Estos  puntos,  junto  con  los  puntos  de  prueba  -2, 0 
y  2,  establecen  la  informacion  que  se  muestra  en  la  parte  superior  de  la  figura  6.  Con¬ 
cluimos  que  el  conjunto  solucion  de  la  desigualdad  consiste  en  los  puntos  que  se  en- 
cuentran  en  (  —  oo,  —  oen  (l,oo).  En  el  lenguaje  de  conjuntos  es  la  union  (simbolizada 
con  U  )  de  estos  dos  intervalos;  esto  es,  es(  —  oo ,  —  |)  U  ( 1 ,  oo ) .  a 


M  EJEMPLO  5 


Resuelva 


x  -  1 
x  +  2 


-  0. 


4 


SOLUCION  Nuestra  inclination  a  multiplicar  ambos  lados  por  x  +  2  conduce  a  un 
dilema  inmediato,  dado  que  x  +  2  puede  ser  positivo  o  negativo.  ^Debemos  invertir  el 
signo  de  la  desigualdad  o  dejarlo  como  esta?  En  lugar  de  tratar  de  desenredar  este  proble- 
rna  (que  requeriria  dividirlo  en  dos  casos),  observamos  que  el  cociente  (x  —  l)/(x  +  2) 
puede  cambiar  de  signo  en  los  puntos  de  separacion  del  numerador  y  del  denomina- 
dor,  esto  es,,en  1  y  —2.  Los  puntos  de  prueba  —3, 0  y  2  proporcionan  la  informacion  de 
la  parte  superior  de  la  figura  7.  El  simbolo  n  indica  que  el  cociente  no  esta  definido  en 
—2.  Concluimos  que  el  conjunto  solucion  es  (— oo,  —  2)  U  [l,oo).  Observe  que  —2  no  per- 
tenece  al  conjunto  solucion  ya  que  ahf  el  cociente  esta  indefinido.  Por  otra  parte,  1  esta 
incluido  ya  que  la  desigualdad  se  cumple  cuando  x  =  1 .  S 


SB  EJEMPLO  6  ]  Resuelva  (x  +  l)(x  —  l)2(x  —  3)  <  0. 

SOLUCION  Los  puntos  de  separacion  son  —1,1  y  3,  los  cuales  dividen  la  recta  real 
en  cuatro  intervalos,  como  se  muestra  en  la  figura  8.  Despues  de  probar  todos  estos 
intervalos,  concluimos  que  el  conjunto  solucion  es  [-1, 1]  U  [1, 3]  que  es  el  intervalo 
[-1,3].  ■ 


BeJEMPLO  7 


Resuelva  2.9  <  —  < 
x 


3.1. 
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10  ]0 

31  29 


— n;  i  i  ? — |— 

0.32  0.33  0.34  0.35 


Figura  9 


SOLUCION  Es  tentador  multiplicar  por  x,  pero  esto  nuevamente  lleva  al  dilema  de 
que  x  puede  ser  positiva  o  negativa.  Sin  embargo,  en  este  caso,  —  debe  estar  entre  2.9  y 

3.1,  lo  cual  garantiza  que  x  es  positivo.  Por  lo  tanto,  es  valido  multiplicar  por  x  y  no  in- 
vertir  las  desigualdades.  Asf, 

2.9x  <  1  <  3. lx 

En  este  punto  debemos  dividir  esta  desigualdad  compuesta  en  dos  desigualdades,  que 
resolvemos  de  manera  separada 


2.9x  <  1 


x  < 


2.9 


1  <  3. lx 


3.1 


<  x 


Cualquier  valor  de  x  que  satisfaga  la  desigualdad  original  debe  satisfacer  ambas  desigual¬ 
dades.  Por  lo  tanto,  el  conjunto  solution  consiste  en  aquellos  valores  de  x  que  satisfacen 

1  1 

—  <  x  <  — 

3.1  2.9 


Esta  desigualdad  puede  escribirse  como 


10  10 

—  <  x  <  — 
31  29 


El  intervalo  (yp  se  muestra  en  la  figura  9. 


Valores  absolutos  El  concepto  de  valor  absoluto  es  extremadamente  util  en 
calculo,  y  el  lector  debe  adquirir  habilidad  para  trabajar  con  el.  El  valor  absoluto  de  un 
numero  real  x,  denotado  por  |x|  esta  definido  como 


|  —4  |  =  4  |  4  |  =  4 

H - i - V 

-4  0  4 

|3-(-2)  |  =  |-2-3  |  =  5 

-4 . 1—1  I  I  -I  I  I  I 

-4  -3  -2-101234 

|  x  -  a  |  =  |  a  —  x  | 

— — i - 1 - 

a  x 


Figura  10 


|x|  =  X  si  X  2:  0 

|x|  =  —x  si  x  <  0 


Por  ejemplo,  1 6 1  =  6, 101  =  0  y  1-5  I  =-(-5)  =  5.  Esta  definition  dada  en  dos  partes  mere- 
ce  un  estudio  cuidadoso.  Observe  que  no  dice  que  I  —x  I  =  x  (para  ver  por  que,  pruebe 
con  —5).  Es  cierto  que  Ixl  siempre  es  no  negativo;  tambien  es  verdadero  que  I  —x  I  =  lx  I. 

Una  de  las  mejores  formas  de  pensar  en  el  valor  absoluto  de  un  numero  es  como 
una  distancia  no  dirigida.  En  particular,  I  x  I  es  la  distancia  entre  x  y  el  origen.  De  mane¬ 
ra  analoga,  lx  —  a  I  es  la  distancia  entre  x  y  a  (vease  la  figura  10). 


Propiedades  El  valor  absoluto  se  comporta  de  manera  adecuada  con  la  multiplica¬ 
tion  y  la  division,  pero  no  asf  con  la  suma  y  la  resta. 


Propiedades  del  valor  absoluto 

1.  \ab\  =  |«!|b|  2.  y  = 

b 

3.  \a  +  fr|  ^  |fl|  +  |b|  (desigualdad  del  triangulo) 

4.  \a  -  b\  >  ||a|-|6|( 


1 . 4— +— 4- 

-10  12 

I  .V  I  <  3 


I  1  I  1  1 


x  >  3 


Desigualdades  que  inciuyen  valores  absolutos  Si  lx  I  <  3,  entonces  la  distancia  en¬ 
tre  x  y  el  origen  debe  ser  menor  que  3.  En  otras  palabras,  x  debe  ser  simultaneamente 
menor  que  3  y  mayor  que  —3;  esto  es,  — 3  <  x  <  3.  Por  otra  parte,  si  I  x  I  >  3,  entonces  la 
distancia  entre  x  y  el  origen  debe  ser  mayor  que  3.  Esto  puede  suceder  cuando  x  >  3  o 
x  <  —3  (vease  la  figura  11).  Estos  son  casos  especiales  de  las  siguientes  proposiciones 
generales  que  se  cumplen  cuando  a  >  0. 

(1)  |xj  <  a  <=>  —  a  <  x  <  a 

|x|  >  a  <=>  x  <  —a  o  x  >  a 


Figura  1 1 
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j.v  4' <2 

Figura  1 2 


Podemos  utilizar  estos  hechos  para  resolver  desigualdades  que  impliquen  valores 
absolutos,  ya  que  proporcionan  una  manera  de  quitar  los  signos  de  valor  absoluto. 

SI  I  )  1  \1  IM  P  8  ]  Resuelva  la  desigualdad  lx  -  4 1  <  2  y  muestre  el  conjunto  solution 
en  la  recta  real.  Fnterprete  el  valor  absoluto  como  una  distancia. 

SOLUCION  Con  base  en  las  proposiciones  en  (l),sustituyendoxporx  — 4,  vemos  que 
|x  —  4|  <  2  «=»  —  2  <  x  —  4<2 

Cuando  sumamos  4  a  los  tres  miembros  de  esta  ultima  desigualdad, obtenemos  2  <x < 6. 
La  grafica  se  muestra  en  la  figura  12. 

En  terminos  de  distancia,  el  simbolo  lx  —  4 1  representa  la  distancia  entre  x  y  4.  Por 
lo  tanto,  la  desigualdad  dice  que  la  distancia  entre  x  y  4  debe  ser  menor  a  2.  Los  niime- 
ros  x  con  esta  propiedad  son  los  numeros  entre  2  y  6;  esto  es,  2  <  x  <  6.  * 


Las  proposiciones  (1)  dadas  antes  del  ejemplo  8  son  validas  cuando  <  y  >  son 
reemplazadas  por  <y>,  respectivamente.  Necesitamos  la  segunda  proposition  en  esta 
forma  para  nuestro  ejemplo  siguiente. 


BEJEMPLQ  9  j 

cion  en  la  recta  real. 


Resuelva  la  desigualdad  I3x  —  5  I  2:  1  y  muestre  su  conjunto  solu- 


-t  -H-+H . i . I . I . ! . " 

-10  12  3  4  5  6 

(-“M]  U  [2'X) 

Figura  13 


SOLUCION  La  desigualdad  dada  puede  escribirse  de  manera  sucesiva  como 
3x  —  5  ^  — 1  o  3x  -  5  s  1 

3x  <  4  o  3x  2  6 

x  <  |  o  x  >  2 

El  conjunto  solution  es  la  union  de  dos  intervalos,(-oo,  |]  U  [2,  00),  y  se  muestra  en 
la  figura  13.  « 

En  el  capitulo  1  necesitaremos  hacer  la  clase  de  manipulaciones  que  se  ilustran  en 
los  dos  ejemplos  siguientes.  Delta  (8)  y  epsilon  ( e )  son  la  cuarta  y  quinta  letras,  respec¬ 
tivamente,  del  alfabeto  griego  y  se  utilizan  de  manera  tradicional  para  representar  nu- 
meros  positivos  pequenos. 


I  EJEMPLO  10  j  Sea  e  (epsilon)  un  numero  positivo.  Demuestre  que 

s 


21  <|. 


|5x  -  10|  < 


En  terminos  de  distancia,  esto  dice  que  la  distancia  entre  x  y  2  es  menor  que  e/5,  si  y  so¬ 
lo  si  la  distancia  entre  5x  y  10  es  menor  que  e. 


SOLE  CION 


5|x  -  2| 

<  e 

(multiplique  por  5) 

<=> 

|5|  |(x  -  2)| 

<  e 

(|5|  =  5) 

|5(x  -  2)| 

<  e 

(kll&l  =  \ab\) 

<=> 

cyi 

X 

1 

H-1 

O 

<  £ 

Determination  de  delta 

Observe  dos  hechos  acerca  de  nues- 
tra  solution  para  el  ejemplo  11. 

1.  El  numero  que  encontramos  para 
5  debe  depender  de  e.  nuestra 
election  es  5  =  e/6. 

2.  Cualquier  numero  positivo  8  mas 
pequeno  que  e/6  es  aceptable.  Por 
ejemplo  8  =  e/7  o  8  =  e/(2tt)  son 
otras  opciones  correctas. 


Hg  EJEMPLO  1  I  j  Sea  e  un  numero  positivo.  Encuentre  un  numero  positivo  5  (delta) 
tal  que 

|x  —  3 1  <  5=>  |6x  —  18 1  <  e 

SOLUCION 

|6x  —  1 8 1  <  s  <=>  |6(x  —  3)|  <  e 

<=>  6|x  —  3 1  <  e  (|fl6|  =  |a||6|) 


3|<6 


1 

multiplique  por  7 

6 
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Por  lo  tanto,  elegimos  8  =  s/6.  Siguiendo  las  implicaciones  de  regreso,  vemos  que 

\x  —  3|  <  S=>  \x  —  3|  <  \6x  -  18 1  <  e  ■ 

6 

A  continuation  se  presenta  un  problema  practico  que  utiliza  el  mismo  tipo  de  ra- 
zonamiento. 


B  IJI  MIM  O  12  Un  vaso  de  precipitados  de  ~  litro  (500  centimetres  cubicos)  tie- 
ne  un  radio  interno  de  4  centi'metros.  ^Con  que  exactitud  debemos  medir  la  altura  h  del 
agua  en  el  vaso  para  asegurar  que  tenemos  ~  litro  de  agua  con  un  error  de  menos  de 
1%,  esto  es,  un  error  de  menos  de  5  centi'metros  cubicos?  Vease  la  figura  14. 


Figura  14 


Notation  para  las  raices  cuadradas 


Todo  numero  positivo  tiene  dos  rai¬ 
ces  cuadradas.  Por  ejemplo,  las  dos 
raices  cuadradas  de  9  son  3  y  -3. 

En  ocasiones,  representamos  estos 
dos  numeros  como  ±3.  Para  a  s  0,  el 
slmbolo  Va,  que  se  denomina  rat'z 
cuadrada  principal  de  a,  denota  la 
ralz  cuadrada  no  negativa  de  a.  Por 
lo  tanto,  \/9  =  3  y  Vl21  =  11.  Es 
incorrecto  escribir  V16  =  ±4  ya 
que  Vl6  significa  la  ralz  cuadrada 
no  negativa  de  16;  esto  es,  4.  El  nu¬ 
mero  7  tiene  dos  raices  cuadradas, 
que  se  escriben  como  ±  V7,  pero 
V7  representa  un  solo  numero  real. 
Recuerde  esto: 


A  _ 


16 


tiene  dos  soluciones,  a  =  — < 4  y  a  —  4, 
pero 

Vl6  =  4 


+  0 


0  + 


1  -Vs 


1  +VF 


SOLUCION  El  volumen  V  de  agua  en  el  vaso  esta  dado  por  la  formula  V  =  1677/1. 
Queremos  que  I  V  -  5001  <  5  o,  de  manera  equivalente.  1 1 677/7  —  500 1  <  5.  Ahora 

“  is)  | <  5 


1 1677 h  -  500 1  <  5' 


I677 


500 


h 


I677 

500 

I677 


<  5 


< 


I677 


<^=>  \h  -  9.947|  <  0.09947  «  0.1 

Asl,  debemos  medir  la  altura  con  una  precision  de  alrededor  de  1  millmetro.  W 

Formula  cuadratica  La  mayorla  de  los  estudiantes  recordaran  la  Formula  cua- 
dratica.  Las  soluciones  a  la  ecuacion  cuadratica  ax 2  +  bx  +  c  =  0  estan  dadas  por 


El  numero  d  =  b2  -  4 ac  se  llama  discriminante  de  la  ecuacion  cuadratica.  Esta  ecuacion 
tiene  dos  soluciones  reales  si  d  >  0,  una  solution  real  si  d  =  0  y  soluciones  no  reales 
si  d  <  0.  Con  la  formula  cuadratica.  facilmente  podemos  resolver  desigualdades  cuadrati- 
cas,  incluso,  si  no  se  pueden  factorizar  por  inspection. 


B  EJEMPLO  13  j  Resuelva  xz  —  2x  —  4  <  0. 
SOLUCION  Las  dos  soluciones  de  x2  -  2x  -  4  -  0  son 


-ti  = 


*2 


-(-2)  -  V4  +  16 


=  1 


-(-2)  +  V4Tl6 


=  1 


V5  » 

F  V5 


-1.24 


3.24 


Asi, 


r2  —  2x  —  4  =  (x  —  .v  ] )  ( x  —  x2)  =  (x  —  1  +  V5)(x  —  1  —  V5) 


Los  puntos  de  separation  1  —  \/5  y  1  +  \/5  dividen  a  la  recta  real  en  tres  intervalos 
(vease  la  figura  15).  Cuando  los  comprobamos  con  los  puntos  de  prueba  —2, 0  y  4,  con- 
cluimos  que  el  conjunto  solution  para  x2  —  2x  —  4  s  0  es  [  1  —  V5, 1  +  "X/s].  * 


-2  -1  0  12  3  4  5 

Figura  15 


Cuadrados  Regresando  a  los  cuadrados,  notemos  que 


14  Capltulo  0  Preliminares 


Notacion  para  rafces 

Si  n  es  ntimero  par  y  «  >  0,  el  sfm- 
bolo  X/n  denota  la  rafz  /j-esima  no 
negativa  de  a.  Cuando  n  es  impar, 
solo  existe  una  rafz  n-esima  real  de 
a,  denotada  por  el  simbolo  X/a.  Por 
lo  tanto,  V\6  =  2,  Vx?  =  3,  y 
^=8  =  -2. 


Esto  se  deduce  de  la  propiedad  \a\\b\  =  \ab\. 

^La  opetacion  de  elevar  al  cuadrado  preserva  las  desigualdades?  En  general,  la 
respuesta  es  no.  Por  ejemplo,  —3  <  2,  pero  (— 3)2  >  22.  Por  otra  parte,  2  <  3  y  22  <  32.  Si 
tratamos  con  numeros  no  negativos,  entonces  a<b  <=>  a2  <b2.  Una  variante  util  de  es¬ 
to  (vease  el  problema  63)  es 


|x|  <  |y|  <=>  x2  <  y2 


m  EJEMPLO  14  J  Resuelva  la  desigualdad  1 3x  +  1 1  <  2 1 x  —  6 1. 


SOLUCION  Esta  desigualdad  es  mas  diffcil  de  resolver  que  nuestros  ejemplos  ante- 
riores,  debido  a  que  hay  dos  signos  de  valor  absoluto.  Podemos  eliminar  ambos  al  usar 
el  resultado  del  ultimo  recuadro. 

|3x  +  1|  <  2\x  —  6|  <=>  |3jc  +  l|  <  \2x  —  12 1 

<=*  (3x  +  l)2  <  (2x  -  12)2 

<=>  9x2  +  6x  +  1  <  4x2  -  48x  +  144 

<=>  5x2  +  54x  —  143  <  0 

<t=>  (x  +  13)(5x  -  11)  <  0 

Los  puntos  de  separacion  para  esta  desigualdad  cuadratica  son  -13  y  j:  estos  puntos 
dividen  la  recta  real  en  tres  intervalos  (  — oo,  -13).  (-13,  y),  y  (y,  oo).  Cuando  utili- 
zamos  los  puntos  de  prueba  -14,  0  y  3,  descubrimos  que  solo  los  puntos  en  (  —  13,  y) 
satisfacen  la  desigualdad.  » 


Revision  de  conceptos 

1.  El  conjunto  j.r:  -1  <  5)  se  escribe  en  notacion  de  interva¬ 
los  como _ y  el  conjunto  (x:  x £  -2)  se  escribe  como _ . 

2.  Si  a/b  <  0,  entonces  a  <  0  y _ o  bien  a  >  0  y _ . 


3.  ^Cuales  de  las  ecuaciones  siguientes  siempre  son  verdaderas? 

(a)  ]  x\  =  x  (b)  |x|2  =  x2 

(c)  \xy\  =  Ullyl  (d)  Vx2  =  x 

4.  La  desigualdad  lx  —  2 1  £  3  es  equivalente 

a _ <*s _ , 


Conjunto  de  problemas  0.2 

1.  Muestre  cada  uno  de  los  intervalos  siguientes  en  la  recta  real, 

(a)  [-1,1]  (b)  (-4,1] 

(O  (-4,1)  (d)  [1,4] 

(e)  [-Loo)  (f)  (-oo,0] 

2.  Utilice  la  notacion  del  problema  1  para  describir  los  interva¬ 
los  siguientes. 


12  3  4  5  6  7  8 


-3  -2  -10  12  3  4  5 


_7  -6  -5  -4  -3  -2-1  0 


-3  -2-1  0  I  2  3  4 


(a) 

(b) 

(c) 

(d) 


En  cacla  problema  del  3  a!  26  exprese  el  conjunto  sotucion  de  la  desi¬ 
gualdad  dada  en  notacion  de  intervalos  y  bosqueje  su  grafica. 


3. 

x  —  7  <  2x  —  5 

4. 

3x  —  5  <  4x  —  6 

5. 

7x  -  2  <  9x  +  3 

6. 

5x  —  3  >  6x  —  4 

7. 

—4  <  3x  +  2  <  5 

8. 

-3  <  4x  -  9  <  1 1 

9. 

-3  <  1  -  6x  <  4 

10. 

4  <  5  -  3x  <  7 

11. 

x2  +  2x  —  12  <  0 

12. 

x2  -  5x  —  6  >  0 

13. 

2xz  +  5x  —  3  >  0 

14. 

4x2  -  5x  -  6  <  0 

x  +  4 

3x  -  2  „ 

15. 

- r  0 

16. 

x  —  3 

x  -  1 

2  ^ 

7 

17. 

<5 

18. 

—  <  7 

X 

4x 

1 

3 

19. 

- - -  •  4 

20. 

- -  >  2 

3x  —  2 

x  +  5 
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21.  (x  f  2)(x  —  l)(x  -  3)  >  0 

22.  (2x  +  3)(3x  -  l)(x  -  2)  <  0 

23.  (2x  -  3)(x  -  l)2(x  -  3)  >  0 

24.  (2.y  -  3)(x  -  \)2{x  -  3)  >  0 

25.  x 2  —  5.x2  -  64  <  0  26.  43  —  42  —  x  +  1  >  0 

27.  Indique  si  cada  una  de  las  proposiciones  siguientes  es  verda- 
dera  o  falsa. 

(a)  -3  <  -7  (b)  -1  >  -17  (c)  -3  <  -y 

28.  Indique  si  cada  una  de  las  proposiciones  siguientes  es  verda- 
dera  o  falsa. 

, _  6  34  5  44 

(„-5>-v26  (b»?<s  (■=)—<-» 

29.  Suponga  que  a>0,b>0.  Demuestre  cada  proposicion.  Suge- 
rencia:  cada  parte  requiere  de  dos  demostraciones:  una  para  =>  y  otra 
para  <= . 

,7  ,11 

(a )  a  <  b<^>  a2  <  h2  (b)  a  <  b  <=>  -  >  — 

30.  Si  a  £  b,  ,'cuales  de  las  proposiciones  siguientes  son  verdaderas? 

(a)  a2  £  ab  (b)  a-3sii-3 

(c)  a 3  £  a2b  (d)  —a  £  —b 

31.  Encuentre  todos  los  valores  de  x  que  satisfagan,  de  manera 
simultanea,  ambas  desigualdades. 

(a)  3x  +  7  >  1  y  24  +  1  <  3 

(b)  3x  +  7  >  1  y  2;r  +  1  >  — 4 

(c)  3x  +  7  >  1  y  2x  +  1  <  -4 

32.  Encuentre  todos  los  valores  de  x  que  satisfacen  al  menos  una 
de  las  dos  desigualdades. 

(a)  2x  —  7  >  1  o  bien  2x  +  1  <  3 

(b)  2r  -  7  s  1  o  bien  2x  +  1  <  3 

(c)  2r  -  7  s  1  o  bien  2x  +  1  >  3 

33.  Resuelva  para  4,  exprese  su  respuesta  en  notacion  de  inter- 
valos. 

(a)  (x  +  l)(.v2  +  2x  -  7)  .v2  -  1 

(b)  x4  -  2x2  >  8 

(c)  (x2  +  l)2  -  7(x2  +  1)  +  10  <  0 

34.  Resuelva  cada  desigualdad.  Exprese  su  solucion  en  notacion 
de  intervalos. 

(a)  1.99  <  -  <  2.01  (b)  2.99  <  — <  3.01 

w  x  w  4+2 

En  los  problemas  del  35  al  44  determine  los  conjuntos  solucion  de  las 
desigualdades  dadas. 


35.  | 

X 

1 

N> 

IV 

L/l 

36.  | 

4  +  2|  <  1 

37.  | 

44  +  5|  £  10 

38. 

24  -  1|  >  2 

39. 

l 

Ul 

IV 

'-j 

40. 

4^  |  * 

+ 

A 

41.  1 

54  —  6]  >  1 

42.  1 

24  -  7|  >  3 

43. 

- 3  >6 

4 

44. 

5 

2  +  -  >  1 
4 

En  los  problemas  del  45  al  48  resuelva  la  desigualdad  cuadratica  por 
medio  de  la  formula  cuadratica. 

45.  .v 2  -  34  -  4  >  0  46.  42  -  44  +  4  <  0 

47.  3x2  +  174  -  6  >  0  48.  14.v2  +  Ux  -  15  £  0 

En  los  problemas  49  al  52  muestre  que  la  implicacion  indicada  es  ver- 
dadera. 

49.  1 4  -  3|  <  0.5  =>  1 54  -  15 1  <  2.5 

50.  \x  +  2\  <  0.3  =>  1 4x  +  8|  <  1.2 


51.  \x  —  2|  <  — =>  |64  —  1 2 1  <  e 

6 

52.  \x  +  4|  <  !=*  1 24  +  8|  <  e 

En  los  problemas  del  53  al  56  determine  8  (dependiente  de  e)  de  modo 
que  la  implicacion  dada  sea  verdadera. 

53.  1 4  —  5  j  <  8  =>  1 34  —  1 5 1  <  e 

54.  1 4  —  2 1  <  5  =>  1 44  —  8|  <  e 

55.  \x  +  6|  <  8  =>  \6x  +  36)  <  e 

56.  |jr  +  5|  <  8  =>  1 54  +  25 1  <  e 

57.  En  un  torno,  usted  desea  fabricar  un  disco  (cilindro  circular 
recto  delgado)  con  circunferencia  de  10  pulgadas.  Esto  se  realiza  mi- 
diendo  de  manera  continua  el  diametro  conforme  se  hace  el  disco 
mas  pequeno.  ^Que  tan  exacto  debe  medir  el  diametro  si  puede  tole- 
rar  un  error  de.  a  lo  sumo,  0.02  pulgadas  en  la  circunferencia? 

58.  Las  temperaturas  Fahrenheit  y  las  temperaturas  Celsius  es- 
tan  relacionadas  por  la  formula  C  =  |(F  —  32).  Un  experimento 
requiere  mantener  una  solucion  a  50°C  con  un  error  de  3%  (o  1.5°), 
a  lo  sumo.  Usted  solo  tiene  un  termometro  Fahrenheit.  ^.Que  error  se 
le  permite  en  el  experimento? 

En  los  problemas  de!  59  al  62  resuelva  las  desigualdades. 

59.  \x  -  1|  <  2\x  -  3|  60.  \2x  -  1|  2=  \x  +  1| 

61.  2)24  -  3|  <  \x  +  10|  62.  |3jk  -  l|  <  2|.v  +  6| 

63.  Demuestre  queW  <  |y|  x2  <  y2  dando  una  razon  para 

cada  uno  de  los  siguientes  pasos. 

\x\  <  lyl  =>  |*||*|  <  Ullyl  y  U||y|  <  |y||y| 

=^|4|2<  |y|2 
=>  42  <  y2 

Reclprocamente, 

x2  <  y2  =>  |jr|2  <  |y|2 

=>  |x|2  -  |y|2  <  0 
=»(W  -  \y\)(\x\  +  lyl)  <  0 
=»UI  -  lyl  <  0 
=>  |x|  <  |y| 

64.  Utilice  el  resultado  del  problema  63  para  demostrar  que 

0  <  a  <  b=>  Vfl  <  V5 

65.  Utilice  las  propiedades  del  valor  absoluto  para  demostrar 
que  cada  una  de  las  siguientes  proposiciones  son  verdaderas. 

(a)  |a  -  ft  |  £  I  a  I  +  |fc|  (b)  |a  -  b\  >  |a|  -  |i>| 

(c)  |a  +  b  +  c|  £  |a|  +  |ft|  +  |c| 

66.  Utilice  la  desigualdad  del  triangulo  y  el  hecho  de  que  0  <  I  a  I 
<  I  b  I  =>  1/1  b  I  <  1/lal,  para  establecer  la  siguiente  cadena  de  desi¬ 
gualdades. 

1 _ I  1  1  1.  I 

x2  +  3  \x\  +  2  4 2  +  3  1 4 1  +  2  3  2 

67.  Demuestre  que  (vease  el  problema  66) 

4-2  __  \x\  +  2 

4'2  +  9  9 

68.  Demuestre  que 

42  +  24  +  7 


1 4 1  £2 


42  +  1 


£  15 
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69.  Demuestre  que 

I Jt|  £  1  =>  |x4  +  |x3  +  \x2  +  <  2 

70.  Demuestre  cada  una  de  las  siguientes  proposiciones: 

(a)  x  <  x2  para  x  <  0  o  x  >  1 

(b)  x2  <  x  para  0  <  x  <  1 

71.  Demuestre  que  a  ^  0=>  a2  +  \la 2  &  2.  Sugerencia:  consi- 
dere  ( a  —  1/a)2. 

72.  El  numero  j(fl  +  b)  se  le  llama  promedio,  o  media  aritmeti- 
ca,  de  a  y  b.  Demuestre  que  la  media  aritmetica  de  dos  numeros  esta 
entre  los  dos  numeros;  es  decir,  pruebe  que 


a  <  b 


a  < 


a  +  b 
2 


<  b 


73.  El  numero  s/ab  se  denomina  media  geometrica  de  los  dos 
numeros  positivos  ay  b.  Pruebe  que 

0  <  a  <  b  =>  a  <  Vab  <  b 


Esta  es  la  version  mas  sencilla  de  una  famosa  desigualdad  llamada 

desigualdad  de  la  media  geometrica  —  media  aritmetica. 

75.  Demuestre  que,  entre  todos  los  rectangulos  con  un  peri- 
metro  dado  p,  el  cuadrado  tiene  la  mayor  area.  Sugerencia'.  si  a  y  b 
denotan  las  longitudes  de  los  lados  adyacentes  de  un  rectangulo  de 
perimetro  p,  entonces  el  area  esab.y  para  el  cuadrado  el  area  es  a2  = 
[(a  +  b)/ 2]2.  Ahora  vea  el  problema  74. 

76.  Resuelva  1  +  x  +  x2  +  x3  +  ■  ■  ■  +  x"  £  0. 

1111 

77.  La  formula  —  =  — — I-  — — I-  —  proporciona  la  resistencia 

A  /\]  I\2  A^ 

total  R  en  un  circuito  electrico  debida  a  tres  resistencias,  R\,  R2  y  Rj, 
conectadas  en  paralelo.  Si  lOs/i,  <  20, 20  £  Rj  £  30  y  30  £  R2  £  40, 
determine  el  rango  de  valores  de  R. 

78.  El  radio  de  una  esfera  mide  aproximadamente  10  pulgadas. 
Determine  una  tolerancia  8  en  la  medicion  que  asegure  un  error  me- 
nor  que  0.01  pulgadas  cuadradas  en  el  valor  calculado  del  area  de  la 
superficie  de  la  esfera. 


74.  Para  dos  numeros  positivos  ay  b,  pruebe  que 
Vab  £  j(a  +  b) 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos.  1.  [— 1, 5);  (  —  oo,  —2] 
2.  b  >  0,  b  <  0  3.  (b)  and  (c)  4. -1  £  x  £  5 


El  sistema  de 
coordenadas 
rectangulares 


3  - 

2- 

l  - 

1  1  . 1  _ 

1  !  1  r 

1  1  1  o 

1  1  1  * 

-3  -2  - 1 

-1  - 

n 

* 

-2  - 

IV 

-3  - 

_ 

Figura  1 


En  el  piano,  produzca  dos  copias  de  la  recta  real,  una  horizontal  y  la  otra  vertical,  de 
modo  que  se  intersecten  en  los  puntos  cero  de  las  dos  rectas.  Las  dos  rectas  se  deno- 
rninan  ejes  coordenados,  su  intersection  se  etiqueta  con  O  y  se  denomina  origen.  Por 
convention,  la  recta  horizontal  se  llama  eje  x  y  la  recta  vertical  se  llama  eje  y.  La  mitad 
positiva  del  eje  x  es  hacia  la  derecha,  la  mitad  positiva  del  eje  y  es  hacia  arriba.  Los  ejes 
coordenados  dividen  al  piano  en  cuatro  regiones  llamadas  cuadrantes,  que  llevan  las 
marcas  I,  II,  III  y  IV,  como  se  muestra  en  la  figura  1 . 

Ahora,  cada  punto  P  en  el  piano  puede  asignarse  a  una  pareja  de  numeros,  llamados 
coordenadas  cartesianas.  Si  una  h'nea  vertical  y  otra  horizontal  que  pasan  por  P  intersec- 
tan  los  ejes  x  y  y  en  a  y  b,  respectivamente,  entonces  P  tiene  coordenadas  (a,  b )  (vease 
la  figura  2).  Llamamos  a  (a,  b )  un  par  ordenado  de  numeros  debido  a  que  es  importan- 
te  saber  cual  numero  esta  primero.  El  primer  numero,  a,  es  la  coordenada  x  (o  abscisa); 
el  segundo  numero,  b ,  es  la  coordenada  y  (u  ordenada). 

La  formula  dc*  la  distancia  Con  coordenadas  a  la  mano,  podemos  introducir 
una  formula  sencilla  para  la  distancia  entre  cualesquiera  dos  puntos  en  el  piano.  Tiene 
como  base  el  Teorema  de  Pitagoras,  el  cual  dice  que  si  a  y  b  son  las  medidas  de  los  dos 
catetos  de  un  triangulo  rectangulo  y  c  es  la  medida  de  su  hipotenusa  (vease  la  figura  3), 
entonces 


Figura  2 


Reci'procamente,  la  relacion  entre  los  tres  lados  de  un  triangulo  se  cumple  solo  para  un 
triangulo  rectangulo. 

Ahora  considerese  cualesquiera  dos  puntos  P  y  Q,  con  coordenadas  (xu  yd  y  (x2, 
y2)>  respectivamente.  Junto  con  R ,  el  punto  de  coordenadas  (x2,  y  j ) ,  P  y  Q  son  los  verti¬ 
ces  de  un  triangulo  rectangulo  (vease  la  figura  4).  Las  longitudes  de  PR  y  RQ  son  lx2  — 
X]  I  y  I V2  —  jRi  I,  respectivamente.  Cuando  aplicamos  el  Teorema  de  Pitagoras  y  tomamos 
la  rafz  cuadrada  principal  de  ambos  lados,  obtenemos  la  expresion  siguiente  para  la 
formula  de  la  distancia 
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Figura  3 


Iejemplo  1 


Encuentre  la  distancia  entre 


(a)  P{—2,  3)  y  <2(4,  — 1)  (b)  P(  V2,  V5)  y  Q(tt,  77) 

SOLUCION 

(a)  d(P,  Q)  =  V(4  -  (-2 ))2  +  (-1  -  3)2  =  V36  +  16  =  V52 

(b)  r/(P,Q)  =  V(ir  -  V2)2  +  (77-  -  V3)2  «  V4.971  «  2.23 


7.21 


La  formula  es  valida  incluso  si  los  dos  puntos  pertenecen  a  la  misma  recta  horizon¬ 
tal  o  a  la  misma  recta  vertical.  Asi,  la  distancia  entre  P(— 2, 2)  y  Q( 6, 2)  es 

V(6-(-2))2  +  (2  -  2 )2  =  V64  =  8 

La  ecuacion  de  una  circunferencia  Es  un  paso  pequeno  ir  de  la  formula  de  la 
distancia  a  la  ecuacion  de  una  circunferencia.  Una  circunferencia  es  el  conjunto  de 
puntos  que  estan  a  una  distancia  fija  (el  radio )  de  un  punto  fijo  (el  centro).  Por  ejemplo, 
considere  la  circunferencia  de  radio  3  con  centro  en  (—1, 2)  (vease  la  figura  5).  Sea  (x, 
y )  un  punto  cualquiera  de  esta  circunferencia.  Por  medio  de  la  formula  de  la  distancia. 


Figura  4 


V(x  +  l)2  +  (y  -  2)2  =  3 


Figura  5 


Cuando  elevamos  al  cuadrado  ambos  lados  obtenemos 

(x  +  l)2  +  (y  -  2)2  =  9 

que  llamamos  la  ecuacion  de  esta  circunferencia. 

En  forma  mas  general,  la  circunferencia  de  radio  r  y  centro  ( h ,  k)  tiene  la  ecuacion 


(1) 


{x  -  h)2  +  (y  ~  k)2  =  r2 


A  esto  le  llamamos  ecuacion  estandar  de  una  circunferencia. 


EJEMPLO  2J  Determine  la  ecuacion  estandar  de  una  circunferencia  de  radio  5  y 


centro  en  (1,-5).  Tambien,  encuentre  las  ordenadas  de  los  dos  puntos  en  esta  circunfe¬ 
rencia  con  abscisa  2. 


SOLUCION  La  ecuacion  buscada  es 

{x  -  l)2  +  {y  +  5)2  =  25 


Circunferencia  «-»  Ecuacion 
Decir  que 

(x  +  l)2  +  {y  -  if  =  9 

es  la  ecuacion  de  la  circunferencia 
de  radio  3  con  centro  (-1, 2)  significa 
dos  cosas: 

1.  Si  un  punto  esta  en  esta  circunfe¬ 
rencia,  entonces  sus  coordenadas 
( x ,  y )  satisfacen  la  ecuacion. 

2.  Si  x  y  y  son  mimeros  que  satisfa¬ 
cen  la  ecuacion,  entonces  son  las 
coordenadas  de  un  punto  en  la 
circunferencia. 


Para  realizar  la  segunda  tarea,  sustituimos  x  =  2  en  la  ecuacion  y  despejamos  la  y. 

(2  -  l)2  +  (y  +  5)2  =  25 
(y  +  5)2  =  24 
y  +  5  =  ±V24 

y  =  —5  ±  V24  =  -5  ±  2V6  ■ 

Si  desarrollamos  los  dos  cuadrados  en  el  recuadro  (1)  y  reducimos  las  constantes, 
entonces  la  ecuacion  adquiere  la  forma 

x2  +  ax  +  y1  +  by  =  c 

Esto  sugiere  la  pregunta  de  si  toda  ecuacion  de  la  ultima  forma  es  la  ecuacion  de  una 
circunferencia.  La  respuesta  es  si,  con  algunas  excepciones  obvias. 
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BUEMPLQ3H  Demuestre  que  la  ecuacion 
x2  —  2x  +  y2  +  6y  =  —6 

representa  una  circunferencia,  y  determine  su  centra  y  su  radio. 


SOLUCION  Necesitamos  completar  el  cuadrado ,  un  importante  proceso  en  mu- 
chos  contextos.  Para  completar  el  cuadrado  de  x2  ±  bx,  sumamos  (b/ 2)2.  Asi,  sumamos 
(— 2/2)2  =  1  a  x2  —  2x  y  (6/2)2  =  9  a  y2  +  6y,  y  por  supuesto  debemos  anadir  los  mismos  nu- 
meros  al  lado  derecho  de  la  ecuacion,  para  obtener 

x2  —  2x  +  1  +  y2  +  6y  +  9  =  —6  +  1+9 
(x  -  l)2  +  (y  +  3)2  =  4 

La  ultima  ecuacion  esta  en  la  forma  estandar.  Es  la  ecuacion  de  una  circunferencia  con 
centra  en  (1,-3)  y  radio  2.  Si,  como  resultado  de  este  proceso,  obtuviesemos  un  nume- 
ro  negativo  en  el  lado  derecho  de  la  ecuacion  final,  la  ecuacion  no  representarfa  curva 
alguna.  Si  obtuviesemos  cero,  la  ecuacion  representarfa  un  solo  punto  (1,-3).  ■ 


y  2 

‘ y  0(x 

* 

lb,+y2) 

..  ^ 

>i 

! 

i  i 

i  i 

i  i 

i  ■ 

i  i 

i  ■ 

i  ; 

X.  .  A 

C2  X 

Figura  6 


La  formula  del  punto  medio  Considere  dos  puntos  P(xx,yx)  y  Q(x2,y2)  con 
xi  —  x2  y  y\  —  como  en  la  figura  6.  La  distancia  entre  xx  y  x2  es  x2  —  X\.  Cuando  le 
sumamos  la  mitad  de  esta  distancia, \{x2  —  +i),  a  xx,  obtenemos  el  punto  medio  entre 

*i  y  x2‘ 

,  1  ,  x  ,1  1  1,1  -*1  +  *2 
Xi  +  ~j\x2  -  *i)  =  *t  +  2^2  -  2X1  =  2Xl  +  2X2  = - 2 - 

Por  lo  tanto,  el  punto  (x]  +  x2)/2  es  el  punto  medio  entre  xx  y  x2  sobre  el  eje  x  y,  en  con- 
secuencia,  el  punto  medio  M  del  segmento  PQ  tiene  a  (xx  +x2)/2  como  su  coordenada 
x.  De  manera  analoga,  podemos  mostrar  que  (yj  +  y2)/2  es  la  coordenada  y  de  M.  Asi, 
tenemos  la  formula  del  punto  medio 


El  punto  medio  del  segmento  de  recta  que  une  P{x\ty\)  y  Q(x2,y2)  es 

(x\  +  x2  yi  +  yi\ 

\  2  ’  2  ) 


EJEMPLO  4  Determine  la  ecuacion  de  la  circunferencia  que  tiene  como  un  dia- 


metro  el  segmento  que  va  de  (1, 3)  a  (7, 11). 


SOLUCION  El  centra  de  la  circunferencia  esta  en  el  punto  medio  del  diametro;  por 
lo  tanto,  el  centra  tiene  coordenadas  (1  +  7)/2  =  4  y  (3  +  ll)/2  =  7.  La  longitud  del  dia¬ 
metro,  obtenida  por  medio  de  la  formula  de  distancia,  es 

V(7  -  l)2  +  (11  -  3)2  =  V36  +  64  =  10 
de  modo  que  el  radio  de  la  circunferencia  es  5.  La  ecuacion  de  la  circunferencia  es 

(jc  -  4)2  +  (y  -  l)2  =  25  ■ 


Rectas  Considere  la  recta  de  la  figura  7.  Del  punto  A  al  punto  B  existe  una  elevacion 
(cambio  vertical)  de  2  unidades  y  un  avance  (cambio  horizontal)  de  5  unidades.  Deci- 
mos  que  la  recta  tiene  una  pendiente  de  2/5.  En  general  (vease  la  figura  8),  para  una 
recta  que  pasa  por  A(x1,y])  y  B(x2,y2),  en  donde  xx  +  x2,  definimos  la  pendiente  m  de 
esa  recta  como 


m 


elevacion  _  y2  ~  yi 
avance  x2  —  xx 
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Figura  7 


Grado  (nivel)  e  inclinacion 

El  si'mbolo  internacional  para  la 
pendiente  de  un  camino  (llamado 
grado)  se  muestra  abajo.  El  grado 
estd  dado  como  porcentaje.  Un  gra¬ 
do  de  10%  corresponde  a  una  pen¬ 
diente  de  ±0.10. 


Los  carpinteros  utilizan  el  termino 
inclinacion.  Una  inclinacion  de  9:12 
corresponde  a  una  pendiente  de 


Figura  9 


^E1  valor  que  obtuvimos  para  la  pendiente  depende  de  la  pareja  de  puntos  que  uti- 
licemos  para  Ay  B?  Los  triangulos  semejantes  en  la  figura  9  nos  muestran  que 

y'2  -  y i  =  y2  -  yi 

X2  -  x[  X2  -  X} 

Asl,  los  puntos  A'  y  B'  darfan  lo  mismo  que  Ay  B.  Incluso,  no  importa  si  A  esta  a  la  iz- 
quierda  o  a  la  derecha  de  B ,  ya  que 

yi  -  y2  =  L2  -  yi 

Xj  —  x2  X2  —  X] 

Todo  lo  que  importa  es  que  restemos  las  coordenadas  en  el  mismo  orden  en  el  nume- 
rador  y  el  denominador. 

La  pendiente  m  es  una  medida  de  la  inclinacion  de  una  recta,  como  se  ilustra  en  la 
figura  10.  Observe  que  una  recta  horizontal  tiene  pendiente  cero,  una  recta  que  se  eleva 
hacia  la  derecha  tiene  pendiente  positiva  y  una  recta  que  desciende  a  la  derecha  tiene 
pendiente  negativa.  Mientras  mayor  sea  el  valor  absoluto  de  la  pendiente,  mds  inclina- 
da  serd  la  recta.  El  concepto  de  pendiente  de  una  recta  vertical  no  tiene  sentido,  ya  que 
implicarfa  la  division  entre  cero.  Por  lo  tanto,  la  pendiente  para  una  recta  vertical  se  deja 
indefinida. 


Figura  10 

La  forma  punto-pendiente  Otra  vez,  considere  la  recta  de  nuestro  estudio  ini- 
cial;  se  reproduce  en  la  figura  11.  Sabemos  que  esta  recta 

1.  pasa  por  (3, 2)  y 

2.  tiene  pendiente  j. 
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Tome  cualquier  otro  punto  de  esta  recta,  como  el  que  tiene  coordenadas  (x,  y).  Si 
utilizamos  este  punto  y  el  punto  (3,  2)  para  medir  la  pendiente,  debemos  obtener 
es  decir, 

y  ~  2  _  2 

x  -  3  “  5 

o,  despues  de  multiplicar  por  x  —  3, 

y  ~  2  =  f(x  ~  3) 

Observe  que  a  esta  ultima  ecuacion  la  satisfacen  todos  los  puntos  de  la  recta,  incluso  (3, 
2).  Ademas,  ningun  punto  que  no  pertenezca  a  la  recta  puede  satisfacer  esta  ecuacion. 

Lo  que  acabamos  de  hacer  en  un  ejemplo  lo  podemos  hacer  en  general.  La  recta 
que  pasa  por  el  punto  (fijo)  (xby,)  con  pendiente  m  tiene  ecuacion 


y  —  y\  =  Mx  ~  u) 


A  esta  forma  le  llamamos  punto— pendiente  de  la  ecuacion  de  una  recta. 

Una  vez  mas  considere  la  recta  de  nuestro  ejemplo.  Esa  recta  pasa  por  (8,  4),  asf 
como  por  (3, 2).  Si  utilizamos  (8, 4)  como  (x^yj),  obtenemos  la  ecuacion 

y  -  4  =  §(x  -  8) 

la  cual  parece  muy  diferente  de  y  —  2  =  y(x  —  3).  Sin  embargo,  ambas  pueden  sim- 
plificarse  a  5y  —  2x  =  4;  son  equivalentes. 


EJEMPLO  5  Determine  una  ecuacion  de  la  recta  que  pasa  por  (-4, 2)  y  (6,  -1). 


SOLUCION  La  pendiente  es  m  —  (  —  1  —  2)/(6  +  4)  =  — yyy.  Por  lo  tanto,  usando 
(-4, 2)  como  el  punto  fijo  obtenemos  la  ecuacion 

y-2=  -%(x  +  4)  ■ 


La  forma  pendiente  intersection  La  ecuacion  de  una  recta  puede  expresarse 
de  varias  formas.  Suponga  que  se  nos  ha  dado  la  pendiente  m  de  la  recta  y  la  intersec- 
cion  b  con  el  eje  y  — es  decir,  la  recta  intersecta  al  eje  y  en  (0,  b) — ,  como  se  muestra  en 
la  figura  12.  Al  seleccionar  (0,  b)  como  (x^yd  y  al  aplicar  la  forma  punto-pendiente, 
obtenemos 

y  —  b  =  m{x  —  0) 

que  puede  reescribirse  como 


y  =  mx  +  b 


La  ultima  se  denomina  forma  pendiente  intersection.  En  todo  momento  que  veamos 
una  ecuacion  escrita  en  esta  forma,  la  reconocemos  como  una  recta  y  de  manera  in- 
mediata  leemos  su  pendiente  y  su  intersection  con  el  eje  y.  Por  ejemplo,  considere  la 
ecuacion 

3x  -  2y  +  4  =  0 


Si  despejamos  la  y,  obtenemos 


y  =  ijX  +  2 


Esta  es  la  ecuacion  de  una  recta  con  pendiente  f  e  intersection  con  el  eje  y  igual  a  2. 


Ecuacion  de  una  recta  vertical  Las  rectas  verticales  no  caen  dentro  del  estu- 
dio  precedente,  ya  que  el  concepto  de  pendiente  no  esta  definido  para  ellas;  aunque 
tienen  ecuaciones  muy  sencillas.  La  recta  en  la  figura  13  tiene  ecuacion  x  =  |,  ya 
que  un  punto  esta  en  la  recta  si  y  solo  si  satisface  esta  ecuacion.  La  ecuacion  de  cualquier 
recta  vertical  puede  escribirse  en  la  forma  x  =  k,  donde  k  es  una  constante.  Debe  notar- 
se  que  la  ecuacion  de  una  recta  horizontal  puede  escribirse  en  la  forma  y  =  k. 

La  forma  Ax  +  By  +  C  =  0  Serfa  bueno  tener  una  forma  que  cubra  todos  los 
casos,  incluyendo  las  rectas  verticales.  Por  ejemplo,  considere, 
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Resumen:  ecuaciones  de  rectas 

Recta  vertical:  x  =  k 
Recta  horizontal:  y  =  k 
Forma  punto— pendiente: 

y  -  y,  =  m(x  -  xx) 

Forma  pendiente  interception: 

y  =  mx  +  b 
Ecuacion  lineal  general: 

Ax  +  By  +  C  =  0 


y  -  2  =  ~4(x  +  2) 
y  =  5x  —  3 
x  =  5 

Estas  pueden  reescribirse  (pasando  todo  al  lado  izquierdo)  como  sigue: 

4x  +  y  +  6  =  0 
—5x  +  y  +  3  =  0 
x  +  Oy  -  5  =  0 

Todas  tienen  la  forma 


Ax  +  By  +  C  —  0,  A  y  B  no  son  cero  al  mismo  tiempo 


Figura  14 


Figura  1 5 


que  Uamamos  la  ecuacion  lineal  general  (o  ecuacion  general  de  la  recta).  Solo  se  re- 
quiere  un  poco  de  reflexion  para  ver  que  la  ecuacion  de  cualquier  recta  puede  escribir- 
se  en  esta  forma.  Reciprocamente,  la  grafica  de  la  ecuacion  lineal  general  siempre  es 
una  recta. 


Rectas  paralelas  Se  dice  que  dos  rectas  son  paralelas  cuando  no  tienen  puntos  en 
comun.  Por  ejemplo,  las  rectas  cuyas  ecuaciones  son  y  =  2r  +  2yy  =  2x  +  5  son  paralelas 
porque,  para  todo  valor  de  x,  la  segunda  recta  esta  tres  unidades  por  arriba  de  la  prime- 
ra  (vease  la  figura  14).  De  manera  analoga,  las  rectas  con  ecuaciones  —2x  +  3y  +  12  =  0 
y  Ax  -  6y  =  5  son  paralelas.  Para  ver  esto,  de  cada  ecuacion  despejese  y  (i.e.,  es  dedr ,  es- 
criba  cada  una  en  la  forma  pendiente  interseccion.  Esto  da  y  =  jX  —  4  y  y  =  |x  —  y 
respectivamente.  Otra  vez,  como  las  pendientes  son  iguales.  una  recta  estara  un  nume- 
ro  fijo  de  unidades  por  arriba  o  por  debajo  de  la  otra,  de  modo  que  las  rectas  nunca  se 
intersectaran.  Si  dos  rectas  tienen  la  misma  pendiente  y  la  misma  interseccion  y,  enton- 
ces  las  dos  rectas  son  la  misma  y  no  son  paralelas. 

Resumimos  estableciendo  que  dos  rectas  no  verticales  son  paralelas  si  y  solo  si  tie¬ 
nen  la  misma  pendiente  y  diferentes  intersecciones  con  el  eje  y.  Dos  rectas  verticales 
son  paralelas  si  y  solo  si  son  rectas  distintas. 


g|i  EJEMPLO  6  J  Encuentre  la  ecuacion  de  la  recta  que  pasa  por  (6, 8)  y  es  paralela 
a  la  recta  con  ecuacion  3x  —  5y  =  1 1 . 


A  3  11 

SO  LEO  ON  Cuando  despejamos  la  y  de  3x  —  5y  =  1 1,  obtenemos  y  =  ^x  —  y,  de  la 
cual  leemos  que  la  pendiente  de  la  recta  es  |.  La  ecuacion  de  la  recta  deseada  es 

y  ~  8  =  §(x  -  6) 

•  3  22  . 

o,  de  manera  equivalente,  y  —  ^x  +  y.  Sabemos  que  estas  rectas  son  distmtas  porque 
las  intersecciones  con  el  eje  y  son  diferentes.  ■ 


Figura  16 


Rectas  perpendiculares  ^Existe  alguna  condicion  sencilla  que  caracterice  a  las 
rectas  perpendiculares?  Sf;  dos  rectas  no  verticales  son  perpendiculares  si  y  solo  si  stis 
pendientes  son  reclprocas  negativas,  una  respecto  de  la  otra.  Para  ver  por  que  esto  es 
verdadero,  considere  la  figura  15.  Esta  cuenta  casi  toda  la  historia;  se  deja  como  ejerci- 
cio  (problema  57)  construir  una  demostracion  geometrica  de  que  dos  rectas  (no  verti¬ 
cales)  son  perpendiculares  si  y  solo  si  m2  =  —1  /mv 


EJEMPLO  7  j  Encuentre  la  ecuacion  de  la  recta  que  pasa  por  el  punto  de  inter¬ 


section  de  las  rectas  con  ecuaciones  3x  +  Ay  =  8  y  6x  —  10y  =  7  y  que  es  perpendicular  a 
la  primera  de  estas  rectas  (vease  la  figura  16). 


SOLUCION  Para  encontrar  el  punto  de  interseccion  de  las  dos  rectas,  multiplicamos 
la  primera  ecuacion  por  —2  y  la  sumamos  a  la  segunda  ecuacion 
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— 6x  —  8  y  =  —16 
6x  —  lOy  =  7 
-  18y  =  -9 

1 

y  =  2 

A1  sustituir  y  =  |  en  cualesquiera  de  las  ecuaciones  originales  se  obtiene  x  =  2.  El 
punto  de  intersection  es  (2,  Cuando  despejamos  la  y  de  la  primera  ecuacion  (para 
ponerla  en  la  forma  pendiente  intersection),  obtenemos  y  =  —  x  +  2.  Una  recta  per¬ 
pendicular  a  ellas  tiene  pendiente  La  ecuacion  de  la  recta  requerida  es 

y  -  I  =  Ux  -  2)  ■ 


Revision  de  conceptos 

1.  La  distancia  entre  los  puntos  (-2, 3)  y  (x,  y )  es _ . 

2.  La  ecuacion  de  la  circunferencia  de  radio  5  y  centro  en  (—4, 2) 


3.  El  punto  medio  del  segmento  de  recta  que  une  a  (—2, 3)  y  (5, 7) 


4.  La  recta  quc  pasa  por  (a,  b )  y  (c,  d)  tiene  pendiente  m  = 
_ ,  siempre  que  a  *  c. 


Conjunto  de  problemas  0.3 


En  los  problemas  del  1  al  4  grafique  los  puntos  dados  en  el  piano 
coordenado  y  luego  determine  la  distancia  entre  ellos. 

L  (3,1),  (1,1)  2.  (-3,5),  (2, -2) 

3.  (4,  5),  (5, -8)  4.  (-1,5),  (6,3) 

5.  Demuestre  que  el  triangulo  cuyos  vertices  son  (5, 3),  (—2, 4)  y 
(10, 8)  es  isosceles. 

6.  Demuestre  que  el  triangulo  cuyos  vertices  son  (2,  -4),  (4, 0)  y 
(8,  -2)  es  un  triangulo  rectangulo. 

7.  Los  puntos  (3,  — 1)  y  (3,  3)  son  dos  vertices  de  un  cuadrado. 
Proporcione  otros  tres  pares  de  posibles  vertices. 

8.  Encuentre  el  punto  en  el  eje  x  que  sea  equidistante  de  (3, 1)  y 
(6,4). 

9.  Determine  la  distancia  entre  (—2, 3)  y  el  punto  medio  del  seg¬ 
mento  de  recta  que  une  a  (-2,-2)  y  (4, 3). 

10.  Determine  la  longitud  del  segmento  de  recta  que  une  los 
puntos  medios  de  los  segmentos  AB  y  CD,  donde  A  =  (1, 3),  B  =  (2, 
6),C=(4,7)y£>  =  (3,4). 

En  los  problemas  del  11  al  16  determine  la  ecuacion  de  la  circunferen¬ 
cia  que  satisface  las  condiciones  dadas. 

11.  Centro  en  (1, 1),  radio  1. 

12.  Centro  en  (-2, 3),  radio  4. 

13.  Centro  en  (2.  -1)  y  que  pasa  por  (5, 3). 

14.  Centro  en  (4, 3)  y  que  pasa  por  (6, 2). 

15.  Diametro  A  B,  donde  A  =  (1 , 3)  y  B  =  (3, 7). 

16.  Centro  en  (3, 4)  y  tangente  al  eje  x. 


En  los  problemas  de!  17  al  22  determine  el  centro  y  el  radio  de  la  cir¬ 
cunferencia  con  la  ecuacion  dada. 

17.  x2  +  2x  +  10  +  y2  —  6.v  -  10  =  0 

18.  x2  +  y2  -  6y  =  16 

19.  x2  +  y2  —  12x  +  35  =  0 

20.  x2  +  y2  -  lOx  +  10y  =  0 

21.  4x2  +  16x  +  15  +  4y2  +  by  =  0 

22.  x2  +  16x  +  +  4y2  +  3y  =  0 

En  los  problemas  del  23  al  28,  determine  la  pendiente  de  la  recta  que 
contiene  los  dos  puntos  dados. 

23.  (1,  l)y  (2,2)  24.  (3,5)  y  (4.7) 

25.  (2,3)  y  (— 5,  —6)  26.  (2, -4)  y  (0, -6) 

27.  (3, 0)  y  (0, 5)  28.  (-6,0)  y  (0,6) 

En  los  problemas  del  29  al  34  determine  una  ecuacion  para  cada  recta. 
Luego  escriba  su  respuesta  en  la  forma  Ax  +  By  +  C  =  0. 

29.  Pasa  por  (2, 2)  con  pendiente  -1 

30.  Pasa  por  (3, 4)  con  pendiente  —1 

31.  Con  interception  y  igual  a  3  y  pendiente  2 

32.  Con  interception  y  igual  a  5  y  pendiente  0 

33.  Pasa  por  (2, 3)  y  (4, 8) 

34.  Pasa  por  (4, 1)  y  (8, 2) 

En  los  problemas  del  35  al  38  determine  la  pendiente  y  la  intercepcwn 
con  el  eje  y  de  cada  recta. 

35.  3  y  =  — 2x  +  1 


36.  —4  y  =  5x  —  6 
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37.  6  -  2y  =  10x  -  2  38.  4*  +  5y  =  -20 

39.  Escriba  una  ecuacion  para  la  recta  que  pasa  por  (3,  —3)  y  que  es 

(a)  paralela  a  la  recta  y  =  2x  +  5; 

(b)  perpendicular  a  la  recta  y  =  2x  +  5; 

(c)  paralela  a  la  recta  2x  +  3y  =  6; 

(d)  perpendicular  a  la  recta  2x  +  3y  =  6; 

(e)  paralela  a  la  recta  que  pasa  por  (-1, 2)  y  (3,  -1); 

(f)  paralela  a  la  recta  x  =  8; 

(g)  perpendicular  a  la  recta  x  =  8. 

40.  Determine  el  valor  de  c  para  el  cual  la  recta  3x  +  cy  =  5 

(a)  pasa  por  el  punto  (3, 1); 

(b)  es  paralela  al  eje  y; 

(c)  es  paralela  a  la  recta  2x  +y  =  — 1; 

(d)  tiene  intersecciones  con  el  eje  x  y  con  el  eje  y  iguales; 

(e)  es  perpendicular  a  la  recta  y  —  2  =  3(x  +  3). 

41.  Escriba  la  ecuacion  para  la  recta  que  pasa  por  (-2,  —  1)  y  que 
es  perpendicular  a  la  recta  y  +  3  =  —  |(x  —  5). 

42.  Determine  el  valor  de  k,  tal  que  la  recta  kx  —  3y  =  10 

(a)  es  paralela  a  la  recta  y  =  2x  +  4; 

(b)  es  perpendicular  a  la  recta  y  =  2x  +  4; 

(c)  es  perpendicular  a  la  recta  2x  +  3y  =  6. 

43.  ^El  punto  (3, 9)  esta  por  arriba  o  por  debajo  de  la  recta  y  =  3x 
-1? 

44.  Demuestre  que  la  ecuacion  de  la  recta  con  interseccion  con 
el  eje  *  igual  a  a  /  0  e  interseccion  con  el  eje  y  igual  a  b  *  0  puede  es- 
cribirse  como 


En  los  problemas  del  45  al  48  determine  las  coordenadas  del  punto  de 
interseccion.  Despues  escriba  una  ecuacion  para  la  recta  que  pasa  por 
ese  punto  y  que  es  perpendicular  a  la  primera  de  las  rectas  dados. 


45. 

2x  +  3y  =  4 

46.  4x  - 

II 

GO 

-3x  +  y  =  5 

2x  + 

y  =  -10 

47. 

3x  —  4y  =  5 

48.  5*  - 

2y  =  5 

2x  +  3y  =  9 

2x  + 

3y  =  6 

49. 

Los  puntos  (2,  3),  (6,  3),  (6, 

-i)  y  (2,  - 

1)  son  vertices  de  un 

cuadrado.  Determine  las  ecuaciones  de  la  circunferencia  inscrita  y  de 
la  circunferencia  circunscrita. 

[frj  50.  Un  banda  se  ajusta  estrechamente  alrededor  de  dos  circunfe- 
rencias,  con  ecuaciones  (x  - l)2  +  (y  +  2)2  =  16  y  (x  +  9)2  +  (y  - 10)2  =  16. 
^Cual  es  la  longitud  de  dicha  banda? 

51.  Demuestre  que  el  punto  medio  de  la  hipotenusa  de  cualquier 
triangulo  rectangulo  equidista  de  los  tres  vertices. 

52.  Encuentre  una  ecuacion  de  la  circunferencia  circunscrita  al¬ 
rededor  del  triangulo  rectangulo  cuyos  vertices  son  (0, 0),  (8, 0)  y  (0, 6). 

53.  Demuestre  que  las  dos  circunferencias  x2  +  y2-4x  —  2y  — 11  =  0 
y  x2  +  y2  +  2Qx  —  12y  +  72  =  0  no  se  intersectan.  Sugerencia:  Determi¬ 
ne  la  distancia  entre  los  dos  centros. 

54.  ^Que  relacion  deben  cumplir  a,  b  y  c,  si  x2  +  ax  +  y2  +  by  +  c  =  0 
es  la  ecuacion  de  una  circunferencia? 

55.  El  techo  de  un  atico  forma  un  angulo  de  30°  con  el  piso.  Un 
tubo  de  2  pulgadas  de  radio  se  coloca  a  lo  largo  del  borde  del  atico, 
de  tal  manera  que  un  lado  del  tubo  toca  el  techo  y  el  otro  lado  toca  el 
piso  (vease  la  figura  17).  (iCual  es  la  distancia  d  desde  el  borde  del 
atico  hasta  donde  el  tubo  toca  el  piso? 


d 


Figura  17 


Figura  18 


56.  Una  circunferencia  de  radio  R  se  coloca  en  el  primer  cuadran- 
te.como  se  muestra  en  la  figura  18.  ,jCual  es  el  radio  r  de  la  circunferen¬ 
cia  mas  grande  que  puede  colocarse  entre  la  primera  circunferencia  y 
el  origen? 

57.  Construya  una  demostracion  geometrica,  con  base  en  la  figu¬ 
ra  15,  que  pruebe  que  dos  rectas  son  perpendiculares  si  y  solo  si  sus 
pendientes  son  recfprocas  negativas  una  de  la  otra. 

58.  Demuestre  que  el  conjunto  de  puntos  que  estan  al  doble  de 
distancia  de  (3,4)  que  de  (1, 1)  forman  una  circunferencia.  Determi¬ 
ne  su  centra  y  radio. 

59.  El  Teorema  de  Pitagoras  dice  que  las  areas  A,  B  y  C  de  los 
cuadrados  en  la  figura  19  satisfacen  A  +  B  =  C.  Demuestre  que  los  se- 
micfrculos  y  los  triangulos  equilateros  satisfacen  la  misma  relacion  y 
luego  sugiera  un  teorema  general  de  estos  hechos. 


Figura  19 


60.  Considere  una  circunferencia  C  y  un  punto  P  exterior  a  ella. 
Sea  PT  el  segmento  de  recta  tangente  aCen  7,y  suponga  que  la  rec¬ 
ta  que  pasa  por  P  y  por  el  centra  de  C  intersecta  aCenMyeniV.  De¬ 
muestre  que  (PM)(PN)  =  (PT)1. 

EEI  61.  Una  banda  se  ajusta  alrededor  de  las  tres  circunferencias  x2  + 
y2  =  4,  (x  —  8)2  +  y2  =  4  y  (x  — 6)2  +  (y  —  8)2  =  4,  como  se  muestra  en  la 
figura  20.  Determine  la  longitud  de  esta  banda. 


Figura  20 
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62.  Estudie  los  problemas  50  y  61.  Considere  un  conjunto  de  cir- 
cunferencias  de  radio  r  que  no  se  intersectan,  cuyos  centres  son  los  ver¬ 
tices  de  un  polfgono  convexo  de  n  lados  con  longitudes  d\,  d2,  ■ . . ,  dn. 
;,Cual  es  la  longitud  de  la  banda  que  se  ajusta  alrededor  de  estas 
circunferencias  (de  la  misma  forma  que  se  muestra  en  la  figura  20)? 

Puede  demostrarse  que  la  distancia  d  del  punto  (xh  yt)  a  la  recta  Ax  + 
By  +  C  =  0  es 

+  Byt  +  C  | 

V A2  +  B 2 

Utdice  este  resultado  para  determinar  la  distancia  desde  el  punto  dado 
hasta  la  recta  dada. 

63.  (-3,  2);  3*  +  4_y  =  6 

64.  (4,  -1);  2x  -  2y  +  4  =  0 

65.  (-2,  — 1);  5y  =  12*  +  1 

66.  (3,  -1);  y  =  2*  —  5 

En  los  problemas  67  y  68  determine  la  distancia  (perpendicular)  entre 
las  rectas  paralelas  dadas.  Sugerencia:  primero  encuentre  un  punto  so- 
bre  una  de  las  rectas. 

67.  2*  +  4y  =  7,  2*  +  4y  =  5 

68.  lx  -  5y  =  6,  lx  -  5y  =  —  1 

69.  Determine  la  ecuacion  para  la  recta  que  biseca  al  segmento 
de  recta  que  va  de  (-2, 3)  a  (1,  -2)  y  que  forma  angulos  rectos  con  es¬ 
te  segmento  de  recta. 

70.  El  centra  de  la  circunferencia  circunscrita  a  un  tridngulo  se 
encuentra  en  los  bisectores  perpendiculares  (mediatrices)  de  los  la¬ 
dos.  Utilice  este  hecho  para  encontrar  el  centra  de  la  circunferencia 
circunscrita  al  triangulo  con  vertices  (0, 4),  (2, 0)  y  (4, 6). 

71.  Determine  el  radio  de  la  circunferencia  que  esta  inscrita  en 
un  triangulo  con  lados  de  longitudes  3, 4  y  5  (vease  la  figura  21). 


Figura  21 


72.  Suponga  que  (a.  b )  esta  en  la  circunferencia  x2  +  y2  —  r2.  De- 
muestre  que  la  recta  ax  +  by  =  r2  es  tangente  a  la  circunferencia  en  (a,  b). 

73.  Determine  las  ecuaciones  de  las  dos  rectas  tangentes  a  la  cir¬ 
cunferencia  x2  +  y2  =  36  que  pasan  por  el  punto  (12,  0).  Sugerencia: 
vease  el  problema  72. 

74.  Exprese  la  distancia  perpendicular  entre  las  rectas  paralelas 
y  =  mx  +  b  y  y  =  mx  +  B,  en  terminos  de  m,  b  y  B.  Sugerencia:  la  dis¬ 
tancia  pedida  es  la  misma  que  aquella  entre  y  =  mx  y  y  =  mx  +  B  -  b. 

75.  Demuestre  que  la  recta  que  pasa  por  los  puntos  medios  de 
dos  lados  de  un  triangulo  es  paralela  al  tercer  lado.  Sugerencia:  pue¬ 
de  suponer  que  el  triangulo  tiene  vertices  en  (0, 0),  (a,  0)  y  ( b ,  c). 

76.  Demuestre  que  los  segmentos  de  recta  que  unen  a  los  puntos 
medios  de  lados  adyacentes  de  cualquier  cuadrilatero  (polfgono  con 
cuatro  lados)  forman  un  paralelogramo. 

[sl  77.  Una  rueda  cuyo  borde  tiene  ecuacion  *2  +  (y  -  6)2  =  25  gira 
rapidamente  en  direction  contraria  a  las  manecillas  del  reloj.  Una 
partfcula  de  lodo,  en  el  borde,  sale  despedida  en  el  punto  (3, 2)  y  vue- 
la  hacia  la  pared  en  *  =  11.  ^Aproximadamente  a  que  altura  pegara 
en  la  pared?  Sugerencia:  la  partfcula  de  lodo  vuela  de  forma  tangente 
tan  rapido  que  los  efectos  de  la  gravedad  son  despreciables  durante  el 
tiempo  que  le  toma  golpear  la  pared. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos: 

1.  V(*  +  2)2  +  (y  -  3)2  2.  (*  +  4)2  +  (y  -  2)2  =  25 
3.  (1.5,5)  4.  (d  -  b)/{c  -  a) 


0.4  El  uso  de  coordenadas  para  puntos  en  el  piano  nos  permite  describir  curvas  (un  objeto 
ecuaciones  geometrico)  por  medio  de  una  ecuacion  (un  objeto  algebraico).  En  las  secciones  anterio- 
res  vimos  como  esto  se  hizo  para  circunferencias  y  rectas.  Ahora  queremos  considerar 
el  proceso  inverso:  graficar  una  ecuacion.  La  grafica  de  una  ecuacion  en  *  y  y  consiste 
en  aquellos  puntos  en  el  piano  cuyas  coordenadas  (x,y)  satisfacen  la  ecuacion;  es  decir, 
hacen  verdadera  la  igualdad. 

Procedimiento  para  graficar  Para  graficar  una  ecuacion,  por  ejemplo,  y  =  2x3  — 
*  +  19,  manualmente,  podemos  seguir  un  procedimiento  sencillo  de  tres  pasos: 

Paso  1:  Obtener  las  coordenadas  de  algunos  puntos  que  satisfagan  la  ecuacion. 

Paso  2:  Graficar  estos  puntos  en  el  piano. 

Paso  3:  Conectar  los  puntos  con  una  curva  suave. 

Este  metodo  simplista  tendra  que  ser  suficiente  hasta  el  capitulo  3,  cuando  utilizare- 
mos  metodos  mas  avanzados  para  graficar  ecuaciones.  La  mejor  forma  de  hacer  el  paso  1 
es  construir  una  tabla  de  valores.  Asignar  valores  a  una  de  las  variables,  tal  como  *,  y 
determinar  los  valores  correspondientes  de  la  otra  variable,  creando  una  lista,  en  forma 
tabular,  de  los  resultados. 

Una  calculadora  grafica  o  un  sistema  de  algebra  por  computadora  (CAS.  del  ingles 
computer  algebra  sistem)  seguiran  un  procedimiento  muy  similar,  aunque  su  proceso 
es  transparente  para  el  usuario.  Un  usuario  solo  define  la  funcion  y  pide  a  la  calculado¬ 
ra  grafica,  o  a  la  computadora,  que  la  grafique. 
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UEMPLO  1  ]  Haga  la  grafica  de  la  ecuacion  y  =  x1 2  —  3.  C  -  v.'  1 

SOLUCION  El  procedimiento  de  tres  pasos  se  muestra  en  la  figura  1. 


Paso  1 

Paso  2 

Paso  3 

Construya  una 

Trace  esos  puntos 

Conecte  esos  puntos  por 

tabla  de  valores 

medio  de  una  curva  suave 

Figura  1 

H 

Por  supuesto,  usted  necesita  un  poco  de  sentido  comun  y  hasta  un  poco  de  fe. 
Cuando  obtenga  puntos  que  parecen  fuera  de  lugar,  verifique  sus  calculos.  Cuando  co- 
necte  los  puntos  que  ha  trazado  por  medio  de  una  curva  suave,  estara  suponiendo  que 
la  curva  se  comporta  de  manera  regular  entre  puntos  consecutivos,  lo  cual  es  un  acto  de 
fe.  Por  esto,  usted  debe  graficar  suficientes  puntos  de  modo  que  el  esbozo  de  la  curva 
parezca  ser  claro;  entre  mas  puntos  grafique,  menos  fe  necesitara.  Tambien,  debe  reco- 
nocer  que  rara  vez  muestra  la  curva  completa.  En  nuestro  ejemplo,  la  curva  tiene  ra- 
mas  infinitamente  largas  que  se  amplian  cada  vez  mas.  Pero  nuestra  grafica  muestra  las 
caracteristicas  esenciales.  Esta  es  nuestra  meta  al  graficar.  Mostrar  lo  suficiente  de  la 
grafica  de  modo  que  las  caracteristicas  esenciales  sean  visibles.  Mas  adelante  (seccion 
3.5)  usaremos  las  herramientas  del  calculo  para  refinar  y  mejorar  nuestra  comprension 
de  las  graficas. 

Simetria  de  una  grafica  Algunas  veces  podemos  reducir  a  la  mitad  el  trabajo  de 
graficar,  si  reconocemos  ciertas  simetrias  de  la  grafica  reveladas  por  su  ecuacion. 
Observe  la  grafica  de  y  =  x2  —  3,  dibujada  anteriormente  y  otra  vez  en  la  figura  2.  Si  el 
piano  coordenado  se  doblase  a  lo  largo  del  eje  y,  las  dos  ramas  de  la  grafica  coincidi- 
rian.  Por  ejemplo,  (3,  6)  coincidirfa  con  (—3,  6);  (2, 1)  coincidiria  con  (—2, 1);  y  de  una 
manera  mas  general,  (x,y)  coincidiria  con  (— x,y).  De  forma  algebraica,  esto  correspon- 
de  al  hecho  de  que  reemplazar  x  por  —x  en  la  ecuacion  y  =  x2  —  3  resulta  en  una  ecua¬ 
cion  equivalente. 

Considere  una  grafica  arbitraria.  Es  simetrica  respecto  al  eje  y  si  siempre  que  ( x,y ) 
esta  en  la  grafica,  entonces  (— x,y)  tambien  esta  en  la  grafica  (vease  la  figura  2).  De  forma 
analoga,  es  simetrica  respecto  al  eje  x  si  siempre  que  (x,  y)  esta  en  la  grafica,  (x,  —y) 
tambien  esta  en  la  grafica  (vease  la  figura  3).  Por  ultimo,  una  grafica  es  simetrica  respec¬ 
to  al  origen  si  cada  vez  que  ( x ,  y)  esta  en  la  grafica,  (— x,  — y)  tambien  esta  en  la  grafica 
(vease  el  ejemplo  2). 

En  terminos  de  ecuaciones,  tenemos  tres  pruebas  sencillas.  La  grafica  de  una  ecua¬ 
cion  es 

1.  simetrica  respecto  al  eje  y,  si  al  reemplazar  x  por  —x  se  obtiene  una  ecuacion  equi¬ 
valente  (por  ejemplo,  y  =  x2); 

2.  simetrica  respecto  al  eje  x,  si  al  reemplazar  y  por  — y  se  obtiene  una  ecuacion  equiva¬ 
lente  (por  ejemplo,  x  =  y2  +  1 ); 

3.  simetrica  respecto  al  origen,  si  al  reemplazar  x  por  — x  y  y  por  —y  se  obtiene  una 
ecuacion  equivalente  [y  =  x3  es  un  buen  ejemplo  ya  que  — y  =  (— x)3  es  equivalente 
ay  =  x3]. 
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y  =  Xs 
x  y 

0  0 

1  1 


Simetria  respecto 
al  origen 


Figura  4 


Calculadoras  graficas 

Si  usted  tiene  una  calculadora  grafi- 
ca,  utilfcela  siempre  que  sea  posible 
para  reproducir  las  graficas  que  se 
muestran  en  las  figuras. 


y 


i 


,.f  "l  II  I  I  |  I  I  I 


Figura  5 


^  EJEMPLO  2  j  Haga  un  bosquejo  de  la  grafica  dc  y  =  x3. 

SO  LUC  ION  Notemos,  como  se  sefialo  anteriormente,  que  la  grafica  sera  simetrica 
con  respecto  al  origen,  asf  que  solo  necesitamos  obtener  una  tabla  de  valores  para  x  no 
negativa;  por  medio  de  la  simetria  podemos  determinar  puntos  que  esten  apareados. 
Por  ejemplo,  que  (2, 8)  pertenezca  a  la  grafica  nos  dice  que  (-2,  -8)  esta  en  la  grafica; 
que  (3, 27)  este  en  la  grafica  nos  dice  que  (—3,  —27)  esta  en  la  grafica,  y  asf  sucesivamen- 
te.  Vease  la  figura  4.  ■ 

Al  graficar  y  =  x3,  utilizamos  una  escala  mas  pequena  en  el  eje  y  que  en  el  eje  x.  Esto 
hizo  posible  mostrar  una  parte  mayor  de  la  grafica  (al  aplanarse,  la  grafica  tambien  se 
distorsiono).  Cuando  grafique  a  mano,  le  sugerimos  que  antes  de  colocar  las  escalas  en 
los  dos  ejes  debe  examinar  su  tabla  de  valores.  Seleccione  escalas  de  modo  que  todos,  o 
la  mayoria  de  los  puntos,  puedan  graficarse  y  se  conserve  su  grafica  de  tamano  razona- 
ble.  Con  frecuencia,  una  calculadora  grafica  o  un  sistema  de  algebra  computacional 
(CAS)  seleccionan  la  escala  para  las  y  una  vez  que  usted  ha  elegido  las  x  que  se  utiliza- 
ran.  Por  lo  tanto,  la  primera  election  que  usted  hace  es  graficar  los  valores  de  x.  La  ma¬ 
yoria  de  las  calculadoras  graficas  y  los  CAS  le  permiten  pasar  por  alto  el  escalamiento 
automatico  del  eje  y.  Es  posible  que  en  algunos  casos  usted  necesite  esta  option. 

Intersecciones  con  los  ejes  coordenados  Los  puntos  en  donde  la  grafica  de 
una  ecuacion  cruza  los  ejes  coordenados  tienen  un  papel  importante  en  muchos  pro- 
blemas.  Por  ejemplo,  considere 

y  =  x3  —  2x2  —  5x  +  6  =  (x  +  2)(x  —  l)(x  -  3) 

Observe  que  y  =  0  cuando  x  =  —2, 1, 3.  Los  numeros  -2, 1  y  3  se  denominan  interseccio¬ 
nes  con  el  eje  x.  De  manera  analoga,  y  =  6  cuando  x  =  0  ,  y  asf,  6  se  llama  la  intersection 
con  el  eje  y. 


U  EJEMPLO  3  1  Determine  todas  las  intersecciones  con  los  ejes  coordenados  de  la 
grafica  de  y2  -  x  +  y  -  6  =  0. 


SOLUCION  Haciendo  y  =  0  en  la  ecuacion  dada,  obtenemos  x  =  -6,  y  asf,  la  intersec¬ 
tion  con  el  eje  x  es  -6.  Haciendo  x  =  0  en  la  ecuacion,  encontramos  que  y2  +  y  -  6  =  0,  o 
( y  +  3)(y  —  2)  =  0;  las  intersecciones  con  el  eje  y  son  —3  y  2.  Una  verification  de  las  si- 
metrfas  indica  que  la  grafica  no  tiene  ninguna  simetria  de  los  tres  tipos  estudiados  an¬ 
teriormente.  La  grafica  se  muestra  en  la  figura  5.  ■ 


Como  las  ecuaciones  cuadraticas  y  cubicas  con  frecuencia  se  utilizaran  como  ejem- 
plos  en  el  trabajo  posterior,  mostramos  sus  graficas  comunes  en  la  figura  6. 

Las  graficas  de  las  ecuaciones  cuadraticas  son  curvas  en  forma  de  copas  llamadas 
parabolas.  Si  una  ecuacion  tiene  la  forma  y  =  ax2  +  bx  +  c,  o  x  =  ay 2  +  by  +  c,  con  a  *  0; 
su  grafica  es  una  parabola.  En  el  primer  caso,  la  grafica  se  abre  hacia  arriba,  si  a  >  0  y  se 
abre  hacia  abajo  si  a  <  0.  En  el  segundo  caso,  la  grafica  se  abre  hacia  la  derecha  si  a  >  0 
y  se  abre  hacia  la  izquierda  si  a  <  0.  Observe  que  la  ecuacion  del  ejemplo  3  puede  po- 
nerse  en  la  forma  x  =  y2  +  y  —  6. 

Intersecciones  de  graficas  Con  frecuencia,  necesitamos  conocer  los  puntos  de  in¬ 
tersection  de  dos  graficas.  Estos  puntos  se  determinan  cuando  se  resuelven,  de  manera 
simultanea,  las  dos  ecuaciones  para  las  graficas,  como  se  ilustra  en  el  siguiente  ejemplo. 


|  EJEMPLO  4 


Determine  los  puntos  de  intersection  de  la  recta  y  =  ~2x  +  2  y  le 
parabola  y  =  2x2  -  4x  —  2,  y  haga  un  bosquejo  de  ambas  graficas  en  el  mismo  piano  de 
coordenadas. 


SOLUCION  Debemos  resolver  de  manera  simultanea  las  dos  ecuaciones.  Esto  es  fa- 
cil  de  hacer  al  sustituir  la  expresion  para  y  de  la  primera  ecuacion  en  la  segunda  y  al 
despejar  enseguida  la  x  de  la  ecuacion  resultante. 

— 2x  +  2  =  2x2  —  4x  —  2 
0  =  2x2  —  2x  —  4 
0  =  2(x  +  l)(x  —  2) 
x  =  —1,  x  =  2 
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grAficas  cuadrAticas  y  cubicas  bAsicas 


a  >  0 


a  <  0 


y 


y2 


V  =  \fx 


X 


X 


y  ~  ax1'  +  bx2  +  cx+  d 


Por  medio  de  sustitucion,  encontramos  que  los  valores  correspondientes  de  y  son  4  y 
—2;  por  lo  tanto,  los  puntos  de  interseccion  son  (-1,  4)  y  (2,  -2).  Las  dos  graficas  se 
muestran  en  la  figura  7. 
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Revision  de  conceptos 

1.  Si  cada  vez  que  (x.  y)  esta  en  la  grafica,  (— x,  y)  tambien  esta  3.  La  grafica  de  y  =  (x  +  2)(x  -  1  )(x  -  4)  tiene  interseccion  con 

en  ella;  entonces,  la  grafica  es  simetrica  respecto  a _ .  e*  eje  >' - e  intersecciones  con  el  eje  x - . 

2.  Si  (-4, 2)  esta  en  una  grafica  que  es  simetrica  respecto  al  ori-  4.  La  grafica  de  y  =  ax"  +  6x  +  res  una - si  a  =  0  y  una 

gen,  entonces  _____  tambien  esta  en  la  grafica.  - si  a  #  0. 


Conjunto  de  problemas  0.4 


En  los  problemas  de I  1  al  30  trace  la  grafica  de  cada  ecuacion.  Co- 
mience  con  la  verificacion  de  las  simetrlas  y  asegurese  de  encontrar  to- 
das  las  intersecciones  con  el  eje  xy  el  eje  y. 


1.  y  =  -x“  +  1 
3.  x  =  — 4y2  -  1 
5.  x2  +  y  =  0 
7.  7x2  +  3y  =  0 
9.  x2  +  y2  =  4 
11.  y  =  -x2  -  2x  +  2 
13.  x2  -  y2  =  4 

15.  4(x  -  l)2  +  y2  =  36 

16.  x2  -  4x  +  3 y2  =  -2 

17.  x2  +  9(y  +  2)2  =  36 
I  18.  x4  +  y4  =  1 

I  20.  y  =  x3  -  x 


2.  x  =  —y2  +  1 
4.  y  =  4x2  -  1 
6.  y  =  x2  -  2x 
8.  y  =  3x2  —  2x  +  2 
10.  3x2  +  4y2  =  12 
12.  4x2  +  3y2  =  12 
14.  x2  +  (y  -  l)2  =  9 


19.  x4  +  y4  =  16 
1 

21.  y  =  — 

x2  +  1 


I  22 .y  =  — 


x2  +  1 


I  23.  2x2  -  4x  +  3y2  +  12y  =  -2 
I  24. 4(x  -  5)2  +  9(y  +  2)2  =  36 
l25.y  =  (x  —  l)(x  —  2)(x  —  3) 

1  26.  y  =  x2(x  -  1  )(x  -  2) 

1  27.  y  =  x2(x  -  l)2 

]  28.  y  =  x4(x  -  1  )4(x  +  l)4 

I  29.  | x |  +  |y|  =  1  m  30.  |x|  +  |y[  =  4 


119  En  los  problemas  del  31  al  38,  en  el  mismo  piano  coordenado,  tra¬ 
ce  las  graficas  de  atnbas  ecuaciones.  Determine  y  etiquete  los  puntos  de 
interseccion  de  las  dos  graficas  (vease  el  ejemplo  4). 

31.  y  =  —x  +  1  32.  y  =  2x  +  3 

y  =  (x  +  l)2  y  =  ~(x  ~  l)2 

33.  y  =  — 2x  +  3  34.  y  =  — 2x  +  3 

y  =  -2(x  —  4)2  y  =  3x2  —  3x  +  12 

35.  .V  =  x  36.  y  =  x  —  1 

x2  +  y2  =  4  2x2  +  3y2  =  12 


37.  y  -  3x  =  1  38.  y  =  4x  +  3 

x2  +  2x  +  y2  =  15  x2  +  y2  =  81 

39.  Seleccione  la  ecuacion  que  corresponda  a  cada  una  de  las  grafi¬ 
cas  en  la  figura  8. 

(a)  y  =  ax2,  con  a  >  0 

(b)  y  =  ax3  +  bx2  +  cx  +  d,  con  a  >  0 

(c)  y  =  ax3  +  bx2  +  cx  +  d,  con  a  <  0 

(d)  y  =  ax3,  con  a  >  0 


Figura  8 

£§]  40.  Determine  la  distancia  entre  los  puntos  en  la  circunferencia 
x2  +  y2  =  13  con  abscisas  —2  y  2.  De  tales  distancias,  ^cuantas  existen? 

[5]  41.  Determine  la  distancia  entre  los  puntos  en  la  circunferencia 
x2  +  2x  +  y2  —  2y  =  20  con  abscisas  -2  y  2.  De  tales  distancias,  ^cuantas 
existen? 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  el  eje  y 
2.  (4.  -2) 

3. 8;  -2,  1,4  4.  recta;  parabola 
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0.5  En  todas  las  matematicas,  el  concepto  de  funcion  es  uno  de  los  mas  basicos  y  desempena 

Funciones  y  sus  graficas  un  papel  indisPensable  en  calcul°- 

Definicion 

Una  funddn  / es  una  regia  de  correspondencia  que  asocia  a  cada  objeto  x  en  un  conjun- 
to  — denominado  dominio —  un  solo  valor  f(x)  de  un  segundo  conjunto.  El  conjunto 
de  todos  los  valores  asf  obtenidos  se  denomina  rango  de  la  funcion.  (Vease  la  figura  1). 


Una  funcion 
/ 


Piense  en  una  funcion  como  una  maquina  que  toma  como  entrada  un  valor  x  y 
produce  una  salida  f(x).  (Vease  la  figura  2).  Cada  valor  de  entrada  se  hace  correspon- 
der  con  un  solo  valor  de  salida.  No  obstante,  puede  suceder  que  diferentes  valores  de 
entrada  den  el  mismo  valor  de  salida. 


I 

.js: . '"'z_ 


g(x)  =  X- 


Figura  1 


Figura  2 


Figura  3 


La  definicion  no  pone  restriction  sobre  los  conjuntos  del  dominio  y  del  rango.  El 
dominio  podria  consistir  en  el  conjunto  de  personas  en  su  curso  de  calculo,  el  rango  el  con¬ 
junto  de  calificaciones  {A,  B,  C,  D,  F}  que  obtendran  y  la  regia  de  correspondencia  la 
asignacion  de  calificaciones.  Casi  todas  las  funciones  que  usted  encontrara  en  este  tex- 
to  seran  funciones  de  uno  o  mas  numeros  reales.  Por  ejemplo,  la  funcion  g  podria  tomar 
un  numero  real  x  y  elevarlo  al  cuadrado,  lo  cual  producirfa  el  numero  real  x2.  En  este 
caso  tenemos  una  formula  que  da  la  regia  de  correspondencia;  esto  es,  g(x)  =  x2.  Un 
diagrama  esquematico  de  esta  funcion  se  muestra  en  la  figura  3. 

Notation  funcional  Una  sola  letra  como/(o  g  o  F)  se  utiliza  para  nombrar  una 
funcion.  Entonces  f(x ),  que  se  lee  “/ de  x”  o  “/ en  x ”,  denota  el  valor  que  /  asigna  a  x. 
Por  lo  tanto,  si  f{x)  =  x3  —  4.  entonces 

/( 2)  =  23  -  4  =  4 

f(a)  =  a3  —  4 

f(a  +  h)  —  {a  - F  h)3  —  4  =  a3  +  3 a2h  +  3 ah2  +  h3  —  4 

Estudie  cuidadosamente  los  siguientes  ejemplos.  Aunque  algunos  (x>drfan  parecer 
extranos,  tendran  un  papel  importante  en  el  capftulo  2. 

B  EJEMPLO  1  ]  Para  f{x)  =  x2  —  2x,  determine  y  simplifique 
(a)  /(4)  (b)  /( 4  +  h) 

(c)  /( 4  +  h)~  /( 4)  (d)  [/( 4  +  h)  -  f(4)]/h 


SOLUCION 


(a)  /( 4)  =  42  -  2-4  =  8 

(b)  /( 4  +  h)  =  (4  4-  h)2  -  2(4  +  h)  =  16  +  8h  +  h2  -  8  -  2h 

=  8  +  6  h  +  h2 

(c)  /( 4  +  h)  -  /( 4)  =  8  +  6h  +  h2  -  8  =  6h  +  h2 


/( 4  +  h)~  / (4) 


6  h  +  h2 

h 


h(  6  +  h ) 


30  Capitulo  0  Preliminares 


F(  x)  =  x2  +  1 

3  • - »-*  10 


Rango 


Figura  4 


Figura  5 


Calculadora  graficadora 

Recuerde,  utilice  su  calculadora 
graficadora  para  reproducir  las  figuras 
en  este  libro.  Experimente  con  dife- 
rentes  ventanas  hasta  que  se  convenza 
de  que  comprende  todos  los  aspectos 
importantes  de  la  grafica. 


Dominio  y  rango  Para  especificar  por  completo  una  funcion,  debemos  estable- 
cer,  ademas  de  la  regia  de  correspondencia,  el  dominio  de  la  funcion.  Por  ejemplo,  si  F 
es  la  funcion  definida  por  F(x )  =  x2  +  1  con  dominio  {-1 , 0, 1, 2, 3)  (vease  la  figura  4), 
entonces  el  rango  es  {1,2, 5, 10).  La  regia  de  correspondencia,  junto  con  el  dominio,  de- 
termina  el  rango. 

Cuando  no  se  especifica  un  dominio  para  una  funcion,  suponemos  que  es  el  con- 
junto  mas  grande  de  numeros  reales  para  el  cual  la  regia  de  la  funcion  tiene  sentido. 
Este  se  denomina  dominio  natural.  Los  numeros  que  debe  recordar  para  excluirlos  del 
dominio  natural  son  aquellos  que  causarfan  una  division  entre  cero  o  la  rafz  cuadrada 
de  un  niimero  negativo. 


BeJEMPLO  2 


Determine  los  dominios  naturales 


(a)  /(*)  =  l/(*  -  3)  (b)  g(t)  = 


para 

V9  -  t2 


(c)  h( w)  =  1/V9  —  w2 


SOLUCION 

(a)  Debemos  excluir  al  3  del  dominio  porque  requerirfa  una  division  entre  cero.  Asf,  el 
dominio  natural  es  {x:  x  5*  3).  Esto  se  puede  leer  como  “el  conjunto  de  las  x,  tales 
que  x  no  es  igual  a  3”. 

(b)  Para  evitar  la  rafz  cuadrada  de  un  numero  negativo  debemos  elegir  t,  de  modo  que 
9  —  f2  a  0.  Asf,  t  debe  satisfacer  1 1 1  £  3.  Por  lo  tanto,  el  dominio  natural  es  [t:  1 1 1  £  3), 
que  mediante  la  notation  de  intervalos  puede  escribirse  como  [—3, 3]. 

(c)  Ahora  debemos  evitar  la  division  entre  cero  y  las  rafces  cuadradas  de  numeros 

negativos,  de  modo  que  excluimos  a  — 3  y  3  del  dominio  natural.  Por  lo  tanto,  el  do¬ 
minio  natural  es  el  intervalo  (—3, 3).  ■ 

Cuando  la  regia  para  una  funcion  esta  dada  por  medio  de  una  ecuacion  de  la  forma 
y  =/(x),  llamamos  a  la  x  variable  independiente  y  a  la  v  variable  dependiente.  Cualquier 
valor  en  el  dominio  puede  sustituirse  por  la  variable  independiente.  Una  vez  seleccio- 
nado,  este  valor  de  x  determina  completamente  el  correspondiente  valor  de  la  variable 
dependiente  y. 

La  entrada  para  una  funcion  no  necesita  ser  un  solo  numero  real.  En  muchas  apli- 
caciones  importantes,  una  funcion  depende  de  mas  de  una  variable  independiente.  Por 
ejemplo,  el  monto  A  del  pago  mensual  de  un  automovil  depende  del  prestamo  del 
capital  P,  la  tasa  de  interes  r  y  el  numero  n  de  pagos  mensuales  solicitados.  Podrfamos 
escribir  tal  funcion  como  A(P,  r,  n).  El  valor  de  A  (16000.  0.07,  48)  — es  decir,  el  pago 
mensual  requerido  para  saldar  un  prestamo  de  $16,000  en  48  meses  a  una  tasa  de  inte¬ 
res  anual  de  7% —  es  $383.14.  En  esta  situation  no  existe  una  formula  matematica  sen- 
cilla  que  proporcione  la  salida  A  en  terminos  de  las  variables  de  entrada  P,  r  y  n. 


EJEMPLO  3  I  Denotese  con  V(x,d)  el  volumen  de  una  varilla  cilfndrica  de  longi- 


tud  x  y  diametro  d.  (Vease  la  figura  5.)  Determine 


(a)  una  formula  para  V(x,  d) 

(b)  el  dominio  y  rango  de  V 

(c)  V(4, 0.1) 


SOLUCION 


(a)  V(x,d) 


TTXd2 

4 


(b)  Puesto  que  la  longitud  y  el  diametro  de  la  varilla  deben  ser  positivos,  el  dominio  es 
el  conjunto  de  pares  ordenados  (x,  d)  donde  x  >  0  y  d  >  0.  Cualquier  volumen  po- 
sitivo  es  posible,  de  modo  que  el  rango  es  (0, 00). 


■77  •  4  •  0.12 

(c)  V(4,  0.1)  = - - -  =  0.0177  m 

En  los  capftulos  del  1  al  1 1  se  usaran  principalmente  funciones  de  una  sola  varia¬ 
ble  independiente.  A  partir  del  capftulo  12  estudiaremos  propiedades  de  funciones  de 
dos  o  mas  variables  independientes. 
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Graficas  de  funciones  Cuando  el  dominio  y  el  rango  de  una  funcion  son  conjun- 
tos  de  numeros  reales,  podemos  describir  la  funcion  mediante  el  trazo  de  su  grafica  en 
un  piano  coordenado.  La  grafica  de  una  funcion /simplemente  es  la  grafica  de  la  ecua- 
cion  y  =f(x). 


B  ejemplo  I 


Bosqueje  las  graficas  de 


(a)  f(x)  =  x1  -2 


(b)  g{x)  =  2/(x  -  1) 


SOLUCION  Los  dominios  naturales  de  fy  g  son  todos  los  numeros  reales  y  todos  los 
numeros  reales  excepto  el  1,  respectivamente.  Mediante  el  procedimiento  descrito  en 
la  seccion  0.4  (construir  una  tabla  de  valores,  trazar  los  puntos  correspondientes,  conec- 
tarlos  por  medio  de  una  curva  suave)  obtenemos  las  dos  graficas  que  se  muestran  en 
las  figuras  6  y  7a.  ■ 


Figura  7 

Ponga  atencion  especial  en  la  grafica  de  g;  esta  apunta  a  una  sobresimplificacion 
de  lo  que  hemos  realizado  y  ahora  necesitamos  corregir.  Cuando  se  unen  los  puntos 
por  medio  de  una  curva  suave,  no  se  efectua  de  una  manera  mec^nica  que  ignore  las 
caracterfsticas  especiales  que  podrian  ser  aparentes  en  la  formula  de  la  funcion.  En  el  ca- 
so  g(x)  =  2/'(x  - 1),  algo  drastico  sucede  cuando  x  se  aproxima  a  1.  De  hecho,  los  valores  de 
lg(x)l  aumentan  sin  cota;  por  ejemplo,  g( 0.99)  =  2/(0.99  -  1)  =  -200  y  g(1.001)  =  2000. 
Esto  lo  hemos  indicado  mediante  una  recta  vertical,  llamada  asintota,  en  x  =  1.  Cuando 
x  se  acerca  a  1,  la  grafica  se  aproxima  cada  vez  mas  a  esta  recta,  aunque  la  recta  no  es 
parte  de  la  grafica.  Mas  bien  es  una  guia.  Observe  que  la  grafica  de  g  tambien  tiene  una 
asmtota  horizontal,  el  eje  x. 

Funciones  como  g(x)  =  2/(x  -  1)  pueden  causar  problemas  cuando  usted  las  grafi¬ 
ca  por  medio  de  un  CAS.  Por  ejemplo,  cuando  se  le  pidio  a  Maple  graficar  g(x)  =  2/(x  —  1) 
en  el  dominio  [—4, 4]  respondio  con  la  grafica  que  se  muestra  en  la  figura  7b.  Los  CAS 
utilizan  un  algoritmo  muy  parecido  al  que  se  describio  en  la  seccion  0.4;  seleccionan 
diversos  valores  para  x  en  el  dominio  establecido;  encuentran  los  correspondientes  va¬ 
lores  de  y,  y  dibujan  estos  puntos  conectandolos  con  rectas.  Cuando  Maple  selecciono 
un  numero  cercano  a  1,  la  salida  resultante  fue  grande,  lo  cual  Uevo  al  eje  y  a  escalar  en 
la  figura.  Maple  tambien  conecta  los  puntos  que  cruzan  el  punto  de  corte  en  x  =  1. 
Siempre  debe  tener  precaution  y  ser  cuidadoso  cuando  utilice  una  calculadora  grafica 
o  un  CAS  para  graficar  funciones. 

Los  dominios  y  rangos  para  las  funciones /y  g  se  muestran  en  la  siguiente  tabla. 


Funcion 

Dominio 

Rango 

f(x)  =  x2  -  2 

todos  los  numeros  reales 

{y:y  a  -2} 

g{x)  -  x  -  1 

{x:  x  ^  1} 

{y:  y  *  0} 

Funciones  pares  y  funciones  impares  Con  frecuencia  podemos  predecir  las 
simetrfas  de  la  grafica  de  una  funcion  al  examinar  la  formula  para  la  funcion.  Si  fi—. x)  = 
f(x)  para  toda  x,  entonces  la  grafica  es  simetrica  respecto  al  eje  y.  Tal  funcion  se  denomina 
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Figura  8 


Figura  9 


funcion  par,  quiza  porque  una  funcion  que  se  especifica  fix)  como  una  suma  de  solo 
potencias  pares  de  x  es  par.  La  funcion  f(x)  =  x2  —  2  (graficada  en  la  figura  6)  es  par;  al 
igual  que/(x)  =  3x('  -  2x4  +  1  lx2  -  3,  fix)  =  x2/(  \  +  x4)  y  fix)  =  (x3  -  2x)/3x. 

Si  /(— x)  =  — /(x)  para  toda  x,  la  grafica  es  simetrica  con  respecto  al  origen.  A  tal 
funcion  le  llamamos  funcion  impar.  Una  funcion  que  da  fix)  como  una  suma  de  solo 
potencias  impares  de  x  es  impar.  Asf,  g(x)  =  x3  —  2x  (graficada  en  la  figura  8)  es  impar. 
Observe  que 


g(-x)  =  (-*)3  -  2(- 


x  = 


+  2x  =  — ( x 3  —  2x)  =  —g(x) 


Considere  la  funcion  g(x)  =  2/(x  —  1)  del  ejemplo  4  que  graficamos  en  la  figura  7. 
No  es  par  ni  impar.  Para  ver  esto,  note  que  g(- x)  =  2/(— x  —  1),  que  no  es  igual  ni  a  g(x) 
ni  a  — g(x).  Observe  que  la  grafica  de  y  =  g(x)  no  es  simetrica  respecto  al  eje  y  ni  con  res¬ 
pecto  al  origen. 


I  EJEMPLO  5  \Lf(x)  = 


x 3  +  3x 
x4  -  3x2  +  4 


es  par,  impar  o  ninguna  de  estas? 


SOLUCION  Como 


(-x)3  +  3(-x)  -(x3  +  3x) 

f(~x )  =  7 - — 77 — 7TT~7  =  ~4 — 7~2"1  ,  =  -f(x) 

(-x)  -  3(-x)z  +  4  x4  -  3x  +  4 

/es  una  funcion  impar.  La  grafica  de  y  =/(x)  (vease  la  figura  9)  es  simetrica  respecto  al 
origen.  ■ 

Dos  funciones  especiales  Entre  las  funciones  que  con  frecuencia  utilizaremos 
como  ejemplos,  hay  dos  que  son  muy  especiales:  la  funcion  valor  absoluto,  |  I,  y  la 
funcion  maximo  entero,  [  ].  Se  definen  como 


y 


si  x  &  0 
si  x  <  0 


|x]  =  el  mayor  entero  que  es  menor  o  igual  a  x 

Asf,  I—  3.1 1  =  13.1 1  =3.1,mientras  que  [—  3.1]  =  — 4  y  [3.1  J  =  3.  En  las  figuras  10 
y  11  mostramos  las  graficas  de  estas  dos  funciones.  La  funcion  valor  absoluto  es  par,  ya 
que  I— xl  =  Ixl.  La  funcion  maximo  entero  no  es  par  ni  impar,  como  lo  puede  ver  con 
base  en  su  grafica. 

Con  frecuencia  recurrimos  a  las  siguientes  caracterfsticas  especiales  de  estas  grafi¬ 
cas.  La  grafica  de  Ixl  tiene  un  pico  en  el  origen,  mientras  que  la  grafica  de  [x]  da  un 
salto  en  cada  entero. 


Figura  10 


Figura  1 1 
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Revision  de  conceptos 


1.  El  conjunto  de  entradas  permisibles  para  una  funcion  se  de- 

nomina _ de  la  funcion;  el  conjunto  de  salidas  que  se  obtienen 

se  denomina _ de  la  funcion. 

2.  Si  f(x)  =  3x2,  entonces /(2m)  =  _ _ y f(x  +  h)= _ . 

3.  Si  f(x)  se  acerca  cada  vez  mas  a  L ,  cuando  lx  I  aumenta  inde- 

finidamente,  entonces  la  recta  y  =  L  es  una _ para  la  grafica 

de/. 


4.  Si  /(— x)  =  /(x)  para  toda  x  en  el  dominio  de  /  entonces  /  se 
denomina  funcion _ ;  si/(— x)  =  — /(x)  para  toda  x  en  el  domi¬ 
nio  de  /,  entonces  /  se  llama  funcion _ .  En  el  primer  caso,  la 

grafica  de  /es  simetrica  con  respecto  al _ ;  en  el  segundo  caso, 

es  simetrica  con  respecto  al  . 


Conjunto  de  problemas  0.5 

1.  Para  /(x)  =  1  —  x2,  determine  cada  valor. 

(a)  f{\)  (b)  /(- 2)  (c)  /(0) 

(d)  f(k)  (e)  /(— 5)  (f)  f(\) 

(g)  /(I  +  h)  (h)  /(I  +  h)  -  /( 1) 

(i)  /( 2  +  h)  -  /( 2) 

2.  Para  F(x)  =  x3  +  3x,  determine  cada  valor. 

(a)  F(l)  (b)  F(V2)  (c)  f(  1) 

(d)  F(1  +  h)  (e)  F(1  +  h)  -  F(l) 

(f)  F( 2  +  h)  -  F(2) 

3.  Para  G(y)  =  \/(y  -  1),  determine  cada  valor. 


(a)  G(0) 

(b)  G( 0.999) 

(c)  G(1.01) 

(d)  G(y2) 

(e)  G(-x) 

M  +  M2 

ro  ch) 

4.  Para  <t>(M)  = 

griega  fi  mayuscula). 

,  encuentre  cada  valor.  ($  es  la  letra 
Vu 

(a)  <t(l) 

(b)  <p(-r) 

(C)  4>(i) 

(d)  <1»(m  +  1) 

5.  Para 

(e)  *(x2) 

/(^)  -  J- - 

V  x  -  3 

(f)  <b(x2  +  x) 

determine  cada  valor. 

(a)  /(0.25) 

(b)  /(tt) 

(c)  /( 3  +  V2) 

E  6.  Para  /(x)  = 

Vx2  +  9/(x  -  V3), 

determine  cada  valor. 

(a)  /(0.79) 

(b)  /( 12.26) 

(c)  /(V 3) 

7.  ^Cuales  de  las  siguientes  relaciones  determinan  una  funcion 
/ con  formula  y  =/(x)?  Para  aquellas  que  lo  sean,  determine  fix).  Su- 
gerencia:  despeje  la  y  en  terminos  de  x  y  observe  que  la  definition  re- 
quiere  un  solo  valor  de  y  para  cada  x. 

(a)  x2  +  y2  =  1  (b)  xy  +  y  +  x  —  1,  x  ^  —  1 


(c)  x 

8. 

nes? 


^Cuales  de  las  graficas  de  la  figura  12  son  graficas  de  funcio- 


Este  problema  sugiere  una  regia:  para  que  una  grafica  sea  la  grafica 
de  una  funcion ,  cada  recta  vertical  debe  cortar  la  grafica  en  solo  un 
panto. 

9.  Para  /(x)  =  2x2  -  1  determine  y  simplifique  \f(a  +  h)  — 
f(a)]/h- 


Figura  12 


10.  Para  F(t )  =  4r  determine  y  simplifique  [F(a  +  h)  -  F(a)]/h. 

11.  Para  g(u)  =  3 /(u  -  2)  determine  y  simplifique  [g(x  +  h)  — 
g(x)]/h. 

12.  Para  G(r)  =  t/(t  +  4)  determine  y  simplifique  [G(n  +  h )  - 
G{a)]/h. 

13.  Determine  el  dominio  natural  para  cada  caso  siguiente. 

(a)  F(z)  -  V2 z  +  3  (b)  g{v)  =  1/(4d  -  1) 

(c)  i/»(x)  =  Vx2  -  9  (d)  H{y)  =  -V625  -/ 

14.  En  cada  caso  determine  el  dominio  natural. 

(a)  f{x)  =  24~*  -  (b)  G(y)  =  V (y  +  l)'1 

jc  —  jc  —  6 

(c)  4>{u)  =  | 2m  +  3|  (d)  F(t)  =  t2/3  -  4 

£n  tos  problemas  del  15  al  30  especifique  si  la  funcion  dada  es  par,  im- 
par  o  ninguna  de  las  dos,  y  luego  bosqueje  su  grafica. 

15.  /(x)  =  —4  16.  /(x)  =  3x 

17.  F(x)  =  2x  +  1  18.  F(x)  =  3x  -  Vl 

19.  g(x)  =  3x2  +  2x  -  1  20.  g(u)  =  j 

21.  g(x)  =  22.  <t>(z)  =  1 

x  —  1  Z  ~  1 

23.  f(w )  =  \/w  —  1  24.  h(x)  =  Vx2  +  4 

25.  /(x)  =  |2x|  26.  F(f)  =  -|/  +  3| 

27.  g(x)  =  [|]  28.  G(x)  =  [2x  ~  1] 
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29.  g{t) 


!l  si  t  <  0 

f  +  1  si  0  <  f  <  2 
f2  -  1  si  1  >  2 


30.  6(x) 


f-x2  +  4  si  x  <  1 
(3x  si  x  >  1 


31.  Una  planta  tiene  la  capacidad  para  producir  desde  0  hasta 
100  computadoras  por  dfa.  Los  gastos  generales  diarios  de  la  planta 
ascienden  a  $5000  y  el  costo  directo  (mano  de  obra  y  materiales)  pa¬ 
ra  producir  una  computadora  es  de  $805.  Escriba  una  formula  para 
L(x),  el  costo  total  de  producir  x  computadoras  en  un  dfa  y,  tambien, 
para  el  costo  unitario  u(x)  (costo  promedio  por  computadora).  ^.Cua- 
les  son  los  dominios  de  estas  funciones? 


E]  32.  A  la  companfa  ABC  le  cuesta  400  +  5\/x(x  —  4)  dolares 
fabricar  x  estufas  de  juguete  que  vende  en  $6  cada  una. 

(a)  Determine  una  formula  para  6(x),  la  utilidad  total  de  fabricar  x 
estufas. 


(b)  Evalue  P(200)  y  P(1000). 

(c)  ^Cuantas  estufas  debe  fabricar  ABC  para  estar  en  equilibrio? 
E_]  33.  Determine  la  formula  para  la  cantidad  £(x)  por  la  cual  un  nti- 
mero  x  excede  a  su  cuadrado.  Haga  una  grafica  de  £(x)  para  0sx<l. 
Utilice  la  grafica  para  estimar  el  numero  positivo  menor  o  igual  a 
uno  que  excede  a  su  cuadrado  en  la  maxima  cantidad. 

34.  Sea  p  el  perfmetro  de  un  triangulo  equilatero.  Determine  una 
formula  para  A(p),  el  area  de  tal  triangulo. 

35.  Un  triangulo  rectangulo  tiene  una  hipotenusa  fija  de  longi- 
tud  h  y  un  cateto  tiene  longitud  x.  Determine  una  formula  para  la 
longitud,  L(x),  del  otro  cateto. 

36.  Un  triangulo  rectangulo  tiene  una  hipotenusa  fija  de  longi¬ 
tud  h  y  un  cateto  tiene  longitud  x.  Determine  una  fdrmula  para  el 
area,  A(x),  del  triangulo. 

37.  La  Agencia  de  Renta  de  Automoviles  Acme  cobra  $24  por 
dt'a  por  la  renta  de  un  automovil  mas  $0.40  por  milla. 

(a)  Escriba  una  fdrmula  para  el  gasto  de  renta  total  E(x)  por  un  dfa, 
en  donde  x  es  el  numero  de  millas  recorridas. 


(b)  Si  usted  renta  un  automovil  durante  un  dfa,  i cuantas  millas  pue- 
de  recorrer  por  $120? 

38.  Un  cilindro  circular  recto  de  radio  r  esta  inscrito  en  una  esfe- 
ra  de  radio  2 r.  Determine  una  formula  para  V(r),  el  volumen  del  ci¬ 
lindro  en  terminos  de  r. 


39.  Una  pista  de  una  milla  tiene  lados  paralelos  y  extremos  semi- 
circulares  iguales.  Determine  una  formula  para  el  area  encerrada  por 
la  pista,  A{d),  en  terminos  del  diametro  d  de  los  semicfrculos.  <;,Cual 
es  el  dominio  natural  para  esta  funcion? 

40.  Sea  A(c)  el  area  de  la  region  acotada  por  arriba  por  la  rec¬ 
ta  y  =  x+  l.del  lado  izquierdo  por  el  eje  y,  por  abajo  por  el  ejex  y  por 
la  derecha  por  la  recta  x  =  c.  Tal  funcion  se  conoce  como  funcion  de 
acumulacion.  (Vease  la  figura  13.)  Determine 

(a)  A(l)  (b)  A(2) 

(c)  A(0)  (d)  A(c) 

(e)  Esboce  la  grafica  de  A (c). 

(f)  ('.Cuales  son  el  dominio  y  el  rango  de  A? 


Figura  13 


41.  Sea  B(c)  el  area  de  la  region  acotada  por  arriba  por  la  grafica 
de  la  curva  y  —  x(  1  —  x),  por  abajo  por  el  eje  x,  y  por  la  derecha  por  la 
recta  x  =  c.  El  dominio  de  B  es  e!  intervalo  [0, 1],  (Vease  la  figura  14.) 
Dado  que  6(1)  = 

(a)  Determine  6(0)  (b)  Determine  £Q) 

(c)  Haga  una  grafica  de  6(c),  como  mejor  pueda. 


,,y 

/ 

( 

\ 

— i — i — ► 

Figura  14 


42.  ^Cual  de  las  siguientes  funciones  satisface  f(x  +  y)  =  f(x)  + 
f(y )  para  todos  los  numeros  reales  x  y  y? 

(a)  /(f)  =  2f  (b)  /(f)  =  f2 

(c)  /(f)  =  2f+l  (d)  /(f)  =  — 3f 

43.  Sea  /(x  +  y)  =  /(x)  +  /(y).  para  toda  x  y  y.  Demuestre  que 
existe  un  numero  m,  tal  que  /(f)  =  rnt  para  todos  los  numeros  racio- 
nales  f.  Sugerencia:  primero  decida  cuanto  tiene  que  valer  m.  Luego 
proceda  por  pasos,  iniciando  con  /( 0)  =  0 ,/(p)  =  mp  para  un  numero 
natural  p; /(I  /p)  =  m/p,  etcetera. 

44.  Un  diamante  de  beisbol  es  un  cuadrado  con  lados  de  90  pies. 
Un  jugador,  despuds  de  conectar  un  cuadrangular,  corrio  alrededor 
del  diamante  a  una  velocidad  de  10  pies  por  segundo.  Sea  s  la  distan- 
cia  del  jugador  al  home  despuds  de  f  segundos. 

(a)  Exprese  s  como  una  funcion  de  f  por  medio  de  una  formula  con 
cuatro  partes. 

(b)  Exprese  s  como  una  funcidn  de  t  por  medio  de  una  fdrmula  con 
tres  partes. 

EE  Para  utilizar  la  lecnologla  de  manera  eficiente,  usted  necesita  des- 
cubrirsus  capacidades,  fortalezas  y  debilidades.  Le  pedimos  que  prac- 
tique  la  graficacion  de  funciones  de  varios  tipos  utilizando  su  propio 
paquete  de  computo  o  su  calculadora.  Los  problemas  del  45  al  50  es- 
tdn  disehados  con  este  proposito. 

45.  Sea/(x)  =  (x3  +  3x  —  5)/(x2  +  4). 

(a)  Evalue  /(1.38)  y/(4.12). 

(b)  Para  esta  funcidn.  construya  una  tabla  de  valores  correspon- 
diente  a  x  =  -4,  -3, . . . ,  3, 4. 

46.  Siga  las  instrucciones  del  problema  45  para/(x)  =  (sen2x  —  3 
tan  x)/cos  x. 

47.  Trace  la  grafica  de  /(x)  =  x3  —  5x2  +  x  +  8  en  el  dominio  [—2, 5]. 

(a)  Determine  el  rango  de  /. 

(b)  En  este  dominio,  ^donde  /(x)  a  0? 

48.  Superponga  la  grafica  de  g(x)  =  2x 2  —  8x  —  1  con  dominio  [-2,5] 
sobre  la  grafica  de  /(x)  del  problema  47. 

(a)  Estime  los  valores  de  x  donde  /(x)  =  g(x). 

(b)  En  [-2, 5],  i donde  /(x)  &  g(x)? 

(c)  En  [—2, 5],  estime  el  valor  mas  grande  de  l/(x)  -  g(x)l. 

49.  Grafique  /(x)  =  (3x  -  4)/(x2  +  x  —  6)  en  el  dominio  [—6, 6]. 

(a)  Determine  las  intersecciones  con  el  eje  x  y  con  el  eje  y. 

(b)  Determine  el  rango  de  / para  el  dominio  dado. 

(c)  Determine  las  aslntotas  verticales  de  la  grafica. 
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(d)  Determine  la  asfntota  horizontal  para  la  grafica,  cuando  e!  do 
minio  se  amplia  a  todo  el  dominio  natural. 

50.  Siga  las  instrucciones  del  problema  49  para  la  funcion  g(x)  = 
(3r2  -  4)/(x2  +  x  -  6). 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  dominio,  rango 
2. 1 2u2;  3(x  +  h)2  =  3x2  +  6 xh  +  3 h2  3.  asfntota 
4.  par;  impar;  eje  y,  origen. 


0.6 

Operaciones 
con  funciones 


A1  igual  que  dos  numeros  ay  b  pueden  sumarse  para  producir  un  nuevo  numero  a  +  b, 
tambien  dos  funciones/y  g  pueden  sumarse  para  producir  una  nueva  funcion /+  g.  Esta 
es  solo  una  de  las  diferentes  operaciones  sobre  funciones  que  describiremos  en  esta 
seccion. 


Dominio 
\d ef+gj 


Dominio 

de/ 


Figura  1 


Dominio 

deg 


Sumas,  diferencias,  productos,  cocientes  y  potencias  Considere  las  fun¬ 
ciones  / y  g  con  las  formulas 

/(•*)  =  8 ^  =  ^ 

Podemos  construir  una  nueva  funcion  f  +  g  al  asignar  a  x  el  valor  /(x)  +  g(x )  = 
(x  -  3)/2  +  Vx;  esto  es. 


(/  +  g)(x)  =  f(x)  +  g{x)  =  +  ^ 

Por  supuesto,  debemos  tener  un  poco  de  cuidado  con  respecto  a  los  dominios.  Claramen- 
te,x  debe  ser  un  numero  en  el  que  tanto/como  g  funcionen.  En  otras  palabras,  el  dominio 
de  f+ges  la  interseccibn  (parte  comun)  de  los  dominios  de/y  g  (vease  la  figura  1). 

Las  funciones/- g,f-  g  y  f/g  se  introducen  de  una  manera  completamente  analoga. 
Suponiendo  que/y  g  tienen  sus  dominios  naturales,  entonces: 


Formula 

Dominio 

(/  +  g)(x)  -  f(x)  +  g(x)  -  2  +  Vx 

[0,  oo) 

(/  g)(x)  =  /(x)  g(x)  =  2  Vx 

[0,  oo ) 

(f-g)(x)  =f(x)-g(x)  =  2  Vx 

[0,  oo) 

(f\  .  f(x)  x  —  3 
\gJ(X>  g(x)  2Vx 

(0,  oo) 

Hemos  excluido  al  0  del  dominio  de//g  para  evitar  la  division  entre  cero. 

Tambien  podemos  elevar  una  funcion  a  una  potencia.  Con  fn  representamos  la 
funcion  que  a  cada  x  asigna  el  valor  [/(x)]".  Asi, 

g\x)  =  [g(*)]3  =  (V^)3  =  x3'2 

Existe  una  excepcion  en  la  convencion  anterior  sobre  exponentes;  a  saber,  cuando 
n  =  —  1.  Reservamos  el  simbolo/^1  para  la  funcion  inversa  que  se  estudiara  en  la  sec¬ 
cion  6.2.  Por  lo  tanto,/-1  no  significa  1//. 


§§§  EJEMPLO  1  |  Sean  F(x)  =  ^r  +  ly  G{x)  =  V9  -  x2,  con  dominios  natu¬ 
rales  respectivos  [-1.  °°)  y  [—3, 3].  Determine  formulas  para  F  +  G,  F -  G,  F  ■  G,  F/G  y 
F5  y  proporcione  sus  dominios  naturales. 
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SOLUCION 


Formula 

Dominio 

(F  +  G)(x)  =  F{x)  +  G(x)  =  Vx  +  1  +  V9  -  x2 

[-1,3] 

(F  -  G)(x)  =  F(x)  ~  G(x)  =  Vx  +  1  -  VV-Vc2 

[-1,3] 

(. F-G)(x )  =  F(x)-G(x)  =  Vx  +  lV9-  x2 

[-1,3] 

(F\  F(x)  Vx  +  1 

\Gj[X)  G(x)  V9  -  x2 

[-1,3) 

F5(x)  =  [F(x)f  =  {VTTlf  =  (x  +  1)5/4 

[-1,  00 ) 

■ 

1 

/ 

I 


/w 

I 


1 


sl/Wl 

Figura  2 


I 


I 


H(x) 

I 

/ 

I 

/[*(*)] 


Composicion  de  funciones  A1  principio,  le  pedimos  que  pensase  en  una  fun- 
cion  como  una  maquina.  Que  recibe  x  como  entrada,  trabaja  sobre  x  y  produce /(x)  co- 
mo  salida.  Con  frecuencia,  dos  maquinas  se  ponen  una  tras  otra  para  producir  una 
maquina  mas  compleja;  del  mismo  modo,  dos  funciones /y  g  (vease  la  figura  2).  Si/ac- 
tua  sobre  x  para  producir /(x)  y  luego  g  actua  sobre /(x)  para  producir  g(/(x)),  decimos 
que  hemos  compuesto  g  con  /.  La  funcion  resultante,  llamada  composicion  de  g  con  /,  se 
denota  con  g°f.  Asi, 


(g°f)(x)=g(f(x)) 

En  nuestros  ejemplos  anteriores  temamos /(x)  =  (x  —  3)/2  y  g(x)  =  Vx.  Podemos 
componer  estas  funciones  de  dos  maneras: 

(g  °  /)(*)  =  g{f(x))  = 

\/x  —  3 

(/  0  g)(x)  =  f(g(x))  =  f(Vx)  =  . ~2  ■ 


Dominio 

de/ 


No  esla  en  e] 
dominio  de  g 


Dominio 

d  eg°f 


Dominio 

des 


Figura  3 


Enseguida  notamos  que  g°f  no  es  igual  a  f° g.  Por  lo  tanto,  decimos  que  la  composicion 
de  funciones  no  es  conmutativa. 

Debemos  tener  cuidado  al  describir  el  dominio  de  una  funcion  compuesta.  El  do¬ 
minio  de  g  °/es  igual  al  conjunto  de  aquellos  valores  de  x  que  satisfacen  las  siguientes 
propiedades: 

1.  x  esta  en  el  dominio  de  f. 

2.  /(x)  esta  en  el  dominio  de  g. 

En  otras  palabras,  x  debe  ser  una  entrada  valida  para  fyf(x)  debe  ser  una  entrada 
valida  para  g.  En  nuestro  ejemplo,  el  valor  x  =  2  esta  en  el  dominio  de  f ,  pero  no  esta  en 
el  dominio  de  g  °/porque  esto  llevaria  a  la  rafz  cuadrada  de  un  numero  negativo. 

g(/(2))  =  g((2  -  3)/2)  =  g(~  £)  =  ^ 

El  dominio  de  g  °/es  el  intervalo  [3,  <»)  ya  que  /(x)  es  no  negativa  en  este  intervalo,  y 
la  entrada  para  g  debe  ser  no  negativa.  El  dominio  para  f°  g  es  el  intervalo  [0,  ®)  (^por 
que?),  asf  vemos  que  los  dominios  de  g  °  f  y  f  °  g  pueden  ser  diferentes.  La  figura  3 
muestra  como  el  dominio  de  g  °/excluye  aquellos  valores  de  x  para  los  cuales/(x)  no 
esta  en  el  dominio  de  g. 

Ml  LJLMIMO  2  |  Sean  f(x)  =  6x/(x2  -  9)  y  g(x)  =  V3x,  con  sus  dominios  natura- 
les.  Primero,  determine  (g  °/)(12);  luego  (f°  g)(x)  y  proporcione  su  dominio. 

SOLUCION 

(/  o  g)(12)  =  f(g(  12))  =  /( V36)  =  f(6)  =  =  | 

(/  °  g)W  =  f(g(x))  =  /(V 3x)  =  9 
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La  expresion  V3x  aparece  tanto  en  el  numerador  como  en  el  denominador.  Cualquier 
numero  negativo  para  x  conduce  a  la  rafz  cuadrada  de  un  numero  negativo.  Por  lo  tan¬ 
to,  todos  los  numeros  negativos  deben  excluirse  del  dominio  de  f°  g.  Para  x  >  0,  tene- 
mos  (\/3x)2  =  3x,  permitiendonos  escribir 


(/  °  g)(x) 


6V3x  _  Ts/Vx 

3x  —  9  x  —  3 


Tantbien  debemos  excluir  x  =  3  del  dominio  de  f°  g  porque  g(3)  no  esta  en  el  dominio 
de/.  (Causaria  la  division  entre  cero.)  Asf,  el  dominio  de/°g  es  [0,3)  U  (3,=°).  * 


En  calculo,  con  frecuencia  necesitamos  tomar  una  funcion  dada  y  escribirla  como 
la  composicion  de  dos  funciones  mas  simples.  Usualmente,  esto  puede  hacerse  de  varias 
formas.  Por  ejemplo,  p(x)  =  Vx2  +  4  puede  escribirse  como 

p(x)  =  g(f(x)),  donde  g(x)  =  Vx  y  f{x)  =  x2  +  4 

o  como 

p(x)  =  g(f(x )),  donde  g(x)  =  Vx  +  4  y  f(x)  =  x2 

(Usted  debe  verificar  que  las  dos  composiciones  dan  p(x)  =  V x2  +  4  con  dominio 
(—a>,  oc).)  La  descomposicion  p(x)  =  g(f(x))  con  f(x)  =r +  4y  g(x)  =  Vx  se  consi- 
dera  mas  sencilla  y  por  lo  regular  se  prefiere.  Por  lo  tanto,  podemos  visualizar  a 
p(x)  =  V  x2  +  4  como  la  rafz  cuadrada  de  una  funcion  de  x.  Esta  manera  de  ver  las 
funciones  sera  importante  en  el  capitulo  2. 

§|§i;|I.MI’l.0  3  Escriba  la  funcion  p(x)  =  (x  +  2)5  como  una  funcion  compuesta  g°f. 

SOLUTION  La  manera  mas  obvia  de  descomponer  p  es  escribir 

P{x)=g(f{x)),  donde  g(x)  =  jr5  y  f(x)=x  +  2. 

Asf  vemos  a  p(x)  =  (x  +  2 )5  como  la  quinta  potencia  de  una  funcion  de  x.  ■ 

Traslaciones  La  observacion  de  como  se  construye  una  funcion  a  partir  de  otras 
mas  sencillas  puede  ser  de  gran  ayuda  al  graficar.  Podemos  hacer  esta  pregunta:  ^como 
estan  relacionadas  las  graficas  de 

y=m  y=f(x-3)  y=f(x)  +  2  y=f(x-  3) +  2? 

Como  ejemplo,  considere  f(x)  =  1x1.  Las  cuatro  graficas  correspondientes  se  muestran 
en  la  figura  4. 


Figura  4 


Observe  que  las  cuatro  graficas  tienen  la  misma  forma;  las  ultimas  tres  solo  son 
traslaciones  de  la  primera.  Al  reemplazar  x  por  x  —  3  se  traslada  la  grafica  3  unidades 
hacia  la  derecha;  al  sumar  2  se  traslada  2  unidades  hacia  arriba. 

Lo  que  sucede  con  f(x )  =  lx  I  es  comun.  La  figura  5  ofrece  una  ilustracion  para  la 
funcion  /(x)  =  x3  +  x2. 
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Grafica 

original 


Figura  5 


Trasladada  1  unidad 
hacia  la  izquierda 


Trasladada  2  unidades  Trasladada  1  unidad 

hacia  abajo  hacia  la  izquierda  y  2 

unidades  hacia  abajo 


Los  mismos  principios  se  aplican  a  la  situation  general.  Se  ilustran  en  la  figura  6 
con  h  y  k  positivas.  Si  h  <  0,  la  traslacion  es  hacia  la  izquierda,  si  k  <  0  la  traslacion  es 
hacia  abajo. 


original  hacia  la  derecha 


v  =  )\x  I  +  k 

Trasladada  k  unidades 
hacia  arriba 


x 


Trasladada  h  unidades 
hacia  la  derecha  y  k 
unidades  hacia  arriba 


Figura  6 


y 


+ 


x 


Figura  9 


x 


Figura  7 


Figura  8 


U~EJEMPLO  4~  Bosqueje  la  grafica  deg(x)  =  v  x  +  3  +  1  graficando  primero 
f  (x)  =  Vx  y  luego  haciendo  las  traslaciones  apropiadas. 


SOLUCION  Por  medio  de  la  traslacion  de  la  grafica  de  /(vease  la  figura  7)  3  uni¬ 
dades  hacia  la  izquierda  y  una  unidad  hacia  arriba,  obtenemos  la  grafica  de  g  (vease  la 
figura  8).  ■ 


Catalogo  parcial  de  funciones  Una  funcion  de  la  forma  f(x)  =  k,  donde  k  es 
una  constante  (niimero  real),  se  denomina  funcion  constante.  Su  grafica  es  una  recta 
horizontal  (vease  la  figura  9).  La  funcion  f{x )  =  x  se  denomina  funcion  identidad.  Su 
grafica  es  una  recta  que  pasa  por  el  origen  con  pendiente  1  (vease  la  figura  10).  Con  base 
en  estas  funciones  sencillas,  podemos  construir  muchas  funciones  importantes. 

Cualquier  funcion  que  pueda  obtenerse  a  partir  de  las  funciones  constantes  y  la 
funcion  identidad,  mediante  el  uso  de  las  operaciones  de  suma,  diferencia  y  multipli¬ 
cation,  se  denomina  funcion  polinomial.  Esto  equivale  a  decir  que  /  es  una  funcion 
polinomial  si  es  de  la  forma 

f(x)  =  anxn  +  an-}xn~ 1 


Figura  10 


+  ■  •  ‘  +  d\X  +  CLq 
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donde  las  aes  son  numeros  reales  y  n  es  un  entero  no  negativo.  Si  an  ¥=  0,  n  es  el  grado 
de  la  funcion  polinomial.  En  particular, /(x)  =  ax  +  b  es  una  funcion  polinomial  de  pri¬ 
mer  grado,  o  funcion  lineal,  y  fix)  =  ax2  +  bx  +  c  es  una  funcion  polinomial  de  segundo 
grado,  o  funcion  cuadratica. 

Los  cocientes  de  funciones  polinomiales  se  llaman  funciones  racionales.  Asi,  /  es 
una  funcion  racional  si  es  de  la  forma 

_  anxn  +  un—\Xn  ^  +  •••  +  axx  +  a0 
bmxm  +  bm^1xm~l  +  ■  ■  ■  +  fojx  -I-  bQ 


El  dominio  de  una  funcion  racional  consiste  en  aquellos  numeros  reales  para  los  cuales 
el  denominador  es  distinto  de  cero. 

Una  funcion  algebraica  explicita  es  aquella  que  puede  obtenerse  a  partir  de  las 
funciones  constantes  y  la  funcion  identidad  por  medio  de  las  cinco  operaciones  de  su- 
ma,  resta,  multiplicacion,  division  y  extraction  de  rafces.  Algunos  ejemplos  son 


f(x)  =  3x2/5  =  3VV 


g(x) 


(x  +  2  )Vx 
x3  +  Vx2  -  1 


Las  funciones  listadas  hasta  el  momento,  junto  con  las  funciones  trigonometricas, 
trigonometricas  inversas,  exponencial  y  logaritmicas  (que  se  introducen  mas  adelante) 
son  la  materia  prima  para  calculo. 


Revision  de  conceptos 


1.  Si  f(x)  =  x2  +  1 ,  entonces  /3(x)  = 


2.  El  valor  de  la  funcion  compuesta  /°  g  en  x  esta  dada  por 
(f°  g)(x)  = - . 


3.  Comparada  con  la  grafica  de  y  =  /(x),  la  grafica  de  y  =/(x  +  2) 

esta  trasladada _ unidades  hacia _ . 

4.  Una  funcion  racional  se  define  como _ . 


Conjunto  de  problemas  0.6 


1.  Para  /(x)  =  x  +  3  y  g(x)  =  x2,  determine  cada  uno  de  los  valo- 
res  (si  esto  es  posible). 

(a)  (/  +  g)(2)  (b)  (/  •  g)(0)  (c)  (g//)( 3) 

(d)  (/-g)(  1)  (e)  (*•/)(  1)  (f)  (g  «/)(-») 

2.  Para  /(x)  =  x2  +  x  y  g(x)  =  2/(x  +  3),  determine  cada  uno  de 
los  valores. 

(a)  (/  —  g)(2)  (b)  (//g)(l)  (c)  g\3) 

(d)  (/ »  g)(l)  (e)  (g*/)(l)  (f)  (g*g)(3) 

3.  Para  <P(u)  =  u3  +  1  y  ’P(n)  =  1/v,  determine  cada  uno  de  los 
valores. 


(a)  (<D  +  V)(t)  (b)  (4>  °  'P )(r) 

(c)  (SP  o  4>)(r)  (d)  4>3(z) 

(e)  (<t>  -  ^P)(5f)  (f)  ((<t  -  tp)  o  ^)(,) 

4.  Si/(x)  =  Vx2  —  1  y  g(x)  =  2/x, determine  formulas  para  lo 
siguiente  y  tambien  sus  dominios. 

(a)  (/  •  g)(x)  (b)  f\x)  +  g\x) 

(c)  (/  °  g)(x)  (d)  (g  »  f)(x) 

5.  Si  f(s)  =  Vs2  -  4  y  g(w)  =  I  1  +  wl,  determine  formulas 
para  (f°  g)(x)  y  (g°f)(x). 

6.  Si  g(x)  =  x2  +  1,  determine  formulas  para  g3(x)  y  (g  °  g  °  g)(x). 

n=n  .  ,  \/«3  +  2 u 

03  7.  Calculeg(3.141),sig(u)  = — 2  +  u — ‘ 


E  8.  Calcule  g(2.03)  si  g(x) 


(Vx  -  Vx)4 

1  -  X  +  X2 


E3  9.  Calcule  ^(w) -g(ir)]1/3, si  g(v)  =  111  -  7nl. 

ED  10.  Calcule  [g?(ir)  -  g(ir)]1^3,  si  g(x)  =  6x-  11. 

11.  Determine /y  g  de  modo  que  F  =  g°f  (Vease  el  ejemplo  3). 

(a)  F(x)  =  Vx  +  1  (b)  F(x)  =  (x2  +  x)15 

12.  Encuentre/y  g  tales  que p  =/»  g. 

(a)  p{x)  =  <  -  x  2  4-  1  S3  pV)  =  tit- 

(x  +  x  +  1)  x  + 


13.  Escriba  p(x)  =  1/VV  +  l  como  una  composicion  de  tres 
funciones,  hagalo  de  dos  maneras  distintas. 

14.  Escriba  p(x)  =  1/  Vx2  +  1  como  una  composicion  de  cua- 
tro  funciones. 

15.  Bosqueje  la  grafica  de  /(x)  =  Vx  —  2  -  3,  haciendo  pri- 
mero  la  grafica  de  g(x)  =  Vx  y  luego  trasladando  esta.  (Vease  el 
ejemplo  4). 

16.  Bosqueje  la  grafica  de  g(x)  =  lx  +  3 1  -  4:  primero  grafique 
h(x)  =  ixl  y  luego  trasladela. 

17.  Por  medio  de  traslaciones,  bosqueje  la  grafica  de  /(x)  = 
(x  -  2)2  —  4. 

18.  Por  medio  de  traslaciones,  bosqueje  la  grafica  de  g(x)  =  (x  + 
l)3  -  3. 

19.  Bosqueje  las  graficas  de/(x)  =  (x  —  3)/2  y  g(x)  =  Vx;  utili- 
ce  los  mismos  ejes  coordenados.  Luego  trace  /+  g  al  sumar  las  orde- 
nadas  y. 
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20. 

21. 


Siga  las  instrucciones del  problema  19  para/(x)  =  x  y  g(x)  =  1x1. 


Bosqueje  la  grafica  de  F(t ) 


22.  Bosqueje  la  grafica  de  G(t)  =  t  -  [/]. 

23.  Establezca  si  cada  una  de  las  siguientes  funciones  es  impar  o 
par,  o  bien  ninguna  de  las  dos.  Demuestre  sus  afirmaciones. 

(a)  La  suma  de  dos  funciones  pares. 

(b)  La  suma  de  dos  funciones  impares. 

(c)  El  producto  de  dos  funciones  pares. 

(d)  El  producto  de  dos  funciones  impaTes. 

(e)  El  producto  de  una  funcion  par  y  una  funcion  impar. 

24.  Sea  Fcualquier  funcion  cuyo  dominio  contiene  a  —x  siempre 
que  contenga  a  x.  Demuestre  cada  una  de  las  siguientes  afirmaciones. 

(a)  F(x)  —  F(—x)  es  una  funcion  impar. 

(b)  F(x)  +  F(-x)  es  una  funcion  par. 

(c)  F  puede  expresarse  siempre  como  la  suma  de  una  funcion  impar 
y  una  funcion  par. 

25.  ^Todo  polinomio  de  grado  par  es  una  funcion  par?  ^Todo  po- 
linomio  de  grado  impar  es  una  funcion  impar?  Explique. 

26.  Clasifique  cada  una  de  las  siguientes  como  FP  (funcion  poli- 
nomial),  FR  (funcion  racional  pero  no  funcion  polinomial)  o  ninguna 
de  estas. 


(a) 

(c) 

(e) 


f{x)  =  3x,/2  +  1 
f(x)  =  3x2  +  2x~' 


/(*) 


1 

x  +  1 


(b)  f(x)  =  3 

(d)  f(x)  =  7 TX3  -  3 7T 
(0  /(■*)  =  X  +  1 


Vx  +  3 


27.  La  relacion  cntre  el  precio  por  unidad  P  (en  centavos)  para 
cierto  producto  y  la  demanda  D  (en  miles  de  unidades)  parece  satis- 
facer  _ 


P  =  V29  -3 D  +  D2 


Por  otra  parte,  la  demanda  se  ha  incrementado,  durante  los  t  anos, 
desde  1970  de  acuerdo  a  D  =  2  +  Vt. 

(a)  Exprese  P  como  una  funcion  de  t. 

(b)  Evalue  Fernando  t  —  15. 

28.  Despues  de  estar  en  los  negocios  durante  t  anos,  un  fabrican- 
te  de  automoviles  estd  produciendo  120  +  2r  +  3r  unidades  por  afio. 
Los  precios  de  venta  en  dolares  por  unidad  han  aumentado  de  acuer¬ 
do  con  la  formula  6000  +  700f.  Escriba  una  formula  para  los  ingresos 
anuales  del  fabricante  R{l)  despues  de  t  afios. 

29.  A1  comenzar  el  mediodfa,  el  aeroplano  A  vuela  con  rumbo 
norte  a  una  velocidad  de  400  millas  por  hora.  Exactamente  1  hora 
mas  tarde,  el  aeroplano  B  vuela  con  rumbo  este  a  300  millas  por 
hora.  Despreciando  la  curvatura  de  la  Tierra  y  suponiendo  que  los 
aeroplanos  vuelan  a  la  misma  altitud,  determine  una  formula  para 
D(t),  la  distancia  cntre  los  dos  aeroplanos  t  horas,  contadas  a  partir 
del  mediodfa.  Sugerenciu:  seran  dos  formulas  para  D(l),  una  si  0  s  t  <  1 
y  la  otra  si  /  a  1 . 

03  30.  Determine  la  distancia  entre  los  aeroplanos  del  problema 
29  a  las  2:30  p.  m. 

31.  Sea  /(x)  =  — - - .  Demuestre  que  /(/(x))  =  x,  siempre  y 

cuando  a2  +  be  +  0  y  x  +  a/c. 

x  -  3 

32.  Sea  f(x)  =  Demuestre  que  /(/(/'  (x)))  =x,  siempre  y 

cuando  x  F  ±1. 

33.  Sea  /(x)  =  — — - -.  Determine  y  simplifique  cada  valor. 

(a)  /(1/x)  (b)  /(/(x))  (c)  /(1/A*)) 


34.  Sea  f(x)  = 


Vx  -  1 


(a)  / 


(3 


.  Encuentre  y  simplifique. 


(b)  /(/(x» 


35.  Demuestre  que  la  operacion  de  composition  de  funciones  es 
asociativa;  es  deem,/]  °  (f2  »/i)  =  (/,  °f2)  °h- 


36.  Sean /,(x)=x,/2(x)  =  1/x, /3(x)  =  l  -x,/4(x)  =  1/(1 -x),/5(x)  = 
(x -  l)/x y/6(x)  =x/(x-  1).  Observe  que/,(/4(x))  =/3(l/(l  -x))  =  1  - 
1/(1  —  x)  =x/(x  —  1)  =  /f/x):  esto  es ,/j  °/4  =/(,.  De  hecho,  la  composi¬ 
cion  de  cualesquiera  dos  de  estas  funciones  es  otra  de  la  lista.  Llene 
la  tabla  de  composiciones  de  la  figura  1 1 . 


o 

/, 

f2 

h 

u 

h 

k 

U 

fl 

h 

h 

h 

h 

u 

* _ - 

Figura  1 1 


Despues  utilice  esta  tabla  para  determinar  cada  una  de  las  siguientes. 
Con  base  en  el  problema  35,  sabe  que  se  curnple  la  ley  asociativa. 

(a)  !'•  h  /•  l\,;h  (b)  /i  °h  °h  °U  °fs  °h 

(c)  F.siF°/6  =  /i  (d)  G,si  G»/3°/f.  =  /i 

(e)  //si/2o/5°W  =  /s 


15C|  En  los  problemas  del  37  al  40,  utilice  una  computadora  o  una  cal- 
culadora  graficadora. 

37.  Sea  f(x)  =x2  -  3x.  Utilizando  los  mismos  ejes,  dibuje  las  gra- 
ficas  dey  -f(x),y  =/(x  —  0.5)  -  0.6  y  y  =  /(l  ,5x),  todas  sobre  el  domi¬ 
nio  [-2, 5j. 

38.  Sea /(x)  =  lx3 1.  Utilizando  los  mismos  ejes,  dibuje  las  grafi- 
cas  de  y  =  /(x),  y  =  /( 3x)  y  y  —  /( 3(x  -  0.8)),  todas  sobre  el  dominio 
[-3,3].' 

39.  Sea  /(x)  =  2Vx  —  2x  +  0.25x2.  Utilizando  los  mismos 
ejes,  dibuje  las  graficas  de  y  =  /(x),y  =/(1.5x)  y  y  =  f(x  -  1)  +  0.5, 
todas  en  el  dominio  [0, 5], 

40.  Sea  f(x)  =  l/(x2  +  1).  Utilizando  los  mismos  ejes,  dibuje  las 
graficas  dey  =  /(x),y=/(2x)  y  y  =/(x  —  2)  +  0.6,  todas  en  el  dominio 
[-4,4]. 

LA&J  41.  Su  sistema  de  algebra  computacional  (CAS)  puede  permitir 
el  uso  de  parametros  en  la  definition  de  funciones.  En  cada  caso,  di¬ 
buje  la  grafica  de  y  =/(x)  para  los  valores  especificados  del  parame- 
tro  k;  utilice  los  mismos  ejes  y-5sxs5. 

(a)  f(x)  =  I  kx  I0-7  para  k  =  1 . 2, 0.5  y  0.2. 

(b)  f(x)  =  I x  -  k  I07  para  k  =  0, 2,  -0.5  y  -3. 

(c)  f(x)  =  1x1*  para  k  =  0.4, 0.7, 1  y  1 .7. 

l.CAS|  42.  Utilizando  los  mismos  ejes,  dibuje  la  grafica  de  /(x)  - 1  k(x  - 
c)  I"  para  la  siguiente  election  de  parametros. 
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(a)  c  =  -\,k  =  \A,n  =  0.1  (b)  c  =  2, k  =  l.4,n  =  1 

(c)  c  =  0,  /.  =  0.9,  n  =  0.6 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  (x2  +  l)3 
2 .f(g(x))  3.  2;  la  izquierda  4.  un  cociente  de  dos  funciones  poli- 

nomiales. 


0.7 

Funciones 

trigonometricas 


Figura  1 


Figura  2 


Probablemente  ha  visto  la  definicion  de  las  funciones  trigonometricas,  con  base  en 
triangulos  rectangulos.  La  figura  1  resume  las  definiciones  de  las  funciones  seno,  cose- 
no  y  tangente.  Debe  revisar  con  cuidado  la  figura  l,ya  que  estos  conceptos  son  necesa- 
rios  para  muchas  aplicaciones  posteriores  en  este  texto. 

Mas  generalmente,  definimos  las  funciones  trigonometricas  con  base  en  el  cfrculo 
unitario.  El  cfrculo  unitario,  que  denotamos  con  C,  es  el  cfrculo  con  radio  1  y  centra  en 
el  origen,  cuya  circunferencia  tiene  ecuacion  x2  +  v2  =  1 .  Sea  A  el  punto  (1, 0)  y  sea  t  un 
niimero  positivo.  Existe  un  solo  punto  P  en  el  cfrculo  C  tal  que  la  distancia,  medida  en 
sentido  contrario  de  las  manecillas  del  reloj  alrededor  del  arco  A  P,  es  igual  a  t.  (Vease  la 
figura  2).  Recuerde  que  la  circunferencia  de  un  cfrculo  con  radio  r  es  2nr,  de  modo  que 
la  circunferencia  de  C  es  27r.  Por  lo  tanto,  si  t  =  tt,  entonces  el  punto  P  esta  exactamen- 
te  a  la  mitad  del  camino  alrededor  del  cfrculo  iniciando  en  el  punto  A\  en  este  caso,  P 
es  el  punto  (—1, 0).  Si  t  =  3-7r/2,  entonces  P  es  el  punto  (0,  —  1)  y  si  t  =  2i t,  entonces  P  es 
el  punto  A.  Si  /  >  2tt,  entonces  le  tomara  mas  de  un  circuito  completo  del  cfrculo  para 
trazar  el  arco  AP. 

Cuando  /  <  0,  trazamos  el  cfrculo  en  el  sentido  de  las  manecillas  del  reloj.  Habra  un 
solo  punto  P  en  el  cfrculo  C  tal  que  la  longitud  del  arco,  medida  en  direction  de  las  ma¬ 
necillas  del  reloj  a  partir  de  A,  sea  r.  Asf,  para  cada  numero  real  t,  podemos  asociar  un 
unico  punto  P(x,  y)  en  el  cfrculo  unitario.  Esto  nos  permite  construir  las  definiciones 
clave  de  las  funciones  seno  y  coseno.  Las  funciones  seno  y  coseno  se  escriben  como  sen 
y  cos,  en  lugar  de  una  sola  letra  como  / o  g.  Por  lo  regular,  se  omiten  los  parentesis  alre¬ 
dedor  de  la  variable  independiente,  a  menos  que  exista  alguna  ambigiiedad. 


Definicion  Funciones  seno  y  coseno 

Sea  t  un  numero  real  que  determina  el  punto  P(x,y),  como  se  explico  anteriormente. 
Entonces 

sen  t  =  y  y  cos  t  =  x 


Propiedades  basicas  del  seno  y  del  coseno  Varios  hechos  son  casi  inmedia- 
tos  a  partir  de  las  definiciones  dadas  anteriormente.  Primero,  como  t  puede  ser  cual- 
quier  numero  real,  el  dominio  de  las  funciones  seno  y  coseno  es  (—  »)  Segundo,  x  y  y 

siempre  estan  entre  —1  y  1.  Asf,  el  rango  para  las  funciones  seno  y  coseno  es  el  interva¬ 
le  [-1, 1]. 

Puesto  que  el  cfrculo  unitario  tiene  2tt  de  circunferencia,  los  valores  de  /  y  t  +  2ir 
determinan  el  mismo  punto  P(x,y).  Por  lo  tanto, 

sen(f  +  2  77)  =  sen  t  y  cos (t  +  2-7t)  =  cos  t 

(Observe  que  los  parentesis  son  necesarios  para  dejar  claro  que  queremos  sen(t  +  2ir) 
en  lugar  de  (sen  t )  +  27t.  La  expresion  sen  t  +  277  serfa  ambigua). 

Los  puntos  P\  y  P2  que  corresponden  a  t  y  —  t,  respectivamente,  son  simetricos  con 
respecto  al  eje  x  (vease  la  figura  3).  Por  lo  tanto,  las  abscisas  para  P\  y  P2  son  las  mismas 
y  las  ordenadas  y  solo  difieren  en  el  signo.  En  consecuencia, 

sen (—t)  =  —sen  t  y  cos (— r)  =  cos  t 

En  otras  palabras,  seno  es  una  funcion  impar  y  coseno  es  una  funcion  par. 

Los  puntos  P3  y  P4  correspondientes  a  t  y  tt/2  —  t,  respectivamente,  son  simetricos 
con  respecto  a  la  recta  y  =  x  y,  por  lo  tanto,  tenemos  sus  coordenadas  intercambiadas 
(vease  la  figura  4).  Esto  significa  que 
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Por  ultimo,  mencionamos  una  identidad  importante  que  relaciona  las  funciones  se- 
no  y  coseno: 


sen2 1  +  cos2 1  =  1 


t 

sen  t 

cos  t 

0 

0 

1 

tt/6 

1/2 

V3/2 

7t/4 

V2/2 

V2/2 

-it/3 

V3/2 

1/2 

tt/2 

1 

0 

2-7I-/3 

V3/2 

-1/2 

377-/4 

V2/2 

-V2/2 

5tt/6 

1/2 

-V3/2 

IT 

0 

-1 

para  todo  numero  real  t.  Esta  identidad  se  deriva  del  hecho  de  que  el  punto  ( x ,  y)  esta 
en  la  circunferencia  del  ci'rculo  unitario,  de  aqui  que  x  y  y  deben  satisfacer  x2  +  y2  =  1. 

Graficas  de  seno  y  coseno  Para  graficar  y  =  sen  t  y  y  =  cos  t,  seguimos  nuestro 
procedimiento  usual  de  construir  una  tabla  de  valores,  trazar  los  puntos  correspondien- 
tes  y  unir  estos  puntos  con  una  curva  suave.  Sin  embargo,  hasta  ahora  solo  conocemos 
los  valores  de  seno  y  coseno  para  pocos  valores  de  t.  Otros  valores  pueden  determinar- 
se  a  partir  de  argumentos  geometricos.  Por  ejemplo,  si  t—  ir/A,  entonces  t  determina  el 
punto  medio  del  camino,  si  se  recorre  el  ci'rculo  unitario  en  sentido  contrario  a  las  ma- 
necillas  del  reloj,  entre  los  puntos  (1, 0)  y  (0, 1).  Por  simetrfa.x  y  y  estaran  en  la  recta 
y  =  x,  de  modo  que  y  =  sen  tyx  =  cos  t  seran  iguales.  Asf,  los  dos  catetos  del  triangulo 
rectangulo  OBP  son  iguales,  y  la  hipotenusa  es  1  (vease  la  figura  5).  Puede  aplicarse  el 
Teorema  de  Pitagoras  para  obtener: 

9  9  9  7 T  9  77" 

1  =  X  +  X  —  COS  —  +  COS  — 

4  4 

De  esto  concluimos  que  cos(rr/4)  =  1/ V/2  =  \/2/2.  De  manera  analoga,sen(ir/4)  = 
V2/2.  Podemos  determinar  sen  t  y  cos  t  para  otros  valores  de  t.  Algunos  de  estos  se 
muestran  en  la  tabla  que  aparece  en  el  margen.  Utilizando  estos  resultados,  junto  con 
varios  resultados  de  una  calculadora  (en  modo  de  radianes),  obtenemos  las  graficas 
que  se  muestran  en  la  figura  6. 


Figura  6 


Con  respecto  a  estas  graficas,  cuatro  cosas  son  notables: 

1.  Tan  to  sen  t  como  cos  t  tienen  como  rango  de  — 1  a  1. 

2.  Ambas  graficas  se  repiten  en  intervalos  adyacentes  de  longitud  2tt. 

3.  La  grafica  de  y  =  sen  t  es  simetrica  respecto  al  origen,  y  y  =  cos  t  es  simetrica  con 
respecto  al  eje  y.  (Por  lo  tanto,  la  funcion  seno  es  impar  y  la  funcion  coseno  es 
par). 

4.  La  grafica  de  y  =  sen  t  es  la  misma  que  la  de  y  =  cos  f,  pero  trasladada  7t/2  unidades 
hacia  la  derecha. 

El  siguiente  ejemplo  trata  con  funciones  de  la  forma  sen(af)  o  cos(ar),  que  con  fre- 
cuencia  aparecen  en  las  aplicaciones. 


B  EJEMPLO  1 


Bosqueje  las  graficas  de 


(a)  y  =  sen(27 rt) 


(b)  y  =  cos(2f) 


SOLUCION 

(a)  Cuando  t  va  de  0  a  1,  el  argumento  2irt  varia  de  0  a  2tt.  Por  lo  tanto,  la  grafica  de 
esta  funcion  se  repetira  en  intervalos  adyacentes  de  longitud  1 .  Con  base  en  las  en- 
tradas  de  la  siguiente  tabla,  podemos  bosquejar  una  grafica  de  y  =  sen(2-7rf). 
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sen(277t) 


sen(27 Tt) 


sen(27r  •  0)  =  0 
sen(2lx.£)  = 


2 


\/2 

2 


=  0 


sent  2tt  •  — 


sen)  2v  •  — 
\  4 


V2 

2 


-1 


1 

(  1) 

1  =  1 

7 

/  7  \ 

sen  277  •  — 

sen  277-  — 

4 

V  4) 

8 

V  8/ 

V2 

2 


sen(27r  •  1 )  =  0 


sen  2 it 


y2 

2  " 


La  figura  7  muestra  un  bosquejo  de  la  grafica  de  y  =  sen(2i7/). 

(b)  Conforme  t  varia  de  0  a  7r,  el  argumento  2 1  varia  de  0  a  277.  Por  lo  tanto,  la  grafica 
de  y  =  cos(2 1)  se  repetira  en  intervalos  adyacentes  de  longitud  tt.  Una  vez  que 
construimos  una  tabla  podemos  bosquejar  una  grafica  de  y  =  cos(2t).  La  figura  8 
muestra  la  grafica  de  y  =  cos(2 1). 


cos(2f) 


t 


cos(2 1) 


TT 

8 

TT 

~4 

3tt 

~8 

TT 

2 


cos(2  •  0)  =  1 
cosf  2 


V2 


•!)■ 

H)=» 

(-  f )  -  - 


V2 

2 


5ir 

T 

37T 

T 

77T 

T 


cos  2 


5tt 

"s’ 

3tt 


V2 

2 


cosf  2  •  ~  )  =  0 


cos  2 


7tt 


cos(2  •  7r)  =  1 


)  =  -l 

9-7T 

(  9  77  \ 

— 

cosl  2  •  — —  I 

/ 

8 

V  8  J 

V2 

2 


V2 

2 


Periodo  y  amplitud  de  las  funciones  trigonometricas  Una  funcion/es 
periodica  si  existe  un  numero  p  tal  que 

f(x+p)=f(x) 

para  todos  los  numeros  reales  x  en  el  dominio  de/.  El  numero  positivo p  mas  pequeno 
de  tales  numeros  se  denomina  periodo  de  /.  La  funcion  seno  es  periodica  porque 
sen(x  +  2 tt)  =  sen  x  para  toda  *.Tambien  es  cierto  que 

sen(A:  +  477)  =  sen(*  —  277)  =  sen(x  +  1277)  =  sen  x 


para  toda  x.  Por  lo  tanto,  477,  —277  y  1277  son  numeros  p  con  la  propiedad  de  que 
sen(x  +p)  =  sen  x.  El  periodo  se  define  como  el  numero  positivo  mas  pequeno  p.  Para 
la  funcion  seno,  el  positivo  mas  pequeno  p  con  la  propiedad  de  que  sen(x  +p)  =  sen  x 
es  p  =  277.  En  consecuencia,  decimos  que  la  funcion  seno  es  periodica,  con  periodo  2tt. 
La  funcion  coseno  tambien  es  periodica,  con  periodo  277. 

La  funcion  sen(af)>  con  a  >  0, 277/a  ya  que 


sen 


a  f  + 


2t7\ 
a  ) 


=  sen[at  +  277] 


El  periodo  de  la  funcion  cos  (at)  tambien  es  277/a. 


sen  (at) 
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B  EJEMPLO  2  i  ,;,Cuales  son  los  penodos  de  las  funciones  siguientes? 

(a)  sen(27 rf)  (b)  cos(2f)  (c)  sen(277t/12) 

SOLUCION 

(a)  Como  la  funcion  sen(277t)  es  de  la  forma  sen(at)  con  a  =  2tt,  su  periodo  es 

2tt 

P  =  ^r=l- 

(b)  La  funcion  cos(2/)  es  de  la  forma  cos  (at)  con  a  =  2.  Por  lo  tanto,  el  periodo  de 

2  77 

cos(2t)  es  p  =  =  tt. 

2tt 

(c)  La  funcion  sen(27r?/l 2)  tiene  periodo  p  =  — — — —  =12.  ® 

277/12 

Si  la  funcion  periodica / alcanza  un  maximo  y  un  mmirno,  definimos  la  amplitud  A 
como  la  mitad  de  la  distancia  vertical  entre  el  punto  mas  bajo  y  el  punto  mas  alto  de  la 
grafica. 

jj|[  EJEMPLO  ~3~  j  Determine  la  amplitud  de  las  siguientes  funciones  periodicas. 

(a)  sen(277t/12)  (b)  3  cos  (2 f) 

(c)  50  +  21  sen(277t/12  +  3) 

SOLUCION 

(a)  Como  el  rango  de  la  funcion  sen(277f/12)  es  [— 1,  l],su  amplitud  es  A  =  1. 

(b)  La  funcion  3  cos  (2 1)  tomara  valores  de  -3  (lo  cual  ocurre  cuando 

7T  3tT 

t  -  ±  ±  . . . )  a  3  (lo  cual  se  da  cuando  t  =  0,  ±77,  ±277, ...).  Por  lo  tanto,  la 

amplitud  es  A  =  3. 

(c)  La  funcion  21  sen(27rf/12  +  3)  toma  valores  que  van  de  -21  a  21.  Por  lo  tanto,  50  + 

21  sen(127rf/12  +  3)  toma  valores  de  50  -  21  =  29  a  50  +  21  =71.  Por  lo  tanto,  la 
amplitud  es  21.  ■ 

En  general,  para  a  >  OyA  >0, 


C  +  A  sen(a(t  +  b))  y  C  +  A  cos (a(t  +  b))  tienen  periodo  —  y  amplitud  A. 

a 


Las  funciones  trigonometricas  se  pueden  usar  para  modelar  diferentes  fenomenos 
ffsicos,  incluyendo  niveles  diarios  de  la  marea  y  temperaturas  anuales. 

M  ejemploT]  La  temperatura  alta  normal  para  San  Luis,  Missouri,  varfa  desde 
37PF  para  el  15  de  enero  hasta  89°F  para  el  15  de  julio.  La  temperatura  alta  normal  si- 
g^te  aproximadamente  una  curva  sinusoidal. 

(a)  ,  Determine  valores  de  C,  A,  a  y  b  tales  que 

T(t)  --C  +  A  sen (a(t  +  b)) 

donde  t ,  expresada  en  meses  desde  el  1  de  enero,  es  un  modelo  razonable  para  la 
temperatura  alta  normal. 

(b)  Utilice  este  modelo  para  aproximar  la  temperatura  alta  normal  para  el  15  de  mayo. 


SOI  l  CION 

(a)  La  funcion  pedida  debe  tener  periodo  t=  12,  ya  que  las  estaciones  se  repiten  cada  12 
277  277 

meses.  Asf, —  =  12,  de  modo  que  tenemos  a  =  — .  La  amplitud  es  la  mitad  de  la 
a  12 

diferencia  entre  los  puntos  mas  alto  y  mas  bajo;  en  este  caso  A  =  —  37)  =  26. 
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Temperatura 


Figura  9 


El  valor  de  C  es  igual  a  la  mitad  de  las  temperaturas  baja  y  alta,  de  modo  que 
C  =  ^(89  +  37)  =  63.  Por  lo  tanto,  la  funcion  T(t)  sera  de  la  forma 

T(t)  =  63  +  26sen^~(f  +  b) 

La  unica  constante  que  queda  por  determinar  es  b.  La  temperatura  normal  alta  in¬ 
ferior  es  37,  que  ocurre  el  15  de  enero,  aproximadamente  a  mediados  de  enero. 
Asf,  nuestra  funcion  debe  satisfacer  7/1/2)  =  37,  y  la  funcidn  debe  alcanzar  su 
minimo  de  37  cuando  t  =  1/2.  La  figura  9  resume  la  informacion  que  tenemos 
hasta  el  momento.  La  funcion  63  +  26  sen(2rrf/12)  alcanza  su  minimo  cuando 
liTt/Vl  =  — tt/2,  esto  es,  cuando  /  =  —3.  Por  lo  tanto,  debemos  trasladar  hacia  la 
derecha  1/2— (—3)  =  7/2  unidades,  la  curva  definida  por  y  =  63  +  26  sen(27r//12).  En 
la  seccion  0.6  mostramos  que  reemplazar  x  por  x  —  c  traslada  la  grafica  de  y  =f{x) 
hacia  la  derecha  c  unidades.  Asi,  para  trasladar  la  grafica  de  y  =  63  +  26  sen (277// 12)  ha¬ 
cia  la  derecha  7/2  unidades,  debemos  reemplazar  /  con  t  —  7/2.  Por  lo  tanto, 

T<'> '  63  +  26  se"(if  ('-{)) 

La  figura  10  muestra  una  grafica  de  la  temperatura  alta  normal  T  como  una  fun¬ 
cion  de  /,  donde  /  esta  dada  en  meses. 


Mes 

Figura  10 


Modelos  y  modelacion  (b)  Para  estimar  la  temperatura  alta  normal  el  15  de  mayo,  sustituimos  /  =  4.5  (ya  que 

-  la  mitad  de  mayo  esta  a  cuatro  y  medio  meses  del  inicio  del  ano)  y  obtenemos 

Es  importante  tener  presente  que 

todoslos  modelos,  como  este, son  r(4.5)  =  63  +  26  sen(2ir(4.5  -  3.5)/12)  =  76 

simplificaciones  de  la  realidad.  (Por 

esta  razon  se  denominan  modelos).  La  temperatura  alta  normal  para  San  Luis  el  15  de  mayo  realmente  es  de  75°F.  De 

Aunque  tales  modelos  son  inherente-  este  modo,  nuestro  modelo  sobreestima  por  1°,  lo  cual  es  sorprendentemente  pre- 

mente  simplificaciones  de  la  reali-  cjso  considerando  la  poca  informacion  que  fue  dada.  ■ 

dad,  muchos  de  ellos  son  utiles  para 

realizar  pronosticos.  „  _  .  .  „  . 

_ Otras  cuatro  funciones  trigonometricas  Podriamos  valernos  solo  de  las  fun¬ 
ciones  seno  y  coseno,  pero  es  conveniente  introducir  cuatro  funciones  trigonometricas 
mas:  tangente,  cotangente,  secante  y  cosecante. 
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Lo  que  sabemos  de  seno  y  coseno  nos  proporcionara,  de  forma  automatica,  conoci- 
miento  acerca  de  estas  cuatro  nuevas  funciones. 


Figura  1 1 


Grados  Radianes 

0  0 

30  ji/6 

45  31/4 

60  3t/ 3 

90  3i/2 

120  23i/3 

135  .  331/4 

150  53t/6 

180  3c 

360  2 31 

Figura  13 


m  EJEMPLO  5 


Demuestre  que  la  tangente  es  una  funcion  impar. 


SOLUCION 


tan(— /) 


sen(— /) 
cos(—  t) 


—sen  t 

- =  —tan  t  • 

cos  t 


H  EJEMPLO  6 


Verifique  que  las  siguientes  son  identidades. 


1  +  tan2  /  =  sec2  t  1  +  cot2 1  =  esc2 1 


SOLUCION 

„  ,  sen2 1  cos2 1  +  sen2 1  1  , 

1  +  tan  t  =  1  H - ; - = - —  =  sec2 1 

cos  t  cos"  t  cos"  t 

,  cos2 1  sen2 1  +  cos2 1  1  , 

1  +  cot  t  =  1  H - ^ =  CSC  t 

sen  t  sen  /  sen  t 


Cuando  estudiamos  la  funcion  tangente  (figura  11)  nos  encontramos  con  dos  pe- 

quenas  sorpresas.  Primera,  notamos  que  hay  asfntotas  verticales  en  ±tt/2,  ±3ir/2, _ , 

etcetera.  Debimos  haber  anticipado  esto,  ya  que  cos  /  =  0  en  estos  valores  de  f,  lo  cual 
significa  que  (sen  /)/( cos  /)  implicarfa  una  division  entre  cero.  Segunda,  parece  que  la 
tangente  es  periodica  (lo  cual  esperabamos),  pero  con  periodo  tt  (que  podrfamos  no 
haber  esperado).  Usted  vera  la  razon  anabtica  para  esto  en  el  problema  33. 


Relation  con  la  trigonometria  del  angulo  Por  lo  comun,  los  angulos  se  miden 
en  grados  o  en  radianes.  Por  definicion,  un  radian  es  el  angulo  que  corresponde  a  un  arco 
de  longitud  1  en  un  drculo  unitario.  Vease  la  figura  12.  El  angulo  que  corresponde  a  una 
vuelta  completa  mide  360°,  pero  s61o  2t t  radianes.  De  manera  equivalente,  un  angulo  lla¬ 
no  (de  lados  colineales)medira  180°  o  it  radianes,  un  hecho  importante  para  recordar. 


180°  =  tt  radianes  ~  3.1415 927  radianes 


Esto  conduce  a  los  resultados 

1  radian  «  57.29578°  1°  «  0.0174533  radian 

La  figura  13  muestra  algunas  otras  conversiones  comunes  entre  grados  y  radianes. 

La  division  de  una  vuelta  en  360  partes  es  muy  arbitraria  (debida  a  los  antiguos  ba- 
bilonios,  a  quienes  les  agradaban  los  multiplos  de  60).  La  division  en  2 17  partes  es  mas 
fundamental  y  yace  en  el  uso  casi  universal  de  la  medida  radian  en  calculo.  En  particu¬ 
lar,  observe  que  la  longitud  s  del  arco  que  corta  un  circulo  de  radio  r  por  medio  de  un 
angulo  central  de  t  radianes  satisface  (vease  la  figura  14) 

s  _  t 
277 r  277 

Esto  es,  la  fraccion  de  la  circunferencia  total  2irr  correspondiente  a  un  angulo  t  es  la 
misma  fraccion  del  circulo  unitario  que  corresponde  al  mismo  angulo  /.  Esto  implica 
que  5  =  rt. 

Cuando  r  =  1,  esto  da  v  =  t,  lo  cual  significa  que  la  longitud  del  arco  en  el  circulo  uni¬ 
tario  cortado  por  un  angulo  central  de  t  radianes  es  t.  Esto  es  correcto  incluso  si  t  es  ne- 
gativa,  con  tal  que  interpretemos  la  longitud  como  negativa  cuando  se  mide  en 
direccion  de  las  manecillas  del  reloj. 

|  EJEMPLO  7  Determine  la  distancia  recorrida  por  una  bicicleta,  cuyas  ruedas 
tienen  un  radio  de  30  centimetros,  cuando  estas  han  girado  100  revoluciones. 
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SOLUCION  Utilizamos  el  hecho  de  que  s  =  rt,  reconociendo  que  100  revoluciones 
corresponden  a  100-(2ir)  radianes. 

5  =  (30)(100)(27t)  =  6000-77  ~  18,849.6  centi'metros  ~  188.5  metros  ■ 

Ahora  podemos  hacer  la  conexion  entre  la  trigonometrfa  del  angulo  y  la  trigono- 
metrfa  del  ci'rculo  unitario.  Si  6  es  un  angulo  medido  en  k  radianes,  es  decir,  si  8  es  un 
angulo  que  corta  un  arco  de  longitud  t  del  circulo  unitario,  entonces 


En  calculo,  cuando  encontramos  un  angulo  medido  en  grados,  casi  siempre  lo  cambia- 
mos  a  radianes  antes  de  realizar  cualquier  calculo.  Por  ejemplo. 


Lista  de  identidades  importantes  No  gastaremos  espacio  en  verificar  todas 
las  identidades  siguientes.  Simplemente  aseguraremos  su  validez  y  sugerimos  que  la 
mayoria  de  ellas  sera  necesaria  en  alguna  parte  de  este  texto. 

Identidades  trigonometricas  Lo  siguiente  es  cierto  para  toda  x  y  toda  y,  siempre 
que  ambos  lados  esten  definidos  para  las  x  y  y  seleccionadas. 


Identidades  par-inipar 

sen(—  x)  =  -sen  x 

cos(-.v)  =  cos  x 

tan(-x)  =  —tan  x 

Identidades  pitagoricas 

sen2  x  +  cos2  x  =  1 
1  +  tan2  x  =  sec2  x 

1  +  cot2  x  =  esc2  x 


Identidades  para  la  suina  de  angulos 

sen(x  +  y)  =  sen  x  cos  y  +  cos  x  sen  y 
cos(x  +  y)  —  cos  x  cos  y  —  sen  x  sen  y 


tan(;c  +  y)  = 


tan  x  +  tan  y 
1  —  tan  x  tan  y 


Identidades  del  angulo  doble 

sen  2x  =  2  sen  x  cos  x 

cos  2x  =  cos2  x  —  sen2  x 

=  2  cos2  x  —  1 
=  1—2  sen2  x 


Identidades  del  medio  angulo 


Identidades  aditivas 


sen  x  +  sen  y  =  2  sen 


COS  I 
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Identidades  nuiltiplicalivas 

sen  x  sen  y  =  — |[cos(x  +  y)  —  cos(x  —  y)\ 

cos x  cosy  =  |[cos(x  +  y)  +  cos(x  —  y)] 
sen  x  cos  y  =  ^[sen(x  +  y)  +  sen(x  —  y)] 


Revision  de  conceptos 

1.  El  dominio  natural  de  la  funcion  seno  es _ ;  su  rango 

es _ . 

2.  El  periodo  de  la  funcion  coseno  es _ ;  el  periodo  de  la 

funcion  seno  es  _ ;  el  periodo  de  la  funcion  tangente  es 


3.  Como  sen(- x)  =  —sen  x,  la  funcion  seno  es _ y  como 

cos  (—x)  =  cos  x,  la  funcion  coseno  es _ . 

4.  Si  (—4, 3)  esta  en  el  lado  terminal  de  un  angulo  6  cuyo  vertice 

esta  en  el  origen  y  su  lado  inicial  esta  a  lo  largo  de  la  parte  positiva 
del  eje  x,  entonces  cos  6  = _ . 


Conjunto  de  problemas  0.7 

1.  Convierta  las  siguientes  medidas  en  grados  a  radianes  (deje 
7 t  en  su  respuesta) 

(a)  30°  (b)  45°  (c)  -60° 

(d)  240°  (e)  -370°  (f)  10° 

2.  Convierta  las  siguientes  medidas  en  radianes  a  grados 

(a)  t  (b)  fir  (c)  -jtt 


(d)  77 


(e)  -f|^ 


(f) 


18  ‘ 


[-1  3.  Convierta  las  siguientes  medidas  en  grados  a  radianes 
(1°  =  77/180  ~  1.7453  X  1(T2  radianes). 

(a)  33.3°  (b)  46°  (c)  -66.6° 

(d)  240.11°  (e)  -369°  (f)  11° 

[£]  4.  Convierta  las  siguientes  medidas  en  radianes  a  grados 
(1  radian  =  180/77  fe*.  57.296  grados). 

(a)  3.141  (b)  6.28  (c)  5.00 

(d)  0.001  (e)  -0.1  (f)  36.0 

[3  5.  Calcule  (asegurese  de  que  su  calculadora  esta  en  modo  de  ra¬ 
dianes  o  de  grados,  segun  sea  necesario). 

56.4  tan  34.2°  ..  .  5.34  tan  21.3° 


(3)  sen  34.1° 

(c)  tan  0.452 

03  6.  Calcule 

234,1  sen  1.56 

(a)  cos  0.34 

03  7.  Calcule. 

56.3  tan  34.2° 
(a) 


^  sen  3.1°  +  cot  23.5° 
(d)  sen(— 0.361) 


(b)  sen2  2.51  +  Vcos  0.51 


(b) 


sen  35° 


sen  56.1°  V  sen  26°  +  cos  26° 

8.  Verifique  los  valores  de  sen  t  y  cos  t  de  la  tabla  utilizada  para 
construir  la  figura  6. 

9.  Sin  utilizar  calculadora,  evalue. 

77 
6 
77 


(a)  tan 
(d)  esc 


(b)  sec  77 


377 

(c)  sec  — — 
4 


2  (e)  cot  j  (f)  tan  I  -  4 


10.  Evalue  sin  utilizar  calculadora. 

7 T 


(a)  tan  -j 


(d)  esc  ■ 


(b)  sec  - 


(e)  tan  (  —  — 


(c)  cot  ~ 


(f)  cos 


(-?) 


11.  Verifique  que  las  siguientes  son  identidades  (vease  el  ejemplo  6). 

(a)  (1  +  sen  z)(l  -  senz)  =  — \r- 

sec“  z 

(b)  (seer  -  l)(secr  +  1)  =  tan2f 

(c)  sec  r  -  sen  t  tan  t  =  cos  t 

. ..  sec2 1  -  1  2 

(d)  - 5 - =  sen2  t 

sec2  t 

12.  Verifique  que  las  siguientes  son  identidades  (vease  el  ejemplo  6). 


(a)  sen2  v  + 


1 


(b)  cos  3r  =  4  cos3  r  -  3  cos  t.Sugerencia:  utilice  una  identidad  del 
angulo  doble. 

(c)  sen  4x  =  8  sen  x  cosir  -  4  sen  x  cos  x.  Sugerencia:  utilice  dos  ve- 
ces  una  identidad  del  angulo  doble. 

(d)  (1  +  cosd)(l  -  cost?)  =  sen2# 

13.  Verifique  que  las  siguientes  son  identidades. 
sen  u  cos  u 


(a) 


=  1 


esc  u  sec  u 

,2 


(b)  (1  —  cos2x)(l  +  cot2x)  =  1 

(c)  sen  f( esc  1  -  sen  t)  =  cos2  f 

1  -  esc2  r  - 1 

(d)  - 5 - =  — r- 

csc  t  sec  t 

14.  Bosqueje  las  graficas  de  las  siguientes  funciones  en  [—77,  2 77]. 
(a)  y  =  sen  2x  (b)  y  =  2  sen  t 

77  , 

(d)  y  -  sec  t 


(c)  y  =  cosl  x 


15.  Bosqueje  las  graficas  de  las  siguientes  funciones  en  [-77,  27r]. 
(a)  y  =  esc  t  (b)  y  =  2  cos  t 
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(c)  y  =  cos  3/ 


(d)  y  =  cos  r  +  — 


f) 


Determine  el  periodo,  amplitud  y  corrimiento  (tanto  horizontal  como 
vertical)  y  dibuje  una  grafica  en  el  intervalo  --5  <i£5  para  las  funcio¬ 
nes  listadas  en  los  problemas  del  16  al  23. 


16.  y  =  3  cos 


17.  y  =  2  sen  2x 
1 


19.  y  =  2  +  —cot  2x 
6 


18.  y  =  tan  x 

20.  y  =  3  +  sec(*  —  tt)  21.  y  —  21  +  7  sen(2jc  +  3) 


22.  y  =  3  cosl  x  — 


1  23.  y  =  tan 


M) 


24.  (  Cual  de  las  siguientes  ecuaciones  representa  la  misma  grafi¬ 
ca?  Verifique  su  resultado  de  manera  analftica  por  medio  de  identi- 
dades  trigonometricas. 


(a) 

f  TT) 

(b) 

(  T T 

y  =  senl  x  +  —  J 

y  =  cosl  jc  +  — 

(c) 

y  =  —  sen(x  +  tt) 

(d) 

y  =  cos(x  —  tt) 

(e) 

y  =  — sen(7r  —  x) 

(f) 

(  77 
y  =  cosl  x  -  — 

(g) 

y  =  cos ( tt  -  x) 

(  7r 

(h) 

y  =  senl  .r  -  — 

25.  ^Cuales  de  las  siguientes  son  funciones  impares?  ^Cuales 
funciones  pares?  fY  cuales  ninguna  de  estas? 

(a)  t  sen  t  (b)  sen2  t  (c)  esc  t 

(d)  |  sent  |  (e)  sen  (cos  t)  (f)  x  +  sen  x 

26.  ^Cudles  de  las  siguiente  son  funciones  impares?  ^Cuales  fun¬ 
ciones  pares?  cuales  ninguna  de  dstas? 

(a)  cot  t  +  sen  t  (b)  sen3 1  (c)  sec  t 

(d)  Vsen4  t  (e)  cos  (sen  t)  (f)  x2  +  sen  x 


Determine  los  valores  exactos  en  los  problemas  del  27  al  31.  Sugeren- 
cia:  las  identidades  del  medio  dngulo  pueden  serle  utiles. 

7  7 T 

27.  cos2—  28. 

29.  sen3 -7  30. 

o 

->  tt 

31.  sen  — 

8 

32.  Determine  las  identidades  analogas  a  las  identidades  de  su- 
ma  de  angulos  para  cada  expresion. 

(a)  sen(x  —  y)  (b)  cos(.v  —  y)  (c)  tan(x  —  y) 

33.  Utilice  la  identidad  de  suma  de  angulo  para  la  tangente,  a  fin 
de  demostrar  que  tan(f  + 17)  =  tan  t  para  toda  t  en  el  dominio  de  tan  t. 

34.  Demuestre  que  cos  (x  —  it)  —  —cos  x  para  toda  x. 

0  El  35.  Suponga  que  la  llanta  de  un  camion  tiene  un  radio  exte¬ 
rior  de  2.5  pies.  ^Cuantas  revoluciones  por  minuto  gira  la  llanta  cuan- 
do  el  camion  esta  viajando  a  60  millas  por  hora? 

S  36.  ^.Cuanto  avanza  una  rueda,  de  radio  2  pies,  que  gira  al  nivel 
del  piso  dando  150  revoluciones? 

OEI  [c]  37.  Una  banda  pasa  por  dos  poleas,  como  se  muestra  en  la  fi¬ 
gure  15.  ^Cuantas  revoluciones  por  segundo  gira  la  polea  pequena 
cuando  la  polea  grande  gira  a  21  revoluciones  por  segundo? 


17 


38.  El  angulo  de  inclinacion  a  de  una  recta  es  el  angulo  positivo 
mas  pequeno,  a  partir  del  eje  x  a  la  recta  (a  =  0,  para  una  recta  horizon¬ 
tal).  Demuestre  que  la  pendiente  m  de  la  recta  es  igual  a  tan  a. 

39.  Determine  el  angulo  de  inclinacion  de  las  siguientes  rectas 
(vease  el  problema  38). 

(a)  y  =  V3.x  —  7  (b)  V3x  +  3y  =  6 

40.  Sean  (,  y  (,2  dos  rectas  no  verticales,  que  se  intersectan,  con 
pendientes  m,  y  m2,  respectivamente.  Si  8,  el  angulo  de  a  €2,  no  es 
un  angulo  recto,  entonces 


tan  6  = 


m2  - 
1  +  /rj|/n2 


Demuestre  esto  utilizando  el  hecho  de  que  8  =  62-8,  e n  la  figure  16. 


Figura  16 

0  41.  Determine  el  angulo  (en  radianes)  de  la  primera  a  la  segunda 
recta  (vease  el  problema  40). 

(a)  y  =  2x,  y  =  3x  (b)  y  =  y  =  ~x 

(c)  2x  —  6_y  =  12,  2x  +  y  =  0 

1  7 

42.  Deduzca  la  formula  A  =  2  n  para  el  area  de  un  sector  circu¬ 
lar.  Aquf,  r  es  el  radio  y  f  es  la  medida  en  radianes  del  angulo  central 
(vease  la  figura  17). 


Figura  17 


Figura  18 


43.  Determine  el  area  del  sector  de  un  cfrculo  de  radio  5  centf- 
metros  y  angulo  central  de  2  radianes  (vease  el  problema  42). 

44.  Un  polfgono  regular  de  n  lados  esta  inscrito  en  un  cfrculo  de 
radio  r.  Determine  formulas  para  el  perfmetro.  P,  y  el  area,  A,  del  po¬ 
lfgono  en  terminos  de  n  y  r. 


50  Capitulo  0  Preliminares 


45.  Un  triangulo  isosceles  esta  coronado  por  un  semicfrculo.  como 
se  muestra  en  la  figura  18.  Eneuentre  una  formula  para  el  area  A  de 
la  figura  completa,  en  terminos  de  la  longitud  del  lado  r  y  el  angulo  t 
(radianes).  (Decimos  que  A  es  una  funcion  de  las  dos  variables  inde- 
pendientes  r  y  t. ) 

46.  A  partir  de  una  identidad  multiplicativa  obtenemos 


X 

X  1 

/ 

'3  / 

(1  \1 

cos  —  cos 

—  =  — 

COS 

-x 

+  COS  -X 

2 

4  2 

\ 

,4  ) 

\4  J\ 

Determine  la  correspondiente  suma  de  cosenos  para 

xxx  x 
cos  —  cos  —  cos  —  cos  — 

2  4  8  16 

^Puede  visualizar  una  generalizacion? 

47.  La  temperatura  alta  normal  para  Las  Vegas,  Nevada,  es  de 
55°F  para  el  15  de  enero  y  105°  para  el  15  de  julio.  Suponiendo  que 
estas  sean  las  temperatures  superior  e  inferior  para  el  ano,  utilice  es¬ 
ta  informacion  para  aproximar  la  temperatura  alta  promedio  para  el 
15  de  noviembre. 

48.  Con  frecuencia,  las  mareas  se  miden  por  medio  de  marcas  de 
altura  arbitrarias  en  alguna  localidad.  Suponga  que  una  marea  alta 
ocurre  al  mediodia  cuando  el  nivel  del  agua  esta  en  12  pies.  Seis  horas 
mas  tarde,  sucede  una  marea  baja  con  un  nivel  de  5  pies, y  a  mediano- 
che  tiene  lugar  otra  marea  alta  con  un  nivel  del  agua  de  12  pies.  Supo¬ 
niendo  que  el  nivel  del  agua  es  periodico,  utilice  esta  informacion 
para  determinar  una  formula  que  proporcione  el  nivel  del  agua  como 
una  funcion  del  tiempo.  Luego  utilice  esta  funcion  para  aproximar  el 
nivel  del  agua  a  las  5:30  p.  m. 

HxPLl  49.  El  movimiento  circular  puede  modelarse  mediante  la  re¬ 
presentation  parametrica  de  la  forma  x(t)  =  sen  t  y  y(t)  =  cos  t.  (Una 
representation  parametrica  significa  que  una  variable,  en  este  caso  t, 
determina  a  x(t)  y  y(f).)  Esta  dara  el  cfrculo  completo  para  0  £  t  s2ir. 
Si  consideramos  una  rueda  con  un  diametro  de  4  pies  que  gira  en  el 
sentido  de  las  manecillas  del  reloj  una  vez  cada  10  segundos,  demuestre 
que  el  movimiento  de  un  punto  en  la  periferia  de  la  rueda  puede  re- 
presentarse  por  medio  de  x(t)  =  2sen(n7/5)  y  y(t)  =  2cos(t77/5). 

(a)  Determine  las  posiciones  del  punto  en  el  horde  de  la  rueda  cuan¬ 
do  /=  2, 6  y  10  segundos.  ^En  donde  estaba  este  punto  cuando  la 
rueda  comenzo  a  girar  en  t  =  0? 

(b)  Si  la  rueda  esta  girando  en  sentido  contrario  a  las  manecillas  del 
reloj,  icdmo  cambiarfan  las  formulas  para  dar  el  movimiento  del 
punto? 

(c)  (,Para  que  valor  de  t  el  punto  esta  en  (2, 0)  por  primera  vez? 

IgXPL.!  50.  La  frecuencia  circular  v  de  oscilacion  de  un  punto  esta  da- 
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da  por  v  =  - .  ;  Que  sucede  cuando  suma  dos  movimientos  que 

periodo 

tienen  la  misrna  frecuencia  o  periodo?  Para  investigar,  podcmos  gra- 
ficar  las  funciones  y(t)  =  2scn(irt/5)  y  y(r)  =  sen(7rr/5)  +  cos(-7r//5)  y 
buscar  semejanzas.  Armados  con  esta  informacion,  podemos  inves¬ 
tigar  mediante  la  graficacion  de  las  funciones  siguientes  en  el  inter¬ 
val  [-5,5]: 

(a)  y(t)  =  3sen(7rt/5)  -  5  cosjrrf/S)  +  2  sen((7rf/5)  —  3) 

(b)  y(t)  =  3cos(irf/5  -  2)  +  cos(7rf/5)  +  cos((7rt/5)  -  3) 

ilxPy  51.  Ahora  exploramos  la  relation  entre  A  senfwf)  +  B  cos  (art) 
y  C  senfarf  +  </>). 

(a)  Desarrollando  sen(w/  +  <j>)  por  medio  de  la  formula  para  la  suma 
de  angulos,  demuestre  que  las  dos  expresiones  son  equivalentes 
si  A  =  C  cos  <f>  y  B  =  C  sen  <f>- 


(b)  En  consecuencia,  demuestre  que  A1  +  B2  =  C2  y  que  entonces  <p 

B 

satisface  la  ecuacion  tan  <f>  =  — . 

/\ 

(c)  Generalice  su  resultado  para  establecer  una  proposition  acerca 
de  A |  sen(o)t  +  <j>t)  +  A2  sen(co/  +  <j>2)  +  A2  senfort  +  </>}). 

(d)  Escriba  un  ensayo,  con  sus  propias  palabras,  que  exprese  la 
importancia  de  la  identidad  entre  A  sen(orf)  +  B  cos  (cot)  y  C 
sen(w/  +  <f>).  Asegurese  de  observar  que  I  Cl  a  max(IA  I,  I  B I)  y 
que  la  identidad  solo  se  cumple  cuando  usted  forma  una  combi¬ 
nation  lineal  (sumando  y/o  restando  multiplos  de  una  sola  po- 
tencia)  de  senos  y  cosenos  con  la  misma  frecuencia. 

Las  funciones  trigonometricas  que  tienen  frecuencias  alias  plantean 
prohlemas  especiales  para  su  graficacion.  Ahora  exploramos  como 
graficar  tales  funciones. 

[gc]  52.  Grafique  la  funcion  f(x)  =  sen  5Cbr;  use  la  ver.tana  dada  por 
un  rango  de  y  de  — 1.5  s  y  s  1.5  y  rango  de  x  dado  por 

(a)  [-15,15]  (b)  [-10,10]  (c)  [-8,8] 

(d)  [-1,1]  (e)  [-0.25,0.25] 

Indique  brevemente  cual  ventana  de  x  muestra  el  comportamiento 
verdadero  de  la  funcion,  y  discuta  las  razones  por  las  que  otras  venta- 
nas  dan  resultados  que  son  diferentes. 

ISLj53.  Grafique  la  funcion  f(x)  =  cos  x  +  ^sen  50,v;  utilice  la 
ventana  dada  por  los  siguientes  rangos  para  x  y  y. 

(a)  -5  s  x  =£  5,  -1  <  y  <  1 

(b)  -1  ^  *  <  1,0.5  <  y  <  1.5 

(c)  -0.1  <  x  s  0.1,  0.9  £  y  <  1.1 

De  manera  breve  indique  cual  ventana  (x,  y)  muestra  el  verdadero 
comportamiento  de  la  funcion,  y  discuta  las  razones  por  las  que  las 
otras  ventanas  (x,y)  dan  resultados  que  son  diferentes.  En  este  caso, 
^es  cierto  que  solo  una  de  las  ventanas  proporciona  el  comporta¬ 
miento  importante,  o  necesitamos  mas  de  una  ventana  para  comuni- 
car  de  manera  grafica  el  comportamiento  de  esta  funcidn? 

54.  Sean  /( x)  =  3*  +  "-y  g(x)  =  J-cos( lOOx). 
x  +  1  tot) 

(a)  Utilice  la  composicion  de  funciones  para  formar  h{x)  =  (f  ° 
g)(x),  asf  comoj(x)  =  (g°f)(x). 

(b)  Determine  la  ventana  o  ventanas  adecuadas  que  proporcionen 
una  representacion  clara  de  h(x). 

(c)  Determine  la  ventana  o  ventanas  adecuadas  que  proporcionen 
una  representacion  clara  de  j(x). 

55.  Suponga  que  una  funcion  conlinua  es  periodica  con  periodo 

1  y  es  lineal  entre  0  y  0.25,  y  lineal  entre  -0.75  y  0.  Ademas,  tiene  el 
valor  1  en  0  y  2  en  0.25.  Bosqueje  la  funcion  en  el  dominio  [-1, 1  ]  y 
proporcione  una  definicion  por  partes  de  la  funcion. 

56.  Suponga  que  una  funcion  continua  es  periodica  con  periodo 

2  y  es  cuadratica  entre  -0.25  y  0.25,  y  lineal  entre  —1.75  y  -0.25. 
Ademas,  tiene  el  valor  0  en  0  y  0.0625  en  ±0.25.  Bosqueje  la  funcion 
en  el  dominio  [—2,  2]  y  proporcione  una  definicion  por  partes  de  la 
funcion. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  (  — oo,  oo  );[-U] 
2.  2tt :2ir;rr  3.  impar;  par  4.  —4/5 
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0.8  Repaso  del  capitulo 

Examen  tie  conceptos 

Responda  con  verdadero  o  fatso  a  cada  una  de  las  siguientes  asevera- 
ciones.  Este  preparado  para  justificar  su  respuesta.  Por  to  comun,  esto 
significa  que  listed  debe  proporcionar  una  razon  si  responde  verdade¬ 
ro  y  dar  un  contraejemplo  si  responde  fatso. 

1.  Cualquier  numero  que  puede  escribirse  como  una  fraccion 
p/q  es  racional. 

2.  La  diferencia  de  cualesquiera  dos  numeros  racionales  es  ra¬ 
cional. 

3.  La  diferencia  de  cualesquiera  dos  numeros  irracionales  es 
irracional. 

4.  Entre  dos  numeros  irracionales  distintos  siempre  hay  otro 
numero  irracional. 

5.  0.999 . . .  (los  9  se  repiten  )  es  menor  que  1. 

6.  La  operacion  de  exponenciacion  es  conmutativa;  esto  es, 
{a"')"  =  (an)m. 

7.  La  operacion  *  definida  por  m*n  =  m "  es  asociativa. 

8.  Las  desigualdades  r<y,y<zyz<r,  juntas,  implican  que 

x  =  y  =  z- 

9.  Si  I  x  I  <  e  para  todo  numero  positivo  e  ,  entonces  x  =  0. 

10.  Si  cry  y  son  numeros  reales,  entonces  ( x  -  y)(y  -  x)  £  0. 

11.  Si  a  <  b  <  0,  entonces  1/n  >  1  /b. 

12.  Es  posible  que  dos  intervalos  cerrados  tengan  exactamente 
un  punto  en  comun. 

13.  Si  dos  intervalos  abiertos  tienen  un  punto  en  comun,  enton¬ 
ces  tienen  un  numero  infinito  de  puntos  en  comun. 

14.  Si  x  <  0,  entonces  \/j?  =  —x. 

15.  Si  x  es  un  numero  real,  entonces  |  — ac|  —  x. 

16.  Si  |ac|  <  | y |,  entonces  x  <  y. 

17.  Si  I ac |  <  | y |,  entonces  X4  <  y4. 

18.  Si  ac  y  y  son  negativos,  entonces  \x  +  y |  =  |ac|  +  |y|. 

1  1  1 

19.  Si  r  <  1,  entonces - —  £  - < - . 

1  +  \r\  1  -  r  1  —  |r| 
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20.  Si  |  r  |  >  1,  entonces - £ - £ - . 

1  -  M  1  ~  r  1  +  |r| 

21.  Siempre  es  cierto  que  ||ac|  —  |y[|  £  \x  +  y |. 

22.  Para  cada  numero  real  positivo  y  existe  un  numero  real  ac,  tal 
que  .v2  =  v. 

23.  Para  cada  numero  real  y  existe  un  numero  real  x.  tal  que 

.r1  =  y. 

24.  Es  posible  tener  una  desigualdad  cuyo  conjunto  solucion 
consista  exactamente  en  un  numero. 

25.  La  ecuacion  at  +  y2  +  ax  +  y  =  0  representa  un  circunferencia 
para  todo  numero  real  a. 

26.  La  ecuacion  x2  +  y2  +  ax  +  by  =  c  representa  una  circunferen¬ 
cia  para  todos  los  numeros  reales  a,  b.  c. 

27.  Si  (a,  b)  pertenece  a  una  recta  con  pendiente  |,  entonces  ( a  + 
4,  b  +  3)  tambien  esta  en  esa  recta. 


28.  Si  (a,  b ),  (c,  d)  y  (e,  f)  estan  en  la  misma  recta,  entonces 
a  —  c  a  —  e  e  —  c 

- - r  =  - - -  =  — - 7,  siempre  que  los  tres  numeros  sean  dife- 

b  -  d  b  -  f  f  ~  d 

rentes. 

29.  Si  ab  >0, entonces  ( a ,  b)  esta  en  el  primero  o  en  el  tercer  cua- 
drante. 

30.  Para  cada  e  >  0  existe  un  numero  positivo  x  tal  que  x  <  e. 

31.  Si  ab  =  0,  entonces  (a,  b)  esta  en  alguno  de  los  ejes  coordena- 
dos  ac  o  y. 

32.  Si  V(ac2  —  AC])"  +  (y2  —  y{]"  =  |ac2  —  acJ,  entonces  (aci. 
Vi)  y  (x2,y2)  pertenccen  a  la  misma  recta  horizontal. 

33.  La  distancia  entre  (a  +  b.a)  y  (a  -  b,  a)  es  I 2b  I. 

34.  La  ecuacion  de  cualquier  recta  puede  escribirse  en  la  forma 
punto— pendiente. 

35.  La  ecuacion  de  cualquier  recta  puede  escribirse  en  la  forma 
lineal  general  Ax  +  By  +  C  =  0. 

36.  Si  dos  rectas  no  verticales  son  paralelas,  tienen  la  misma  pen¬ 
diente. 

37.  Es  posible  que  dos  rectas  tengan  pendientes  positivas  y  sean 
perpendiculares. 

38.  Si  las  intersecciones  de  una  recta  con  el  eje  ac  y  el  eje  y  son  ra¬ 
cionales  distintos  de  cero,  entonces  la  pendiente  de  la  recta  es  racio¬ 
nal. 

39.  Las  rectas  ax  +  y  =  c  y  ax  -  y  =  c  son  perpendiculares. 

40.  (3ac  -  2y  +  4)  +  m(2x  +  6y  -  2)  =  0  es  la  ecuacion  de  una  recta 
para  cada  numero  real  m. 

41.  El  dominio  natural  de 


-  (ac2  +  4jc  +  3) 


esel  intervalo  -3  £  x  £  -1. 


42.  El  dominio  natural  de  T(d)  =  sec (0)  +  cos(ft)  es  (—  oo,  oo ). 

43.  El  rango  de  /(ac)  =  x2  -  6  es  el  intervalo  [-6,  oo). 

44.  El  rango  de  la  funcion  f(x)  =  tan  x  -  sec  ac  es  el  conjunto 
(-oo,— 1  ]  U  [l,oo). 

45.  El  rango  de  la  funcion  f(x)  =  esc  x  —  sec  x  es  el  conjunto 
(—oo,—l]  U  ]l,oo). 

46.  La  suma  de  dos  funciones  pares  es  una  funcion  par. 

47.  La  suma  dc  dos  funciones  impares  es  una  funcion  impar. 

48.  El  producto  de  dos  funciones  impares  es  una  funcion  impar. 

49.  El  producto  dc  una  funcion  par  con  una  funcion  impar  es  una 
funcion  impar. 

50.  La  composicion  de  una  funcion  par  con  una  funcion  impar  es 
una  funcion  impar. 

51.  La  composicion  de  dos  funciones  impares  es  una  funcion  par. 

52.  La  funcion  /(ac)  =  (2x4  +  .r)/(.r2  +  1 )  es  impar. 

53.  La  funcion 


m 


(sen  t)2  +  cos  t 
tan  t  esc  t 


es  par 
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54.  Si  el  rango  de  una  funcion  consiste  en  un  solo  numero,  enton- 
ces  su  dominio  tambien  consiste  en  un  solo  numero. 

55.  Si  el  dominio  de  una  funcion  contiene  al  menos  dos  numeros, 
entonces  el  rango  tambien  contiene  al  menos  dos  numeros. 

56.  Si  g^(jc)  =  [je/2],  entonces  g(  — 1.8)  =  — 1. 

57.  Si  f(x)  =  x2y  g(x)  =  x3,  entonces  /  0  g  =  g  °  /• 

58.  Si  f(x)  =  x2  si  g(*)  =  x 3,  entonces  (/  °  g)(x)  = 
f(x)-g(x). 

59.  Si  fy  g  tienen  el  mismo  dominio,  entonces  f/g  tambien  tiene 
ese  dominio. 

60.  Si  la  grafica  de  y  =  f(x)  tiene  una  interseccion  con  el  eje  x  en 
x  —  a,  entonces  la  grafica  de  y=f(x  +  h)  tiene  una  interseccion  con  el 
eje  x  en  x  =  a  —  h. 

61.  La  cotangente  es  una  funcion  impar. 

62.  El  dominio  natural  de  la  funcion  tangente  es  el  conjunto  de 
todos  los  numeros  reales. 

63.  Si  cos  s  =  cos  t,  entonces  s  =  t. 

Conjunto  de  problemas  de  practica 

1.  Calcule  cada  valor  para  n  =  1, 2  y  —  2. 


(b)  (n2  -  n  +  l)2 


(a)  U  +  - 


2.  Simplifique 

(a)  (l  +  -  +  -)(l  -  1  +  - 
V  m  nj\  m  n 


„X  +  1  X 2  -  x  -  2 

(b)  _ 3 _ 2 _ 

jc  +  1  x  -  2 


3.  Muestre  que  el  promedio  de  dos  numeros  racionales  es  un 
numero  racional. 

4.  Escriba  el  decimal  periodico  4.1282828. . .  como  un  cociente 
de  dos  enteros. 

5.  Encuentre  un  numero  irracional  entre  ^  y  g. 

El  6.  Calcule  (x/8.15  X  104  -  1.32)2/3.24. 

E  7.  Calcule  (v  ~  Vz6)25  -  V2J). 

E  8.  Calcule  sen2(2.45)  +  cos2(2.40)  -  1.00. 

En  los  problemas  del  9  al  18  determine  el  conjunto  solution  en  la  rec¬ 
ta  real  y  exprese  este  conjunto  en  la  notation  de  intervalo. 


9.  1  -  3x  >  0 


10.  6x  +  3  >  2x  —  5 


11.  3  —  2x  £  4x  +  1  £  2x  +  7 


12.  2x2  +  5x  —  3  <  0 


13.  21r  -  44 1  +  12 


15.  (x  +  4){2x  -  1)2(jc  -  3)  <  0 

16.  |3x  -  4|  <  6 


18.  1 12  -  3jc|  >  \x\ 

19.  Determine  un  valor  de  *  para  el  cual  |  —  x\  #  x. 

20.  /.Para  cuales  valores  de  x  se  cumple  la  ecuacion  —  .r  =  x'l 

21.  /.Para  cuales  valores  de  t  se  cumple  la  ecuacion  1 1  —  5 1  =  5  -  f? 

22.  ^Para  cuales  valores  de  a  y  t  se  cumple  la  ecuacion  1 1  -  a  I  = 
a- a 

23.  Suponga  que  \x  i  £  2.  Utilice  las  propiedades  del  valor  abso- 
luto  para  demostrar  que 

2x2  +  3x  +  2 

- t -  £  8 

x2  +  2 

24.  Escriba  una  proposicion  que  incluya  la  palabra  distancia  para 
expresar  las  siguientes  proposiciones  algebraicas: 

(a)  \x  —  5|  =  3  (b)  | *  +  1 1  s  2 

(c)  \x  —  a\  >  b 

25.  Haga  un  bosquejo  del  triangulo  con  vertices  A(-2, 6),  B(  1,2) 
y  C(5, 5)  y  demuestre  que  es  un  triangulo  rectangulo. 

26.  Determine  la  distancia  de  (3,  -6)  al  punto  medio  del  segmen- 
to  de  recta  que  va  de  ( 1 , 2)  a  (7, 8). 

27.  Determine  la  ecuacion  de  la  circunferencia  con  diametro 
AB,  siA  =  (2,0)yB  =  (10, 4). 

28.  Determine  el  centro  y  el  radio  de  la  circunferencia  con  ecua¬ 
cion  x2  +  y1  -  8x  +  by  =  0. 

29.  Determine  la  distancia  entre  los  centros  de  las  circunferen- 
cias  con  ecuaciones 

x2  -  2x  +  y2  +  2y  =  2  y  x2  +  6x  +  y2  -  4y  =  -7 

30.  Determine  la  ecuacion  de  la  recta  que  pasa  por  el  punto  indi- 
cado  y  que  es  paralela  a  la  recta  que  se  indica;  ademas,  bosqueje  am- 
bas  rectas. 


(a)  (3,  2):  3x  +  2y  =  6 
(c)  (5.  9):  y  =  10 


(b)  (1,-1):  y  =  §x  +  1 

(d)  (—3,  4):  x  =  -2 


31.  Escriba  la  ecuacion  de  la  recta  que  pasa  por  (-2, 1)  y  que 

(a)  pasa  por  (7, 3); 

(b)  es  paralela  a  3x  —  2y  =  5; 

(c)  es  perpendicular  a  3x  +  4y  =  9; 

(d)  es  perpendicular  a  y  =  4; 

(e)  tiene  interseccion  con  el  eje  y  igual  a  3. 

32.  Muestre  que  (2,-1),  (5, 3)  y  (11, 11)  estan  en  la  misma  recta. 

33.  cCual  ecuacion  puede  representar  la  curva  de  la  figura  1? 


(a)  y  =  *3 


(b)  x  =  y3 


(c)  y  =  x2  (d)  x  =  y2 

34.  <;Cual  ecuacion  puede  representar  la  curva  de  la  figura  2? 

(a)  y  =  ax 2  +  bx  +  c,  con  a>0,  b>0,yc>0 

(b)  y  =  ax2  +  bx  +  c,  con  a  <  0,  b  >  0,y  c  >  0 

(c)  y  =  ax 2  +  bx  +  c,  con  a<0,  b  >  0,  yc<0 

(d)  y  =  ax 2  +  bx  +  c,  con  a  >  0,  b  >  0,  y  c  <  0 


Figura  1  Figura  2 


Seccion  0.8  Repaso  del  capitulo  53 


45.  Dibuje  la  grafica  de  cada  funcion. 


(a)  f(x)  =  x2  -  1 


(b)  g(x) 


(c)  h(x)  = 


x-  si  0  <  x  <  2 
6  x  si  x  >  2 


_46.  Suponga  que/es  una  funcion  par  que  satisface/(x)  =  —1  + 
Vx  para  x  >0.  Dibuje  la  grafica  de/para  -4  £*  <4. 

47.  Una  caja  abierta  se  fabrica  cortando  cuadrados.  de  lado  x 
pulgadas,  en  cada  una  de  las  cuatro  esquinas  de  una  hoja  de  carton, 
de  24  por  32  pulgadas,  y  luego  doblando  hacia  arriba  los  lados.  Exprese 
el  volumen  V(x)  en  terminos  de  x.  ^Cual  es  dominio  para  esta  fun- 
cion? 

48.  Sea  f(x )  =  x  —  \/x  y  g(x)  =  x2  +  1 .  Encuentre  cada  valor. 

(a)  (/  +  g)(2)  (b)  (/•£?)( 2)  (c)  {f  °  g){ 2) 

(d)  (r/)(2)  (e)  /3(-l) 

(0  /2(2)  +  r(2) 

49.  Dibuje  la  grafica  de  cada  una  de  las  siguientes  funciones;  ha- 
ga  uso  de  traslaciones. 

(a)  y  =  \x2  (b)  y  =  \{x  +  2)2 

(c)  ^  =  -1  +  \(x  +  2)2 

50.  Sea/(;t)  =  V16  -  x  y  g(x)  =  x4.  f,Cual  es  el  dominio  de  ca¬ 
da  una  de  las  siguientes  funciones? 

(a)  /  (b)  f  0  g  (c )  g  °  f 

51.  EscribaF(x)  =  VT  +  sen2  x  como  la  composicion  de  cua¬ 
tro  funciones,/”  g » h  »  k. 

52.  Calcule  cada  una  de  las  siguientes  expresiones  sin  utilizar 
una  calculadora. 


(a)  sen  570° 


(c)  cos 


(b)  cos  - 


53.  Si  sen  t  =  0.8  y  cos  t  <  0,  determine  cada  valor. 

(a)  sen(-f)  (b)  cost  (c)  sen  2 1 


(d)  tan  t 


(e)  cos 


(f)  sen(7r  +  t) 


54.  Escriba  sen  3t  en  terminos  de  sen  t.  Sugerencia:  3t  =  2t+ 1. 

55.  Una  mosca  esta  en  el  borde  de  una  rueda  que  gira  a  una  velo- 
cidad  de  20  revoluciones  por  minuto.  Si  el  radio  de  la  rueda  es  de  9 
pulgadas,  ^cuanto  recorre  la  mosca  en  1  segundo? 


PROBLEMAS 
DE  REPASO  E 
INTRODUCTION 


1.  Resuelva  las  siguientes  desigualdades: 

(a)  1  <  2x  +  1  <  5 

2.  Resuelva  las  siguientes  desigualdades: 

(a)  14  <  2x  +  1  <  15 

3.  Resuelva  I*  —  71  =  3  para  x. 

4.  Resuelva  I  x  +  3 1  =  2  para  x. 

5.  La  distancia  a  lo  largo  de  la  recta  numerica  entre  x  y  7  es  igual  a  3.  ^Cuales  son  los  posi- 
bles  valores  para  xl 

6.  La  distancia  a  lo  largo  de  la  recta  numerica  entre  x  y  7  es  igual  a  d.  ^Cuales  son  los  posi- 
bles  valores  para  xl 

7.  Resuelva  las  siguientes  desigualdades: 


(a) 

|jt  -  7|  <  3 

(b)  \x  -  7|  <  3 

(c) 

\x  -  7|  <  1 

(d)  \x  -  7|  <  0.1 

8.  Resuelva  las  siguientes  desigualdades: 

(a) 

\x  -  2|  <  1 

(b)  \x  -  2|  >  1 

(c) 

\x  -  2|  <  0.1 

(d)  \x  -  2\  <  0.01 

9.  ^Cuales  son  los  dominios  naturales  de  las 

siguientes  funciones? 

x2  —  1 

.  ,  x2  —  2.v 

(a) 

,  -  1 

(b)  8(X)  ~  2x-  -  x 

10.  ^Cuales  son  los  dominios  naturales  de  las 

siguientes  funciones? 

\x\ 

,  v  sen  x 

(a) 

Fix)  =  — 

(b)  G(x)  =  — - 

11.  Evalue  las  funciones  f(x)  y  g(x)  del  problema  9  en  los  siguientes  valores  de  x:  0, 0.9, 0.99. 
0.999,1.001,1.01,1.1,2. 

12.  Evalue  las  funciones  F(x)  y  G(x)  del  problema  10  en  los  siguientes  valores  de  x: 

-1,  -0.1,  -0.01,  -0.001,0.001,0.01.0.1,  1. 

13.  La  distancia  entre  x  y  5  es  ntenor  que  0.1.  ^.Cuales  son  los  posibles  valores  para  xl 

14.  La  distancia  entre  x  y  5  es  menor  que  e,  donde  e  es  un  numero  positivo.  ^Cuales  son  los 
posibles  valores  para  xl 

15.  Verdadero  o  falso.  Suponga  que  a,x  y  y  son  numeros  reales  y  n  es  un  numero  natural. 

(a)  Para  toda  x  >  0  existe  una  y,  tal  que  y  >  x. 

(b)  Para  toda  a  a  0  existe  una  n,  tal  que  —  <  a. 

n 

(c)  Para  toda  a>  0  existe  una  n,  tal  que  <  a. 

(d)  Para  toda  circunferencia  C  en  el  piano  existe  una  n,  tal  que  la  circunferencia  C  y  su  interior 
se  encuentran  dentro  de  n  unidades  del  origen. 

16.  Utilice  la  identidad  aditiva  para  la  funcion  seno,  a  fin  de  determinar  sen(c  +  h)  en  termi- 
nos  de  sen  c,  sen  h,  cos  c  y  cos  h. 


(b)  -3<|<8 
(b)  -3  <  1  -  |  <  8 
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1.1 

Introduccion  a  limites 

Los  temas  estudiados  en  el  capitulo  anterior  son  parte  de  lo  que  se  denomina  precalcu- 
lo.  Proporcionan  los  fundamentos  para  el  calculo,  pero  no  son  calculo.  Ahora  estamos 
listos  para  una  nueva  idea  importante,  la  notion  de  h'rnite.  Esta  es  la  idea  que  distingue 
al  calculo  de  otras  ramas  de  las  matematicas.  De  hecho,  podrfamos  definir  calculo  de 
esta  manera: 


El  calculo  es  el  estudio  de  los  limites. 


Problemas  que  conducen  al  concepto  de  limite  El  concepto  de  limite  es 
primordial  para  muchos  problemas  en  ffsica,  ingenieria  y  ciencias  sociales.  Basicamen- 
te,  la  pregunta  es  esta:  ^que  le  pasa  con  la  funcion  f(x)  cuando  x  se  acerca  a  alguna 
constante  cl  Existen  variaciones  de  este  tema,  pero  la  idea  basica  es  la  misma  en  mu- 
chas  circunstancias. 

Suponga  que  cuando  un  objeto  se  mueve  de  forma  constante  hacia  adelante  cono- 
cemos  su  posicion  en  cualquier  momento.  Denotamos  la  position  en  el  instante  t  por 
s(t).  (,Que  tan  rapido  se  esta  moviendo  el  objeto  en  el  instante  t  -  1?  Podemos  utilizar 
la  formula  “distancias  iguales  a  tiempos  iguales”  para  determinar  la  rapidez  (tasa  de 
cambio  de  la  posicion)  en  cualquier  intervalo  de  tiempo;  en  otras  palabras 

distancia 

rapidez  =  — ; - 

tiempo 


A  esto  le  llamamos  la  rapidez  “promedio”  en  el  intervalo,  ya  que  sin  importar  que  tan 
pequeno  sea  el  intervalo,  nunca  sabemos  si  la  rapidez  es  constante  en  este  intervalo.  Por 

5(2)  —  5(1) 

ejemplo,  en  el  intervalo  [1.2],  la  rapidez  promedio  es - - - : - ;  en  el  intervalo 

s(1.2)  -  5(1) 

[1,1.2],  la  rapidez  promedio  es- 


5(1.02)  -  5(1) 


1.2  -  1 


2  -  1 

en  el  intervalo  [1, 1.02],  la  rapidez  prome- 


,  etcetera  ^Que  tan  rapido  viaja  el  objeto  en  el  instante  t  =  1?  Para 


di0eS  1.02-1 

dar  significado  a  esta  rapidez  “instantanea”  debemos  hablar  acerca  del  limite  de  la  ra¬ 
pidez  promedio  en  intervalos  cada  vez  mas  pequenos. 

Podemos  determinar  areas  de  rectangulos  y  triangulos  por  medio  de  formulas  de 
geometrfa;  pero,  /,que  hay  de  regiones  con  fronteras  curvas,  como  un  cfrculo?  Arquf- 
medes  tuvo  esta  idea  hace  mas  de  dos  mil  anos.  Imagine  polfgonos  regulares  inscritos 
en  un  cfrculo,  como  se  muestra  en  la  figura  1 .  Arqufmedes  determino  el  area  de  un  po- 
lfgono  regular  con  n  lados,  y  tomando  el  polfgono  cada  vez  con  mas  lados  fue  capaz  de 
aproximar  el  area  de  un  cfrculo  a  cualquier  nivel  de  precision.  En  otras  palabras,  el  area 
del  cfrculo  es  el  limite  de  las  areas  de  los  polfgonos  inscritos  cuando  n  (el  numero  de 
lados  del  polfgono)  aumenta  tanto  como  se  quiera. 

Considere  la  grafica  de  la  funcion  y  =/(x),  para  a  £  x  £  b.  Si  la  grafica  es  una  lfnea 
recta,  la  longitud  de  la  curva  es  facil  de  determinar  mediante  la  formula  de  la  distancia. 
Sin  embargo,  ^que  sucede  si  la  grafica  es  curvada?  Podemos  determinar  una  gran  can- 
tidad  de  puntos  a  lo  largo  de  la  curva  y  conectarlos  con  segmentos  de  recta,  como  se 
muestra  en  la  figura  2.  Si  sumamos  las  longitudes  de  estos  segmentos  de  recta,  debemos 
obtener  una  suma  que  es  aproximadamente  la  longitud  de  la  curva.  De  hecho,  por  “lon¬ 
gitud  de  la  curva”  queremos  decir  el  limite  de  la  suma  de  las  longitudes  de  estos  seg¬ 
mentos  de  recta,  cuando  el  numero  de  estos  aumenta  tanto  como  se  desee. 

Los  ultimos  tres  parrafos  describen  situaciones  que  conducen  al  concepto  de  limite. 
Existen  muchos  otros  y  los  estudiaremos  a  lo  largo  del  texto.  Iniciamos  con  una  explica¬ 
tion  intuitiva  de  limites.  La  definition  precisa  se  da  en  la  siguiente  section. 
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Definici6n  Significado  intuitive  de  limite 

Decir  que  lfm  /(x )  =  L  significa  que  cuando  x  esta  cerca  pero  diferente  de  c, 

x—*c 

entonces/(x)  esta  cerca  de  L. 


Observese  que  no  pedimos  nada  en  c.  Incluso,  la  funcion  no  necesita  estar  definida 
en  c,  como  no  lo  estaba  en  el  ejemplo  f(x)  —  (x3  —  l)/(x  —  1)  recien  considerado.  La  no¬ 
tion  de  limite  esta  asociada  con  el  comportamiento  de  una  funcion  cuando  x  esta  cerca 
de  c,  pero  no  en  c. 

Seguramente,  un  lector  cauto,  objetara  nuestro  uso  de  la  palabra  cerca.  ^Que  signi¬ 
fica  cereal  iQue  tan  cerca  es  cerca?  Para  precisar  respuestas,  tendra  que  estudiar  la 
siguiente  seccion;  no  obstante,  algunos  ejemplos  mas  le  ayudaran  a  aclarar  la  idea. 

Mas  ejemplos  Nuestro  primer  ejemplo  es  casi  trivial  aunque  no  menos  importante. 


g  EJEMPLO  1 


Determine  lim(4x 

x->3 


5). 


SOLUCION  Cuando  x  esta  cerca  de  3, 4x  —  5  esta  cerca  de  4  •  3  —  5  =  7.  Escribimos 


lfm(4x  —  5)  =  7 

a: — >3 


EJEMPLO  2  Encuentre  lfm 


x2  -  x  -  6 


Figura  4 


X 

sen  x 

. X . . . 

1.0 

0.84147 

0.1 

0.99833 

0.01 

0.99998 

1 

i 

0 

? 

t 

t 

-0.01 

0.99998 

-0.1 

0.99833 

-1.0 

0.84147 

SOLUCION  Observe  que  (x2  -  x  —  6)/(x  -  3)  no  esta  definida  en  x  =  3,  pero  todo  esta 
bien.  Para  tener  una  idea  de  lo  que  esta  sucediendo  cuando  x  se  aproxima  a  3,  podrfamos 
emplear  una  calculadora  para  evaluar  la  expresion  dada;  por  ejemplo,  en  3.1, 3.01, 3.001, 
etcetera.  Pero  es  mucho  mejor  utilizar  un  poco  de  algebra  para  simplificar  el  problema. 


lfm 


x2  —  x  —  6 
x  —  3 


lfm 

x—>3 


(x  —  3)(x  +  2) 
x  —  3 


=  lfm(x  +  2)  =  3  +  2  =  5 

x—*3 


La  cancelation  de  x  —  3  en  el  segundo  paso  es  valida  ya  que  la  definition  de  limite  ignora 

x  —  3 

el  comportamiento  enx  —  3.  Recuerde,  3 - —  =  1  siempre  que  x  no  sea  igual  a  3.  * 


sen  x 


EJEMPLO  3  Determine  lfm 

- 1  Jc— *0  X 


Figura  5 


SOLUCION  Ningun  truco  algebraico  simplificara  nuestra  tarea;  ciertamente,  no  po- 
demos  cancelar  las  x.  Una  calculadora  nos  ayudara  a  tener  una  idea  del  limite.  Utilice 
su  propia  calculadora  (en  modo  de  radianes)  para  verificar  los  valores  en  la  tabla  de  la 
figura  4.  La  figura  5  muestra  una  grafica  de  y  =  (sen  x)/x.  Nuestra  conclusion,  aunque 
admitimos  que  es  poco  firme,  es  que 

sen  x 

lim - =  1 

jc—>0  X 

Daremos  una  demostracion  rigurosa  en  la  seccion  1.4.  ■ 

Algunas  senales  de  alerta  Las  cosas  no  son  tan  sencillas  como  parecen.  Las 
calculadoras  podrfan  enganarnos,  asf  como  nuestra  intuition.  Los  ejemplos  que  siguen 
sugieren  algunas  dificultades  posibles. 
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2/(6it)  0  I 

2/(7it)  -1  I 

2/(8  it)  0  J 

2/(9n)  1  ^ 

2/(1  On)  0  l 

2/(1  In)  -1  j 

2/(1 2it)  oJ 

l  1 

0  ? 

Figura  8 


itl  EJEMPLO  4  |  (Su  calculadora  puede  enganarlo).  Determine  lfm 

SOLUCION  Siguiendo  el  procedimiento  utilizado  en  el  ejemplo  3,  construimos  la  ta- 
bla  de  valores  que  se  muestra  en  la  figura  6.  La  conclusion  que  sugiere  es  que  el  lfmite 
deseado  es  0.  Pero  esto  es  incorrecto.  Si  recordamos  la  grafica  de  v  —  cos  x,  nos  damos 
cuenta  de  que  cos  x  se  aproxima  a  1  cuando  x  tiende  a  0.  Por  lo  tanto, 


cos  x 

1 0,000 


lim 

x^0 


COS  X 

10,000 


=  02 


1 

10,000 


_L _ 

10,000 


H  EJEMPLO  5 


(No  hay  lfmite  en  un  salto).  Determine  lfm  [x]. 

*—►2 


SOLUCION  Recuerde  que  [x]  denota  al  entero  mas  grande  que  es  menor  o  igual  a  x 
(vease  la  seccion  0.5).  La  grafica  de  y  =  [x]  se  muestra  en  la  figura  7.  Para  todos  los 
numeros  x  menores  a  2,  pero  cercanos  a  2,  [x]  =  1,  pero  para  todos  los  numeros  x 
mayores  que  2,  pero  cercanos  a  2,  [xj  =  2.  ^Esta  [x]  cerca  de  un  solo  numero  L  cuando 
x  esta  cerca  de  2?  No.  No  importa  que  numero  propongamos  para  L,  habra  x  arbitraria- 
mente  cercanas  a  2  a  cada  lado,  donde  |x]  difiere  de  L  en  al  menos  j.  Nuestra  conclusion 
es  que  lfm  [x|  no  existe.  Si  usted  verifica  lo  anterior,  vera  que  no  hemos  afirmado  que 

x— *2 

todo  lfmite  que  podamos  escribir  deba  existir.  ■ 


EJEMPLO  6  j  (Demasiadas  oscilaciones).  Determine  lfm  sen(l/x). 


SOLUCION  Este  ejemplo  plantea  la  interrogante  mas  sutil  acerca  de  llmites  que  ha- 
yamos  manifestado  hasta  el  momento.  Ya  que  no  queremos  hacer  larga  la  historia,  le 
pedimos  que  haga  dos  cosas.  Primera,  escoja  una  sucesion  de  valores  para  x  que  se 
aproxime  a  0.  Utilice  su  calculadora  para  evaluar  sen  (1/x)  en  estas  x.  A  menos  que  corra 
con  mucha  suerte,  sus  valores  oscilaran  de  manera  desordenada. 


Segunda,  intente  construir  la  grafica  de  y  =  sen  (1/x).  Nadie  hara  esto  muy  bien, 
pero  la  tabla  de  valores  en  la  figura  8  da  una  buena  pista  acerca  de  lo  que  esta  suce- 
diendo.  En  cualquier  vecindad  alrededor  del  origen,  la  grafica  oscila  de  arriba  abajo 
entre  -1  y  1  un  numero  infinito  de  veces  (vease  la  figura  9).  Claramente,  sen  (1/x) 
no  esta  cerca  de  un  solo  numero  L,  cuando  x  esta  cerca  de  cero.  Concluimos  que 
lfm  sen(  1/x)  no  existe.  * 

x—*0 


Figura  9 


Limites  laterales  Cuando  una  funcion  da  un  salto  (como  lo  hace  [x]  en  cada  ente¬ 
ro  en  el  ejemplo  5),entonces  el  lfmite  no  existe  en  los  puntos  de  salto.  Para  tales  funciones, 
se  introduce  el  concepto  de  limites  laterales.  El  sfmbolo  x  — »  c+  significa  que  x  se  apro¬ 
xima  a  c  por  la  derecha,  y  x  — >  c  significa  que  x  se  aproxima  a  c  por  la  izquierda. 


Definicion  Limites  por  la  derecha  y  por  la  izquierda 

Decir  que  lfm  /(x)  =  L  significa  que  cuando  x  esta  cerca  pero  a  la  derecha  de  c, 

x—>c+ 

enhances /(x)  esta  cerca  de  L.  De  manera  analoga,  decir  que  lfm  /(x)  =  L  significa 
que  cuando  x  esta  cerca  pero  a  la  izquierda  de  c,  entonces/(x)  esta  cerca  de  L. 
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Por  lo  tanto,  mientras  que  h'm  [x]  no  existe,  es  correcto  escribir  (vease  la  grafica  en  la 

jc— *-2 

figura  7) 

lim  [x]  =  1  y  h'm [x]  =  2 

x—>2  x — *2 

Creemos  que  usted  encontrara  muy  razonable  el  siguiente  teorema. 


Teorema  A 


h'm  /(x)  =  L  si  y  solo  si  h'm  /(x)  =  L  y  h'm  /(x)  =  L. 

x—*c  x—*c  x—*c^ 


La  figura  10  debe  darle  una  comprension  adicional.  Dos  de  los  llmites  no  existen,  aunque 
todos,  excepto  uno  de  los  h'mites  unilaterales,  existen. 


Revision  de  conceptos 

1.  lim  f(x)  =  L  significa que/(x)  esta cerca de _ .cuandox 

X  —*  C 

esta  suficientemente  cerca  (pero  es  diferente)  de _ . 

2.  Sea /(x)  =  (x2-9)/(x-3)  donde/(3)  esta  indeterminada.  Sin 

embargo,  h'm  f(x)  =  _ . 

x—*3 


3.  h'm  /(x)  =  L  significa  que/(x)  esta  cerca  de _ 

x—*c* 

se  aproxima  a  c  por  la _ . 

4.  Si  h'm  /(x)  =  M  y  h'mt  /(x)  =  A?,e ntonces^ 


cuando  x 


Con  junto  de  problemas  1.1 

En  los  problemas  del  1  al  6  determine  el  llmite  que  se  indica. 


1.  h'm(x  —  5) 

x— *3 


2.  lfm  (1  -  It) 


3.  h'm  (x2  +  2x  —  1)  4.  h'm  (x2  +  2t  —  1) 

x—*—2  x—*~2 


5.  lfm  (t2  —  1) 


x2 

.2  _  v-2n 


6.  Ifrn  (r  —  xz) 


En  los  problemas  del  7  al  18  determine  el  llmite  que  se  indica.  En  la 
mayorla  de  los  casos,  es  buena  idea  usar  primero  un  poco  de  alge¬ 
bra  (vease  el  ejemplo  2). 


„  x“  -  4 
7.  lim - — 

x—2  X  —  2 

„  „  X3  -  4x2  +  X  +  6 

9.  lim  - - - 

x—*-l  X  +  1 


8.  lim 


r  +  4t  —  21 


10.  h'm 


i  —*  7  t  +  7 

x4  +  2x3  -  x2 


11.  h'm 


v— >-r  X  +  t 


12.  lfm 


0  *2 
X2  -  9 


3  x  -  3 


„  V(r  +  4 )(t  -  2)4  _  „  V(t  -  7)3 

13.  lim - — - — -  14.  lim 


'-2  (3 1  -  6)2 


-r  t  -1 


„  „  x4  -  18*2  +  81 

15.  lim - - - — z - 

x~*3  (x  -  3)2 

(2  +  h)1  -  4 

17.  lim- - 2 - 

/i— o  h 


„  „  (3w  +  4)(2n  —  2)3 

16.  lim  — - — - ; - - 

«- 1  (u  -  l)2 

(x  +  h )2  -  X2 

18.  h'm  - - - - 

h—*0  h 


lGCi  En  los  problemas  del  19  al  28  utilice  una  calculadora  para  encon- 
trar  el  llmite  indicado.  Utilice  una  calculadora  grafica  para  trazar  la 
funcion  cerca  del  punto  llmite. 


19.  h'm 


sen  x 


jt->o  2x 

(x  -  sen  x)2 
21.  h'm  — 


20.  lfm 


1  -  cos  t 


x  *0  X' 

,2 

23.  lfm 


.2 

tl  ~  1 


r-»i  sen(r  -  1) 


o  2 1 

(1  -  cos  x)2 
22.  h'm  - - - -  - 

X— o  X2 

x  -  senfx  -  3)  -  3 

24.  h'm - - — -  - 

x-"3  X  —  3 


1  +  sen(x  -  377/2)  ,,  I  cot  t 

25.  lim - 26.  lim 


(x  -  rr/4)2 

27.  h'm  - - -  ? 

x-*ir/4(tan  x  -  1)" 


l/r 

2-2  sen  u 


28.  lfm 


K— »  tt/2  3m 
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29.  Para  la  funcion  /  que  se  grafica  en  la  figura  11  determine  el 
h'niite  que  se  indica  o  el  valor  de  la  funcion,  o  establezca  que  el  h'mite 
o  el  valor  de  la  funcion  no  existe. 

(a)  /fm/(x)  (b)  /(— 3)  (c)  /(- 1) 

(d)  lfm  f(x)  (e)  /( 1)  (f)  lfm  f(x) 


(d)  lfm^  f(x) 
(g)  Wm  fix) 

x—*\ 


(h)  lfm, /(x) 

x— M 


(f)  lfm/(x) 
(i)  lim i  /(or) 

X — *1 


\y 

3  - 

- 

2“ 

#  1  - 

1  1  1 

-  / 

y 

1  1  *- 

I  1  1 

-3  -2  -1 

1  1  X 

1  2  A 

#  I  — 

■J'- j j - ! — b  /  i  f— i — mh— ; 

-4  -3  -2  -1  1  2 

Figura  11  Figura  12 

30.  Siga  las  instrucciones  del  problema  29  para  la  funcion  que  se 
grafica  en  la  figura  12. 

31.  Para  la  funcion  que  se  grafica  en  la  figura  13  determine  el  limi- 
te  que  se  indica  o  el  valor  de  la  funcion,  o  bien,  indique  que  no  existe. 


(a)  /(-3) 

(d)  lfm  fix) 

x— >-3 


(b)  m 

(e)  lfm  f(x) 

x— *--3 


(c)  xbm  f(x) 

(0  lfm  fix) 

x— >3 


"  '1 

3 

. . *  2 

1 

1  1  1  1 

l  AiV 

\  i  b- 

1  1  ll  1  » 

-4  -3  -2  -.1 

1  2  jl  4  X 

-2 

1! 

-3 

1 

-4 

_  11 

\  1 
_ i  \  i  i 

/ 

j  1  1  1 

-4  -K-2  -1 

Ml 

/1\  2  3  4  ,/5 

1  \  / 

_  V 

Figura  14 

Figura  13  Figura  14 

32.  Para  la  funcidn  que  se  grafica  en  la  figura  14  determine  el  h'mi¬ 
te  que  se  indica  o  el  valor  de  la  funcion,  o  indique  que  no  existe. 

(a)  Jfm (b)  JmJ(x)  (c)  lfm  f(x) 

(d)  /(-l)  (e)  lfm  f{x)  (f)  /( 1) 

X  *  1 

33.  Bosqueje  la  grafica  de 

x  si  x  <  0 
x  si  0  s  x  <  1 
1  +  x  si  x  a  1 

Luego  determine  cada  uno  de  los  siguientes  o  establezca  que  no  existen. 
(a)  lfm/(x)  (b)  lfm  /(x) 

x~*0  x— *1 

(c)  /( 1)  (d)  li'mf(x) 

X — *  1 

34.  Bosqueje  la  grafica  de 


(b)  lfm  fix) 

X — *  1 

(d)  lfm  f{x) 

x—*l 


{-  x  +  1  si  x  <  1 
x  —  1  si  1  <  or  <  2 
5  -  x2  si  x  a  2 

Despues  determine  cada  uno  de  los  siguientes  o  establezca  que  no 
existen. 

(a)  lfm  g(x)  (b)  g(l) 


(a)  lfm  g(x) 

X — *  1 

(c)  Ifmg(x) 

x — *2 


(d)  Kmg(x) 

x—*2 


35.  Bosqueje  la  grafica  de  f(x)  =  x  —  |x];  luego  encuentre 
cada  uno  de  los  siguientes  o  establezca  que  no  existen. 

(a)  /( 0)  (b)  lfm/(x) 

x— >0 


(c)  lim  f(x)  (d)  lfm  fix) 

x— >0  x— M/2 

36.  Siga  las  instrucciones  del  problema  35  para  /(x)  =  x/|x|. 

37.  Determine  lfm(x2  —  l)/|x  —  l|  o  establezca  que  no  existe. 

x—*  1 

38.  Evalue  lfrn^Vx  +  2  —  Vl'j/x.  Sugerencia:  racionalice  el 
numerador  multiplicando  el  numerador  y  el  denominador  por 

Vx  +  2  +  Vl. 

39.  Sea  r  . 


J7.  dbd  (  | 

_  I  x  si  x  es  racional 

l  —X  si  x  es  irracional 
Determine  cada  valor,  si  es  posible. 


(a)  lfm  fix) 

x — M 


(b)  lim  fix) 

x— >0 


40.  Bosqueje,  como  mejor  pueda,  la  grafica  de  una  funcion  /que 
satisfaga  todas  las  condiciones  siguientes. 

(a)  Su  dominio  es  el  intervalo  [0, 4], 

(b)  /( 0)  =  /( 1)  =  /( 2)  =  /( 3)  =  /( 4)  =  1 


(c)  lfm  fix)  =2 
(e)  lfm  f{x)  =  2 

x—*3 


(d)  lfm  /(x)  =  1 

x— >2 

(f)  hm  /(x)  =  1 


41.  Sea 


.  .  f  x2  si  x  es  racional 
/W  =  \x4  si  x  es  irracional 


^Para  que  valores  de  a  existe  lfm  /(x)? 

x—*a 

42.  La  funcion  fix)  =  x 2  ha  sido  cuidadosamente  graficada, 
pero  durante  la  noche  un  visitante  misterioso  cambio  los  valores  de  / 
en  un  millon  de  lugares  diferentes.  ^Esto  afecta  al  valor  de  lfm  /(x)  en 
alguna  a?  Explique. 

43.  Determine  cada  uno  de  los  siguientes  Ifmites  o  establezca 
que  no  existen. 

.  .  ..  I*  -  ll  .  \x  -  1| 


....  \x  -  1 

(a)  lim  — - 

jc— 1  X  -  1 


(c)  lfm 

x — M 


x2  -  |  X  —  1 1  —  1 


«»  “s-— r 

(dl  ,'Wl  “  ]7-H 


44.  Determine  cada  uno  de  los  siguientes  Ifmites  o  establezca 
que  no  existen. 


(a)  lfm  vx  -  [x] 

x— M 

(c)  lfm  x(-l)IV-l 

x— *0 


(b)  lfm[l/x] 

x— >0 

(d)  lfm  [x](  — l/1/* 

x— *0 


45.  Determine  cada  uno  de  los  siguientes  Ifmites  o  establezca 
que  no  existen. 

/••.I  1,'m  ..M  /»1  CK'l  Km  .-2  T  I  /  vl 


(a)  lfm  x[l/x] 

x— *0 

(c)  lfm  dx]  +  [-*]) 

x— *3 


(b)  lfm  x2[l/x] 

x  — *0 

(d)  lfm  ([x]  +  [— xj) 

x— *3 


46.  Determine  cada  uno  de  los  siguientes  Ifmites  o  establezca 
que  no  existen. 


(a)  lfmlxj/x  (b)  lfm  [x]/x 

x— *3  x— >0 

(c)  lfm  [x]  (d)  lfm  [xj/x 

X  *l.o  X  *I.o 

I^ASj  Muchos  paquetes  de  software  tienen  programas  para  calcular  U- 
mites,  aunque  usted  debe  ser  cuidadoso  porque  no  son  infalibles.  Para 
adquirir  confianza  en  su  programa,  utilicelo  para  volver  a  calcular  al- 
gunos  limites  en  los  problemas  del  1  al  28.  Despues  para  cada  uno  de 
los  siguientes  determine  el  limite  o  establezca  que  no  existe. 


47.  lim  Vx 

jr— *0 

49.  lfm  vTx| 

x— *0 


48.  lfm  jb 

x— *0+ 

50.  lfm  |jc|“* 

x— »0 
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51. 

lim  (sen  2x)/4x 

x—i ►() 

52. 

53. 

h'm  cos(l/x) 

x — *0 

54. 

55. 

-  1 

lim  _ 

x-*1  V2x  +  2-2 

56. 

57. 

x2  —  x  —  2 
lim  .  . 

x~*2  \x  -  2\ 

58. 

h'm(sen  5x)/3x 

x— >0 

lim  x  cos(l/x) 


h'm 


x  sen  2x 
sen(x2) 


lim  — 

^i*l 


2 

+  2 M'-D 


|CAS]  g9_  Como  los  paquetes  de  software  para  calculo  encuentran 
h'm  f(x)  por  medio  de  un  muestreo  de  algunos  valores  de/(x)  parax 

x—*a 

cerca  de  a,  pueden  estar  equivocados.  Determine  una  funcion/para 
la  que  h'm  /(x)  no  exista,  pero  por  la  que  su  software  obtenga  un 

x— »0 

valor  para  el  h'mite. 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  L;  c  2.  6 
3.  L;derecha  4.  h'm  f(x)  =  M 

x—*c 


1.2 

Estudio  riguroso 
(formal)  de  limites 


En  la  seccion  anterior  dimos  una  definition  informal  de  limite.  A  continuation  damos 
otra  ligeramente  mejor,  pero  todavfa  informal,  reformulando  esa  definition.  Decir  que 
h'm  /(x)  =  L  significa  que/(x)  puede  hacerse  tan  cercana  como  se  desee  a  L  siempre 

x—*c 

que  x  sea  suficientemente  cercana,  pero  no  igual  a  c.  El  primer  ejemplo  ilustra  este  punto. 


EJEMPLO  1  I  Utilice  la  grafica  de  y=f(x)  —  3x2  para  determinar  que  tan  cercana 


debe  estar  x  de  2  para  garantizar  que  f(x)  este  a  no  menos  de  0.05  de  12. 


SOLUCION  Para  que/(x)  este  a  menos  de  0.05  de  12,debemos  tener  11.95  </(x)  <  12.05. 
En  la  figura  1  se  dibujaron  las  rectas  y  —  11.95  y  y  =  12.05.  Si  despejamosx  de  y  =  3x2, 
obtenemos  x  =  ^/y/3.  Por  lo  tanto,/(v/ll. 95/3)  =  11.95  y  /(Vl2.05/3)  =  12.05. 

La  figura  1  indica  que  si  Vl  1.95/3  <  x  <  V12.05/3  entonces/(x)  satisface  11.95 
</(x)  <  12.05.  Este  intervalo  para  x  es  aproximadamente  1.99583  <x  <  2.00416.  De  los 
dos  extremos  de  este  intervalo,  el  mas  cercano  a  2  es  el  superior,  2.00416,  y  se  encuen- 
tra  a  0.00416  de  2.  Por  lo  tanto,  si  x  esta  a  menos  de  0.00416  de  2,  entonces  /(x)  esta  a 
menos  de  0.05  de  12.  * 


Figura  1 


El  valor  absoluto  como  distancia 

Considere  dos  puntos  a  y  b  en  la 
recta  numerica.  ^Cual  es  la  distancia 
entre  ellos?  Si  a  <  b,  entonces  b  —  a 
es  la  distancia;  pero  si  b  <  a,  entonces 
la  distancia  esa  —  b.  Podemos  combi- 
nar  estos  enunciados  en  uno  y  decir 
que  la  distancia  es  I b  —  a\.  Esta  inter¬ 
pretation  geometrica  del  valor  abso¬ 
luto  de  una  diferencia,  como  la 
distancia  entre  dos  puntos  en  una 
recta  numerica,  es  importante  en  la 
comprension  de  nuestra  definition 
del  h'mite. 


Si  ahora  preguntamos  que  tan  cerca  debe  estar  x  de  2  para  garantizar  que  fix)  este 
a  menos  de  0.01  de  12,  la  solution  seguirfa  las  mismas  lfneas  y  determinarfamos  que  x 
tendrfa  que  estar  en  un  intervalo  mas  pequeno  al  que  se  obtuvo  anteriormente.  Si  que- 
remos  que/(x)  este  a  menos  de  0.001  de  12,  necesitarfamos  un  intervalo  que  fuese  aim 
mas  angosto.  En  este  ejemplo,  parece  plausible  que  no  importa  cuan  cercano  queramos 
que  fix)  este  de  12,  podemos  realizar  esto  tomando  x  suficientemente  cercana  a  2. 

Ahora  precisamos  la  definition  de  h'mite. 

Precisando  la  definicion  Seguimos  la  tradition  al  utilizar  las  letras  griegas  e 
(epsilon)  y  8  (delta)  para  representar  numeros  positivos  arbitrarios  (por  lo  regular 
pequenos). 

Decir  que  /(x)  difiere  de  L  en  menos  que  e,  significa  que  L  —  e  <  fix)  <  L  +  e, 
o  de  forma  equivalente,  |/(x)  —  L\  <  e.  Esto  significa  que/(x)  se  encuentra  en  el  in¬ 
tervalo  abierto  {L  —  e,  L  +  e),  como  se  muestra  en  la  grafica  de  la  figura  2. 
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m 


fix)  -L  |  <  e 


Figura  2 


fix) 


X 

0  <  I  x  -  c  I  <  6 


Figura  3 


Ahora,  decir  que  x  esta  suficientemente  cerca  pero  diferente  de  c  es  decir  que,  para 
alguna  8,  x  pertenece  al  intervalo  abierto  (c  —  8,  c  +  8),  con  c  eliminado  de  este.  Tal  vez 
la  mejor  forma  de  decir  esto  es  escribir 

0  <  \x  —  c\  <  8 

Observese  que  \x  —  c\  <  8  describirfa  al  intervalo  c  —  8  <  x  <  c  +  8,  mientras  que 
0  <  |x  —  c|  requiere  que  se  excluya  x  =  c.  El  intervalo  que  estamos  describiendo  se 
muestra  en  la  figura  3. 

Ahora  estamos  preparados  para  lo  que  algunas  personas  han  denominado  la  defi¬ 
nition  mas  importante  del  calculo. 


Definicion  Significado  preciso  dc  limite 

Decir  que  lfm  f(x )  =  L  significa  que  para  cada  e  >  0  dada  (no  importa  que  tan 

X~*C 

pequena)  existe  una  correspondiente  8  >  0,  tal  que  |/(.v)  —  L\  <  e,  siempre  que 
0  <  \x  —  c|  <  8;  esto  es, 

0  <  | jc  —  c|  <  8  =>  | f(x)  —  L\  <  s 


Las  graficas  de  la  figura  4  pueden  ayudarle  a  comprender  esta  definicion. 

Debemos  recalcar  que  el  numero  real  e  se  debe  dar  primenr,  el  numero  8  debe 
producirse  y  por  lo  regular  depende  de  e.  Supongase  que  David  desea  demostrar  a 
Emilia  que  lfm  f(x)  =  L.  Emilia  puede  retar  a  David  con  cualquier  e  particular  que 

X  *  c 


Li> 


c 


Para  cada  e  >  0 


existe  una  d  >  0  tal  que 


0  <  \x-c  I  <  6 


fix )  -  L  |  <  e 


Figura  4 


ella  elija  (por  ejemplo,  e  =  0.01)  y  pedir  a  David  que  obtenga  una  8  correspondiente. 
Apliquemos  el  razonamiento  de  David  al  limite  lfm  (2x  +  1 ).  Por  inspeccion,  David 

x  *  3 

conjeturarfa  que  el  limite  es  7.  Ahora,  /.podra  David  determinar  una  8  tal  que 
\(2x  +  1)  -  7|  <  0.01  siempre  que  0  <  \x  —  3|  <  8?  Un  poco  de  algebra  mues¬ 
tra  que 

|(2*  +  1)  -  7|  <  0.01  <=»  2\x  -  3|  <  0.01 


Por  lo  tanto,  la  respuesta  a  la  pregunta  es  jsf!  David  puede  elegir  8  =  0.01/2  (o  cual¬ 
quier  valor  mas  pequeno)  y  esto  garantizara  que  \(2x  +  1 )  —  7|  <  0.01  siempre  que 
0  <  |x  -  3|  <  0  .01/2.  En  otras  palabras,  David  puede  hacer  que  2x  +  1  este  a  menos 
de  0.01  de  7,  siempre  que  x  este  a  menos  de  0.01  /2  de  3. 
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Ahora,  supongase  que  Emilia  reta  a  David  de  nueva  cuenta,  pero  esta  vez  ella 
quiere  que  |(2x  +  1)  —  7|  <  0.000002.  ^Podra  encontrar  David  una  8  para  este  valor 
de  e?  Siguiendo  el  razonamiento  usado  anteriormente, 

\{2x  +  1)  -  7|  <  0.000002  2\x  -  3|  <  0.000002 

,  0.000002 
<*■  I*  ~  3|  < - - - 

Por  lo  tanto,  |(2x  +  1)  —  7|  <  0.000002  siempre  que  \x  —  3|  <  0.000002/2. 

Esta  clase  de  razonamiento,  aunque  podrfa  convencer  un  poco,  no  es  una  prueba 
de  que  el  lfmite  sea  7.  La  definicion  dice  que  debe  ser  capaz  de  encontrar  una  8  para  to- 
da  e>  0  (no  para  alguna  e).  Emilia  podrfa  retar  continuamente  a  David,  pero  ambos 
nunca  demostrarian  que  el  lfmite  es  7.  David  debe  ser  capaz  de  obtener  una  S  para 
toda  e  positiva  (sin  importar  que  tan  pequena  sea). 

David  opta  por  tomar  las  cosas  en  sus  manos  y  propone  que  e  sea  cualquier  nume- 
ro  real  positivo.  Entonces  sigue  el  mismo  razonamiento  como  antes,  pero  esta  vez  utiliza 
e  en  Iugar  de  0.000002. 


1(2*  +  1) 


7  <  e 


2\x 

I*  - 


-  3 1  <  e 

3|<! 


^Dos  limites  distintos? 

Una  pregunta  natural  es:  “^,una  fun- 
cion  puede  tener  dos  limites  distin¬ 
tos  en  c ?”.  La  respuesta  intuitiva 
obvia  es  no.  Si  una  funcion  se 
aproxima  cada  vez  mas  a  L,  cuando 
x  — >  c,  no  puede  acercarse  tambien 
cada  vez  mas  a  un  numero  diferente 
M.  En  el  problema  23  se  le  pide  que 
demuestre  esto  de  manera  rigurosa. 


David  puede  elegir  S  =  e/2  y  se  deduce  que  |(2x  +  1)  —  l\  <  e  siempre  que 
|x  —  3 1  <  e/2.  En  otras  palabras,  puede  hacer  que  2x  +  1  este  a  menos  de  e  de  7  siem¬ 
pre  que  x  este  a  menos  de  e/2  de  3.  Ahora  David  tiene  los  requerimientos  de  la  definicion 
de  lfmite  y  por  lo  tanto  ha  verificado  que  el  lfmite  es  7.  como  lo  sospechaba. 

Algunas  demostraciones  de  limites  En  cada  uno  de  los  siguientes  ejemplos 
empezamos  con  lo  que  denominamos  un  analisis  preliminar.  Lo  incluimos  para  que 
nuestra  eleccion  de  8,  en  cada  prueba,  no  parezca  sugerir  una  increfble  perspicacia  de 
nuestra  parte.  Muestra  la  clase  de  trabajo  que  usted  necesita  hacer  en  borrador  para 
determinar  la  ruta  correcta  a  lo  largo  de  la  prueba.  Una  vez  que  usted  sienta  que  com- 
prende  un  ejemplo,  vealo  otra  vez,  pero  oculte  el  analisis  preliminar  y  note  que  elegante, 
aunque  misteriosa,  parece  ser  la  prueba. 


■  EJEMPLO  2  Demuestre  que  lfm(3x  —  7)  =  5. 

. — - -  x—*<\ 

AnAi  ISIS  prm  IMINAR  Sea  e  cualquier  numero  positivo.  Debemos  producir  una  8  >  0  tal 


que 


0  <  |x  -  4|  <  8 

=> 1 (3*  ~  7) 

-  5| 

< 

Considere  la  desigualdad  de  la  derecha 

1(3*  —  7)  —  5|  < 

£  <=^> 

|3x  - 

■  12 1 

< 

<=> 

|3(x  - 

-  4)1 

< 

<=> 

|3||(*  - 

'  4)1 

< 

1*  ■ 

-  4| 

< 

Ahora  vemos  como  elegir  8;  esto  es,  8  =  e/3.  Por  supuesto,  cualquier  8  mas  pequena 
funcionarfa. 


Di  mosiracion  IORMAI  Sea  e>0  dada.  Seleccione  5  =  e/3.  Entonces 
0  <  \x  -  4|  “C  5  implica  (jus 

|(3x  —  7)  —  5|  =  |3x  -  12|  =  |3(x  -  4)|  =  3|x  -  4|  <  38  =  e 

Si  usted  lee  esta  cadena  de  igualdades  y  una  desigualdad,  de  izquierda  a  derecha,  y  uti¬ 
liza  las  propiedades  transitivas  de  =  y  <,  usted  ve  que 

|(3x  -  7)  -  5|  <  e 

Ahora  David  conoce  una  regia  para  elegir  el  valor  de  8  dada  en  el  reto  de  Emilia. 
Si  Emilia  hubiera  retado  a  David  con  e  =  0.01,  entonces  David  respondent  con 
8  =  0.01/3.  Si  Emilia  dijese  e  =  0.000003,  entonces  David  dirfa  8  =  0.000001.  Si  el  diese 
un  valor  mas  pequeno  para  8,  tambien  estarfa  bien. 
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Km  (A* +  3)  =  5 

x  —  4  x. 

Figura  6 


Figura  7 


Por  supuesto,si  considera  la  grafica  de  y  =  3x  —  7  (una  recta  con  pendiente  3,  como 
en  la  figura  5),  sabe  que  para  forzar  a  que  3x  -  7  este  cerca  de  5  tendria  que  hacer  a  x 
aun  mas  proximo  a  4  (mas  cercano  por  un  factor  de  un  tercio).  ■ 

Mire  la  figura  6  y  convenzase  de  que  8  =  2e  serfa  una  election  apropiada  para  8  en 
la  demostracion  de  que  Km  (2*  +  3)  =  5. 

2X2  —  3x  —  2 

B  EJEMPLO  3  Demuestre  que  lim - - - =  5. 


Analisis  preliminar  Estamos  buscando  una  8  tal  que 


0  <  \x  —  2|  <  8  = 

Ahora,  para  x  ^  2,  2x2  —  3x  —  2 

x  —  2 


\2xz  -  3x  -  2 


x  —  2 


5  <  e  <=> 


5  <  e 


(2x  +  l)(x  -  2) 
x  —  2 


-  5  < 


<=>  |(2x  +  1)  —  5 1  <  e 

|2(x  —  2)|  <  e 
«=>  |2||x  —  2|  <  e 

<=^  \x  -  2\  <  ~ 

Esto  indica  que  S  =  e/2  funcionara  (vease  la  figura  7) 

Dl  \tosiR  \cio\  formal  Sea  e  >  0  dada.  Elegimos  8  =  e/2.  EntoncesO  <  |x  -  2|  <5 
im plica  que 

-  3jr  -  2  -  5  =  Zil  -  5  =12^  +  1-51 

x  —  2  x  —  2 

=  |2(x  -  2)|  =  2|x  -  2|  <  28  =  e 


-  5  = 


-  5  =  |2x  +  1  -  5| 


La  cancelacion  del  factor  x  -  2  es  valida  porque  0  <  |x  —  2|  implica  que  x  ¥=  2,  y 
x  —  2  „  .  „  _ 


x  —  2 


=  1  siempre  quex  ^  2. 


■  EJEMPLO  4  Demuestre  que  lfm(mx  +  b)  =  me  +  b. 

-  X  — *  C 

Analisis  preliminar  Queremos  enconlrar  una  5  tal  que 

0  <  |x  —  c|  <  8  =>  | (mx  +  b)  —  ( me  +  8)|  <  e 


Ahora 


|  (mx  +  b)  —  (me  +  b)\  =  |mx  —  mc|  =  |m(x  —  c)|  =  \m\\x  —  c  | 

Parece  que  8  =  e/\m\  funciona,  con  tal  que  m  =2=  0.  (Observe  que  m  podrfa  ser  positi- 
va  o  negativa,  asi  que  necesitamos  conservar  las  barras  de  valor  absoluto.  Del  capitulo  0 
recuerde  que  |«6|  =  |o||8|). 

Demostracion  formal  Sea  e > 0  dada. Elegimos  8  =  e/\m\.  Entonces 
0  <  |x  -  c|  <  8  implica  que 

| (mx  +  b)  —  (me  +  b)  \  =  | mx  —  me \  =  |m||x  —  c|  <  \m\8  =  e 

Y  en  caso  de  que  m  —  0,  cualquier  8  funcionara  bien  ya  que 
| (Ox  +  b)  -  (0c  +  8)|  =  |0|  =  0 

Esto  ultimo  es  menor  que  e  para  toda  x.  ■ 

■  lJLMPLOS  Demuestre  que  si  c  >  0  entonces  lim  Vx  =  Vc. 

-  X  —*c 

Analisis  preliminar  Con  respecto  a  la  figura  8,  debemos  determinar  una  8  tal  que 
0  <  |x  —  c|  <  8  =>  IVx  —  Vc|  <  e 


Seccion  1.2  Estudio  riguroso  (formal)  de  lfmites  65 


Ahora 


I  Vi  -  Vc| 


(Vx  -  Vc) 

(Vx  +  Vc) 

X  —  c 

Vx  +  Vc 

Vx  +  Vc 

\x  -  C I 

V? 


Vx  +  Vc  -  Vc 

Para  hacer  lo  ultimo  menor  que  e  se  requiere  que  tengamos  |x  —  c\  <  eVc. 

Demostraci6n  formal  Sea  e  >  0  dada.  Elegimos  a  5  =  eVc.  Entonces 
0  <  \x  —  c\  <  8  implica  que 


\Vx  -  Vc\  = 


(Vx  -  Vc)(Vx  +  Vc) 
Vx  +  Vc 


X  —  c 

Vx  +  Vc 


|x  -  C I 
Vx  +  Vc 


lx  -  c| 

V? 


<  ~~]=  =  e 

Vc 


Aquf  hay  un  punto  tecnico.  Empezamos  con  c  >  0,  pero  podrfa  suceder  que  c  este 
muy  cercano  a  0  sobre  el  eje  x.  Deberfamos  insistir  en  que  5  <  c,  para  que  entonces 
|x  —  c|  <  5  implique  que  x  >  0,  de  modo  que  Vx  este  definida.  Asf,  para  un  rigor 
absoluto,  elegimos  S  como  el  mas  pequeno  entre  c  ye  Vc.  SB 

Nuestra  demostracion  en  el  ejemplo  5  depende  de  la  rationalization  del  numera- 
dor,  un  truco  que  con  frecuencia  es  util  en  calculo. 


I X  —  3  I  <  1  =>2<x<4 

=>  6  <  x  +  4  <  8 
=>  1  x+  4  I  <  8 


Figura  9 


M  EJEMPLO  6  i  Demuestre  que  lim(jc2  +  x  —  5)  =  7. 

- 1  x—*3 

AnAusis  PRELtMlNAR  Nuestra  tarea  es  encontrar  una  S  tal  que 

0  <  |x  -  3|  <  S  =>  |(x2  +  x  -  5)  -  7|  <  e 


Ahora 


|(x2  +  x  -  5)  -  7|  =  |x2  +  x  -  12 1  =  |x  +  4 1 1 x  -  3| 


El  factor  |x  —  3|  puede  hacerse  tan  pequeno  como  queramos  y  sabemos  que  |x  +  4\ 
estara  alrededor  de  7.  Por  lo  tanto,  buscamos  una  cota  superior  para  |  x  +  4 1 .  Para  hacer 
esto,  primero  convenimos  en  hacer  S  £  1 .  Entonces  |x  —  3 1  <  8  implica  que 


|x  +  4|  =  |x  -  3  +  7| 

^  \x  -  3|  +  |7| 
<1+7  =  8 


(desigualdad  del  triangulo) 


(La  figura  9  ofrece  una  demostracion  alternativa  de  este  hecho).  Si  tambien  requeri- 
mos  que  8  s  e/8,  entonces  el  producto  |x  +  4|  |x  —  3|  sera  menor  que  e. 

DEMOSTRACION  formal  Sea  e  >  0  dada.  Elegimos  a  8  =  mm  { 1 ,  e/8  } ;  esto  es,  elegimos 
a  5  como  el  mas  pequeno  entre  1  y  e/8.  Entonces  0  <  |  x  —  3 1  <  8  implica  que 

|(x2  +  x  —  5)  —  7|  =  |x2  +  x  —  12 1  =  |x  +  4||x  —  3|  <  8--^  =  e  ■ 

8 

U  LJIMPIO  7  Demuestre  que  lfm  x2  =  c2. 

-  x— *C 

Demostracion  Reproducimos  la  demostracion  en  el  ejemplo  6.  Sea  e  >  0  dada. 
Elegimos  como  8  —  mi'n{l,e/(l  +  2|c|)}.  Entonces  0  <  |x  —  c|  <  8  implica  que 

|x2  —  c2|  =  |x  +  c||x  —  c|  =  |x  —  c  +  2c||x  —  c  | 


(|x  —  c|  +  2|c|)|x  —  c|  (Desigualdad  del  triangulo) 
(1  +  2 1 c | )  -e 

<  <1  +  2|cl)L  -  cl  <  -  -  lM  -  e 


Aunque  parezca  increfblemente  perspicaz,  en  el  ejemplo  7  no  sacamos  a  8  “de  la 
manga”.  Simplemente,  esta  vez  no  le  mostramos  el  analisis  preliminar. 
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1  1 


UJEJEMPLO  8  |  Demuestre  que  lfm  —  =  — ,  c  ^  0. 

Anai.isis  pui  i.iminar  Estudie  la  figura  10.  Debemos  determinar  una  5  tal  que 


Ahora 


0  <  \x  —  c\  <  8 


1_ 

x 


\_ 

c 


<  e 


1 

1 

C  —  X 

1 

1 

X 

c 

xc 

\x\ 

'Id 

El  factor  \j\x\  es  problematico,  en  especial  si  x  esta  cerca  de  cero.  Podemos  acotar  este 
factor  si  podemos  mantener  a  x  alejado  de  0.  Con  ese  fin,  observe  que 

|c|  =  |c  —  X  +  x\  <  |c  —  x\  +  \x\ 

de  modo  que 


Por  lo  tanto,  si  elegimos  8  <  |c|/2,  tenemos  exito  en  hacer  |x|  ^  |c|/2.  Por  ultimo,  si 
tambien  pedimos  que  8  <  ec2/ 2,  entonces 


11,  ,  1  1  ec2 

*1  |c|  X  L  I c |/2  |c|  2 


Dkmostracion  formal  Sea  e  >  0  dada.  Elegimos  8  =  mfn{|c|/2,  ec2/ 2}.  Entonces 
0  <  \x  —  c|  <  5  implica  que 


1 

1 

c  -  X 

1 

1 

Jt 

c. 

xc 

=  \x\  ' 

Id 

1  1  ec2 

kl/2'kT  2 


Limites  uililaterales  No  se  necesita  mucha  imaginacion  para  dar  las  definiciones 
e-5  del  lfmite  por  la  derecha  y  del  lfmite  por  la  izquierda. 


Definicion  Iimite  por  la  derecha 

Decirque  lfm  f{x)  =  L  significa  que  para  cada  e  >  0  existe  una  correspondiente 

x— *C+ 

8  >  0,  tal  que 

0  <  x  —  c  <  5  =>  |/(*)  —  L|  <  e 


A1  lector  le  dejamos  la  definicion  e-5  para  el  lfmite  por  la  izquierda.  (Vease  el  pro- 
blema  5). 

El  concepto  e-5  presentado  en  esta  seccion  es  probablemente  el  tema  mas  in- 
trincado  y  elusivo  en  un  curso  de  calculo.  Le  podrfa  tomar  algun  tiempo  entender  este 
concepto,  pero  vale  la  pena.  El  calculo  es  el  estudio  de  limites,  de  modo  que  una  cla- 
ra  comprension  del  concepto  de  lfmite  es  una  meta  valiosa. 

Por  lo  regular,  el  descubrimiento  del  calculo  se  atribuye  a  Isaac  Newton  (1642—1727) 
y  a  Gottfried  Wilhelm  von  Leibniz  (1646—1716),  quienes  trabajaron  de  manera  inde- 
pendiente  a  finales  de  1600.  Aunque  Newton  y  Leibniz,  junto  con  sus  sucesores,  descu- 
brieron  muchas  propiedades  del  calculo  y  se  encontro  que  tiene  muchas  aplicaciones 
en  las  ciencias  ffsicas,  no  fue  sino  hasta  el  siglo  xix  que  se  propuso  una  definicion  pre- 
cisa  de  un  lfmite.  Augustin  Louis  Cauchy  (1789—1857),  un  ingeniero  y  matematico  fran¬ 
cos,  dio  esta  definicion:  “Si  los  valores  sucesivos  atribuidos  a  la  misma  variable  que  se 
aproxima  indefinidamente  a  un  valor  fijo,  tal  que  ellos  finalmente  difieren  de  el  por  tan 
poco  como  uno  quiera,  este  ultimo  es  llamado  el  lfmite  de  todos  los  demas.”  Incluso 
Cauchy,  un  maestro  del  rigor,  fue  un  poco  vago  en  su  definicion  de  lfmite.  <^Que  signifi¬ 
ca  “valores  sucesivos”?  significa  "finalmente  difieren”?  La  frase  “finalmente  di¬ 
fieren  de  el  por  tan  poco  como  uno  quiera”  contiene  la  semilla  de  la  definicion  e-5, 
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pues  indica  que  la  diferencia  entre  fix)  y  su  h'mite  L  puede  hacerse  mas  pequena  que 
cualquier  numero  dado,  el  numero  que  fue  etiquetado  como  e.  El  matematico  aleman 
Karl  Weierstrass  (1815-1897)  fue  el  primero  en  reunir  la  definicion  que  es  equivalente 
a  nuestra  definicion  e-8  de  lfmite. 


Revision  de  conceptos 

1.  La  desigualdad  |  f(x)  —  L  |  <  £  es  equivalente  a 

-  <  f(x )  <  - • 

2.  El  significado  preciso  de  hm  fix)  =  L  es  este:  dado  cual- 

x  ~-*a 

quier  numero  positivo  e  existe  un  correspondiente  numero  positivo 
5,  tal  que _ implica _ . 


3.  Para  asegurar  que  |3x  —  3|  <  e,  requerin'amos  que  \x  —  1|  < 


4.  h'm  (mx  +  b)  = 


Con  junto  de  problemas  1.2 

En  los problemas  del  1  al  6  de  la  definicion  e-8  apropiada  para  cada 
proposicion. 


1.  h'm  f{t )  =  M 

l—*a  ' 

3.  h'm  h(z)  =  P 

z—*d 

5.  h'm  f(x )  =  L 


2.  h'm  g(u)  =  L 

u—*b 

4.  h'm<f>(v)  =  B 

y—+e 

6.  h'm  g{t )  =  D 


En  los  problemas  del  7  a!  10  trace  la  funcion  f(x)  en  el  intervalo 
[1 .5,  2.5],  Haga  un  acercamiento  a  la  grdfica  de  cada  funcion  para  de- 
terminar  que  tan  cercano  debe  estar  xde  2  para  que  f(x)  este  a  menos 
de  0.002  de  4.  Su  respuesta  debe  ser  de  la  forma  “si  x  esta  a  menos  de 
_ de  2,  entonces  f(x)  esta  a  menos  de  0.002  de  4”. 


7.  f{x)  =  2x 
9.  f{x)  =  V«x 


8.  fix)  =  x2 
10.  fix)  =  ® 


En  los  problemas  del  11  al  22  proporcione  una  prueba  e-8  para  cada 
limite  dado. 


11.  \im(2x  -  1)  =  -1 

.v— *o 


-  Ux  +  5 
x  -  5 


12.  h'm  (3jc  —  1)  =  -64 


13.  h'm  1 — 

x-»5  X 

2x2 

15.  h'm  - 

x—*5 


14.  h'm 

x— 0 


2x2  —  x 


16.  h'm  V2x  =  V2 

x->\ 


17.  lfm  - 

*-»4 


'2x  ~  1 


=  s/l 


...  14x2  -  20x  +  6  „ 

18.  hm - =  8 

x-»1  X  —  1 

I  O.r’  —  26.r2  +  22x  —  6 

19.  h'm - r - =  4 

x—i  (,v  -  l)*- 


20.  h'm  (2x2  +  1)  =  3 

X  *  1 

22.  lfm  x 4  =  0 

x-*0 


21.  lfm  (x2  —  2x  —  1)  =  2 

X — *  — 1 


23.  Demuestre  que  si  h'm  fix)  =  L  y  h'm  f(x)  =  M,  entonces 

x—*c  x—»c 

L  =  M. 

24.  Sean  Fy  G  funciones  tales  que  0  s  Fix)  —  G(x)  para  to- 
da  x  cercana  a  c.  excepto  posiblemente  en  c.  Demuestre  que  si 
h'm  G(.v)  =  0,  entonces  h'm  F{x)  =  0. 

x—*c  x—*c 

25.  Demuestre  que  h'm  x4sen2(l/x)  =  0.  Sugerencia:  utiiice 

los  problemas  22  y  24.  1  0 

26.  Demuestre  que  h'm  Vx  =  0. 


27.  Considerando  los  lfmites  por  la  derecha  y  por  la  izquierda, 
demuestre  que  h'm|.r|  =  0. 

x— *0 

28.  Demuestre  que  si  |/(x)|  <  B  para  \x  —  a\  <  1  y 
h'm  g(x)  =  0  entonces  h'm  f(x)g(x)  =  0. 

x—*a  x—*a 

29.  Suponga  que  h'm  fix)  =  L  y  que  f(«)  existe  (aunque  podrfa 

x—*a 

ser  diferente  de  L).  Demuestre  que /esta  acotada  en  algun  intervalo 
que  contiene  a  a:  esto  es,  demuestre  que  existen  un  intervalo  (c,  d) 
con  c  <  a  <  d  y  una  constante  M.  tal  que  l/(x)|  £  M  para  toda  x 
en  (c,  d). 

30.  Demuestre  que  si  fix)  £  g(x)  para  toda  x  en  algun  inter¬ 
valo  alrededor  de  a,  al  cual  se  le  quite  a ,  y  si  hm  fix)  =  L.  y 
h'm  g(x)  =  M.  entonces  L  £  M. 

x—*a 

31.  ^Cuales  de  los  siguientes  enunciados  son  equivalentes  a  la 
definicion  de  h'mite? 

(a)  Para  algun  e>  0  y  toda  8  >  0, 0  <  \x  -  c|<  8  =>|  f(x)  —  L\<  e- 

(b)  Para  toda  8  >  0,  existe  una  correspondiente  e  >  0  tal  que 

0  <  lx  —  c\  <  e=>  | fix)  —  L\  <  8 

(c)  Para  todo  entero  positivo  N  existe  un  entero  correspondiente 
positivo  M,  tal  que  0  <  |x  —  c|  <  l/M=>|/(x)  —  L\  <  1  IN. 

(d)  Para  toda  e  >  0,  existe  una  correspondiente  8  >  0  tal  que 
0  <  |x  —  c|  <  8  y  |  fix)  —  L  |  <  e  para  alguna  x. 

32.  En  lenguaje  e-8  que  significa  decir  lfm /(x)  4-  L. 

X  —*  C 

33.  Suponga  que  deseamos  dar  una  demostracion  con  e-8  de  que 


’3/  -  4x3  +  X2  +  X  +  6 


Empezamos  por  escribir 
(x  -  3 )gix).  x 


4x‘  +  x2  +  x  +  6 


+  1  en  la  forma 


(a)  Determine  g(x). 

(b)  (.Podrfamos  elegir  8  =  mfn(l,e//i)  para  alguna  n?  Explique. 

(c)  Si  elegimos  8  =  min(),  e/m),  (.cual  es  el  entero  mas  pequeno 
m  que  podrfamos  utilizar? 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos  1.  L  -  e;  L  +  e 
2.  0  <  |x  —  a\  <  8;  \ fix)  —  L\  <  e  3.  e/3  4.  ma  +  b 
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1.3 

Teoremas  de  limites 


Li'mites  laterales 

Aunque  el  teorema  A  se  establece 
en  terminos  de  li'mites  por  los  dos 
lados,  sigue  cumplicndose  tanto 
para  li'mites  por  la  izquierda 
como  para  li'mites  por  la  derecha. 


La  mayoria  de  los  lectores  coincidira  en  que  demostrar  la  existencia  y  obtener  los  valo¬ 
rem  de  )os  Unities  mediante  J a  definition  e-8  de  la  section  anterior  consume  tiempo  y 
es  dificil.  Por  esto  son  bienvenidos  los  teoremas  de  esta  section.  Nuestro  primer  teore¬ 
ma  es  el  principal.  Con  el  podemos  manejar  la  mayoria  de  los  problemas  de  li'mites  con 
los  que  nos  enfrentaremos  durante  bastante  tiempo. 


Teorema  principal  de  los  limites 

Sean  n  un  entero  positivo,  k  una  constante  y  fy  g  funciones  que  tengan  li'mites  en  c. 

Entonces 

1. 

h'm  k  =  k; 

2. 

h'm  x  —  c; 

3. 

h'm  kf(x )  =  k  h'm  /(x); 

4. 

h'm  [/(x)  +  g(x)]  =  lfm  f(x)  +  lfm  g(x); 

5. 

h'm  [/(x)  -  g(x)]  =  h'm  /( x)  -  h'm  g(x); 

6. 

h'm  [/(x)  •  g(x)]  =  h'm  /(x)  •  h'm  g(x); 

x—*c  x—*c  x — *c 

f{x)  ,  /  s 

7. 

lim  .  —  .  x ,  siempre  que  lim  £(x)  ^  0; 

A~*(  g(x)  lim  g(x)  r 

x—*c 

8. 

l.'rn  [/(x)f  =  [h'm  /(x)]"; 

x — *  c  i-x—*c  J 

9. 

lim  S/f(x)  =  V h'm  f(x),  siempre  que  h'm  f(x)  >  0  cuando  n 

x—*c  x—*c  x—>c 

sea  par. 

Estos  importantes  resultados  se  recuerdan  mejor  si  se  aprenden  en  palabras.  Por 
ejemplo,  la  afirmacion  4  se  traduce  como:  el  limite  de  una  suma  es  la  suma  de  los  limites. 

Por  supuesto,  el  teorema  A  necesita  demostrarse.  Posponemos  esa  tarea  hasta  el  fi¬ 
nal  de  la  section,  pues  preferimos  mostrar  primero  como  se  utiliza  este  teorema  con 
varias  partes. 


Aplicaciones  del  teorema  principal  de  los  limites  En  los  ejemplos  si- 
guientes,  los  numeros  dentro  de  un  cfrculo  se  refieren  al  numero  de  la  afirmacion  del 
teorema  A.  Cada  igualdad  esta  justificada  por  la  afirmacion  indicada. 


EJEMPLO  1  |  Determine  lim  2x4 


lfm  2x4  =  2  lfm  x4  = 

x— -  3  x  — 3 


EJEMPLO  2  I  Encuentre  lim(3x 

1 — * -  x — *4 


SOLUCION 


lim  (3x2  -  lx)  =  h'm  3x2  -  lfm  2x  =  3  h'm  x2-  2  h'm  x 


(|)  CD 

=  3  ( lfm  x)2  -  2  lfm  jc  =  3(4)2  -  2(4)  =  40 

\  4  /  x  — 4 
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■  EJEMPLO  3  Determine  li'm 

- 1  X~*4 


SOLUCION 


EJEMPLO  4 


Si  lfm  f(x)  =  4  y  lfm  g(x)  =  8,  encuentre 

*—►3  x—*3 


lfm [f{x)  ■  ] 

SOLUCION 
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SOLUCION 

,  7a5  -  10a4  -  I3x  +  6  7(2)5  -  10(2)4  -  13(2)  +  6 

lim - z - = - r - 

X-+2  3x2  -  6a-  -  8  3(2)2  -  6(2)  -  8 


■  EJEMPLO  6  I  Determine  lim  V 

*“■ . . 1  x~*  1  A 


+  3  a  +  7 
—  2a  +  1 


lim 

*-»l 


a3  +  3a  +  7 
(*  -  l)2 


SOLUCION  No  se  aplican  ni  el  teorema  B  ni  la  afirmacion  7  del  teorema  A,  ya  que  el 
lfmite  del  denominador  es  cero.  Sin  embargo,  como  el  lfmite  del  numerador  es  11,  ve- 
mos  que  cuando  a  se  aproxima  a  1  estamos  dividiendo  un  numero  cercano  all  entre 
un  numero  positivo  cercano  a  cero.  El  resultado  es  un  numero  positivo  grande.  De  hecho, 
el  numero  resultante  puede  hacerlo  tan  grande  como  quiera  tomando  a  a  suficientemen- 
te  cercana  a  1.  Decimos  que  el  lfmite  no  existe.  (Mas  adelante,  en  este  capftulo  — vease 
la  section  1.5 —  nos  permitiremos  decir  que  el  lfmite  es  +oo).  ■ 


En  muchos  casos  no  se  puede  aplicar  el  teorema  B,  ya  que  la  sustitucion  de  c  pro- 
voca  que  el  denominador  se  haga  igual  a  0.  En  casos  como  este,  en  ocasiones  sucede 
que  la  funcion  se  puede  simplificar  mediante  la  factorization.  Por  ejemplo,  podemos 
escribir 


a2  +  3a  -  10  _  (a  -  2)(a  +  5)  _  a  +  5 
a2  +  a  —  6  (a  —  2)(a  +  3)  a  +  3 

Debemos  ser  cuidadosos  en  este  ultimo  paso.  La  fraction  (a  +  5)/(a  +  3)  es  igual  a  la 
del  lado  izquierdo  del  signo  de  igualdad  solo  si  a  no  es  igual  a  2.  Si  a  =  2,  el  lado  izquier- 
do  esta  indeterminado  (ya  que  el  denominador  es  0),  mientras  que  el  lado  derecho  es 
igual  a  (2  +  5)/(2  +  3)  =  7/5.  Esto  plantea  la  pregunta  acerca  de  si  los  lfmites 

,,  a2  +  3a  —  10  a  +  5 

lim — —  —  y  lim  - - 

r— -2  XT  +  A  -  6  +  3 

son  iguales.  La  respuesta  se  encuentra  en  el  siguiente  teorema. 


Teorema  C 


Si  /(a)  =  g(x)  para  toda  a  en  un  intervalo  abierto  que  contenga  a  c,  excepto  po- 
siblemente  en  el  mismo  numero  c,  y  si  existe  lfm  g{x)  entonces  lim  /(a)  existe  y 
lfm  /(a)  =  lfm  g( a). 

x—>c  x—*c 


EJEMPLO  7  ;  Determine  lfm 


x  —  1 

i  Va  -  T 


SOLUCION 


lfm 


A  -  1 


i  Va 


(Va  -  1 )( Va  +  l)  _  . 

lfm - ^ - : -  =  lfm  (  Va  +  l)  =  Vl+l=2 


jr— *1 


Va  -  1 


EJEMPLO  8  I  Determine  lfm 


a2  +  3  a  —  10 

A2  +  A  —  6 


SOLUCION  No  se  aplica  el  teorema  B  porque  el  denominador  es  0  cuando  a  =  2.  A1 
sustituir  x  =  2  en  el  numerador  tambien  obtenemos  0,  por  lo  que  el  cociente  toma  una 
forma  carente  de  significado  0/0  en  a  =  2.  Cuando  esto  suceda  deberemos  buscar  algu- 
na  simplification  algebraica,  como  la  factorization. 


a2  +  3a  -  10  ,  (A  -  2)(a  +  5)  A  +  5  7 

lim  — t - =  lim  - — - -  =  lim - —  =  — 

x—*2  X2  +  X  —  6  x—*2  (x  —  2)(x  +  3)  x—>2  x  +  3  5 
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^Opcional? 

En  un  primer  curso  de  calculo,  (>cuan- 
tos  teoremas  deben  demostrarse? 
Los  profesores  de  matematicas  han 
discutido  largo  y  tendido  en  torno  a 
esto  y  acerca  del  balance  correcto 
entre: 


■  logica  e  intuicion 

■  demostracion  y  explicacion 

■  teorfa  y  aplicacion 

Un  gran  cientffico  de  hace  mucho 
tiempo  dio  un  sabio  consejo. 

“Quien  ama  la  practica  sin  teorfa  es 
como  el  marinero  que  se  embarca 
sin  timon  ni  brujula  y  nunca  sabe  a 
donde  ir”. 

Leonardo  da  Vinci 


El  paso  de  la  segunda  a  la  ultima  igualdad  se  justifica  por  medio  del  teorema  C,  ya  que 

(x  -  2)(x  +  5)  _  X  +  5 
(x  —  2)(x  +  3)  x  +  3 

para  toda  x,  salvo  para  x  =  2.  Una  vez  que  aplicamos  el  teorema  C,  podemos  evaluar  el 
lfmite  por  medio  de  sustitucion  (es  decir,  mediante  la  aplicacion  del  teorema  B).  ■ 

Demostracion  del  teorema  A  (opcional)  No  debe  sorprenderse  demasiado 
cuando  le  decimos  que  las  demostraciones  de  algunas  partes  del  teorema  A  son  muy 
complicadas.  Como  consecuencia  de  esto,  aquf  solo  demostramos  las  primeras  cinco 
partes  y  dejamos  las  otras  al  apendice  (seccion  A.2,  teorema  A).  Para  que  se  de  cuen- 
ta,  podrfa  intentar  con  los  problemas  35  y  36. 

Detnostraciones  de  las  afirmaciottes  1  y  2  Estas  afirmaciones  resultan  de 
lfm(mx  +  b)  =  me  +  b  (vease  el  ejemplo  4  de  la  seccion  1.2)  utilizando  primero 

X  —*c 

m  =  0  y  luego  m  =  l,b  =  0.  ■ 

Demostracion  de  la  afirmacion  3  Si  k  =  0,  el  resultado  es  trivial,  asf  que  supo- 
nemos  que  0.  Sea  e  >  0  dada.  Por  hipotesis,  lfm  f(x)  existe;  llamemos  L  a  su  valor. 

X — *C 

Por  definicion  de  lfmite  existe  un  numero  5,  tal  que 


0  <  \x  —  c  <  8 


\f(x)  -  L\< 


Es  seguro  que  algunos  reclamarfan  que  pongamos  e/I  k  I  en  lugar  de  e  al  final  de  la 
desigualdad  anterior.  Bueno,  ^acaso  e/I  k  I  no  es  un  numero  positivo?  Sf.  ^Acaso  la  de¬ 
finicion  de  lfmite  no  requiere  que  para  cualquier  numero  positivo  exista  una  corres- 
pondiente  5?  Sf. 

Ahora,  para  una  S  asf  determinada  (nuevamente  por  medio  de  un  analisis  prelimi- 
nar  que  no  hemos  mostrado  aquf),  aseguramos  que  0  <  lx  -  cl  <  S  implica  que 

I kf(x)  -  kL\  =  \k\\f(x)  -  L\  <  I&I777  =  e 


Esto  muestra  que 


lfm  kf(x)  =  kL  =  k  lfm  f(x) 


8  =  mm  (Sj,  tf2) 


Demostracion  de  la  afirmacion  4  Respecto  a  la  figura  1.  Sea  lfm  f(x)  =  L  y 

X  *C 

lfm  g(x)  =  M.  Si  e  es  cualquier  numero  positivo,  entonces  e/2  es  positivo.  Como 

x— >C 

lfm  f{x)  =  L,  existe  un  numero  positivo  Sj  tal  que 

x— *C 

0  <  \x  -  c\  <  5,  =^>  | f(x)  -  L\  <  | 

Como  lfm  g(x)  =  M,  existe  un  numero  positivo  52,  tal  que 

X — *C 

0  <  |x  -  c|  <  82  =>  I g{x)  -  M\  <~ 

Elegimos  S  =  mfn{5],  S2};  esto  es,  elegimos  S  como  la  mas  pequena  de  Sj  y  S2.  Enton¬ 
ces  0  <  I  x  —  c  I  <  S  implica  que 

I  fix)  +  g(x)  -  (L  +  M)\  =  |  [/(*)  -  L\  +  fe(jc)  -  M]  I 

<  I f{x)  -L\  +  |g(x)  -  M| 

e  e 

<  -  +  -  =  e 

2  2 

En  esta  cadena,  la  primera  desigualdad  es  la  desigualdad  del  triangulo  (vease  la  seccion 
0.2);  la  segunda  resulta  de  la  eleccion  de  5.  Acabamos  de  denrostrar  que 

0  <  |x  ~  c|  <  8  =>  |/(x)  +  g(x)  —  (L  +  M)|  <  e 
lfm  [/(x)  +  g(x)]  =  L  +  M  =  lfm  f(x)  +  lfm  g(x)  ■ 


Figura  1 


Por  lo  tanto. 
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Demostracion  de  la  afirmacion  5 

h'm  [/(*)  -  g(*)]  =  lim  [f(x)  +  (-l)g(x)] 

X — *c  X^C 

=  Km  f(x)  +  Km(-l)g(x) 

X — *C  X — *c 

=  Km  f(x)  +  (-l)lun  g(x) 

X—*C  x~*c 

=  Km  f(x)  -  h'm  g(x) 


Figura  2 


El  teorema  del  emparedado  Probablemente  ha  oi'do  decir  a  alguien:  “me  en- 
cuentro  entre  la  espada  y  la  pared”.  Esto  es  lo  que  le  sucede  a  g  en  el  siguiente  teorema 
(vease  la  figura  2). 


Teorema  D 


Teorema  del  emparedado 

Sean  f,gyh  funciones  que  satisfacen/(x)  < g(x )  s h(x)  para  toda x  cercana  a  c, ex- 
cepto  posiblemente  en  c.  Si  h'm  f(x)  =  h'm  h(x)  —  L ,  entonces  Km  g(x)  =  L. 

x — *c  x  * c  x—*c 


Demostracion  (Opcional)  Sea  e  >  0  dada.  Elegimos  8j  tal  que 
0  <  |x  —  c|  <S1=>L  —  e<  f(x)  <  L  +  e 

y  82  tal  que 

0  <  I*  —  c\  <  82  =*  L  —  e  <  h(x)  <  L  +  e 
Elegimos  83,  de  modo  que 

0  <  \x  -  c|  <  83  =>  f(x)  s  g(ar)  ^  h(x) 

Sea  8  =  rm'n{5i,  82, 83}.  Entonces 

0<\x-c\<8=*L-e<  f(x)  s  g(x)  ^  h(x)  <  L  +  e 
Concluimos  que  Km  g(x)  =  L. 


j  EJEMPLO  9  J  Suponga  que  hemos  demostrado  que  1  -  x2/6  £  (sen  x)/x  s  1  para 


sen  xn 


toda  a  cercana  pero  distinta  de  cero.  ^Que  podemos  concluir  acerca  de  Km 

x-»0  X 

SOLUCION  Sea  f(x)  =  1  —  x2/b ,  g(x )  =  (sen  x)/x,  y  h(x )  =  1.  Se  sigue  que 
h'm  f(x)  =  1  =  h'm  h(x)  y  de  este  modo,  por  el  teorema  D, 

x»0  x—>0 

, ,  sen  x 

lim -  =  1  ■ 

x — *0  X 


Revision  de  coneeptos 

1.  Si  lim  f(x)  =  4,  entonces  h'm  (a2  +  3 )f(x)  =  _ . 

x— *3  x— »3 

2.  Si  h'm  g(x)  =  —2,  entonces  h'm  Vg2(x)  +  12  =  _ 

x—*2  x-*2 

f(x) 

3.  Si  h'm  f(x)  —  4  y  h'm  g(x)  =  —2,  entonces  lim— — - 

x—’c  x x—*c  g(x) 

_ y  h'm  [g(x)Vf{x)  +  5x1  =  _ . 

x-*c  L  J 


4.  Si  h'm  f(x )  =  L  y  h'm  g(x)  =  L,  entonces 

x—*c  x  — *  c 

h'm  [f(x)  -  L]g(x)  =  - . 

x—*c 


Conjunto  de  problemas  1.3 

En  los  problemas  del  1  al  12  utilice  el  teorema  A  para  encontrar  cada 
ano  de  los  limites.  Justifique  cada  paso  apelando  a  cada  una  de  las 
afirmaciones  numeradas ,  como  en  los  ejemplos  del  1  a!  4. 

1.  h'm(2.v  +  1)  2.  h'm  (3x2  -  1) 

x—*\  x—>-\ 


3.  h'm  [(2x  +  l)(x  -  3)] 

X— >0 

4.  lim,  [(2x2  +  l)(7x2  +  13)] 

x— »V2 

,  2x  +  1 

5.  lim  - - —  6. 

x— *2  5  —  3x 


lim 

x— >-3 


4x3  +  1 
7  -  2x2 
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8.  lim  V5x2  +  2x 

x—*—3 

10.  lfm  V~~3w3  +  lw2 

tv— *2 


7.  lfm  v3x  -  5 

x—>3 

9.  lfm  (2/3  +  15)13  ] 

/  4y3  +  8v\1/3 

11.  lfm  - - / 

y~*2  V  y  +  4  J 

12.  lfm  (2w4  -  9w3  +  19)“1/2 

w—*  5 


E/i  /os  problemas  del  13  al  24  encuentre  el  llmite  indicado  o  establezca 
que  no  existe.  En  muchos  casos,  necesitara  usar  un  poco  de  algebra  an¬ 
tes  de  intentar  evaluar  el  llmite. 


13.  lfm 


x2  -  4 


15.  lfm 


x^2  xL  +  4 

x2  —  2x  —  3 


,  .  „  x2  -  Sx  +  6 

14.  lim - 

x^>2  X  —  2 


17.  lfm 


-l  x  +  1 

x 3  —  6x2  +  1 1  jc  —  6 
-1  x3  +  4x2  -  19x  +  14 


16.  lfm 


*-»-i  x2  +  1 


,  x 2  +  lx  +  10 

18.  lfm  - - - 

x-^2  X  +  2 


19.  lfm 


x2  +  x  —  2 


*-i  x2  -  1 

u2  -  ux  +  2u  -  2x  „ 

21.  lfm  - 1 -  22. 

u—>-2  u  —  u  —  6 

„„  ,,  2x2  -  6X77  +  47T2 

23.  lfm  - 5 - r - 

7T  x2  -  TT2 

(w  +  2 )(w2  -  w  —  6) 

24.  lfm  - ~ - 

w—*—2  w  +  4w  +  4 


_  „  X2  -  14x  -  51 

20.  lim  — t - 

*-»-3  x2  -  4x  -  21 

„  x2  +  ux  -  X  -  u 

22.  lim  - r - 

x2  +  2x  -  3 


En  los  problemas  del  25  al  30  encuentre  los  limites  lfm  /(x)  =  3  y 

x—*a 

lfm  g(jc)  =  —1  (vease  el  ejemplo  4). 

r-7. - = -  2/(x)  -  3g(x) 

25.  lfm  V/2(x)  +  g2(x)  26.  lfm 

l-a  x^a  f(x)  +  g(x) 

27.  lfm  [/(x)  +  3]  28.  lfm  [/(x)  -  3] 4 

x—>a  L  J  x~*a  L  J 

29.  lfm  [ l/(f) I  +  |3g(f)l]  30.  lfm  [/(«)+  3g(«)] 3 


En  los  problemas  del  31  a!  34  encuentre  lfm  [/(x)  -  /( 2)]/(x  —  2) 

x—*2 

para  cada  funcion  f  dada. 


31.  /(x)  =  3x2 


33.  /(x)  =  - 


32.  /(x)  =  3x2  +  2x  +  1 
34.  /(x)  =  4 


35.  Demuestre  la  afirmacion  6  del  teorema  A.  Sugerencia: 
\f(x)g(x)  ~  LM |  =  |/(x)g(x)  -  Lg(x)  +  Lg(x)  -  LM\ 
=  \g(x)[f(x)  —  L)  +  L[g(x)  -  M]| 

-  lg(*)ll/(*)  ~  L\  +  |L||g(x)  -  M\ 


Ahora  demuestre  que  si  lfm  g(x)  =  M .  entonces  existe  un  numero 

X  —*c 

<$!  tal  que 

0  <  |x  —  c|  <  S|  =>  |g(x)|  <  \M\  +  1 

36.  Demuestre  la  afirmacion  7  del  teorema  A;  primero  de  una 
demostracion  e-5  de  que  lfm  [l/g(x)]  =  1/|  lfm  g(x)l  y  luego  apli- 

x—*c  '-X—*C  J 

que  la  afirmacion  6. 

37.  Demuestre  que  lfm  /(x)  =  L  <=>  lfm  [/(x)  -  L ]  =  0. 

x—*c  x—*c 

38.  Demuestre  que  lfm  f(x)  =  0  <=>  lfm|/(x)|  =  0. 

x—*c  x—*c 

39.  Demuestre  que  lfm  \x \  =  |c|. 

X — *C 

40.  Encuentre  ejemplos  para  demostrar  que  si 

(a)  lfm  |/(x)  +  g(x)  existe,  esto  no  implica  que  exista  lfm  /(x) 

o  lfm  g(x); 
x — *c 

(b)  lfm  /(x)  •  g(x)  existe,  esto  no  implica  que  exista  lfm  /(x)  o 

x~*c  ^  -*  X  —*c 

lfm  g(x). 

x—*c 

En  los  problemas  del  41  al  48  encuentre  cada  uno  de  los  limites  unila- 
terales  o  establezca  que  no  existen. 


41.  lfm 


43.  lfm  *  ~ 

Vx2  -  9 

„  (x^2  +  1 )  I  x] 

45.  lim - 

x~*2+  (3JC  —  l)2 

X 

47.  lfm  ,  t 

r—  0'  X 


42.  lfm 


..  VI  +x 
44.  lim  -  — - — 
*-»r  4  +  4x 


46.  lfm  (x  -  jx]) 

x—*y 

48.  lfm  [x2  +  2x] 


49.  Suponga  que  /(x)g(x)  =  1  para  toda  x  y  que  lfm  g(x)  =  0. 

x—*a 

Demuestre  que  lfm  /(x)  no  existe. 

x—*a 

50.  Sea  R  el  rectangulo  que  une  los  puntos  medios  de  los  lados 
del  cuadrilatero  Q.el  cual  tiene  vertices  (±x,  0)  y  (0,  ±1).  Calcule 

perfmetro  de  R 

lfm  — - 

r— *o+  penmetro  de  Q 

51.  Sea  y  =  Vx  y  considere  los  puntos  M,  N,  O  y  P  con  coorde- 
nadas  (1,0),  (0, 1),  (0, 0)  y  (x,y)  en  la  grafica  de  y  =  Vx,  respectiva- 
mente.  Calcule: 


perfmetro  de  XNOP  area  de  A  NOP 

^  perfmetro  de  txMOP  ^  area  de  AMOP 


Respuestas  a  la  revision  de  eonceptos:  1.  48  2.  4 
3.  -8;  -4  +  5c  4.  0 


1.4  El  teorema  B  de  la  seccion  anterior  dice  que  los  limites  de  funciones  polinomiales 
Limites  Clue  involucmn  s’emPre  pueden  encontrarse  por  sustitucion  y  los  limites  de  funciones  rationales  pue- 
.  A  ,  den  encontrarse  por  sustitucion,  siempre  y  cuando  el  denontinador  no  sea  cero  en  el 

funciones  tngonornetncas  punto  lfmite.  Esta  regia  de  sustitucion  se  aplica  tambien  a  las  funciones  trigonometri¬ 
cas.  Este  resultado  se  establece  a  continuation. 
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Figura  1 


Detnostracion  de  la  afirmacion  1  Primero  establecemos  el  caso  especial  en 
el  que  c  =  0.  Supongase  que  t>  0  y  que  los  puntos  A,  B  y  P  estan  definidos  como  en  la 
figura  1.  Entonces 

0  <  \BP\  <  \AP |  <  arc(AE) 

Pero  I  BP  I  =  sen  t  y  arco(AP)  =  t ,  de  modo  que 

0  <  sen  t  <  t 


Si  t  <  0,  entonces  t  <  sen  t  <  0.  Asi  que  podemos  aplicar  el  teorema  del  emparedado 
(teorema  1.3D)  y  concluir  que  lim  sen  t  =  0.  Para  completar  la  demostracion,  tambien 

necesitaremos  el  resultado  de  que  lim  cos  t  —  1.  Esta  se  deduce  aplicando  una  identidad 
trigonometrica  y  el  teorema  1.3 A: 


lim  cos  t  =  lim  \/l  —  sen2 1  =  Vl  —  ( lim  sen  t)2  = 

l— 0  (-*0  V— 0  / 


A  -  O2  =  1 


Ahora,  para  demostrar  que  lim  sen  t  =  sen  c.  primero  hacemos  h  =  t  -  c  de  modo 

t—*c 

que  h  — » 0  cuando  t  — *  c.  Entonces 

lim  sen  t  =  lim  senic  +  h ) 

l — *c  h^0 

=  h'm  (sen  c  cos  h  +  cos  c  sen  h)  (Identidad  de  la  suma  de  angulos) 
=  (sen  c)(  lim  cos  h )  +  (cos  c)(  lim  sen  h ) 

=  (senc)(l)  +  (cosc)(0)  =  sene  ■ 

Demostracion  de  la  afirmacion  2  Otra  vez  utilizamos  la  identidad  junto  con 
el  teorema  1.3A.  Si  cos  c  >  0,  entonces  para  t  cercano  a  c  tenemos  cos  t  =  \/l  —  sen2  t. 
Por  lo  tanto, 

lim  cos  t  =  lim  Vl  —  sen2 1  =  Vl  —  (lim  sen  t)2  =  VI  —  sen2  c  —  cos  c 

[~>c  t — >c  V/— *c  ' 

Por  otra  parte,  si  cos  c  <  0,  entonces  para  t  cercano  a  c  tenemos  cos  t  =  -vT  -  sen2 1. 


lim  cost  =  lim(  — \/l  —  sen2  f)  =  — Vl  —  (lim  sen  t)2  =  —  Vl  —  sen2  c 

t — *c  t — *C  '  't—+C  ' 


=  —  Vcos 2c  =  —  |cosc|  =  COS  c 
El  caso  c  =  0  se  trabajo  en  la  demostracion  de  la  afirmacion  1 . 


Las  demostraciones  de  las  demas  afirmaciones  se  dejan  como  ejercicios.  (Veanse 
los  problemas  21  y  22).  El  teorema  A  puede  utilizarse  junto  con  el  teorema  1.3A  para 
evaluar  otros  limites. 


t2  cos  f 


EJEMPLO  1  ;  Encuentre  lim - 

- J  (-»o  t  +  1 


SOLUTION 


lim  _ coV  _  f  ||'m  -  Vlim  cos  t)  =  0  - 1  =0 

r— >o  t  +  1  V^o  t  +  1  o  1 


Dos  limites  importantes  que  no  pueden  evaluarse  por  sustitucion  son 

„  sen  t  „  1  —  cos  t 

lim -  y  lim - 

1—0  /  (->0  t 
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En  la  seccion  1.1  encontramos  el  primero  de  estos  limites,  en  donde  conjeturamos  que 
el  limite  era  1.  Ahora  demostramos  que  en  verdad  1  es  el  limite. 


Demostracion  de  la  afirmacion  1  En  la  demostracion  del  teorema  A  de  esta 
seccion  mostramos  que 

lim  cos  1=1  v  lim  sen  t  =  0 

r=>0  r— >0 

Para  —v/2  :S  t  <  -tt/2,  t  ^  0  (recuerde,  no  importa  que  suceda  en  t  =  0).  dibuje  el  segmen- 
to  de  recta  vertical  BP  y  el  arco  circular  BC ,  como  se  muestra  en  la  figura  2.  (Si  t  <  0. 
entonces  considere  la  region  sombreada  reflejada  con  respecto  al  eje  x.)  De  la  figura  2 
se  hace  evidente  que 

area(sector  OBC)  £  area(A OBP)  £  area(sector  OAP) 

El  area  de  un  triangulo  es  un  medio  del  producto  de  su  base  por  la  altura,  y  el  area  de 
un  sector  circular  con  angulo  central  f  y  radio  res  ^  r2 1 1 1  (vease  el  problema  42  de  la 
seccion  0.7).  Al  aplicar  estos  resultados  a  las  tres  regiones  dadas 

11  1 
—  (cos  r)2|f |  £-cost|senf|  £ -l2|f| 

que,  despues  de  multiplicar  por  2  y  dividir  entre  el  numero  positivo  Itlcos  1,  se  obtiene 


Como  la  expresion  (sen  f)/t  es  positiva  para  -7r/2  £  t  £  7r/2,  t  *  0,  tenemos  I  sen  t 1  / 1 1 1  = 
(sen  t)/t.  Por  lo  tanto, 

sen  t  1 

cos  t  £ - £ - 

t  cos  t 

Como  estamos  buscando  el  limite  de  la  funcion  de  en  medio  y  conocemos  el  limite  de 
cada  una  de  las  funciones  “exteriores”,  esta  doble  desigualdad  pide  que  apliquemos  el 
teorema  del  emparedado.  Cuando  lo  aplicamos,  obtenemos 

,,  sent 

lim -  =  1  ■ 

r— *o  r 

Demostracion  de  la  afirmacion  2  El  segundo  limite  se  deduce  con  facilidad  a 
partir  del  primero.  Solo  multiplique  el  numerador  y  el  denominador  por  (1  +  cos  t)\ 
esto  da 

,  1  —  cos  t  1  —  cos  (  1  +  cos  t  ,,  1  —  cos2 1 

urn  - =  lim - - -  =  lim  — - - 

/— >o  t  »o  t  1  +  cost  t-»o  f(l  +  cost) 

sen2 1 

=  lim  — - - 

t—*0  f(l  +  cos  t) 

/  .  \  lim  sen  t  n 

=  - T  =  l-?  =  0  ■ 

\(-»o  t  )  lim(l  +  cost)  2 
r— -o 

Haremos  uso  explicito  de  estos  dos  limites  en  el  capitulo  2.  En  este  momento  po- 
demos  usarlos  para  evaluar  otros  limites. 


EJEMPLO  2  Encuentre  cada  limite, 


(a)  lim 

.r— >0 


sen  3x 


,  1  —  cos  f 

(b)  lim - 

t~* o  sen  t 


,  sen  4x 
(c)  lim - 

-v  >o  tan  x 


x 
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SOLUCION 


(a) 


,,  sen  3x 
km  - 

x— 0  X 


lim  3 

x — *0 


sen  3x 
3x 


3  lim 

x— »0 


sen  3x 
3x 


Aquf,  el  argumento  de  la  funcion  seno  es  3x,  no  solo  x,  como  lo  requiere  el  teorema  B. 
Sea  y  =  3x.  Entonces  y  — »  0  si  y  solo  si  x  —> 0,  de  modo  que 


sen  3x  ,  sen  y 

lim  - =  lim  - 

x— o  3x  .y— o  y 


=  1 


Por  lo  tanto, 


,,  sen  3x 

lim - 

x— >0  X 


3  lim 

x— >0 


sen  3x 
3x 


=  3 


(b) 


1  —  cos  t 

lim - 

(->o  sen  t 


1  —  cos  t 


lim - 

o  sen  t 


t 


1  —  cos  t 

lim  - 

r— >0  t 

„  sen  t 

lim - 

i—o  t 


Figura  3 


(c) 


,,  sen  4x 

lim  - 

v— o  tan  x 


lim 

x— 0 


4  sen  4x 
4x 

sen  x 
x  cos  x 


4  lim 

x— 0 


sen  4x 
"  4x 


lim 


sen  x 


4 

1-1 


4 


■ 


JQijEMPLd  3^]  Haga  un  bosquejo  de  las  graficas  de  »(x)  =  1x1,  /(x)  =  -I  x  I  y  f(x)  = 
x  cos(l/x).  Utilice  estas  graficas  junto  con  el  teorema  del  emparedado  (teorema  D  de  la 
seccion  1.3)  para  determinar  lim  /(x). 

x— o 


SOLUCKYN  Observe  que  cos(l/x)  siempre  esta  entre  — 1  y  1  y/(x)  =x  cos(l/x).  Por  lo 
tanto,  x  cos(l/x)  siempre  estara  entre  — x  y  x,  si  x  es  positiva  y  entre  x  y  — x,  si  x  es  nega- 
tiva.  En  otras  palabras,  la  grafica  de  y  =x  cos(l/x)  esta  entre  las  graficas  de  y  =  lx  I 
y  y  =  —  lx  I,  como  se  muestra  en  la  figura  3.  Sabemos  que  lim  |x|  =  lim(-|x|)  =  0 

x  — >  0  x  *  0 

(vease  el  problema  27  de  la  seccion  1.2)  y  como  la  grafica  de  y  —f(x)  =  x  cos(l/x)  esta 
“emparedada”  entre  las  graficas  de  h(x)  =  Ixl  y  l(x)  =  — Ixl,  ambas  tienden  a  cero 
cuando  x  — »  0  y  podemos  aplicar  el  teorema  del  emparedado  para  concluir  que 
lim  /(x)  =  0.  B 


Revision  de  conceptos 

1.  lim  sen  t  =  _ . 

(—0 


2.  lim  tan  t  = 

t—*Tr/  4 


3. 

porque 


El  limite  lfm- 

f-^0 


sen  t 


no  puede  evaluarse  por  sustitucion 


4. 


sen  t 
lim - 

o  t 
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Conjunto  de  problemas  1.4 


En  los  problemas  del  1  al  14  evali'ie  cada  limite. 


1. 

lfm 

x  *0 

COS  X 

2. 

lfm 

$—*TTl 

8  cos  6 

n 

X  +  1 

3. 

lfm 

(->0 

cos2  t 

4. 

lfm 

3x  tan  x 

1  4-  sen  t 

sen  x 

5. 

lfm 

jt— »o 

sen  x 

6. 

lfm 

0-»O 

sen  36 

2x 

28 

7. 

lfm 

sen  38 

8. 

lfm 

0-xO 

tan  58 

tan  8 

sen  28 

9. 

lfm 

0— >0 

cot  (tt8)  sen  8 

10. 

lfm 

!->  0 

sen2  3/ 

2  sec  8 

2 1 

11. 

lfm 

l->0 

tan2  3 1 

12. 

lfm 

1—0 

tan  2 1 

2 1 

sen  2t  —  1 

13. 

lfm 

sen  3f  +  4f 

14. 

lfm 

sen2  8 

En  los  problemas  del  15  al  19  trace  las  funciones  u(x),  I(x)  y  f(x).  Des¬ 
pues  utilice  estas  grdficas  junto  con  el  teorema  del  emparedado  para 

determinar  lfm  f(x). 
x->0 

15.  u(x)  =  |jc|, /(jc)  =  -|x|,/(x)  =  xsen(l/x) 

16.  u(x)  =  |x|,/(x)  =  —  |x|,/(x)  =  xsen(l/x2) 

17.  u(x)  =  |xj,/(x)  =  -|x|,/(x)  =  (1  -  cos2x)/x 

18.  u(x )  =  1  ,l(x)  =  1  -  x2,f(x)  =  cos2  x 

19.  u(x)  =  2,  l(x)  =  2  —  x2, /(x)  =  1  +  SCn  X 

20.  Demuestre  que  lim  cos  t  =  cos  c  utilizando  un  argumento  si- 

t— »C 

milar  al  que  se  empleo  en  la  demostracion  de  que  lim  sen  t  =  sen  c. 

t~*C 

21.  Demuestre  las  afirmaciones  3  y  4  del  teorema  A  mediante  el 
teorema  1.3  A. 


22.  Demuestre  las  afirmaciones  5  y  6  del  teorema  1.3 A. 

23.  Con  base  en  area (OBP)  <  area(sector  OAP )  s  area (OBP)  + 
areal ABPQ)  en  la  figura  4,  demuestre  que 

cos  t  £  — - —  <  2  -  cos  t 
sen  t 

y  as!  obtenga  otra  demostracion  de  que  ltm  (sen()/f  =  1. 


Figura  4  Figura  5 


24.  En  la  figura  5,  sea  D  el  area  del  triangulo  ABP  y  E  el  area  de 
la  region  sombreada. 

D 

(a)  Haga  una  conjetura  acerca  del  valor  de  lim  —  observando  la  fi¬ 
gura. 

(h)  Encuentre  una  formula  para  D/E  en  terminos  de  t. 

0(c)  Utilice  una  calculadora  para  obtener  una  estimation  precisa 

de  11m  — . 
f— *04  E 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.0  2.  1 
3.  el  denominador  es  cero  cuando  t=  0  4.  1 


1.5 

Limites  al  infinito; 
limites  infinitos 


Con  frecuencia,  los  problemas  y  paradojas  mas  profundos  de  las  matematicas  estan  en- 
trelazados  con  el  uso  del  concepto  de  infinito.  Incluso,  el  progreso  matematico,  en  par¬ 
te,  puede  medirse  en  terminos  de  la  comprension  del  concepto  de  infinito.  Ya  hemos 
utilizado  los  sfmbolos  oo  y  — oo  en  nuestra  notation  para  ciertos  intervalos.  Asf,  (3,  oo)  es 
nuestra  forma  para  denotar  al  conjunto  de  todos  los  numeros  reales  mayores  que  3. 
Observe  que  nunca  nos  hemos  referido  a  oo  como  un  numero.  Por  ejemplo,  nunca  lo 
hemos  sumado  ni  dividido  entre  algun  numero.  Utilizaremos  los  sfmbolos  oo  y  -oo  de 
una  manera  nueva  en  esta  seccion,  pero  estos  atin  no  representan  numeros. 


Figura  1 


Limites  al  infinito  Considere  la  funcion  g(x)  =  x/(l  +  x2)  cuya  grafica  se  muestra 
en  la  figura  1.  Hacemos  esta  pregunta:  (.que  le  sucede  a  g(x )  cuando  x  se  hace  cada  vez 
mas  grande?  En  sfmbolos,  preguntamos  por  el  valor  de  lfm  g(x). 

»oo 

Cuando  escribimos  x  — *  oo ,no  queremos  dar  a  entender  que  en  un  lugar  muy,  muy 
alejado  a  la  derecha  del  eje  x  exista  un  numero  — mas  grande  que  todos  los  demas —  al 
cual  se  aproxima  x.  En  lugar  de  eso  utilizamos  x  — »  oo  como  una  forma  breve  de  decir 
que  x  se  hace  cada  vez  mas  grande  sin  cota. 

En  la  tabla  de  la  figura  2  hemos  listado  valores  de  g(x)  =  x/(l  +  x2)  para  diversos 
valores  de  x.  Parece  que  g(x)  se  hace  cada  vez  mas  pequeno  conforme  x  se  hace  cada 
vez  mas  grande.  Escribimos 
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X 


X 

1 

10 

0.099 

100 

0.010 

1000 

0.001 

10000 

0.0001 

1 

i 

00 

9 

Figura  2 


lfm - 

1  +  x 


2 


=  0 


A1  experimentar  con  mimeros  negativos  cada  vez  mas  lejanos  del  cero  nos  conducirfa  a 
escribir 


lfm  - -  =  0 

,r-»-ool  + 


Definiciones  rigurosas  de  limites  cuando  v  — »  ±oo  En  analogfa  con  nues- 
tra  definicion  e  —  S  para  lfmites  ordinarios,  hacemos  la  siguiente  definicion. 


Definicion  Limite  cuando  x  — *  oo 

Sea/definida  en  [c,  oo)  para  algun  numero  c.  Decimos  que  lfm  f{x)  =  L.  si  para 

•V— I -oo 

cada  e  >  0  existe  un  correspondiente  numero  M,  tal  que 

x  >  M  =>  | f(x)  —  L\  <  e 


Figura  3 


Notara  que  M  puede  depender  de  s.  En  general,  entre  mas  pequena  sea  e,  mas 
grande  tendra  que  ser  M.  La  grafica  en  la  figura  3  puede  ayudarle  a  comprender  lo  que 
estamos  diciendo. 


i 

Definicion  Limite  cuando  v  — »  -oo 

T 

-L 

Sea/definida  en  (— oo,  c]  para  algun  numero  c.  Decimos  que  lfm  f(x)  =  L  si  pa- 

1 

ra  cada  e  >  0  existe  un  correspondiente  numero  M,  tal  que 

M  X 

x  <  M  =>  /(*)  —  L\  <  e 

u  EJEMPLO  1 J  Demuestre  que  si  k  es  un  entero  positivo,  entonces 

lfm  ~  =  0  y  lfm  -'r  =  0 

x — »00  x — OO 

SOLUCION  Sea  e  >  0  dada.  Despues  de  un  analisis  preliminar  (como  en  la  seccion 
1.2),elegimos  M  =  ^  1/e.  Entonces  x  >  M  implica  que 


1 

— -o 

x 


1 


1 


X-  M 

La  demostracion  de  la  segunda  proposicion  es  similar. 


Habiendo  dado  las  definiciones  de  esta  nueva  clase  de  lfmites,  debemos  enfrentar- 
nos  a  la  pregunta  de  si  el  teorema  principal  de  lfmites  (teorema  1.3A)  se  cumple  para 
ellos.  La  respuesta  es  sf,  y  la  demostracion  es  similar  a  la  de  las  proposiciones  origina¬ 
tes.  Observe  como  utilizamos  este  teorema  en  los  siguientes  ejemplos. 


BeIEMPLO  2 


Demuestre  que  lfm  - r 

X-.OQ  1  +  x- 


=  0. 


SOLUCION  Aquf  utilizamos  un  truco  comun:  dividir  el  numerador  y  el  denominador 
entre  la  potencia  mas  alta  de  x  que  aparece  en  el  denominador,  esto  es,  x2. 


lfm - r 

x  *oo  1  -I- 


X 


lfm 


=  lfm 


x 


jt— >°o  1  -f  XZ  X— >oo 


+  1 


lfm  — 

x  *oo  X 


0 


lfm 


lfm  1 


0  +  1 


=  0 


x  +°o  x  r— 1 >oo 
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I  5“ 

1  4- 

- 

i  3- 

1  - 

1  1  1 

y  i  t  i  i  * 

'  '  '  ro 

-3  -2  -1  / 

•  *  i  i  x 

\  2  3  4  x 

f-\- 

ura  4 


EJEMPLO  3  [  Encuentre  h'm 


2x 3 


-  -J1  +  x3 

SOLUCION  La  grafica  de/(x)  =  2x3/(  1  +  x3)  se  muestra  en  la  figura  4.  Para  encontrar 
el  limite,  divida  el  numerador  y  el  denominador  entre  x3. 

2x3  ..2  2 


h'm 


=  h'm 


*-°°l  +  x3  +  1  0  +  1 


=  2 


Limites  tie  siicesiones  El  dominio  para  algunas  funciones  es  el  conjunto  de  los 
numeros  naturales  jl,  2,  3, . . .}.  En  esta  situation,  por  lo  regular  escribimos  a„  en  lugar 
de  a(n)  para  denotar  al  n-esimo  termino  de  la  sueesion,  o  { an }  para  denotar  a  toda  la 
sucesion.  Por  ejemplo,  podrfamos  definir  la  sueesion  por  medio  de  an  =  n/(n  +  1). 
Considere  lo  que  sucede  cuando  n  se  hace  grande.  Unos  cuantos  calculos  muestran  que 


12  3  4 

a,  =  a2  =  — ,  ,  a4  =  — , 

1  2  2  3  4  5 


_  100 
«,oo  -  lor 


Pareciera  que  estos  valores  se  aproximan  a  1,  de  modo  que  serfa  razonable  decir  que 
para  esta  sucesion  lfm  an  =  1.  La  siguiente  definicion  proporciona  significado  a  esta 

n — >oo 

idea  del  limite  de  una  sucesion. 


Definicion  Limite  de  una  sucesion 

Sea  a,,  definida  para  todos  los  numeros  naturales  mayores  o  iguales  que  algun  nu- 
mero  c.  Decimos  que  Km  an  =  L, si  para  cada  e>0  existe  un  correspondiente  nume- 

n— >oo 

ro  natural  M,  tal  que 

n  >  M  =>  \an  -  L\  <  e 


Observe  que  esta  definicion  es  casi  identica  a  la  definicion  de  Km  fix).  La  linica 

X— *00 

diferencia  es  que  ahora  pedimos  que  el  argumento  de  la  funcion  sea  un  numero  natu¬ 
ral.  Como  podrfamos  esperar,  el  teorema  principal  de  los  limites  (teorema  1.3 A)  se 
cumple  para  las  sucesiones. 


.8  -• 
.6  - 
0.4 
.2 


Figura  5 


EJEMPLO  4  Determine  Km 

I - 1  M-»°o 


n  +  1 
n  +  2 


SOLUCION  La  figura  5  muestra  una  grafica  de  an 
1.3  A  se  obtiene 


n  +  1 
n  +  2 


Km 

«— >00 


nTTT  (  n  +  1\1/2  (  1 

- -  =  Km - -  =  Km 


->0°  n  +  2 


l/n\L2 

oo  1  +  2  jn  ) 


.  Al  aplicar  el  teorema 


l  +  o\1/2  _ 

1  +  0/  _  1 


Necesitaremos  el  concepto  de  limite  de  una  sucesion  en  la  seccion  3.7  y  en  el  capi- 
tulo  4.  Las  sucesiones  se  estudian  con  mayor  detalle  en  el  capitulo  9. 


Limites  infinitos  Considere  la  grafica  de/(x)  =  l/(x  —  2)  que  se  muestra  en  la  fi¬ 
gura  6.  Cuando  x  se  acerca  a  2  por  la  izquierda,  la  funcion  parece  que  disminuye  sin  co- 
ta.  De  forma  analoga,  cuando  x  se  aproxima  a  2  por  la  derecha,  la  funcion  parece  que 
aumenta  sin  cota.  Por  lo  tanto,  no  tiene  sentido  hablar  acerca  de  Km  l/(x  —  2),  pero 
creemos  que  es  razonable  escribir 

lim  — - —  =  —  oo  y  lim  — - —  =  oo 
r->2  X  —  2  ,t-»2+  X  “  2 

Aqui  esta  la  definicion  precisa. 


Definici6n  Limite  infinito 

Decimos  que  lim  /(x)  =  oo,  si  para  cada  numero  positivo  M  corresponde  una 
8  >  0  tal  que 

0<x  —  c<<5=>  /(x)  >  M 


Figura  6 
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En  otras  palabras,/(x)  puede  hacerse  tan  grande  como  deseemos  (mayor  que  cualquier 
M  que  elijamos)  tomando  x  lo  suficientemente  cerca,  pero  a  la  derecha  de  c.  Existen 
definiciones  correspondientes  para 


Figura  7 


li'rn  f(x)  =  -oo  lfm  /(x)  =  oo  lfm  f(x)  =  —  oo 

X— ►C+  X — *C  X— *c 

lfm  /( x)  =  oo  lfm  fix)  =  -oo  lfm  fix)  =  oo  lfm  fix)  -  -oo 

x— »oo  x-*oo  X-+-00  X— »-oo 

(Vease  los  problemas  51  y  52). 

M  I  I IM  IMP  5  Encuentre  lfm  - - - -  y  lfm  - - - 

-  *-!-(*-  1)2*-1+(JC  -  l)2 

SOLUCION  La  grafica  de  f(x)  =  l/{x  —  l)2  se  muestra  en  la  figura  7.  Cuando  x  —>  1+, 
el  denominador  permanece  positivo  pero  tiende  a  cero,  mientras  que  el  numerador  es 
1  para  toda  x.  Asf,  la  razon  l/(x  —  l)2  puede  hacerse  arbitrariamente  grande  restrin- 
giendo  la  cercanfa  de  x  respecto  de  1,  pero  a  la  derecha  de  el.  De  manera  analoga,  cuan¬ 
do  x  — » 1—,  el  denominador  es  positivo  y  puede  hacerse  arbitrariamente  cercano  a  cero. 
Asf,  l/(x  -  l)2  puede  hacerse  arbitrariamente  grande  restringiendo  a  que  x  este  cerca 
de  1,  pero  a  la  izquierda  de  el.  Por  lo  tanto,  concluimos  que 


lfm - r 

(x  —  l)2 


lfm - r 

*-r  (x  -  l)2 


Ya  que  ambos  lfmites  son  oo,  tambien  podrfamos  escribir 

lfm - - - r  =  oo 

x—i  (x  -  l)2 

. -  x  +  1 

EJEMPLO  6  Encuentre  lfm  — r - . 

- r-2+  X2  -  5x  +  6 


SOLUCION 

,  x  +  1  ,,  x  +  1 

ltm  —z - =  urn  - - — - — 

x2  -  5x  +  6  r^2+  (x  -  3)(x  -  2) 

Cuando  x  — »  2+  vemos  que  x  +  1  — »  3,  x  —  3  — »  — 1  yx-2— >0+;  por  lo  tanto,  el  numera¬ 
dor  se  aproxima  a  3,  pero  el  denominador  es  negativo  y  tiende  a  cero.  Concluimos  que 

,,  x  +  1 

l>m  7 - 777 - 77  =  _0°  * 

x—*2+  (x  —  3)(x  —  2) 


^Existen  los  lfmites  infinitos? 

En  las  secciones  anteriores  pedimos 
que  un  lfmite  sea  igual  a  un  numero 
real.  Por  ejemplo,  dijimos  que 
„  1 

Inn  - -  no  existe  porque 

l/(x  —  2)  no  se  aproxima  a  un 
numero  real  cuando  x  se  aproxima  a 
2  por  la  derecha.  Muchos  matemati- 
cos  sostienen  que  este  lfmite  no 
existe,  a  pesar  de  que  escribimos 

lfm  — - —  =  co;  decir  que  el  lfmite 
x— *2+  X  -  2 

es  oo  es  describir  la  forma  particular 
en  que  el  lfmite  no  existe.  Aquf 
utilizaremos  la  frase  “existe  en  el 
sentido  infinito”  para  describir  tales 
lfmites. 


Relacion  con  las  asintotas  Las  asfntotas  se  estudiaron  brevemente  en  la  sec- 
cion  0.5,  pero  ahora  podemos  decir  mas  acerca  de  ellas.  La  recta  x  =  c  es  una  asfntota 
vertical  de  la  grafica  de  y  =  /(x),  si  cualquiera  de  las  siguientes  cuatro  proposiciones  es 
verdadera. 


1.  lfm  /(x)  =  oo 

X — *C+ 

3.  lfm  /(x)  =  oo 


2.  lfm  /(x)  =  -oo 

x— >C+ 

4.  lfm  f{x)  =  -oo 


Asf,  en  la  figura  6  la  recta  x  =  2  es  una  asfntota  vertical.  Del  mismo  modo,  en  el  ejemplo 
6  las  rectas  x  =  2  y  x  =  3,  aunque  no  se  muestran  graficamente,  son  asfntotas  verticales. 

De  una  forma  similar,  la  recta  y  —  b  e s  una  asfntota  horizontal  de  la  grafica  de 
y  =  fix)  si  se  cumple 

lfm  fix)  =  b  o  lfm  f(x)  =  b 

*—>00  J  x — >—00  J 

La  recta  y  =  0  es  una  asfntota  horizontal  en  las  figuras  6  y  7. 

B|  EJEMPLO  7  Encuentre  las  asfntotas  horizontales  y  verticales  de  la  grafica  de 
y=/(x),si 

,,  ,  2x 

/w  *  7^7 
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SOLUCION  Con  frecuencia  tenemos  una  asfntota  vertical  en  un  punto  en  donde  el 
denominador  es  cero,  y  en  este  caso  asf  es,  ya  que 


,  2x  2x 

lim  -  =  oo  y  hm - =  —  oo 

x^i+ x  -  1  *-»r  x  -  1 


Por  otra  parte, 


*  lfm  ^A'  =  lfm  - — — — —  =  2  y  lfm  — — —  =  2 
X^co  X  ~  1  x  *oo  ]  —  \jx  x-»-oox  —  1 

y  asf  y  =  2  es  una  asfntota  horizontal.  La  grafica  de  y  =  2x/(x  -  1 )  se  muestra  en  la  fi- 
gura  8.  ■ 


Figura  8 


Revision  de  conceptos 

1.  Decirquex— >oo  significa  que _ ;decirque  h'm  /( x)  =  L 

X— *OC 

significa  que _ .  De  sus  respuestas  en  lenguaje  informal. 

2.  Decir  que  h'm  f(x)  =  oo  significa  que  _ ;  decir  que 

h'm  f{x)  =  -oo  significa  que _ .  De  sus  respuestas  en  lenguaje 

X~*C 

informal. 


3.  Si  h'm  fix)  =  6,  entonces  la  recta 

x-»oo  1 

_ de  la  grafica  de  y  —f{x). 

4.  Si  h'm  f(x)  =  oo,  entonces  la  recta  _ 

jc— »6+ 

_ de  la  grafica  de  y  =f(x). 


es  una  asintota 


.  es  una  asinto- 


Con junto  de  problemas  1.5 

En  los  problemas  del  1  al  42  determine  los  limites. 


1.  h'm  — - 
*->00  X  -  5 


3.  lfm  - r 

7  -  r 


(x  -  5)(3  -  x) 


7.  lfm  — z - r 

2x3  -  lOOx2 

„  3jc3  -  .v2 

9.  lim  — r - - 

x  >oo  TTX i  -  5x 

„  3  V?  +  3* 

11.  lim - - - — 

^°°  V2x} 

13.  h'm 

.v-,00  V  X"  +  4 


2.  h'm  -  t 

x  *oo  5  -  X* 


4.  lfm 


OO  t  —  5 


6.  lfm  —z - 

*  —  0C  ^  _  gx  +  15 
7 t65 

8.  hm  — - : 

fl->-oo  _  5^ 


10.  h'm  —z - 

e^oo  0-  -  5 

J  1 TX3  +  3x 

12.  hm  <  — 7= - 

v-oo  V  x/2xi  +  lx 

I  x2  +  x  +  3 

14.  hm  1  /  7 - - - 77 

*-►00  V  [x  -  l)(x  +  1) 


21.  h'm  v2r  +  3  -  v2x~  -  5).  Sugerencia:  multiplique  y 

X  ^OO  '  ' 

divida  por  \f2x2  +  3  +  \/2x2  -  5. 


22.  lfm  V  x  +  2x  -  x) 

x  >oo  '  ’ 

9  y3  +  1 

23.  lfm  — - .  Sugerencia:  divida  el  numerador  y  el  de- 

y-+-°°y  -  2y  +  2 

nominador  entre  y2. 

anxn  +  alx"">  +  ■•■  +  a„~,x  +  a„ 

24.  lfm  — - 1 - - - — - -,  donde  a„  *  0,  b0  * 

*-~°°baxn  +  biXn~l  +  ■■■  +  b„-]X  +  b„ 

0  y  n  es  un  numero  natural. 


25.  lfm 


27.  lfm  — : — 7 
Jc— >4+  X  —  4 


26.  lfm  — t=— . 

n^°°  VV  +  2n  +  1 


28.  lfm  - — 

i—  .r  t  +  3 


15.  lfm - 

n-><x2n  +  1 


16.  lfm  — ; - 

>30  q-  1 


29.  lfm - 7 

1-3  9  -  t2 


30.  lfm 


♦yV  5  -  x 


17.  lfm  - 

>/— >30  fl  +  1 


18.  lfm 


'i— >°o  >r  +  l 


31.  lfm  7 - — 77 - 7 

*— 5’  ( x  —  5)(3  —  x) 


32.  lfm  - 

«— it*  sen  H 


2x  +  1 

19.  lfm  — ; Sugerencia:  divida  el  numerador  y  el  de- 

nominador  entre  x.  Observe  que,  para  x  >  0.  Vx2  +  3/x  = 


/( x 2  +  3)/jr2. 


33.  lfm  — - - 

x->3  X  —  3 


x~  -  x  -  6 
35.  hm - - — 

x-+3  X  —  3 


,  7t6 

34.  lfm  - - 

0-*(ir/iy  COS  6 

,  x2  +  2x  -  8 
36.  lim  - t - 

t->2*  .v2  -  4 


,►  V2x  +  1 

20.  hm - - — 

x— >oo  X  +  4 


37.  lfm  ■ 

x^O1  X 


«  1-  W 
38.  lim  - 

x  >ir  x 
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39. 

v  1*1 

lim  — 

40. 

x—>()  x 

1  +  cos  X 

41. 

hm 

42. 

mil 

x-+q  sen  x 


x~*0h  x 


sen  x 
hm - 

x  *oo  X 


En  los  problemas  del  43  al  48  encuentre  las  asintotas  horizontales 
y  verticales  para  las  graficas  de  las  funciones  indicadas.  Despues  dibu- 
je  sus  grdficas. 


43.  f{x) 
45.  F{x) 
47.  gix ) 


3 

44. 

fix) 

3 

x  +  1 

<N 

t-H 

+ 

1 

2x 

46. 

Fix) 

3 

x  —  3 

1 

1 

* 

N) 

14 

48. 

gix) 

2x 

2x2  +  7 

Vx2  +  5 

1 

n  — 
x 

1 

x 

I 

X 

56.  La  Teoria  Especial  de  la  Relatividad  de  Einstein  dice  que  la 
masa  m(v)  de  un  objeto  esta  relacionada  con  su  velocidad  v  por  me¬ 
dio  de 


(c) 

Ifm 

1 

x  sen  — 

(d)  h'm  x3/2 

^■—00 

X 

X  *130 

(e) 

lim 

x  1  2  sen  x 

(f) 

lim 

f  rt 
sen  — 

*—►00 

x — *60 

V  6 

(g) 

lfm 

senf  x  +  —  ] 

(h) 

lfm 

sen  x 

x~*  00 

\  x) 

X  — OO 

L  V 

m(n) 


m0 

Vl  -  v2/c2 


Aqul,  mQ  es  la  masa  en  reposo  y  c  es  la  velocidad  de  la  luz.  ^.Que  es 
h'm  m(v)7 

fl— >C 


49.  La  recta  y  =  ax  +  b  sc  denomina  asi'ntota  oblicua  a  la  grafica 
de  li'm  [fix)  -  (ax  +  b)]  =  0o  11m  [/(x)  —  (ax  +  fell  =  0. 

x— *00  x—*-00 

Encuentre  la  asi'ntota  oblicua  para 


fix)  = 


2x4  +  3x3  -  2x  —  4 


Sugerencia:  Comience  por  dividir  el  denominador  entre  el  nume- 
rador. 

50.  Encuentre  la  asi'ntota  oblicua  para 

3x3  +  4x2  -  x  +  1 


fix) 


xl  +  1 


51.  Utilizando  los  slmbolos  M  y  S,  de  definiciones  precisas  de  ca- 
da  expresion. 

(a)  11m  f(x)  —  —oo  (b)  h'm  f(x)  =  oo 

x—>c+  x—*c" 

52.  Utilizando  los  slmbolos  MyN.de  definiciones  precisas  de 
cada  expresion. 

(a)  h'm  f(x)  =  oo  (b)  h'm  f(x)  =  oo 

x— oo  .r— »-oo 

53.  De  una  demostracion  rigurosa  de  que  si  lim  f(x)  =  A  y 

x—*oo 

lim  g(x)  =  B,  entonces 

x  —  oo 

h'm  [fix)  +  g(x)[  =  A+  B 

x—>oo 

54.  Hemos  dado  el  significado  de  lim  /(*)para  A  =  a,  a—,  a+ , 

x—*  A 

—oo.  oo.  Ademas,  en  cada  caso,  este  llmite  puede  ser  L  (finito),  -oo,  oo 
o  es  posible  que  no  exista.  Construya  una  tabla  que  ilustre  cada  uno 
de  los  20  casos  posibles. 

55.  Encuentre  cada  uno  de  los  siguientes  limites  o  indique  que 
no  existe,  incluso,  en  el  sentido  infinito. 

(a)  h'm  sen  x  (b)  h'm  sen— 

.v— *oo  x — .oo  X 


EEj  Utilice  una  computadora  o  una  calculadora  grafica  para  encontrar 
los  limites  en  los  problemas  del  57  al  64.  Empiece  por  la  grafica  de  la 
funcion  en  una  ventana  adecuada. 

3x2  +  x  +  1 


57.  11m 


58.  11m 


2x“  -  3x 


jr— oo  2x2  —  1  *->-oo  V  5x2  +  1 

59.  h'm  (V2x2  +  3x  -  V2x2  -  5) 


60.  h'm 


2x  +  1 


V3x2  +  1 


l  v° 

61.  h'm  I  1  H —  ] 


62.  Ifm  (  1  + 

x — *00 


63.  lim  1  +  - 

31  —  00  \  X 


/  i  \  sen  x 

64.  h'm  (  1  +  —  I 

x—so  \  x  J 

lCASl  Encuentre  los  limites  unilaterales  en  los  problemas  del  65  al  71. 
Comience  por  graficar  la  funcion  en  una  ventana  adecuada.  Su  com¬ 
putadora  puede  indicar  que  alguno  de  estos  limites  no  existen,  pero  si 
es  asi,  usted  debe  ser  capaz  de  interpretar  la  respuesta  como  oo  o  -oo. 


65.  h'm 

*—>3" 


67.  11m 

*—>3 


sen|x  -  3 1 
x  —  3 
cos(x  —  3) 
x  —  3 


66.  11m 

*— >3 

68.  11m 


sen|x  -  3 | 
x—*y  tan(x  -  3) 

cos  x 


69.  h'm  1  + 

*-^o+v 


71.  hmfl  +  VxV 

*->o+v  ' 


77/2 

70.  h'm  (l  +  VxW* 

*->o+v  ' 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  x  aumenta  sin  cota; 
f(x)  se  aproxima  a  L  cuando  x  aumenta  sin  cota.  2 .f(x)  aumenta 
sin  cota  cuando  x  se  aproxima  a  c  por  la  derecha;/(x)  disminuye  sin 
cota  cuando  x  tiende  a  c  por  la  izquierda.  3.  y  =  6;  horizontal  4.  x  =  6; 
vertical. 


1 .6 

Continuidad 
de  funciones 


En  matematicas  y  ciencias  utilizamos  la  palabra  continuo  para  describir  un  proceso 
que  sigue  sin  cambios  abruptos.  De  hecho,  nuestra  experiencia  nos  lleva  a  suponer  que 
esto  es  una  caracterlstica  esencial  de  muchos  procesos  naturales.  Es  esta  nocion,  con 
respecto  a  funciones,  la  que  ahora  queremos  precisar.  En  las  tres  graficas  que  se  mues- 
tran  en  la  figura  1,  solo  la  tercera  exhibe  continuidad  en  c.  En  las  primeras  dos  graficas, 
h'm  f(x)  no  existe,  o  bien  existe  pero  no  es  igual  a  f(c).  Solo  en  la  tercera  grafica 

x—*c 

h'm  f(x)  =  f(c). 

x—*c 
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Una  maquina  discontinua 

Un  buen  ejemplo  de  una  maquina 
de  discontinuidades  es  la  maquina  de 
servicio  postal,  que  (en  2005,  en 
Estados  Unidos)  cobraba  $0.37  por 
una  carta  de  1  onza,  pero  $0.60 
por  una  carta  de  un  poco  mas  de 
una  onza. 


Ii'm/C.t)  no  existe 


1 

I 

1 

c 

X 

1 

c 

X 

lfm/(.v)  existe.  pero  lim/(x)  =  /(c) 

Umf(x)  *f(c). 


Figura  1 

He  aquf  la  definicion  formal. 

Definicion  Continuidad  en  un  pun  to 

Sea/definida  en  un  intervalo  abierto  que  contiene  a  c.  Decimos  que/es  continua  en 
c  si 

lfm  f(x)  =  /(c) 

X—i *C 


Figura  2 


Con  esta  definicion  queremos  decir  que  necesitamos  trescosas: 

1.  que  lfm  /(x)  existe, 

x— *C 

2.  que  /(c)  existe  (es  decir,  c  esta  en  el  dominio  de  f)  y 

3.  lfm  f(x)  =  /(c). 

Si  cualquiera  de  estas  tres  no  se  cumple,  entonces/es  discontinua  en  c.  Asf,  las  funcio¬ 
nes  representadas  por  la  primera  y  segunda  graficas  de  la  figura  1  son  discontinuas  en 
c.  Sin  embargo,  no  parecen  ser  discontinuas  en  otros  puntos  de  sus  dominios. 


\  —  4 
x  —  2 


,  x  i=-  2.  /Como  debe  definirse /en  x  =  2  para 


M  EJEMPLO  1  1  Sea  f{x) 
hacer  que  sea  continua  allf? 

SOLUCION 

x2  —  4  (x  —  2)(x  +  2) 

lfm  - —  =  lfm  - - - =  lfm(x  +  2)  =  4 

x— >2  X  —  2  x~*2  x  —  2  x— »2 

Por  lo  tanto,  definimos  /( 2)  =  4.  La  grafica  de  la  funcion  resultante  se  muestra  en  la  fi¬ 
gura  2.  De  hecho,  vemos  que  f(x )  =  x  +  2  para  toda  x.  N 


Un  punto  de  discontinuidad  c  se  denomina  removible,  si  la  funcion  puede  definir¬ 
se  o  redefinirse  en  c,  de  modo  que  se  haga  continua  la  funcion.  De  otra  forma,  un  pun¬ 
to  de  discontinuidad  se  denomina  no  removible.  La  funcion /del  ejemplo  1  tiene  una 
discontinuidad  removible  en  2,  ya  que  podrfamos  definir/(2)  =  4  y  la  funcion  serfa  con¬ 
tinua  allf. 


Continuidad  de  funciones  conocidas  La  mayorfa  de  las  funciones  con  las 
que  nos  enfrentaremos  en  este  texto  son  (1)  continuas  en  todas  partes  o  (2)  continuas 
en  todas  partes,  excepto  en  algunos  puntos.  En  particular,  el  teorema  1 .3B  implica  el  si- 
guiente  resultado. 


Teorema  A 


Continuidad  de  funciones  polinomiales  y  racionales 

Una  funcion  polinomial  es  continua  en  todo  numero  real  c.  Una  funcion  racional  es 
continua  en  todo  numero  real  c  en  su  dominio;  es  decir,  en  todas  partes,  excepto  en 
donde  su  denominador  es  cero. 
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Figura  3 


y 


I  2  3 


5 


X 


Figura  4 


Recuerde  la  funcion  valor  absoluto  /(x)  =  1x1;  su  grafica  se  muestra  en  la  figura  3. 
Para  x  <  0  ,/(x)  =— x,  es  una  funcion  polinomial;  para  x  >  0  ,/(x)  =  x,  es  otra  funcion  po- 
linomial.  Asf,  por  el  teorema  A,  Ixl  es  continua  en  todos  los  numeros  diferentes  de  cero. 
Pero 

lfm  |x|  =  0  =  1 0 1 

x— *0 

(vease  el  problema  27  de  la  section  1.2).  Por  lo  tanto,  lx  I  tambien  es  continua  en  cero 
por  lo  que  es  continua  en  todas  partes. 

Por  medio  del  teorema  principal  sobre  lfmites  (teorema  1.3  A) 

lfm  Vx  =  V lfm  x  =  Vc 

X — *C  X~*C 

siempre  que  c  >  0,  cuando  n  es  par.  Esto  significa  que  /(x)  =  Vx  es  continua  en  cada 
punto  donde  tiene  sentido  hablar  acerca  de  continuidad.  En  particular, /(x)  =  Vx  es 
continua  en  cada  numero  real  c  >  0  (vease  la  figura  4).  Resumimos. 


Teorema  B 


Continuidad  de  las  funciones  valor  absoluto  y  raiz  w-esima 

La  funcion  valor  absoluto  es  continua  en  todo  numero  real  c.  Si  n  es  impar,  la 
funcion  rafz  n-esima  es  continua  en  todo  numero  real  c;  si  n  es  par,  la  funcion  rafz 
M-esima  es  continua  en  todo  numero  real  positivo. 


Continuidad  en  operaciones  con  funciones  <,Las  operaciones  ordinarias 
entre  funciones  preservan  la  continuidad?  Sf,  de  acuerdo  con  el  teorema  siguiente.  En 
dste,/y  g  son  funciones,  k  es  una  constante  y  n  es  un  entero  positivo. 


Teorema  C 


Continuidad  en  operaciones  con  funciones 


Si/y  g  son  continuas  en  c,  entonces  tambien  lo  son  kf,f  +  g,f~  g,f  •  g,f/g  (con  tal 
que  g(c)  =4  0),/",  X/f  (siempre  que /(c)  >  0,  si  n  es  par). 


Demostracion  Todos  estos  resultados  son  consecuencias  faciles  de  los  correspon- 
dientes  hechos  para  lfmites  del  teorema  1.3A.  Por  ejemplo,  ese  teorema,  combinado 
con  el  hecho  de  que  fy  g  son  continuas  en  c,  produce 


lfm  /(x)g(x)  =  lfm  f(x)  ■  lfm  g(x)  =  /(c)g(c) 

*— X  X  *c 

Esto  es  precisamente  lo  que  significa  decir  que  /  •  g  es  continua  en  c.  ■ 


B|  EJEMPLO  2 

nua? 


^En  que  numeros  F(x)  =  (3|x| 


x2)/(  Vx  +  -Vx)  es  conti- 


SOLUCION  No  necesitamos  considerar  numeros  no  positivos,  ya  que  Fno  esta  defi- 
nida  en  tales  numeros.  Para  cualquier  numero  positivo,  todas  las  funciones  Vx,  Vx, 
| x | ,  y  x2  son  continuas  (teoremas  A  y  B).  Se  deduce,  con  base  en  el  teorema  C,  que 
3|x|,3|x|  —  x2,  Vx  +  Vx,  y  por  ultimo, 


son  continuas  en  cada  numero  positivo.  ■ 

La  continuidad  de  funciones  trigonometricas  se  deduce  del  teorema  1.4A. 


Teorema  D 


Continuidad  de  funciones  trigonometricas 

Las  funciones  seno  y  coseno  son  continuas  en  todo  numero  real  c.  Las  funciones  tan 
x,  cot  x,  sec  x  y  esc  x  son  continuas  en  todo  numero  real  c  en  sus  dominios. 
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Demostracion  El  teorema  1.4A  dice  que  para  todo  numero  real  c  en  el  dominio 
de  la  funcion  lfm  sen  x  =  sen  c,  lfm  cos  x  =  cos  c,  y  asf  sucesivamente  para  las  seis 

X—*C  _  X—*C 

funciones  trigonometricas.  Estas  son  exactamente  las  condiciones  requeridas  para  que 
estas  funciones  sean  continuas  en  cada  numero  real  en  sus  respectivos  dominios.  ■ 


HeJemplo  3  j  Determine  todos  los  puntos  de  discontinuidad  de  f(x )  = 


JUira*  J~'v/  __  j uc.  uwwiuiiiuiu«u  wv  j  j  ^  ^ 

x  ^  0, 1.  Clasifique  cada  punto  de  discontinuidad  como  removible  o  no  removible. 


SOLUCION  Mediante  el  teorema  D,  el  numerador  es  continuo  en  todo  numero  real. 
El  denominador  tambien  es  continuo  en  todo  numero  real,  pero  cuando  r  =  0or=l, 
el  denominador  es  0.  Por  lo  tanto,  con  base  en  el  teorema  C,/es  continua  en  todo  nu¬ 
mero  real,  excepto  x  =  0  y  x  =  1.  Como 

,,  sen  x  ,,  sen  x  ,,  1 

lim  — - -  =  lim  -  •  lim  — - -  =  (1)(1)  =  1 

*— 0  x(l  -  x)  x  x  >o  (1  -  x) 

podrfamos  definir/(0)  =  1  y,  allf,  la  funcion  serfa  continua.  Por  lo  que  x  =  0  es  una  dis¬ 
continuidad  removible.  Ademas,  como 

,  sen  x  sen  x 

lim  — - - -  =  —  oo  y  lim  - =  oo 

*1  +  x(l  —  x)  x  *  1  x(l  —  x) 

no  existe  forma  de  definir  /( 1 )  para  hacer  que  / sea  continua  en  x  =  1 .  Por  lo  tanto,  x  =  1  es 
una  discontinuidad  no  removible.  Una  grafica  de  y  =/(x)  se  muestra  en  la  figura  5.  a 

Existe  otra  operation  con  funciones,  la  composition,  que  sera  muy  importante  en 
el  trabajo  posterior.  Tambien  preserva  la  continuidad. 


liWiffill  Teorema  del  limite  de  composicion  de  funciones 

Si  lfm  g(x)  =  L  y  si /es  continua  en  L,entonces 

X  — *  C 

lfm  f{g{x))  =  /(lfm  g(x))  =  f(L) 

x—*c  x—*c 

En  particular,  si  g  es  continua  en  c  y /es  continua  en  g(c),  entonces  la  composicion 
f°ge s  continua  en  c. 


Demostracion  del  teorema  E  (opciona!) 

Demostracion  Sea  e  >  0  dada.  Como/es  continua  en  L  existe  una  d,  >  0  corres- 
pondiente,  tal  que 

\t  -  L\  <  8,  =>  |/(r)  -  f(L) |  <  e 

y  asf  (vease  la  figura  6) 

|g(x)  -  L\  <  =>  |/(g(x))  -  f(L) |  <  e 

Pero  ya  que  lfm  g{x)  =  L,  para  una  >  0  dada  existe  una  correspondiente  S2  >  0,  tal 


0  <  |x  —  c|  <  d2  =>  lg(x)  —  L|  < 


Cuando  reunimos  estos  dos  hechos,  tenemos 


0  <  |x  -  c|  <  S2  =»  |/(g(x))  -  f(L) |  < 


Esto  demuestra  que 


lfm  f(g(x))  =  f(L) 
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La  segunda  proposition  en  el  teorema  E  se  deduce  de  la  observacion  de  que  si  g  es 
continua  en  c  entonces  L  =  g(c ).  ■ 

H  ljlmploT  ]  Demuestre  que  h{x)  =  lx2  —  3x  +  61  es  continua  en  todo  numero 
real. 


SOLUCION  Sea/(x)  =  lx  I  y  g(x)  =  x2  —  3x  +  6.  Ambas  son  continuas  en  cada  numero 
real  y,  por  lo  tanto,  su  composition 


h{x)  =  /(#(*))  =  U2  -  3x  +  6| 

tambien  lo  es.  ■ 

^EJEMPLO  5~1  Demuestre  que 


h{x)  =  sen 


x4  —  3x  +  1 
x2  —  x  —  6 


es  continua  excepto  en  3  y  —2. 


SOLUCION  x2  —  x  —  6  =  (x  —  3)(x  +  2).  Asf,  la  funcion  racional 


g(x) 


x4  -  3x  +  1 
x2  —  x  —  6 


es  continua  excepto  en  3  y  -2  (teorema  A).  Del  teorema  D  sabemos  que  la  funcion  se- 
no  es  continua  en  todo  numero  real.  Asf,  con  base  en  el  teorema  E  concluimos  que,  co- 
mo  h(x)  =  sen(g(x)),  h  tambien  es  continua  excepto  en  3  y  -2.  II 


Continuidad  en  un  intervalo  Hasta  el  momento  hemos  estudiado  continui- 
dad  en  un  punto.  Ahora.deseamos  analizar  la  continuidad  en  un  intervalo.  La  continui¬ 
dad  en  un  intervalo  tiene  que  significar  continuidad  en  cada  punto  de  ese  intervalo. 
Esto  es  exactamente  lo  que  significa  para  un  intervalo  abierto. 

Cuando  consideramos  un  intervalo  cerrado  [a,  b],  nos  enfrentamos  a  un  problema. 
Podrfa  ser  que/incluso  no  este  definida  a  la  izquierda  de  a  (por  ejemplo,  esto  ocurre 
para/(x)  =  Vxena  =  0),asfquehablandoestrictamente,  Ifm  /(x)  no  existe.  Elegimos 

x—*a 

darle  la  vuelta  a  este  problema  diciendo  que/es  continua  en  [a,  b]  si  es  continua  en  ca¬ 
da  punto  de  (a, b)  y  si  lfm  /(x)  =  /(a)  y  lfm  /(x)  =  f(b).  Resumimos  esto  en  una 
definicion  formal. 


Definicion  Continuidad  en  un  intervalo 

La  funcion /es  continua  por  la  derecha  en  a  si  lfm  /(x)  =  f(a)  y  continua  por  la 

izquierda  en  b  si  lfm_/(x)  =  f(b). 

x—*b 

Decimos  que/es  continua  en  un  intervalo  abierto  si  es  continua  en  cada  punto 
de  ese  intervalo.  Es  continua  en  el  intervalo  cerrado  [a,  b\  si  es  continua  en  (a,  b ), 
continua  por  la  derecha  en  a  y  continua  por  la  izquierda  en  b. 


Por  ejemplo,  es  correcto  decir  que/(x)  =  1/x  es  continua  en  (0, 1)  y  que  g(x)  =  Vx 
es  continua  en  [0, 1], 


_ 1 _ 

k  V 

1  I  1  1  1 

1 

"" "  1 

1  1  1  1  1  1  * 
12  3  4  5  6  A 

B~EJEMPLO~6j  Mediante  la  definicion  anterior  describa  las  propiedades  de  la 
continuidad  de  la  funcion  cuya  grafica  esta  dibujada  en  la  figura  7. 

SOLUCION  La  funcion  parece  que  es  continua  en  los  intervalos  (—  oo,  0),  (0,  3)  y 
(5,  oo)  y  tambien  en  el  intervalo  cerrado  [3, 5]  ■ 

j§U  EJEMPLO  7]  ^Cual  es  el  intervalo  mas  grande  sobre  el  cual  la  funcion  definida 
porg(x)  =  V 4  —  x2  es  continua? 


Figura  7 
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SOLUCION  El  dominio  de  g  es  el  intervalo  [—2,  2].  Si  c  pertenece  al  intervalo 
abierto  (— 2,2),entonces,por  el  teorema  E,g  es  continua  en  c;  de  aqui  que  g  es  continua 
en  (—2, 2).  Los  limites  laterales  son 

h'm  \Z~4  —  x 2  =  \/ 4  —  (  h'm  x)1  \/4  —  4  =  0  =  g(—  2) 

y 

h'm  V4  -  x2  =  V4  -  (  h'm  ^  =  V4  -  4  =  0  =  g( 2) 

jf— +2  'a:— >2 

Esto  implica  que  g  es  continua  por  la  derecha  en  —2  y  continua  por  la  izquierda  en  2. 
Asi,  g  es  continua  en  su  dominio,  el  intervalo  cerrado  [—2, 2].  91 

De  manera  intuitiva, que/sea  continua  en  [n,h]  significa  que  la  grafica  de/en  [n, 
b\  no  debe  tener  saltos,  de  modo  que  debemos  ser  capaces  de  "dibujar”  la  grafica  de  / 
desde  el  punto  ( a,f(a ))  al  punto  ( h,/(h ))  sin  levantar  nuestro  lapiz  del  papel.  Asi,  la 
funcion /debe  tomar  todos  los  valores  entre /(a)  y  /(h).  Esta  propiedad  se  establece  de 
manera  mas  precisa  en  el  teorema  F. 


Teorema  F 


Teorema  del  valor  intermedio 


Sea  /  una  funcion  definida  en  [a,  b ]  y  sea  W  un  numero  entre  f(a)  y  f(b).  Si  / 
es  continua  en  [a,  h],  entonces  existe  al  menos  un  numero  c  entre  a  y  b,  tal  que 
/(c)  =  W. 


i  No  es  continua; 
la  propiedad  del  valor 
intermedio  no  se  cumple. 

Figura  9 


/(&)■ 


m 


a 


b 


x 


No  es  continua,  aunque  se  cumple 
la  propiedad  del  valor  intermedio 


Figura  10 


La  figura  8  muestra  la  grafica  de  una  funcion  f(x)  que  es  continua  en  [a,  h],  El 
teorema  del  valor  intermedio  dice  que  para  toda  IV  en  ( f(a),  f(b ))  debe  existir  una  c  en 
[a,  6],  tal  que  /(c)  =  W.  En  otras  palabras./toma  todos  los  valores  entre  f(a)  y  f(b).  La 
continuidad  es  necesaria  para  este  teorema,  pues  de  otra  forma  es  posible  encontrar 
una  funcion /y  un  numero  W  entre /(a)  y  /(6),  tal  que  no  exista  una  c  en  [o,  b)  que  sa- 
tisfaga/(c)  =  W.  La  figura  9  muestra  un  ejemplo  de  tal  funcion. 

Parece  claro  que  la  continuidad  es  suficiente,  aunque  una  demostracion  formal  de 
este  resultado  es  dificil.  Dejamos  la  demostracion  para  obras  mas  avanzadas. 

El  inverso  de  este  teorema,  el  cual  no  es  cierto  en  general,  dice  que  si/toma  todos 
los  valores  entre  f(a)  y  /(h).  entonces /es  continua.  Las  figuras  8  y  10  muestran  funcio¬ 
nes  que  toman  todos  los  valores  entre  f(a )  y  /(h),  pero  la  funcion  en  la  figura  10  no  es 
continua  en  [n,  h].  Solo  porque  una  funcion  tenga  la  propiedad  del  valor  intermedio  no 
significa  que  deba  ser  continua. 

El  teorema  del  valor  intermedio  puede  usarse  para  decirnos  algo  acerca  de  las  so- 
luciones  de  ecuaciones,  corno  lo  muestra  el  ejemplo  siguiente. 

BtjlMPLO  8  Utilice  el  teorema  del  valor  intermedio  para  demostrar  que  la 
ecuacion  x  —  cos  x  =  0  tiene  una  solution  entre  x  =  0  y  x  =  77-/2. 

SOLUCION  Sea  f(x)  =  x  —  cos  x,  y  sea  W  =  0.  Entonces  /( 0)  =  0  —  cos  0  =  — 1  y  /(tt/2) 
=  77/2  —  cos  tt/2  =  77-/2.  Como  /es  continua  en  [0,  7t/2]  y  puesto  que  IV  =  0  esta  entre  /( 0) 
y /(7r/2),  el  teorema  del  valor  intermedio  implica  la  existencia  de  una  c  en  el  intervalo 
(0,  tt/2)  con  la  propiedad  de  que  /(c)  =  0.  Tal  c  es  una  solution  para  la  ecuacion  x  -  cos 
x  =  0.  La  figura  11  sugiere  que  existe  exactamente  una  de  tales  c. 

Podemos  ir  un  paso  mas  adelante.  El  punto  medio  del  intervalo  [0,  7t/2]  es  el  pun¬ 
to  x  =  77/4.  Cuando  evaluamos  /(77/4)  obtenemos 

/(t7/4)  =  —  -  cosy  =  —  -  —  «  0.0782914 

1  v  '  '  4  4  4  2 


Figura  1 1 


que  es  mayor  a  cero.  Asf,/(0)  <  0  y  f{ir/4)  >  0,  de  tal  manera  que  otra  aplicacion  del 
teorema  del  valor  intermedio  nos  dice  que  existe  una  c  entre  0  y  77/4,  tal  que  /(c)  =  0. 
Hemos  reducidoel  intervalo  que  contiene  a  la  c  deseada  de  [0,77/2]  a  [0, 77/4].  Nada  nos 
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Figura  12 


impide  seleccionar  el  punto  medio  de  [0, 77/4]  y  evaluar  /  en  ese  punto,  y  por  ello  reducir 
aun  mas  el  intervalo  que  contiene  a  c.  Este  proceso  puede  continuar  de  manera  indefinida 
hasta  que  encontremos  que  c  esta  en  un  intervalo  suficientemente  pequeno.  Este  meto- 
do  para  obtener  una  solucion  se  denomina  metodo  de  bisection,  y  los  estudiaremos  en 
la  section  3.7.  ® 

El  teorema  del  valor  intermedio  tambien  puede  conducir  a  algunos  resultados  sor- 
prendentes. 

^  I  J  EM  Pi  t)  9  1  Utilice  el  teorema  del  valor  intermedio  para  demostrar  que  en  un 
anillo  circular  siempre  existen  dos  puntos  opuestos  con  la  misma  temperatura. 

SOLUCION  Elija  coordenadas  para  este  problema  de  modo  que  el  centro  del  anillo 
sea  el  origen,  y  sea  r  el  radio  del  anillo.  (Vease  la  figura  12).  Defina  T(x ,  y)  como  la 
temperatura  en  el  punto  (x,y).  Considere  un  diametro  del  circulo  que  forma  un  angu- 
lo  6  con  el  eje  x  y  defina  f(6)  como  la  diferencia  de  las  temperaturas  entre  los  puntos 
que  forman  angulos  de  d  y  d  +  77,  esto  es. 

f{6)  =  T(r  cos  6,  r  sen  6)  -  T(rc os(0  +  7r),rsen(0  +  77)) 

Con  esta  definition 

/( 0)  =  T(r,  0)  -  T(-r.O) 

/( 77)  =  T(-r,  0)  -  T(r.O)  =  -[r(r,0)  -  T(-r,  0)]  =  -/( 0) 

Asi,/(0)  y /(t7)  son  cero,  o  una  es  positiva  y  la  otra  es  negativa.  Si  ambas  son  cero,  en- 
tonces  hemos  encontrado  los  dos  puntos  requeridos.  De  otra  forma,  podemos  aplicar  el 
teorema  del  valor  intermedio.  Suponiendo  que  la  temperatura  varia  de  manera  conti- 
nua,  concluimos  que  existe  c  entre  0  y  77,  tal  que  /(c)  =  0.  Ast,  para  los  dos  puntos  con 
angulos  c  y  c  +  77,  las  temperaturas  son  iguales.  ■ 


Revision  de  conceptos 

1.  Una  funcion/es  continua  en  c  si _ =  /(c).  4.  El  teorema  del  valor  intermedio  dice  que  si  una  funcion/es 

continua  en  [a,  b]  y  W  es  un  numero  entre /(a)  y  f(b),  entonces  existe 

2.  La  funcion  f(x)  =  [,v]  es  discontinua  en - .  un  numero  c  entre _ y _ tal  que _ . 

3.  Se  dice  que  una  funcion/es  continua  en  un  intervalo  cerrado 

[a,  b\,  si  es  continua  en  cada  punto  de  (a,  b)  y  si _ y _ . 


Conjunto  de  problemas  1.6 


En  los  problemas  del  1  al  15  establezca  si  la  funcion  indicada  es  conti¬ 
nua  en  3.  Si  no  es  continua,  diga  por  que. 


1-  fix) 

3.  h(x) 

5.  h(t) 

7-  m 

9.  h{x) 


(x  —  3)(x 
3 

x  —  3 

1/  -31 
t  -  3 

Id 

X2  -9 
x  —  3 


4) 


2.  g(x)  =  x2  -  9 
4.  g(t)  =  Vt  -  4 


6.  h(t) 
8-  g( 0 
10.  f[x) 


I  V(f  -  3)4| 

t  -  3 
\t  ~  2| 

21  -  lx 

x  —  3 


11.  r(t) 


si  t  3 
si  t  =  3 


'  P  -  21 

si  t  #  3 

7(0  =  <  1-3 

(23 

si  t  =  3 

ft  -  3 

si  t  =£  3 

1 

CO 

II 

si  t  >  3 

ft2  -  9 

si  t  <  3 

/(°  =  l(3-02 

si  t  >  3 

,  r-3*  +  7 

si  x  <  3 

'(*)-  1-2 

si  x  >  3 

16.  Con  base  en  la  grafica  de  g  (vease  la  figura  13),  indique  los 
valores  en  donde  g  es  discontinua.  Para  cada  uno  de  estos  valores  es¬ 
tablezca  si  g  es  continua  por  la  derecha,  por  la  izquierda  o  ninguna. 
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Figura  14 


17.  A  partir  de  la  grafica  de  h  dada  en  la  figura  1 4,  indique  los  in- 
tervalos  en  los  que  h  es  continua. 

En  los  problemas  del  18  al  23  lafuncion  dada  no  esta  defmida  en  cier- 
to  punto.  l Como  debe  definirse  para  hacerla  continua  en  ese  punto? 
(Vease  el  ejemplo  1 ). 


18.  fix)  = 

20.  g(8)  = 

22.  4>{x)  = 


49 


x  -  7 
sen  8 


8 

x4  +  2x2  - 
x  +  1 


19.  f(x) 
21.  H(t) 
23.  F(x) 


2x 2  -  18 
3  —  x 
Vt  -  l 

t  -  1 
x2  —  1 


X  +  1 


En  los  problemas  del  24  al  35,  i \en  que  puntos,  si  los  hay,  las  funciones 
son  discontinuas? 


24.  f(x)  = 

25.  f(x) 

26.  h{8) 

28.  f(u) 

30.  F(x) 

32.  f(x)  = 


3x  +  7 


(x  -  30) ( jc  -  t, 
33  -  x2 
X7T  +  3x  -  377 
|sen  8  +  cos  d\ 
2u  +  7 


X 

27. 


Vu  +  5 

__1 _ 

V4  -  .V 


X 

2  —  x 


r(8)  = 
29.  g(u)  = 


tan  8 

u-  +  |n  -  i| 


31.  G(x)  = 


V«  +  1 
1 

V4  -  a2 


si  x  <  0 
si  0  <  x 

si  A'  >  1 


{x“~  si  x  <  0 

x  si  0  s  x  £  1 
a  si  x  >  1 

34.  /(r)  =  It]  35.  g(r)  =  [t  +  \] 

36.  Dibuje  la  grafica  de  una  funcion /que  satisfaga  todas  las  con- 
diciones  siguientes. 

(a)  Su  dominio  es  [—2,  2]. 

(b)  /(- 2)  =/(-l)  =/(l)  =/(2)  =  1. 

(c)  Es  discontinua  en  -1  y  1 . 

(d)  Es  continua  por  la  derecha  en  —1  y  continua  por  la  izquierda  en 

1. 

37.  Haga  el  bosquejo  de  la  grafica  de  una  funcion  que  tenga  do¬ 
minio  [0, 2]  y  sea  continua  en  [0, 2),  pero  no  en  [0, 2]. 

38.  Bosqueje  la  grafica  de  una  funcion  que  tenga  dominio  [0, 6]  y 
sea  continua  en  [0,  2]  y  en  (2,  6],  pero  que  no  sea  continua  en  [0,  6]. 

39.  Haga  el  bosquejo  de  la  grafica  de  una  funcion  que  tenga  do¬ 
minio  [0. 6]  y  sea  continua  en  (0, 6)  pero  no  en  [0, 6]. 


40.  Sea 


f(x)  = 


x  si  x  es  racional 

-x  si  x  si  es  irracional 


Dibuje  la  grafica  de  esta  funcion  lo  mejor  que  pueda  y  decida  en  don- 
de  es  continua. 


En  los  problemas  del  41  al  48  determine  si  lafuncion  es  continua  en  el 
punto  dado  c.  Si  lafuncion  no  es  continua,  determine  si  la  discontinui- 
dad  es  removible  o  no  removible. 


41.  f{x) 
43.  f{x) 

45.  g(x) 

47.  f(x) 


42.  fix) 

H 

1 

C 

o 

sen  x\  c 

=  0 

x  -  10  ’ 

sen  x 

44.  fix) 

cos  X 

=  0 

\  c 

—  ,  c  — 

X 

X 

|  sen  x 

A  7^  0 

1 

)  "  , 

46.  Fix) 

i  x 

=  x  sen—;  c 

lo. 

A  =  0 

x 

1 

48.  fix) 

4  -  x 

sen—;  c 

X 

=  0 

~  2  -  V*  ‘ 

49.  Una  companfa  de  telefonos  celulares  cobra  $0.12  por  hacer 
una  llamada  mas  $0.08  por  minuto  o  fraccion  (por  ejemplo.  una 
llamada  telefonica  que  dure  2  minutos  y  5  segundos  cuesta  $0.12  +  3 
X  $0.08).  Haga  el  bosquejo  de  una  grafica  del  costo  de  una  llamada 
como  funcion  de  la  duration  t  de  la  llamada.  Analice  la  continuidad 
de  esta  funcion. 


50.  Una  companfa  que  renta  automoviles  cobra  $20  por  dfa,  con 
200  millas  incluidas.  Por  cada  100  millas  adicionales,  o  cualquier  frac¬ 
cion  de  estas,  la  companfa  cobra  $18.  Haga  e)  bosquejo  de  una  grafica 
del  costo  por  la  renta  de  un  automovil  durante  un  dfa  como  funcion 
de  las  millas  recorridas.  Analice  la  continuidad  de  esta  funcion. 


51.  Una  companfa  de  taxis  cobra  $2.50  durante  el  primer  cuarto 
de  milla  y  $0.20  por  cada  ^  de  milla  adicional.  Haga  un  bosquejo  del 
costo  de  un  viaje  en  taxi  como  funcidn  del  numero  de  millas  recorri¬ 
das.  Analice  la  continuidad  de  esta  funcion. 

52.  Utilice  el  teorema  del  valor  intermedio  para  demostrar  que 
a3  +  3x  —  2  =  0  tiene  una  solucion  real  entre  0  y  1 . 

53.  Utilice  el  teorema  del  valor  intermedio  para  demostrar  que 
(cos  t)r  +  6  senst  -3  =  0  tiene  una  solucion  real  entre  0  y  277. 

|GC]  54.  Utilice  el  teorema  del  valor  intermedio  para  demostrar  que 
a3  —  7x2  +  14a  -  8  =  0  tiene  al  menos  una  solucion  real  en  el  intervalo 
[0. 5].  Haga  un  bosquejo  de  la  grafica  de  y  =  a3  —  lx2  +  14a  —  8  en  [0, 
5].  En  realidad,  ^cuantas  soluciones  tiene  esta  ecuacion? 

LGCj  55.  Utilice  el  teorema  del  valor  intermedio  para  demostrar  que 
Vx  —  cos  a  =  0  tiene  una  solucion  entre  0  y  tt/2.  Haga  un  acerca- 
miento  de  la  grafica  de  y  ~  Va  —  cos  a  para  determinar  un  inter¬ 
valo  que  tenga  longitud  0.1  y  que  contenga  esta  solucion. 

56.  Demuestre  que  la  ecuacion  a5  +  4a3  -  7a  +  14  =  0  tiene  al  me¬ 
nos  una  solucion  real. 

Pruebe  que  /  es  continua  en  c  si  y  solo  si  lfm /(c  +  t)  = 

Demuestre  que  si  /es  continua  en  c  y  /(c)  >  0,  existe  un  inter¬ 
valo  (c  -  5,  c  +  8),  tal  que /(a)  >  0  en  este  intervalo. 

59.  Demuestre  que  si  /  es  continua  en  [0,  1]  y  ahf  satisface  0  £ 
fix)  £  1,  entonces /tiene  un  punto  fijo:  esto  es,  existe  un  numero  c  en 
[0, 1],  tal  que  /(c)  =  c.  Sugerencia:  aplique  el  teorema  del  valor  inter¬ 
medio  a  g(x)  =  a  -  f(x). 


57. 

/(c). 

58. 
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60.  Encuentre  los  valores  de  a  y  b  de  modo  que  la  siguiente  fun- 
cion  sea  continua  en  todas  partes. 

!x  +  1  si  x  <  1 
ax  +  b  si  1  <  x  <  2 
3x  si  ,t  a  2 

61.  Una  liga  estirada  cubre  el  intervalo  [0,  1].  Los  extremos  se 
sueltan  y  la  liga  se  contrae  de  modo  que  cubre  el  intervalo  [a,  6]  con 
a  >  0  y  b  £  1 .  Demuestre  que  esto  resulta  en  un  punto  de  la  liga  (en 
realidad  exactamente  un  punto)  que  estara  en  donde  estaba  original- 
mente.  Vease  el  problema  59. 

62.  Sea  f(x)  =  - Entonces  /(—  2)  =  —  —  y  f(2)  =  1.  ^El 

teorema  del  valor  intermedio  implica  la  existencia  de  un  numero  c 
entre  -2  y  2,  tal  que  f(c)  =  0?  Explique. 

63.  Iniciando  a  las  4  a.  m.,  un  excursionista  escala  lentamente  ha- 
cia  la  cima  de  una  montana,  a  donde  llega  al  mediodfa.  A1  di'a  siguien¬ 
te,  regresa  a  por  la  misma  ruta,  iniciando  a  las  5  a.  m.;  a  las  11  de  la 
manana  llega  al  pie  de  la  montana.  Demuestre  que  en  algun  punto  a 
lo  largo  de  la  ruta  su  reloj  mostraba  la  misma  hora  en  ambos  dtas. 

64.  Sea  D  una  region  acotada,  pero  arbitraria  en  el  primer  cua- 
drante.  Dado  un  angulo  0,  0  £  8  s  tt/2,  D  puede  ser  circunscrita  por 
medio  de  un  rectangulo  cuya  base  forme  un  angulo  0  con  el  eje  x,  co- 
mo  se  muestra  en  la  figura  15.  Demuestre  que  para  algun  angulo  este 
rectangulo  es  un  cuadrado.  (Esto  significa  que  cualquier  region  aco¬ 
tada  puede  ser  encerrada  dentro  de  un  cuadrado). 


x 


Figura  1 5 

65.  La  fuerza  gravitacional  ejercida  por  la  Tierra  sobre  un  objeto 
que  tiene  masa  m  y  que  se  encuentra  a  una  distancia  r  del  centro  de 
la  Tierra  es 


GMmr 

si  r  <  R 

R 3  ’ 

GMm 

si  r  ^  R 

rz 

Aquf,  G  es  la  constante  gravitacional.  M  es  la  masa  de  la  Tierra  y  R  es 
el  radio  de  la  Tierra.  ^Es  g  una  funcion  continua  de  r? 

66.  Suponga  que/es  continua  en  [a,  b ]  y  nunca  es  cero  alii.  ^Es 
posible  que  /cambie  de  signo  en  [a.  b}2  Explique. 

67.  Sea  f(x  +  y)  =f(x)  +  /(v)  para  toda  x  y  y.y  suponga  que  /es 
continua  enr  =  0. 

(a)  Demuestre  que  /es  continua  en  todas  partes. 

(b)  Demuestre  que  existe  una  constante  m,  tal  que  f(l)  =  mt  para  to¬ 
da  t  (vease  el  problema  43  de  la  seccion  0.5). 

68.  Pruebe  que  si  f(x)  es  una  funcion  continua  en  un  intervalo, 
entonces  tambien  lo  es  la  funcion  |/(x)  |  =  \/(/(.r))2. 

69.  Demuestre  que  si  g(.r)  =  l/(x)l  es  continua,  no  necesariamen- 
te  es  cierto  que/(jc)  sea  continua. 

70.  Sea/(x)  =  0, six  es  irracional.  y  sea /(.v)  =  1  /q,  si  x  es  el  nume¬ 
ro  racional  p/q  en  su  minima  expresion  (q  >  0). 

(a)  Dibuje,  lo  mejor  que  pueda,  la  grafica  de/en  (0,1). 

(b)  Demuestre  que  /  es  continua  en  cada  numero  irracional  en 
(0, 1 ),  pero  es  discontinua  en  cada  numero  racional  en  (0, 1 ). 

71.  Un  bloque  delgado  en  forma  de  triangulo  equilatero  con  lado 
de  longitud  1  unidad  tiene  su  cara  en  la  vertical  del  piano  xy  con  un 
vertice  en  el  origen.  Bajo  la  influencia  de  la  gravedad,  girara  alrededor 
de  V  hasta  que  un  lado  golpee  el  piso,  en  el  eje  x  (vease  la  figura  16). 
Denotese  con  x  la  abscisa  inicial  del  punto  medio  M,  del  lado  opues- 
to  a  V,  y  sea  f(x)  la  abscisa  final  de  este  punto.  Suponga  que  el  blo¬ 
que  queda  en  equilibrio  cuando  M  esta  directamente  arriba  de  V. 

(a)  Determine  el  dominio  y  rango  de/. 

(b)  En  el  dominio  de /,  ^en  donde  es  discontinua? 

(c)  ldentifique  cualesquiera  puntos  fijos  de  /  (v6ase  el  problema  59). 


/« 

Posicion  inicial  Posicion  final 

Figura  16 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  lfm  f(x )  2.  To- 

X  —*c 

dos  los  enteros  3.  lfm  f(x)  =  f(a)\  lfm  f(x)  =  f(b) 

x  —*a  +  '  x—*b 

4.  a ;  b-  f(c)  =  W 


1.7  Repaso  del  capitulo 

Examen  de  conceptos 

A  cada  una  de  las  siguientes  aseveraciones  responda  con  verdadero  o 
falsa.  Justifique  sus  respuestas. 

1.  Si  /(c)  =  L,  entonces  lim  f(x)  =  L. 

X~*C 

2.  Si  lfm  f(x)  =  L,  entonces  /(c)  =  L. 

X~*C 

3.  Si  lfm  f(x)  existe.  entonces  /(c)  existe. 

4.  Si  lfm  f(x)  =  0,  entonces  para  toda  e  >  0  existe  una  8  >  0, 

x— *0 

tal  que  0  <  \x\  <  8  implica  l/(x)|  <  e. 

5.  Si /(c)  no  esta  definida,  entonces  lfm  f(x)  no  existe. 


6.  Las  coordenadas  del  agujero  en  la  grafica  de  y 
son  (5, 10). 


7.  Si  tt(x)  es  un  polinomio,  entonces  lfm  p(x)  =  p(c). 

x— >C 

sen  x 

8.  lfm - no  existe. 

x->0  x 

9.  Para  todo  numero  real  c,  lfm  tan  x  =  tan  c. 

X  — *  C 

10.  tan  x  es  continua  en  todo  punto  de  su  dominio. 
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11.  La  funcion  f(x)  =  2  sen2;t  —  cos  x  es  continua  en  todos  los  nu- 
meros  reales. 

12.  Si  /es  continua  en  c,  entonces  /(c)  existe. 

13.  Si/es  continua  en  el  intervalo  ( 1,3),  entonces/es  continua  en  2. 

14.  Si /es  continua  en  [0,4],  entonces  lim  f{x)  existe. 

x— »0 

15.  Si/es  una  funcion  continua  tal  que  A  £/(x)  s B  para  toda  x, 
entonces  lfm  f(x)  existe  y  satisface  A  <  lfm  fix)  s  B. 

X-+OO  X— *OQ 

16.  Si/es  continua  en  (a,  b),  entonces  lim  f(x)  =  f(c)  para  to¬ 
da  cen  (a,  h).  *  c 

sen  x 

17.  lim - =  1 

.t— <*  x 

18.  Si  la  recta  y  =  2  es  una  asfntota  horizontal  de  la  grafica  de  y  = 
/(jc),  entonces  lfm  fix)  =  2. 

X  — OC 


,,  sen5x 

15.  lttn  — - - 

x— o  3x 

x  —  1 

17.  lim - - 

x  X  +  2 
t  +  2 

19.  lfm  - - r 

r- 2  ( t  -  2)2 

21.  lfm  tan  2.v 


16.  lfm 

x— 0 


1  —  COS  2.Y 


sen  t 
18.  lfm - 

/— >oo  t 


20.  lfm 

x— 0+ 


22.  lfm 

.v— 0+ 


1  +  sen  x 


23.  Por  medio  de  argumentos  e-S  demuestre  que  lfm  (2x  +  1)  =  7. 

x—*3 


24.  Sea/(x)  — 


x3  si  x  <  —  1 
x  si  —  1  <  x  <  1 

1  —  x  si  x  a  1 


19.  La  grafica  de  y  =  tan  x  tiene  muchas  asfntotas  horizontales.  Determine  cada  valor 


20.  La  grafica  de  y  =  — - tiene  dos  asfntotas  verticales. 

xl  -  4 

21.  lfm  — - — -  =  oo. 
t-Lf  -  1 

22.  Si  lfm  fix)  =  lfm  fix),  entonces  /  es  continua  en  x  =  c. 

x—*c  x— 

23.  Si  lfm  fix)  =  /(lfm  x),  entonces/es  continua  en  x  =  c. 

X — *c  'x— *c 

24.  La  funcion  fix)  =  [x/2]  es  continua  en  x  =  2.3. 

25.  Si  lfm  fix)  =  fi  2)  >  0,  entonces /(.r)  <  1.001/(2)  para  toda 

x—*2 

x  en  algun  intervalo  que  contenga  a  2. 

26.  Si  lfm  [fix)  +  g(x)]  existe,  entonces  existen  lfm  fix)  y 

x~*c  x—*c 

lfm  g(x). 

x—*c 

27.  Si  0  £  fix)  £  3*2  +  2x4  para  toda  x ,  entonces  lfm  fix)  =  0. 

jr-*0 

28.  Si  lfm  fix)  =  L  y  lfm  fix)  =  M,  entonces  L  =  M. 

x—*a  x—*a 

29.  Si  f{x)  *  g(x)  para  toda  x,  entonces  lfm  fix)  &  lfm  g(*). 

x—*c  x—*c 

30.  Si  fix)  <  10  para  toda  x  y  lfm  fix)  existe,  entonces 
lfm  fix)  <  10. 

31.  Si  lfm  fix)  =  b,  entonces  lfm|/(x)|  =  \b\. 

x—>a  x~*a 

32.  Si/es  continua  y  positiva  en  [a,  b],  entonces  l//debe  tomar 
todos  los  valores  entre  1  //(a)  y  1  /fib). 

Problemas  de  exaraen 

En  los  problemas  del  1  al  22  encuenlre  los  llmites  indicados  o  establez- 
ca  que  no  existen. 


*2  X  +  2 


3.  lfm  - - 

u—  l  u  —  1 

1  -  2!x 

5.  lfm  — r - 


tan  x 

7.  lim  - ~ 

x  *0  sen  2x 


111 

-4  Vx  -  2 


2.  lfm  - — 

u  ►  1  U  +  1 


M2  -  1 

f  V  z2  “  4 

6.  lim  — - 

*2  z2  +  Z  -  6 

y3  —  1 
8.  lfm  - 

y-~i  y2  -  1 


10.  lfm - 

,v— 0  X 


(a)  fi 1) 

(c)  lfm  fix) 

x—>l 


(b)  jfmT/(x) 
(d)  lfm  fix) 


25.  Con  respecto  a /del  problema  24.  (a)  ^Cuales  son  los  valores 
de  x  en  los  cuales/es  discontinua?  (b)  ^Como  se  debe  definir/en 
x  =  —  1  para  hacer  que  sea  continua  allf? 

26.  Proporcione  la  definicion  e-S  en  cada  caso. 

(a)  lfm  giu)  =  M  (b)  lfm  /(*)  =  L 

u-^>a  x  *a 

27.  Si  lfm  fix)  =  3ylfm  g[x)  =  -2  y  si  g  es  continua  en  x  =  3, 

x— -*3  x  — »  3 

encuentre  cada  valor. 


(a)  lfm  [2 fix)  -  4g(*)] 

x— >3 

(c)  g(3) 


(b)  lfm  g{x)-~ — -y 

x-»3  x  —  i 
(d)  lfm  gifix)) 

x—*3 


k(-*)  -  g(3)l 


(e)  lfm  V/2(at)  —  8g(x)  (f)  lfm  -  — — - 

x~*3  fix) 

28.  Dibuje  la  grafica  de  una  funcion/que  satisfaga  todas  las  con- 
diciones  siguientes. 

(a)  Su  dominio  es  [0. 6], 

(b)  /(0)  =  /( 2)  =  /( 4)  =  /( 6)  =  2. 

(c)  /es  continua,  excepto  en  x  =  2. 

(d)  lfm  fix)  =  1  y  lfm  fix)  =  3. 

x— *2  x— >5 

!- 1  si  x  <  0 

ax  +  b  si0<x<l 
1  si  Jr  &  1 

Determine  a  y  b  de  modo  que /sea  continua  en  todas  partes. 

30.  Utilice  el  teorema  del  valor  intermedio  para  demostrar  que  la 
ecuacion  x5  -  4x3  —  3x  +  1  =0  tiene  al  nrenos  una  solucion  entre  x  =  2 
yx  =  3. 

En  los  problemas  del  31  al  36  determina  las  ecuaciones  de  todas  las 
asmtotas  horizontales  y  verticales  para  la  funcion  dada. 


31.  fix) 


33.  Fix) 


x2  +  1 


x2  -  1 


32.  gix)  = 


x1  +  1 


35.  hix)  =  tan  2x 


34.  Gix)  =  ~  - 

xl  -  4 


36.  Hix) 


11.  lfm  — 

x— o  x 


13.  (lfm  ([<]  -  t) 


12.  lfm  [4xj 

x — *l/2+ 

\x  ~  1| 
14.  lfm - — 

x—v  x  -  1 


PROBLEMAS 
DE  REPASO  E 
INTRODUCTION 


1.  Sea/(x)  =x 2.  Determine  y  simplifique  cada  uno  de  lo  siguiente. 


(a)  /( 2) 

(c)  /( 2.1)  -  /( 2) 
(e)  /(a  +  fc) 


(g) 


/(a  +  /t)  -  /(a) 


(b)  /(2.1) 

/(2-1)  ~/(2) 

(d)  2.1-2 
(f)  /(a  +  h)  -  /(a) 

...  ,,  /(fl  +  *)  “  /(«) 
(h)  lim- 


(a  +  /t)  —  a  v  7  o  (a  +  h)  —  a 

2.  Repita  las  partes  desde  (a)  hasta  (h)  del  problema  1  para  la  funcion  /( x)  =  \/x. 

3.  Repita  las  partes  desde  (a)  hasta  (h)  del  problema  1  para  la  funcion  f(x )  =  Vx. 

4.  Repita  las  partes  desde  (a)  hasta  (h)  del  problema  1  para  la  funcion  f{x)  =  x3  +  1 . 

5.  Escriba  los  primeros  dos  terminos  en  el  desarrollo  de  los  binomios  siguientes: 

(a)  ( a  +  b )3  (b)  (a  +  b )4 

(c)  ( a  +  b)s 

6.  Con  base  en  sus  resultados  del  problema  5  haga  una  conjetura  acerca  de  los  primeros  dos 
terminos  en  el  desarrollo  de  ( a  +  b)n  para  una  n  arbitraria. 

7.  Utilice  una  identidad  trigonometrica  para  escribir  sen(.v  +  h )  en  terminos  de  sen  x,  sen  h, 
cos  x  y  cos  h. 


8.  Utilice  una  identidad  trigonometrica  para  escribir  cos(x  +  h)  en  terminos  de  cos  x ,  cos  h, 
sen  x  y  sen  h. 

9.  Una  rueda  con  centra  en  el  origen  y  radio  de  10  centfmetros  gira  en  sentido  contrario  a 
las  manecillas  del  reloj  con  una  rapidez  de  4  revoluciones  por  segundo.  Un  punto  P  en  el  borde 
de  la  rueda  se  encuentra  en  la  posicion  (10,0)  en  el  instante  t  =  0. 

(a)  ^.Cuales  son  las  coordenadas  de  P  en  los  instantes  t  =  1 . 2. 3? 

(b)  ^En  que  primer  instante  el  punto  P  regresara  a  la  posicion  inicial  (10,0)? 


10.  Suponga  que  una  pompa  de  jabon  conserva  su  forma  esferica  cuando  se  expande.  En  el 
instante  t  =  0  la  burbuja  de  jabon  tiene  radio  de  2  centfmetros.  En  el  instante  t=  l,el  radio  aumen- 
to  a  2.5  centfmetros.  En  este  intervalo  de  1  segundo,  ^cuanto  cambio  el  volumen? 

11.  Un  aeroplano  despega  de  un  aeropuerto  al  mediodfa  y  vuela  con  rumbo  norte  a  300  mi- 

Uas  por  hora.  Otro  avion  parte  del  mismo  aeropuerto  una  hora  despues  y  vuela  con  rumbo  este  a 

400  millas  por  hora. 

(a)  ^Cuales  son  las  posiciones  de  los  aeroplanos  a  las  2:00  p.  m.? 

(b)  ^Cual  es  la  distancia  que  separa  a  los  dos  aeroplanos  a  las  2:00  P.  M.? 

(c)  ^Cual  es  la  distancia  entre  los  aeroplanos  a  las  2:15  p.  M.? 
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2.10  Repaso  del  capitulo 

Recta  tangente  en  P 

Figura  1 


\ 


2.1 

Dos  problemas  con  el  mismo  tema 

Nuestro  primer  problema  es  muy  antiguo;  se  remonta  a  la  epoca  del  gran  cientffico 
griego  Arqufmedes  (287-212  A.  C.).  Nos  referimos  al  problema  de  la  pendiente  de  la  recta 
tangente.  Nuestro  segundo  problema  es  mas  reciente.  Surgio  con  los  intentos  de  Kepler 
(1571-1630),  Galileo  (1564-1642),  Newton  (1642-1727)  y  otros  para  describir  la  veloci- 
dad  de  un  cuerpo  en  movimiento.  Es  el  problema  de  la  velocidad  instantdnea. 

Los  dos  problemas,  uno  geometrico  y  el  otro  mecanico,  parecen  no  estar  muy  relacio- 
nados.  En  este  caso,  las  apariencias  enganan.  Los  dos  problemas  son  gemelos  identicos. 

La  recta  tangente  La  notion  de  Euclides  de  una  tangente,  como  una  recta  que  to- 
ca  a  una  curva  en  un  solo  punto  es  totalmente  correcta  para  circunferencias  (vease  la 
figura  1);  pero  completamente  insatisfactoria  para  otras  curvas  (vease  la  figura  2).  La 
idea  de  una  tangente,  en  P  a  una  curva  como  la  recta  que  mejor  se  aproxima  a  la  curva 
cerca  de  P  es  bastante  mejor,  pero  aun  muy  vaga  para  la  precision  matematica.  El  con- 
cepto  de  lfmite  proporciona  una  manera  de  obtener  una  mejor  description. 

Sea  P  un  punto  en  una  curva  y  sea  Q  un  punto  mdvil  cercano  a  Fen  esa  curva. 
Considere  la  recta  que  pasa  por  P  y  Q,  llamada  recta  secante.  La  recta  tangente  en  P  es 
la  position  lfmite  (si  esta  existe)  de  la  recta  secante  cuando  Q  se  mueve  hacia  P  a  lo  lar¬ 
go  de  la  curva  (vease  la  figura  3). 

Suponga  que  la  curva  es  la  grafica  de  la  ecuacion  y  =  f(x).  Entonces,  P  tiene 
coordenadas  (c,  /(c)),  un  punto  cercano  Q  tiene  coordenadas  (c  +  h,  f(c  +  h)),  y  la 
recta  secante  de  P  y  Q  tiene  pendiente  msec  dada  por  (vease  la  figura  4): 

/(c  +  h)  -  f(c) 


Figura  3 


Figura  4 


Mediante  el  concepto  de  lfmite,  que  estudiamos  en  el  capitulo  anterior,  ahora  podemos 
dar  una  definition  formal  de  la  recta  tangente. 


Definition  Recta  tangente 

La  recta  tangente  a  la  curva  y  =  f(x)  en  el  punto  P(c,  /(c))  es  aquella  recta  que 
pasa  por  P  con  pendiente 

/(c  +  h)  -  /(c) 

"ban  =  Ifni  "lsec  =  J™, - 7 - 

/l— »0  A-»0  h 

siempre  y  cuando  este  lfmite  exista  y  no  sea  oo  o  —  oo. 
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gppMPLO  I  Encuentre  la  pendiente  de  la  recta  tangente  a  la  curva  v  =  f(x)  =  x 2 
en  el  punto  (2, 4). 

SOLUCION  La  recta  cuya  pendiente  estamos  buscando  se  muestra  en  la  figura  5.  Es 
claro  que  tiene  una  pendiente  positiva  grande. 

f(2  +  h)-f(2) 

"*tan  =  Jim  - - - 

a—  o  h 

(2  +  h)2  -  22 

=  lira  - - - 

A-*0  h 


Figura  5 


=  lfm 

h — *0 


4  +  4h  +  h2  —  4 


H{4  +  h) 

=  Ifni  - - - 

A— 0  H 


Bejemplo  2  Encuentre  las  pendientes  de  las  rectas  tangentes  a  la  curva 
y  =  f(x)  =  — x 2  +  2x  +  2  en  los  puntoscon  abscisas  — 1,  2,  y  3. 

SOLUCION  En  lugar  de  realizar  calculos  por  separado,  parece  mejor  calcular  la 
pendiente  en  el  punto  con  abscisa  c  y  luego  obtener  las  cuatro  respuestas  deseadas  por 
medio  de  sustitucion. 


mt,n  =  lfm 


,  /(c  +  h)  -  /(c) 


Figura  6 


— (c  +  h )2  +  2(c  +  h)  +  2  —  (— c“  +  2c  +  2) 

=  lfm - - - 

a— o  h 

— c2  —  2 ch  —  h2  +  2c  +  2h  +  2  +  c2  -  2c  —  2 

=  hm - 

A— »o  h 

//(—2c  -  h  +  2) 

=  lfm  - - - 

A-0  H 

=  —2c  +  2 

Las  cuatro  pendientes  deseadas  (obtenidas  haciendo  c  =  —  1,  2,  3)  son  4,  1,  —2,  y 

—4.  Estas  respuestas  parecen  ser  coherentes  con  la  grafica  en  la  figura  6.  II 


Figura  7 


M  EJEMPEO  3  |  Encuentre  la  ecuacion  de  la  recta  tangente  a  la  curva  y  —  \/x  en 
(2,  (vease  la  figura  7). 


SOLUCION  Sea/Or)  =  1/*. 


m,an  =  lfm 


=  lfm 

A— 0 


=  lfm 

A—0 


,  /( 2  +  h)~  /( 2) 


2  +  h  2 


2  _  2  +  h 

2(2  +  /r)  ~  2(2  +  h) 


=  2  —  (2  +  fi) 

A— >0  2(2  +  h)h 

=  ifm  ~h 

h—>o  2(2  +  /r)/z 

=  r  "I  = 

A™o  2(2  +  A) 
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1 0  segundo  - 


2°  segundo  ■< 


$  =  1 6 12 


Figura  8 


250  - 

|  200  + 

0 
Q 

P  150- 


1 10°— 
5  50  — 


Figura  9 


Sabiendo  que  la  pendiente  de  la  recta  es  —  J  y  que  el  punto  (2,  pertenece  a  ella,  con 
facilidad  podemos  escribir  su  ecuacion  utilizando  la  forma  punto  pendiente  y  —  y0  = 
m(x  -  x0).  El  resultado  es  y  —  \  —  — |(jc  —  2),  de  forma  equivalente  y  =  1  —  ^x.  ® 

Veiocidad  promedio  y  velocidad  instantanea  Si  en  2  horas  conducimos  un 
automovil  de  una  ciudad  a  otra  que  esta  a  80  millas,  nuestra  velocidad  promedio  es  de 
40  millas  por  hora.  La  velocidad  promedio  es  la  distancia  de  la  primera  position  a  la  se- 
gunda,  dividida  entre  el  tiempo  empleado. 

Pero  durante  el  viaje  la  lectura  del  velocfmetro  con  frecuencia  fue  diferente  de  40. 
A1  principio,  registro  0;  a  veces  subio  hasta  57;  al  final,  regreso  a  0.  ^,Que  mide  el  velo- 
cfmetro?  Ciertamente,  no  indica  una  velocidad  promedio. 

Considere  el  ejemplo  mas  preciso  de  un  objeto  P  que  cae  en  el  vacio.  El  experi- 
mento  muestra  que  si  inicia  desde  el  reposo,  P  cae  16f2  pies  en  t  segundos.  Por  lo  tanto, 
cae  16  pies  en  el  primer  segundo  y  64  pies  durante  los  primeros  dos  segundos  (vease  la 
figura  8);  claramente,  desciende  cada  vez  mas  rapido  conforme  el  tiempo  avanza.  La  fi¬ 
gura  9  muestra  la  distancia  recorrida  (en  el  eje  vertical)  como  una  funcion  del  tiempo 
(en  el  eje  horizontal). 

Durante  el  segundo  segundo  (es  decir.en  el  intervalo  de  tiempo  def=laf  =  2), 
P  cayo  64  —  16  =  48  pies.  Su  velocidad  promedio  fue 


64  -  16 
2  -  1 


=  48  pies  por  segundo 


Durante  el  intervalo  de  /  =  1  a  t  =  1.5,  cayo  16(1. 5)2  —  16  =  20  pies.  Su  velocidad 
promedio  fue 


16(1.5)2  -  16  20 


yprom 


1.5  -  1 


0.5 


=  40  pies  por  segundo 


De  manera  similar,  en  los  intervalos  de  tiempo  /  =  laf=l.lyt=laf  =  l.OLcalcu- 
t  lamos  las  velocidades  promedio  respectivas 


''prom 


yprom 


16(1. 1)2  -  16  3.36 

1.1  -  1  0.1 

16(1.01  )2 


=  33.6  pies  por  segundo 


1.01 


1 


16  0.3216 


0.01 


=  32.16  pies  por  segundo 


Cambio  en  el  tiempo 


Figura  10 


la  posicion 


Lo  que  hemos  hecho  es  calcular  la  velocidad  promedio  en  intervalos  de  tiempo  ca¬ 
da  vez  mas  pequenos;  cada  uno  comienza  en  t  =  1 .  Entre  mas  breve  sea  el  intervalo  de 
tiempo,  mejor  aproximamos  la  velocidad  instantanea  en  el  instante  t  =  1 .  Al  mirar  los 
numeros  48, 40, 33.6  y  32.1 6  podriamos  suponer  que  32  pies  por  segundo  es  la  velocidad 
instantanea. 

Pero  seamos  mas  precisos.  Suponga  que  un  objeto  P  se  mueve  a  lo  largo  de  un  eje 
coordenado,  de  modo  que  su  posicion  en  el  instante  t  esta  dada  por  s  =  f{t).  En  el  ins¬ 
tante  c  el  objeto  esta  en  /(c);  en  un  instante  cercano,c  +  h ,  esta  en  f(c  +  h)  (vease  la 
figura  10).  Asi,  la  velocidad  promedio  en  este  intervalo  es 


^prom 


f(c  +  h)  -  /(c) 
h 


Ahora  podemos  definir  la  velocidad  instantanea. 


Definicion  Velocidad  instantanea 


Si  un  objeto  se  mueve  a  lo  largo  de  un  eje  coordenado  con  funcion  de  posicion  f(t), 
entonces  su  velocidad  instantanea  en  el  instante  c  es 


v  =  lim  Vom  =  lim 
h~*  0  h—*Q 


f(c  +  h)  -  /(c) 

h 


siempre  que  el  limite  exista  y  no  sea  oo  o  —  oo . 


Distancia  recorrida 
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En  el  caso  donde  f(t)  =  16r,  la  velocidad  instantanea  en  t  =  1  es 


v  =  lfm 

A— 0 


=  lfm 

A— >0 


/0  +  *)-/(!) 


16(1  +  /t)2  —  16 


=  lfm 

A— *0 


16  +  32/i  +  16/t2  -  16 


lfm  (32  +  16ft)  =  32 

A-^0 


Dos  problemas  con  el  mismo  tema  Esto  conf™a  nuestra  suposictdn  previa. 


Ahora  puede  ver  por  que  llamamos  a 
esta  section  “dos  problemas  con  el 
mismo  tema”.  Veanse  las  definiciones 
de  pendiente  de  la  recta  tangente  y  de 
velocidad  instantanea.  Estas  dan 
nombres  diferentes  para  el  mismo 
concepto  matematico. 


I  JEMPLO  4  j  Un  objeto,  inicialmente  en  reposo,  cae  debido  a  la  action  de  la  gra- 
vedad.  Determine  su  velocidad  instantanea  en  t  =  3.8  segundos  y  en  t  =  5.4segundos. 

SOLUCION  Calculamos  la  velocidad  instantanea  en  t  =  c  segundos.  Como  /(f)  =  1 6/2, 

f(c  +  h)  -  f(c) 

v  =  ltm  - - - 

A— *o  h 


=  lfm 

A— 0 


=  lfm 

A-*0 


16(c  +  h)2  —  16c2 


16c2  +  32c h  +  16 h2  -  16 c2 


=  lfm  (32c  +  16  h)  =  32  c 

Asf,  la  velocidad  instantanea  en  3.8  segundos  es  32(3.8)  =  121.6  pies  por  segundo;  en 
5.4  segundos  es  32(5.4)  =  172.8  pies  por  segundo.  ■ 

BlJ EM  1*1.0  5  |  ^Cuanto  tiempo  tardara,  el  objeto  del  ejemplo  4  para  alcanzar  una 
velocidad  instantanea  de  112  pies  por  segundo? 


SOLUCION  Aprendimos  en  el  ejemplo  4  que  la  velocidad  instantanea  despues  de  c 

segundos  es  32c.  Por  lo  tanto,  debemos  resolver  la  ecuacion  32c  =  1 12.  La  solution  es 
1 12 

c  —  ' 3+  =  3.5  segundos.  * 


EJEMPLO  6  Una  partfcula  se  mueve  a  lo  largo  de  un  eje  coordenado  y  s,  su  dis¬ 


tancia  dirigida  en  centimetres,  medida  desde  el  origen  al  final  de  t  segundos  esta  dada 
por  s  —  f(t)  =  V5 1  +  1.  Encuentre  la  velocidad  instantanea  de  la  partfcula  al  final 


de  3  segundos. 


SOLUCION  La  figura  1 1  muestra  la  distancia  recorrida  como  funcion  del  tiempo.  La 
velocidad  instantanea  en  el  instante  t  =  3  es  igual  a  la  pendiente  de  la  recta  tangente 


en  t  =  3. 


Figura  11  nominador  por  \/l6  +  5 h  +  4.  Obtenemos 
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v  =  h'm 


=  h'm 


Vl6  +  5/;  -  4  Vl6  +  5/t  +  4 
h  Vl6  +  5/i  +  4 

16  +  5/i  -  16 


*  >0  /i(Vl6  +  5h  +  4) 
5  i 


=  h'm 


Vl6  +  5h  +  4  8 


Concluimos  que  la  velocidad  instantanea  al  final  de  3  segundos  es  de  |  de  centi'metro 
por  segundo.  S 


Velocidad  o  rapidez 

Por  el  momento,  usaremos  los 
terminos  velocidad  y  rapidez  de 
manera  indistinta.  Posteriormente, 
en  este  capi'tulo,  haremos  una 
distincion  entre  estas  dos  palabras. 


Tasa  de  cambio  La  velocidad  es  solo  una  de  las  muchas  tasas  de  cambio  que  seran 
importantes  en  este  curso;  es  la  tasa  de  cambio  de  la  distancia  con  respecto  al  tiempo. 
Otras  tasas  de  cambio  que  nos  interesaran  son  la  densidad  de  un  alambre  (la  tasa  de  cam¬ 
bio  de  la  masa  con  respecto  a  la  distancia);  el  ingreso  marginal  (la  tasa  de  cambio  del  in- 
greso  con  respecto  al  numero  de  arti'culos  producidos),  y  la  corriente  (la  tasa  de  cambio 
de  la  carga  electrica  con  respecto  al  tiempo).  Estas  tasas  y  muchas  mas  se  estudian  en  el 
conjunto  de  problemas.  En  cada  caso  debemos  distinguir  entre  una  tasa  de  cambio  pro- 
medio  en  un  intervalo  y  una  tasa  de  cambio  instantanea  en  un  punto.  La  frase  tasa  de 
cambio  sin  un  adjetivo  significara  tasa  de  cambio  instantanea. 


Revision  de  conceptos 

1.  La  recta  que  mas  se  aproxima  a  una  curva  cerca  del  punto  P 

es  la _ que  pasa  por  ese  punto. 

2.  Con  mayor  precision,  la  recta  tangente  a  una  curva  en  P  es  la 

posicidn  h'mite  de  las  rectas _ que  pasan  por  P  y  Q  cuando  Q  a  se 

aproxima  a  P  lo  largo  de  la  curva. 


3.  La  pendiente  mtan  de  la  recta  tangente  a  la  curva  y  =  f(x)  en 

(c.  f(c))  esta  dada  por  mlan  =  h'm  _ . 

/2  — *•() 

4.  La  velocidad  instantanea  de  un  punto  P  (que  se  mueve  a  lo 

largo  de  una  recta)  en  el  instante  c  es  el  li'mite  de _ en  el  interva¬ 

lo  de  c  a  c  +  h  cuando  h  se  aproxima  a  cero. 


Conjunto  de  problemas  2.1 

En  los  problemas  1  y  2  esta  dibujada  una  recta  tangente  a  una  curva. 
Evaliie  su  pendiente  ( pendiente  =  elevacion/ avance).  Sea  cuida- 
doso  al  observar  la  diferencia  en  escalas  sobre  los  dos  ejes. 


iy  2.  i 

V 

7  ^ 

7l 

f 

- ..^  6 

s  ■  y 

x 

4 

*  /  3 

\\ 

/  .  2 

1 

\ 

-2  -1 

12  3  4  5  6  7  x 

En  los  problemas  3-6,  dibuje  la  recta  tangente  a  la  curva  que  pasa  por 
el  panto  indicado  y  estirne  su  pendiente. 


3.  *-v 


4.  l.y 


-2 


12  3  4 


X 


-2-1  I  2  3  4  5  6  7 


X 


7.  Considere  y  =  x2  +  1 . 

(a)  Haga  un  bosquejo  de  su  grafica  tan  cuidadosamente  como 
pueda. 

(b)  Dibuje  la  recta  tangente  en  ( 1 , 2). 

13  (c)  Estime  la  pendiente  de  esta  recta  tangente. 

G=D  (d)  Calcule  la  pendiente  de  la  recta  tangente  que  pasa  por  (1,2)  y 

(1.01,  (1.01  )2  +  1.0). 

(e)  Encuentre,  por  medio  del  proceso  de  h'mite  (vease  el  ejemplo 
1),  la  pendiente  de  la  recta  tangente  en  (1,2). 

8.  Considere  y  .t !  1 . 

(a)  Haga  un  bosquejo  de  su  grafica  tan  cuidadosamente  como 
pueda. 
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(b)  Dibuje  la  recta  tangente  en  (2, 7). 

E3  (c)  Estime  la  pendiente  de  esta  recta  tangente. 

[c]  (d)  Calcule  la  pendiente  de  la  recta  secante  que  pasa  por  (2,  7)  y 

(2.01,  (2.01  )3  -  1.0). 

(e)  Encuentre,  por  medio  del  proceso  de  h'mite  (vease  el  ejem- 
plo  1 ),  la  pendiente  de  la  recta  tangente  en  (2, 7). 

9.  Encuentre  las  pendientes  de  las  rectas  tangentes  a  la  curva 
y  =  x2  -  1  en  los  puntos  donde  x  =  —2,— 1,0,  1,2  (vease  el 
ejemplo  2). 

10.  Encuentre  las  pendientes  de  las  rectas  tangentes  a  la  curva 
y  =  x3  —  2x  en  los  puntos  donde  x  =  —2, -1,0,  1,2. 

11.  Haga  un  bosquejo  de  la  grafica  de  y  =  l/(x  +  l)y  luego  en¬ 
cuentre  la  ecuacion  de  la  recta  tangente  en  ( 1 ,  |)  (vease  el  ejemplo  3). 

12.  Encuentre  una  ecuacion  de  la  recta  tangente  a  y  =  l/(x  -  1) 
en  (0,  -1 ). 

13.  Un  experimento  sugiere  que  un  cuerpo  que  cae  descendera 
aproximadamente  16r  pies  en  t  segundos. 

(a)  ^Cuanto  caera  entre  t  =  Oy  t  =  1? 

(b)  ^.Cuanto  caera  entre  t  =  1  y  t  =  2? 

(c)  ^.Cual  es  su  velocidad  promedio  en  el  intervalo  2  s  i  <  3? 

[C]  (d)  ^Cual  es  su  velocidad  promedio  en  el  intervalo  3  £  t  £  3.01  ? 

EE]  (e)  Encuentre  su  velocidad  instantanea  en  t  =  3  (vease  el  ejem¬ 
plo  4). 

14.  lln  objeto  viaja  a  lo  largo  de  una  recta  de  modo  que  su  posi¬ 
tion  s  es  s  =  t2  +  1  metros  despues  de  t  segundos. 

(a)  ^Cual  es  su  velocidad  promedio  en  el  intervalo  2  £  t  £  3? 

[§]  (b)  ^.C’ual  es  su  velocidad  promedio  en  el  intervalo  2  £  t  £  2.003? 

(c)  ^Cual  es  su  velocidad  promedio  en  el  intervalo  2  £  t  £  2  +  h? 
[~]  (d)  Determine  su  velocidad  instantanea  en  t  =  2. 

15.  Suponga  que  un  objeto  se  mueve  a  lo  largo  de  un  eje  coorde- 
nado,  de  modo  que  su  distancia  dirigida  — medida  desde  el  origen — 
despues  de  t  segundos  es  V  2/  +  1  pies. 

(a)  Encuentre  su  velocidad  instantanea  en  I  =  a,  a  >  0. 

(b)  Cuando  alcanzara  una  velocidad  de  3  pie  por  segundo?  (Vease 
el  ejemplo  5). 

16.  Si  una  partlcula  se  mueve  a  lo  largo  de  un  eje  coordenado,  de 
modo  que  su  distancia  dirigida  — medida  desde  el  origen —  despues 
de  l  segundos  es  ( —  r  +  4r )  pies,  ^cuando  la  partlcula  esta  momenta- 
neamente  detenida?  (Es  decir,  <;en  que  momento  su  velocidad  ins¬ 
tantanea  es  cero?). 

17.  Cierto  cultivo  de  bacteria  crece  de  modo  que  tiene  una  masa 
de  \  t2  +  1  gramos  despues  de  t  horas. 

L£j(a)  (.Cuanto  credo  durante  el  intervalo  2  £  t  £  2.01? 

(b)  ^Cual  fue  la  tasa  promedio  de  crecimiento  durante  el  intervalo 
2  £  t  £  2.01? 

EE]  (c)  ^.Cual  fue  su  tasa  instantanea  de  crecimiento  en  t  =  2? 

18.  Un  negocio  esta  prosperando  de  tal  manera  que  su  ganancia 
total  (acumulada)  despues  de  t  anos  es  lOOOf2  dolares. 

(a)  ;,Cual  fue  su  ganancia  durante  el  tercer  afio  (entre  t  =  2yt  =  3)? 

(b)  ^Cual  fue  su  tasa  promedio  de  ganancia  durante  la  primera  mi- 
tad  del  tercer  afio,  entre  t  =  2  y  t  =  2.5?  (La  tasa  sera  en  dola¬ 
res  por  afio). 

(c)  ^Cual  fue  la  tasa  instantanea  de  ganancia  en  t  =  2? 


19.  Un  alambre  de  8  centlmetros  de  largo  es  tal  que  la  masa  en¬ 
tre  su  extremo  izquierdo  y  un  punto  x  centlmetros  a  la  derecha  es  de 
x3  gramos  (vease  la  figura  12). 


|-» - x  cm 


La  masa  es  x 1  g 


Figura  12 

(a)  f,Cual  es  la  densidad  promedio  de  los  dos  centlmetros  centrales, 
es  decir,  del  centlmetro  3  al  5  de  este  alambre?  Observation :  la 
densidad  promedio  es  igual  a  masa/longitud. 

(b)  ^Cual  es  la  densidad  real  en  el  punto  que  se  encuentra  a  3  centl¬ 
metros  del  extremo  izquierdo? 

20.  Suponga  que  el  ingreso  l(n)  en  dolares  por  producir  n  compu- 
tadoras  esta  dado  por  I(n)  =  0.4«  —  O.OOlu2.  Encuentre  las  tasas 
instantaneas  de  cambio  del  ingreso  cuando  n  =  1 0  y  n  =  100.  (La  ta¬ 
sa  instantanea  de  cambio  del  ingreso  con  respecto  a  la  cantidad  de  pro- 
ducto  fabricado  se  denomina  ingreso  marginal.) 

21.  La  razon  (tasa)  de  cambio  de  la  velocidad  con  respecto  al 
tiempo  se  llama  aceleracion.  Suponga  que  la  velocidad  de  una  partl¬ 
cula  en  el  instante  I  esta  dada  por  v(t)  =  2 12.  Encuentre  la  acelera¬ 
cion  instantanea  cuando  t  =  1  segundo. 

22.  Una  ciudad  es  azotada  por  una  epidemia  de  gripe  asiatica. 
Las  autoridades  estiman  que  t  dlas  despues  del  inicio  de  la  epide¬ 
mia.  el  numero  de  personas  enfermas  con  la  gripe  esta  dado  por 
p(t)  =  120 r2  -  2 r\  cuando  0  £  t  £  40.  A  que  tasa  se  expande  la 
gripe  en  el  instante  f  =  10;  t  =  20;  t  =  40? 

23.  La  grafica  de  la  figura  13  muestra  la  cantidad  de  agua  en  un  lan- 
que  de  la  ciudad  durante  un  dla  que  no  se  bombeo  el  vital  llquido  a  ese 
recipiente.  ^Cual  fue  la  tasa  promedio  de  uso  de  agua  durante  el  dla? 
^Que  tan  rapido  estaba  siendo  usada  el  agua  a  las  8  a.m.? 
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Tiempo  en  horas 


Figura  13 


24.  Unos  pasajeros  abordan  un  elevador  en  la  planta  baja  (es  de¬ 
cir,  el  piso  cero)  y  lo  dejan  en  el  septimo  piso,  que  se  encuentra  84 
pies  por  arriba  de  la  planta  baja.  La  posicion  del  elevador,  s  como 
funcion  del  tiempo  t  (medido  en  segundos),  se  muestra  en  la  figura  14. 


10  20  30  40  50  60  70  80  90 

t  (segundos) 

Figura  14 
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(a)  ^Cual  fue  la  velocidad  promedio  del  elevador  desde  el  instante 
que  inicio  a  moverse  hasta  que  llego  al  septimo  piso? 

(b)  Aproximadamente,  <,cual  fue  la  velocidad  promedio  del  eleva¬ 
dor  en  el  instante  t  =  20? 

(c)  ,',Cuantas  paradas  hizo  el  elevador  entre  la  planta  baja  y  el  sep¬ 
timo  piso  (exceptuando  la  planta  baja  y  el  septimo  piso)?  ^En 
que  pisos  cree  usted  que  el  elevador  se  detuvo? 

25.  La  figura  15  muestra  la  temperatura  maxima  normal  para 
San  Luis,  Missouri,  como  una  funcion  del  tiempo  (medido  en  dfas 
desde  el  1  de  enero). 


Figura  15 


(a)  En  forma  aproximada,  <,cual  es  la  tasa  de  cambio  de  la  tempera¬ 
tura  maxima  normal  el  2  de  marzo  (es  decir,  en  el  dfa  numero 
61)?  ^Cuales  son  las  unidades  de  esta  tasa  de  cambio? 

(b)  Aproximadamente,  ^.cual  es  la  tasa  de  cambio  en  la  temperatura 
maxima  normal  el  10  de  julio  (es  decir,  en  el  dia  191)? 

(c)  (,En  cuales  meses  hay  un  momento  en  que  la  tasa  de  cambio  es 
igual  a  cero? 

(d)  ^En  que  meses  el  valor  absoluto  de  la  tasa  de  cambio  es  la  ma¬ 
xima? 

26.  La  figura  16  muestra  la  poblacion,  en  millones,  de  un  pat's  en 
desarrollo  para  los  anos  de  1900  a  1999.  Aproximadamente,  ^cual  es 
la  tasa  de  cambio  de  la  poblacion  en  1930?  iY  en  1990?  Con  frecuen- 
cia,  el  crecimiento  porcentual  es  una  medida  mas  apropiada  del  cre- 
cimiento  poblacional.  Esta  es  la  tasa  de  crecimiento  dividida  entre  el 
tamano  de  la  poblacion  en  ese  instante.  Para  esta  poblacion,  <cual  fue 
el  crecimiento  porcentual  aproximado  en  1930?  en  1990? 


Figura  16 


27.  Las  figuras  17a  y  17b  muestran  la  posicion  s  como  una  fun¬ 
cion  del  tiempo  t  para  dos  particulas  que  se  mueven  a  lo  largo  de 
una  recta.  Para  cada  partfcula,  ,da  velocidad  aumenta  o  disminuye? 
Explique. 


s  i  s 


(a)  fb) 

Figura  17 


28.  La  tasa  de  cambio  de  la  carga  electrica  con  respecto  al  tiem¬ 
po  se  denomina  corriente.  Suponga  que  k  +  t  coulombs  de  carga 
fluye  a  traves  de  una  alambre  en  t  segundos.  Encuentre  la  corriente, 
en  amperes  (coulombs  por  segundo)  despues  de  3  segundos.  ^.Cuan- 
do  se  fundira  un  fusible  de  20  amperes  en  la  lfnea? 

29.  Debido  a  un  derrame,  el  radio  de  una  mancha  circular  de 
aceite  esta  creciendo  a  una  velocidad  constante  de  2  kilometres  por 
dia.  iA  que  velocidad  esta  creciendo  el  area  del  derrame  3  dfas  des¬ 
pues  de  que  comenzo? 

30.  El  radio  de  un  balon  esferico  esta  aumentando  a  una  veloci¬ 
dad  de  0.25  pulgadas  por  segundo.  Si  el  radio  es  de  0  en  el  instante 
t  =  0,  encuentre  la  tasa  de  cambio  del  volumen  en  el  instante  t  =  3. 

feci  Utilice  una  calculadora  grafica  (GC)  o  un  CAS  (sistema  de  algebra 
computacional)  para  resolver  los  problemas  del  31  al  34. 

31.  Dibuje  la  grafica  de  y  =  f(x)  =  x3  -  lx1  +  1.  Despuds  en¬ 
cuentre  la  pendiente  de  la  recta  tangente  en 

(a)  -1  (b)  0  (c)  1  (d)  3.2 

32.  Dibuje  la  grafica  de  y  =  f(x)  =  sen  x  sen2  2x.  Despues  en¬ 

cuentre  la  pendiente  de  la  recta  tangente  en 

(a)  ir/3  (b)  2.8  (c)  ir  (d)  4.2 

33.  Si  un  punto  se  mueve  a  lo  largo  de  una  recta,  de  modo  que  su 

distancia  i  (en  pies)  desde  0  esta  dada  por  s  =  t  +  t  cos2  r  a  los  /  se¬ 
gundos,  encuentre  su  velocidad  instantanea  ent  =  3. 

34.  Si  un  punto  se  mueve  a  lo  largo  de  una  recta,  de  modo  que  su 
distancia  s  (en  metros)  desde  0  esta  dada  por  s'  =  (t  +  1  )3/(r  +  2)  a 
los  t  minutos,  encuentre  su  velocidad  instantanea  en  t  =  1 .6. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  recta  tangente 
2.  secante  3.  [f(c  +  h)  —  f(c)]/h  4.  velocidad  promedio 
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2.2 

La  derivada 


Hemos  visto  que  la  pendiente  de  la  recta  tangente  y  la  velocidad  instantanea  son  manifes- 
taciones  de  la  misma  idea  basica.Tasa  de  crecimiento  de  un  organismo  (biologia),  ganan- 
cia  marginal  (economia),  densidad  de  un  alambre  (fisica)  y  velocidad  de  disolucion 
(quimica)  son  otras  versiones  del  mismo  concepto  basico.  El  buen  sentido  matematico 
sugiere  que  estudiemos  este  concepto  independientemente  de  estos  vocabularios  espe- 
cializados  y  de  sus  diversas  aplicaciones.  Elegimos  el  nombre  neutral  de  derivada ,  el  cual 
anadiremos  a  funcion  y  limite  como  una  de  las  palabras  clave  del  calculo. 


Definicion  Derivada 

La  derivada  de  una  funcion  /  es  otra  funcion  /'  (lease  “f  prima")  cuyo  valor  en 
cualquier  numero  x  es 


/'(*) 


lim 

h->  0 


/(*  +  h) 

h 


f{x) 


Si  este  limite  existe,  decimos  que  /es  derivable  en  x.  Determinar  una  derivada  recibe 
el  nombre  de  derivation;  la  parte  del  calculo  asociada  con  la  derivada  se  denomina  calcu¬ 
lo  diferencial. 

Calculo  de  derivadas  Ilustramos  con  varios  ejemplos. 

B  Ij EMPLO  Y]  Sea  f(x)  =  13x  -  6.  Encuentre  f’(4). 

SOILdON 

.  „  /(4  +  h)  —  f(4)  „  [13(4  +  h)  —  6]  —  [13(4)  —  6] 

/  (4)  =  lim  -  7 - =  lim  - ; - 

h-*  o  h  h—o  h 

=  lim  =  lim  13  =  13  * 

/i->0  h  h-+  0 


m  EJEMPLO  2  Si  f(x)  =  x3  +  lx  encuentre, /'(x). 

SOLUCION 

,,,  x  „  f(X  +  h)  -  f(X ) 

/  (.v:  =  lim - - 

h—*0  h 

[(x  +  h )3  +  7(x  +  /i)]  —  [x3  +  7x] 

=  lim  - - - 

h  *0  h 


3  x2h  +  3  xh2  +  /i3  +  Ih 
h 


—  lim 

/i—»o 


=  lim(3x2  +  3xh  +  h2  +  7) 

h — >0 

=  3x2  +  7 


M  EJEMPLO  3J  Si  f{x)  =  1/x,  encuentre  fix). 

SOLUCION 

_J _ 1 

,,,  ,  ..  +  h)  -  f{x)  x  +  h  x 

f  (x)  =  lim  - - - =  lim  - - - 

h^o  h  a— o  h 


=  lim 

A— 0 


x  —  (x  +  h)  1  ’ 

=  lim 

-h  1  " 

(x  +  h)x  h 

_  (x  +  h)x  h  _ 

A— -0 

=  lim 


-1 


A— *0  (x  +  h)x 
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f(c  +  h)-f(c) 


X 


/(*)-/(<-) 


ji 


Asf ,/'  es  la  funcion  dada  por  f'(x)  =  —  1/x2.  Su  dominio  es  todos  los  numeros  reales, 
excepto  x  =  0.  ■ 


gj  I  J  I- \1 1*1,0  4  Encuentre  F'(x)  si  E(x)  =  Vx,  x  >  0. 

SOLUCION 


F'(x) 


lim 

h — >0 


F{x  +  h ) 
h 


F(x) 


=  I  l'm 

*->o 


Vx  +  /i  —  Vx 

/l 


En  este  momento  habra  notado  que  encontrar  una  derivada  siempre  implica  tomar  el 
limite  de  un  cociente,  en  donde  el  numerador  y  el  denominador  se  aproximan  a  cero. 
Nuestra  tarea  es  simplificar  este  cociente,  de  modo  que  podamos  cancelar  un  factor  h, 
del  numerador  y  del  denominador,  permitiendonos  con  ello  evaluar  el  limite  por  susti- 
tucion.  En  el  ejemplo  actual,  esto  puede  realizarse  por  medio  de  la  racionalizacion  del 
numerador. 


F'(x) 


h'm 

/i^O 


Vx  +  h  —  Vx 

h 


Vx  +  h  +  Vx 
Vx  +  h  +  Vx- 


=  h'm 

/l-M) 


x  +  h  —  x 
h(  Vx  +  h  +  Vx) 


=  h'm 

o 


_ h _ 

/i(Vx  +  h  +  Vx) 


=  h'm  — - - 

/,-°  Vx  +  h  +  Vx 


1  _  1 

Vx  +  Vx  2Vx 


Asf,  F',  la  derivada  de  F,  esta  dada  por  F'(x)  =  1/(2 Vx).  Su  dominio  es 

(0,  oo).  ■ 


Formas  equivalentes  dc  la  derivada  No  hay  nada  sagrado  acerca  del  uso  de 
la  letra  h  en  la  definicion  de  /'(c).  Por  ejemplo,  observe  que 


/'(c) 


h'm 

h->  0 


f(c  +  ft) 

h 


/(c) 


/(c  +  p)  -  f{c) 

=  lim  - 

p^o  p 


=  h'm 


/(c  +  s) 
s 


/(C) 


Un  cambio  mas  radical,  pero  todavi'a  solo  un  cambio  de  notacion,  puede  entenderse 
comparando  las  figuras  1  y  2.  Observe  como  x  toma  el  lugar  de  c  +  /;,  y  por  lo  tanto 
x  —  c  reemplaza  a  h.  En  consecuencia. 


/'(c)  =  h'm 


fix)  -  /(c) 


Observese  que  en  todos  los  casos  el  numero  en  el  que  /'  se  evalua  se  mantiene  fijo 
durante  la  operation  del  limite. 
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EJEMPLO  5  Utilice  el  ultimo  recuadro  para  determinar  g’(c)  si  g(x)  = 


2/  (x  +  3). 

SOLE  Cl  ON 


„  g(x)  -  g(c)  X  +  3  c  +  3 

g  (c)  =  lim - =  Jim  - 

»c  X  —  C  x — *c  X  —  C 

2(c  +  3)  -  2(.v  +  3)  1 


=  lfm 

X — *C 


=  lfm 

x— *C 


=  lfm 


(x  +  3)(c  +  3)  x  —  c 
—2(x  —  c)  1 


(jc  +  3)(c  +  3)  x  —  c 
-2  -2 


(x  +  3 )(c  +  3)  (c  +  3)2 

Aquf  hemos  manipulado  el  cociente  hasta  que  pudimos  cancelar  el  factor  x  —  c  del 
numerador  y  del  denominador.  Entonces  pudimos  evaluar  el  lfmite.  ■ 


B  EJEMPLO  6  J  Cada  una  de  las  siguientes  es  una  derivada,  pero  ^de  que  funcion? 
lY  en  que  punto? 


(4  +  h )2  -  16 

(a)  lfm  - - - 

A—o  h 

SOLUCION 


(b)  lfm 

x—>3 


2  _  2 

x _ 3 

x  —  3 


(a)  Esta  es  la  derivada  de  f(x)  =  x2  en  x  =  4. 

(b)  Esta  es  la  derivada  de  f(x)  =  2/x  enx  =  3.  Si 


Derivabilidad  implica  continuidad  Si  una  curva  tiene  una  recta  tangente  en 
un  punto,  entonces  esa  curva  no  puede  dar  un  salto  ni  oscilar  demasiado  en  ese  punto. 
La  formulacion  precisa  de  este  hecho  es  un  teorema  importante. 


Teorema  A 


Derivabilidad  implica  continuidad 

Si  f'(c)  existe,  entonces  /es  continua  en  c. 


Demostracion  Necesitamos  demostrar  que  lfm  f(x)  =  /(c).  Empezamos  por  es- 
cribir  f(x)  de  una  manera  especial. 


fix)  -  /(c) 

f(x )  =  /(c)  H - (x  —  c),  x  c 


I 


1 

Figura  3 


i 


X 


Por  lo  tanto. 


lfm  f(x)  =  lfm 


,  .  /(*)  -  /(c)  f  V 

/(c)  +  — r- 1 —  (x  ~  c) 


x  —  c 


fix )  -  /(c) 

=  lfm  /(c)  +  lfm - lfm(.r  —  c) 


x — *c  X  C  x~*c 


=  /(c)  +  /'(c) -0 
=  f(c ) 


El  inverso  de  este  teorema  es  falso.  Si  una  funcion /es  continua  en  c,  no  se  sigue 
que/tenga  una  derivada  en  c.  Esto  es  facil  de  ver  considerando  f(x)  =  |x|  en  el  ori- 
gen  (vease  la  figura  3).  Esta  funcion  en  verdad  es  continua  en  cero.  Sin  embargo,  no  tiene 
una  derivada  allf,  como  ahora  lo  demostramos.  Observe  que 
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Av 


/( o  +  h)  -  m  io  +  h\  - 


Asf, 


mientras  que 


lim 

A^>0 


K'm 
A— O' 


/(0 


\JA 

h 


/( o 


*)  -  m  „  i/ii 

— , - =  Km  — 

/;  A— ►o  h 


=  lfm  —  =  1 
A— O'  /l 


*)-/(0)  „  l/il 

- =  Km  — — ■ 

A— >o  h 


h 


-  Km  ^ 
A— *0  /l 


=  -1 


Ya  que  los  Kmites  por  la  derecha  y  por  la  izquierda  son  diferentes, 

/( 0  +  h)  -  /(0) 


lfm  ; 

A— >0 


/? 


no  existe.  Por  lo  tanto,  /'( 0)  no  existe. 

Un  argumento  similar  muestra  que  cualquier  punto  en  donde  la  grafica  de  una  fun- 
cion  continua  tenga  una  esquina  o  vertice,  la  funcion  no  es  derivable.  La  grafica  en  la  fi- 
gura  4  indica  algunas  formas  para  que  una  funcion  no  sea  derivable  en  un  punto. 


\ 

'"X. 

\ 

# 

1 

A 
y  i 

. m  _ 

i  Tangente 

Esquina  vertical 

\ 

\ 

\ 

1 

a 

1  1 

b  c 

\  / 

*x 

d 

/ no  es  continua. 

f  es  continua. 

f  es  continua 

por  lo  tanto,  no 
es  derivable 

pero  no 
derivable 

y 

derivable 

Figura  4 


Para  la  funcion  que  se  muestra  en  la  figura  4  la  derivada  no  existe  en  el  punto  c,  en  don¬ 
de  la  recta  tangente  es  vertical.  Esto  es  porque 


lfm 

A— *0 


/(c  +  h)  -  /(c) 
h 


oo 


Esto  corresponde  al  hecho  de  que  la  pendiente  de  una  recta  vertical  no  esta  definida. 

lncrementos  Si  el  valor  de  una  variable  x  cambia  de  x,  a  X2,  entonces  x2  —  xh  el 
cambio  de  jt, se  denomina  un  incremento  de  x  y  por  lo  regular  se  denota  por  Ax  (lease 
“delta  x”).  Observese  que  Ax  no  significa  A  porx.  Si  Xj  =  4.1  y  x2  =  5.7,  entonces 

Ax  =  x2  —  x{  =  5.7  —  4.1  =  1.6 
Si  X[  =  c  y  x2  =  c  +  h,  entonces 

Ax  =  x2  —  X\  =  c  +  h  —  c  =  h 

Ahora  suponga  que  y  =  f(x)  determina  una  funcion.  Si  x  cambia  de  x\  a  x2,  en¬ 
tonces  y  cambia  de  jq  =  /(x])  a  y2  =  f(x2).  Asl,  al  incremento  Ax  =  x2  —  xt  en  x. 
existe  un  correspondiente  incremento  en  y  dado  por 

Ay  =  yi~  y\=  f(x2)  -  f(x t) 


BfEjEMPLO'7"  Sea  y  =  /(x)  =  2  —  x2.  Encuentre  Ay  cuando  x  cambia  de  0.4  a 
1.3  (vease  la  figura  5). 
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SOLUCION 


Ay  =  /(1.3)  -  /(0.4)  =  [2  -  (1.3)2]  -  [2  -  (0.4)2]  =  -1.53  m 

Notacion  de  Leibniz  para  la  derivada  Ahora,  suponga  que  la  variable  in- 
dependiente  cambia  de  x  a  x  +  Ax.  El  cambio  correspondiente  en  la  variable  dependien- 
te,y,  sera 


y  la  razon 


Ay  =  f{x  +  Ax)  -  f{x) 

A y  =  f(x  +  Ax)  -  f(x) 
Ax  Ax 


representa  la  pendiente  de  una  recta  secante  que  pasa  por  (x,  /(x)),  como  se  muestra 
en  la  figura  6.  Cuando  Ax  — *  0,  la  pendiente  de  esta  recta  secante  tiende  a  la  recta  tan- 
gente,  y  para  esta  ultima  pendiente  utilizamos  el  simbolo  dy/dx.  Por  lo  tanto, 


dy 

dx 


ito  ^  = 

Ax— >0  Ax 


h'm 

Ax— >0 


f(x  +  Ax) 

a7 


fix) 


fix) 


Gottfried  Wilhelm  Leibniz,  contemporaneo  de  Isaac  Newton,  llamo  a  dy/dx  cociente 
de  dos  infinitesimales.  El  significado  de  la  palabra  infinitesimal  es  vago  y  no  lo  utiliza- 
remos.  Sin  embargo,  dy/dx  es  un  shnbolo  estandar  para  la  derivada  y  lo  usaremos  con 
frecuencia  de  ahora  en  adelante. 

La  grafica  de  la  derivada  La  derivada /'(x)  proporciona  la  pendiente  de  la  rec¬ 
ta  tangente  a  la  grafica  de  y  =  f(x)  en  el  valor  de  x.  Por  lo  tanto,  cuando  la  recta  tan- 
gente  esta  ascendiendo  hacia  la  derecha,  la  derivada  es  positiva,  y  cuando  la  recta 
tangente  esta  descendiendo  hacia  la  derecha,  la  derivada  es  negativa.  Por  lo  tanto,  pode- 
mos  obtener  una  grafica  aproximada  de  la  derivada  dando  solo  la  grafica  de  la  funcion. 

Bejemplox  1  Dada  la  grafica  de  y  =  /(x)  que  se  muestra  en  la  primera  parte 
de  la  figura  7,  haga  un  bosquejo  de  la  grafica  de  la  derivada  f'(x). 

SOLUCION  Para  x  <  0,  la  recta  tangente  a  la  grafica  de  y  =  f(x)  tiene  pendiente 
positiva.  Un  calculo  aproximado  a  partir  de  la  grafica  sugiere  que  cuando  x  =  —2,  la 
pendiente  es  alrededor  de  3.  Conforme  nos  movemos  de  izquierda  a  derecha  a  lo  largo 
de  la  curva  en  la  figura  7,  vemos  que  la  pendiente  sigue  siendo  positiva  (durante  un 
tiempo),  pero  las  rectas  tangentes  se  hacen  cada  vez  mas  planas  (horizontales).  Cuando 
x  =  0,  la  recta  tangente  es  horizontal  y  nos  dice  que  /'( 0)  =  0.  Para  x  entre  0  y  2,  las 
rectas  tangentes  tienen  pendiente  negativa,  lo  cual  indica  que  la  derivada  sera  negativa  en 
este  intervalo.  Cuando  x  =  2,  nuevamente  estamos  en  un  punto  en  donde  la  recta  tan¬ 
gente  es  horizontal,  por  lo  que  la  derivada  es  igual  a  cero  cuando  x  =  2.  Para  x  >  2,  la 
recta  tangente  tiene  pendiente  positiva  otra  vez.  La  grafica  de  la  derivada  f'(x)  se 
muestra  en  la  ultima  parte  de  la  figura  7.  it 


La  recta  tangente 


3 

1 _  .  1 

k  V  j 

3 

-  2 

1  1  1  1  1  :/\ 

1  tiene  pendiente  0 
cuando  i  =  0y 
cuando  x  =  2 

-/  . 

i  i  i  i  , 

1  2  3  4  X  -2  /  -1 

1  2  3  4 

La  recta  tangente 

“ 

tiene  pendiente  3  / 

cuando  x  =  -2 

.(  2.3) 

k  v 

\  3 

~  .  / 

2 

\  1 

1  1  X 

l  L  ’  1  1  * 

-2  -1  J 

!  ^  2  3  4  X 

(0,0)  -i 

(2,  0) 

Figura  7 
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Revision  de  conceptos 

1.  La  derivada /en  x  esta  dada  por  /'(x)  =  lfm _ .Defer-  3.  Si /es  derivable  en  c,  entonces/es _ en  c.  El  inverso  es 

ma  equivalente,  f'(x)  =  lfm _ .  falso,  como  se  demostro  mediante  el  ejemplo /(x)  =  _ . 

t—*x 

2.  La  pendiente  de  la  recta  tangente  a  la  grafica  de  y  =  /(x)  en  4.  Si  y  =  /(x),  ahora  tenemos  dos  simbolos  diferentes  para  la 

el  punto  (c,  /(c))  es _ .  derivada  de  v  con  respecto  a  x.  Son _ y _ . 


Conjunto  de  problemas  2.2 

En  los  problemas  del  1-4,  utilice  la  definition 


/'(c) 


lfm 

h-*  0 


/(c  +  h)  -  /(c) 

h 


para  encontrar  la  derivada  indicada. 
1.  /'(I)  si/(x)  =  x2 


2.  /'(2)  si  f(t)  =  (2 tf 


3.  /'(3)  si/(f)  =  t2-t  4.  /'(4)si/(s)  =  — - 

En  los  problemas  del  5-22,  use  f'(x)  =  lfm  [f(x  +  h)  —  f(x)]/h 

h— *0 

para  determinar  la  derivada  en  x. 


5.  s(x)  =  2x  +  1 
7.  r(x)  =  3x2  +  4 


6.  /(x)  =  ax  +  p 
8.  f(x)  =  x2  +  x  +  1 


9.  /(x)  =  ax2  +  bx  +  c  10.  f(x)  =  x4 

11.  f(x)  =  x3  +  2x2  +  1  12.  g(x)  =  x4  +  x2 


13.  h(x)  =  — 


14.  S(x)  = 


1S.  fW  -  ^ 

17.  G(»)  -  —  -■-! 

x  -  4 

19.  g(x)  =  V3x 
21.  W(x)  =  — 


16.  F(x)  = 


18.  G(x)  =  r - 

X  —  X 

20.  g(x)  =  — 

V3x 

22.  H(x)  =  Vx2  +  4 


En  los  problemas  del  23-26,  use  fix)  =  lfm  [/(f)  —  /(x)]/[f  —  x] 

! *X 

para  determinar  f'(x)  (vease  el  ejemplo  5). 


23.  /(x)  =  x2  —  3x 


24.  /(x)  =  x3  +  5x 


25.  f(x)  = 


26.  f(x)  = 


En  los  problemas  del  21  al  36  el  llmite  dado  es  ana  derivada,  pero  ;de 
quefuncion?  jY  en  que punto?  (Vease  el  ejemplo  6). 

2(5  +  h)3  —  2(5)3 

27.  lim  - - - 

/i— 0  /; 

(3  +  hf  +  2(3  +  !,)  -  15 

28.  hm - - - 

h—*n  h 


x2  -  4 

29.  lfm  - - 

a— 2  x  —  2 


31.  lfm - 

i-».t  t  —  x 


,,  x3  +  x  -  30 
30.  lim  - 

a— »3  x  —  3 

p2  -  x3 

32.  lfm  - 

p  ~  x 


33.  lfm  - 

A-»/  X  —  t 


sen  x  —  sen  y 

34.  h'm  - - 


En  los  problemas  del  37  a!  44  se  da  la  grafica  de  una  funcion  y  =  f(x) 

Utilice  esta  grafica  para  bosquejar  la  grafica  de  y  =  f'(x) 

37.  iy  38.  iv 


4 


En  los  problemas  del  45  al  50  determine  Ay  para  los  valores  dados  de 
X]  y  x2  (vease  el  ejemplo  7). 

45.  y  —  3x  +  2,  X|  =  1,  x2  =  1.5 

46.  y  =  3x2  +  2x  +  1,  X|  =  0.0,  x2  =  0.1 
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47.  y  =  — ,  x,  =  1.0,  x2  =  1.2 

x 

2 

48.  v  =  — — ,  JCi  =  0,  x2  =  0.1 

E]  49.  y  =  3  x,  =  2.34,  x2  =  2.31 

050.  y  =  cos  2x,  X\  =  0.571,  x2  =  0.573 

En  los  problemas  del  51  a!  56  primero  determine  y  simplifique 

Ay  ^  f{x  +  Ax)  -  f{x) 

Ax  Ax 

Luego  determine  dy/dx  tomando  el  limite  de  su  respuesta  cuando 
Ax  — 0. 

51.  y  =  x2  52 .  y  =  x3  —  3x2 

1  ,  1 

53.  y  = - r  54.  y  =  1  +  - 

7  x  +  1  2  x 


57.  Con  base  en  la  figura  8,  estime  /'(0),  /'(2),  /'( 5),  y  /'(7). 

58.  Con  base  en  la  figura  9,  estime  g'(-l),g'(l),  g'(4),  y  g'(6). 

59.  Haga  un  bosquejo  de  la  grafica  de  y  =  f'(x)  en  -1  <  x  <  7 
para  la  funcion/de  la  figura  8. 


Figura  10 


60.  Haga  un  bosquejo  de  la  grafica  de  y  =  g'(x)  en  -  1  <  x  <  7 
para  la  funcion  g  de  la  figura  9. 

61.  Considere  la  funcion  y  =  /(x),  cuya  grafica  esta  bosquejada 
en  la  figura  10. 

(a)  Estime  /( 2),  /'(2),  /(0.5),  y  /'( 0.5). 

(b)  Estime  la  tasa  de  cambio  promedio  en  /  sobre  el  intervalo 
0.5  <  x  s  2.5. 


(c)  En  el  intervalo  -1  <  x  <  7,7endonde  lfm  /(«)  no  existe? 

U — *  X 

(d)  En  el  intervalo  —  1  <  x  <  7,  ^en  donde/no  es  continua? 

(e)  En  el  intervalo  -1  <  x  <  7,7en  donde/no  tiene  derivada? 

(f)  En  el  intervalo —1  <  x  <  7,  ^en  donde  f'[x)  =  0? 

(g)  En  el  intervalo —1  <  x  <  7,  ^en  donde /'(x)  =  1? 

62.  La  figura  14  en  la  seccion  2.1  muestra  la  posicion  s  de  un  ele- 
vador  como  funcion  del  tiempo  t.  ^En  que  puntos  la  derivada  existe? 
Bosqueje  la  derivada  de  s. 


Figura  1 1 


63.  La  figura  15  en  la  seccion  2.1  muestra  la  temperatura  maxima 
normal  para  San  Luis,  Missouri.  Haga  un  bosquejo  de  la  derivada. 

64.  La  figura  11  muestra  dos  funciones.  Una  es  la  funcion  /,  y  la 


Figura  12 


otra  es  su  derivada  /  '.  ^Cual  es  cual? 

65.  La  figura  1 2  muestra  tres  funciones.  Una  es  la  funcion  /;  otra 
es  su  derivada  /',  a  la  cual  llamaremos  g;  y  la  tercera  es  la  derivada 
de  g.  ^Cual  es  cual? 

66.  Suponga  que  /(x  +  y )  =  /(x)/(y )  para  toda  x  y  toda  y. 
Muestre  que  si  /'( 0)  existe,  entonces  f'{a)  existe  y  f'(a)  = 
/(«)/'( 0). 


si  x  <  2 
sir  a  2 


Determine  my  b  de  modo  que /sea  diferenciable  en  todas  partes. 


68.  La  derivada  simetrica  f  s ( x )  se  define  como 


fs(x)  =  lfm 
h—*  0 


f{x  +  h)  -  fjx  -  h) 
2  h 
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(b)  /es  una  funcion  par. 

70.  Demuestre  que  la  derivada  de  una  funcion  impar  es  una  fun- 
don  par  y  que  la  derivada  de  una  funcion  par  es  una  funcion  impar. 

Utilice  un  CAS  para  resolver  los  problemas  71  y  72. 

IMS  71.  Dibuje  las  graficas  de  f(x)  =  x3  —  4x 2  +  3  y  su  derivada 
f'{x)  en  el  intervalo  [-2,  5]  utilizando  los  mismo  ejes. 

(a)  En  este  intervalo,  ^,en  donde  esta  f'(x)  <  0? 

(b)  En  este  intervalo,  /.en  donde  f(x)  disminuye  cuando  x  aumenta? 

(c)  Haga  una  conjetura.  Experimente  con  otros  intervalos  y  otras 
funciones  para  sustentar  esta  conjetura. 


[MEQ  72.  Dibuje  las  graficas  de  f(x)  =  cos  x  —  sen(.r/2)  y  su  deri¬ 
vada  f'(x)  en  el  intervalo  [0, 9]  utilizando  los  mismos  ejes. 

(a)  En  este  intervalo,  ^en  donde  f'(x)  >  0? 

(b)  En  este  intervalo,  ^en  donde  f(x)  aumenta  cuando  x  aumenta? 

(c)  Haga  una  conjetura.  Experimente  con  otros  intervalos  y  otras 
funciones  para  sustentar  esta  conjetura. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  [f(x  +  h)  -  f(x)]/h\ 
[ /(f)  -  /(*)]/(!  -  x)  2.  /'(e)  3.  continua;  |.v| 


2.3 

Reglas  para  encontrar 
derivadas 


El  proceso  de  encontrar  la  derivada  de  una  funcion  de  manera  directa  a  partir  de  la  de¬ 
finition  de  la  derivada,  esto  es,  estableciendo  el  cociente  de  diferencias 

f(x  +  h)  -  f(x) 
h 


Un  operador 

Figura  1 


y  evaluando  su  lfmite,  puede  consumir  tiempo  y  ser  tedioso.  Vamos  a  desarrollar  herra- 
mientas  que  nos  permitan  acortar  este  largo  proceso  — de  hecho,  nos  permitira  encon¬ 
trar  derivadas  de  las  funciones  mas  complicadas  que  se  vean. 

Recuerde  que  la  derivada  de  una  funcion /es  otra  funcion  /'.  En  la  seccion  ante¬ 
rior  vimos  que  si  f(x)  =  jt3  +  lx  es  la  formula  para  /,  entonces  f'(x)  =  3x2  =  7  es  la 
formula  para  /'.  Cuando  tomamos  la  derivada  de/,  decimos  que  estamos  derivando  a 
/.  La  derivada  opera  sobre/para  producir  /'.  Con  frecuencia  utilizamos  el  sfmbolo  Dx 
para  indicar  la  operation  de  derivation  (vease  la  figura  1).  El  sfmbolo  Dx  indica  que  es¬ 
tamos  tomando  la  derivada  (con  respecto  a  la  variable  x)  de  lo  que  sigue.  Asf,  escribi- 
mos  Dxf(x)  =  f'(x)  o  (en  el  caso  antes  mencionado)  Dx(x3  +  lx)  =  3x2  +  1.  Esta 
Dx  es  un  ejemplo  de  un  operador.  Como  sugiere  la  figura  1,  un  operador  es  una  funcion 
cuya  entrada  es  una  funcion  y  cuya  salida  es  otra  funcion. 

Con  la  notation  de  Leibniz,  que  se  introdujo  en-  la  seccion  pasada,  ahora  tenemos 
tres  notaciones  para  la  derivada.  Si  y  =  f(x),  podemos  denotar  la  derivada  de  /  por 
medio  de 


y 


f'(x)  O  Dxf(x) 


o 


d y 

dx 


Ahora  utilizaremos  la  notation  —  para  querer  decir  lo  mismo  que  el  operador  Dx 


-j - 1 - 1 - <5  Las  reglas  para  la  constante  y  la  potencia  La  grafica  de  la  funcion  constan- 

1  x  +  h  te  f(x)  =  k  es  una  recta  horizontal  (vease  la  figura  2),  que,  por  lo  tanto,  tiene  pendiente 

Figura  2  cero  en  todas  partes.  Esta  es  una  manera  de  entender  nuestro  printer  teorema. 


Teorema  A 


Regia  para  la  funcion  constante 

Sif(x)  =  k,  donde  k  es  una  constante,  entonces  para  cualquierx,  f'{x)  =  0;  esto  es, 

Dx{k)  =  0 


Demostracion 


fix)  =  lfm 


f(x  +  h)  -  f(x) 


lfm 

>i—0 


k  —  k 
h 


lfm  0  =  0  ■ 

h—*  0 


h 
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Figura  3 


La  grafica  de  /(x)  =  x  es  una  recta  que  pasa  por  el  origen  y  tiene  pendiente  1  (vea- 
se  la  figura  3);  de  modo  que  debemos  esperar  que  la  derivada  de  esta  funcion  sea  1  para 
toda  x. 


Demostracion 


fix)  =  lfm 

v  '  h^O 


f(x  +  h)  -  f{x) 


=  lfm 
*o 


x  +  h  —  x 


=  lfm  -  =  1 
h-*0  h 


Antes  de  iniciar  con  nuestro  siguiente  teorema,  recordemos  algo  de  algebra;  como 
elevar  un  binomio  a  una  potencia. 

( a  4-  b)2  =  a2  +  lab  +  b2 

(, a  +  b )3  =  a3  +  3  a2b  +  lab2  +  b3 

(a  +  b )4  =  a4  +  4  a3b  +  6  a2b2  +  4ab3  +  bA 


(a  +  b)n  =  a"  +  na"  xb  3 — — - ~an  2b2  +  +  nab "  1  +  b" 


■RmBmfUSI  Regia  para  la  potencia 

Si  f(x)  =  x",  donde  n  es  un  entero  positivo,  entonces  f'(x)  =  nxn~]\  esto  es, 

Dx{xn)  =  nxn~] 

Demostracion 

„  Rx  +  h)~  f(X)  „  (x  +  hr  -  ^ 

f  ix)  =  lim  - : - =  lim  - - - 

h—o  h  h-+()  h 


xn  +  nxn  lh  H — - — - - x "  2h2  +  ■■■  +  nxhn  1  +  hn  -  xn 

2 


=  lfm 

h—0 


,  n(n  —  1)  0 

„n- 1  _ L^n-2i 


H  nx"~l  +  -Xn~zh  +  •••  +  nxhn~ 2  +  /r"  1 

=  lim  i - 2 - - - i 

/,-0  /f 

Dentro  de  los  corchetes,  todos  los  terminos  — excepto  el  primero —  tienen  a  h  como 
factor,  y  asf  que  para  todo  valor  de  x  cada  uno  de  estos  terminos  tiene  Ifmite  cero  cuan- 
do  h  se  aproxima  a  cero.  Por  lo  tanto, 

/'( x)  =  nxn-'  ■ 

Como  ejemplos  del  teorema  C,  observe  que 

Dx(x3)  =  3a:2  Dx(x 9)  =  9x8  Dx(xm)  =  100x" 

Dx  es  un  operador  lineal  El  operador  Dx  se  comporta  muy  bien  cuando  se 
aplica  a  multiplos  constantes  de  funciones  o  sumas  de  funciones. 

Regia  del  multiplo  constante 

Si  k  es  una  constante/es  una  funcion  derivable,  entonces  [kf)' (x)  =  k  •f'{x)\ esto 


Dx[k-f(x)]  =  k  ■  Dxf(x) 


En  palabras,  una  constante  k,  que  multiplica,  puede  "sacarse”  del  operador  Dx. 
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Demostracion  Sea  F(x)  =  k  •  f(x).  Entonces 

F(x  +  h)  -  F(x)  k-f{x  +  h)-k-f{x) 

F  (x)  =  lim  - - -  =  lim  - 

a-»o  h  /i—o  h 

„  ,  f(x  +  h)  -  f(x)  f(x  +  h)  -  f(x) 

=  lim  k - ; - =  k  •  lim - - - 

h—*  0  h  /*— >0  h 


=  k-f'(x) 

El  penultimo  paso  fue  fundamental.  Pudimos  pasar  k  a  traves  del  signo  de  h'mite  a  con- 
secuencia  del  teorema  principal  de  lfmites  parte  3.  ■ 

Ejemplos  que  ilustran  este  resultado  son 

Dx(- 7x3)  =  —7Dx(xi)  =  —7  •  3x2  =  - 21  x 2 


y 

Dx(\x9)  =  |  Dx(x9)  =  f-9x8  =  12.v8 


Teorema  E 


Regia  para  la  suma 

Si  fy  g  son  funciones  derivables,  entonces  (/  +  g)'(x)  =  f'(x)  +  g’{x);  esto  es, 

Dx[f(x)  +  g(x)]  =  Dxf(x)  +  Dxg(x) 

En  palabras,  la  derivada  de  una  suma  es  la  suma  de  las  derivadas. 


Demostracion  Sea  F(x)  =  f(x)  +  g(x).  Entonces 


Operador  lineal 

El  significado  fundamental  de  la 
palabra  lineal,  como  se  utiliza  en 
matematicas,  es  el  que  se  da  en  esta 
seccion.  Un  operador  L  es  lineal  si 
satisface  las  dos  condiciones  clave: 

■  L(ku)  =  kL(u) 

■  L(u  +  v)  =  L(u )  +  L(v) 

Los  operadores  lineales  desempenan 
un  papel  central  en  el  curso  de 
algebra  lineal,  que  muchos  lectores 
de  esta  obra  cursaran. 

Funciones  de  la  forma 
f(x)  =  mx  +  b  se  denominan 
funciones  lineales  a  consecuencia  de 
su  relacion  con  lfneas  rectas.  Esta 
terminologfa  puede  ser  confusa,  ya 
que  no  todas  las  funciones  lineales 
son  lineales,  en  el  sentido  de  opera¬ 
dores.  Para  ver  esto,  observe  que 

f(kx )  =  m(kx )  +  b 

mientras  que 

kf(x)  =  k(mx  +  b ) 

Por  lo  tanto ,f(kx)  ^  kf(x)  a 
menos  que  b  sea  cero. 


[/(*  +  h)  +  g(x  +  h)]  -  [/(*)  +  £(*)] 

r  lx)  =  lim  - 

/i— *o 


=  lim 

/j— >o 


h 

fix  +  h)  -  fjx)  glx  +  h)  -  g(x) 
h  h 


fix  +  h)  -  fix)  glx  +  h)  -  glx) 

=  lim - - - f  lint  - 

h-*0  h  h—*Q  h 


=  fix)  +  g'lx) 

Nuevamente,  el  penultimo  paso  fue  el  fundamental.  Esta  justificado  por  el  teorema 
principal  de  lfmites  parte  4.  ■ 


Cualquier  operador  L  con  la  propiedad  establecida  en  los  teoremas  D  y  E  se  deno- 
mina  lineal’,  esto  es,  L  es  un  operador  lineal  si  para  todas  las  funciones /y  g: 

1.  Llkf)  =  kLlf),  para  toda  constante  k\ 

2.  Llf  +  g)  =  Llf)  +  Llg). 

Los  operadores  lineales  apareceran  una  y  otra  vez  en  este  texto:  Dx  es  un  ejemplo  par- 
ticularmente  importante.  Un  operador  lineal  siempre  satisface  la  regia  de  diferencia 
Llf  —  g)  =  Llf)  —  Llg),  establecida  enseguida  para  Dx. 


Teorema  F 


Regia  para  la  diferencia 

Si  fy  g  son  funciones  derivables,  entonces  (/  —  g)'(^)  =  fix)  -  g'(x);  esto  es, 

Dx[flx)  ~  g(x)]  =  Dxf(x)  -  Dxglx) 

La  demostracion  del  teorema  F  se  deja  como  ejercicio  (vease  el  problema  54). 
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BWEMPIXTiH  Encuentre  las  derivadas  de  5x2  +  lx  -  6  y  4x6  -  3x5  -  10x~  + 
5x  +  16.  ' 


SOLUCIOM 

Dx(5x 2  +  lx 


6)  =  Dx(5x2  +  lx)  -  Dx{ 6) 

=  Dx(5x2)  +  Dx(lx)  -  Dx( 6) 
=  5 Dx(x2)  +  7Dx(x)  -  Dx( 6) 
=  5  •  2x  +  7-1-0 
=  lOx  +  7 


(Teorema  F) 
(Teorema  E) 
(Teorema  D) 
(Teoremas  C,  B,  A) 


Para  encontrar  la  derivada  siguiente,  notamos  que  los  teoremas  de  sumas  y  diferencias 
se  extienden  a  cualquier  numero  finito  de  terminos.  Asf, 


D,( 4x6  -  3x5  -  10x2  +  5x  +  16) 

=  Dx( 4x6)  -  Dx( 3x5)  -  Dx(  10x2)  +  Dx{ 5x)  +  Dx(  16) 
=  4D,(x6)  -  3Dx(x5)  -  10 Dx(x2)  +  5 Dx(x)  +  Dx(  16) 
=  4(6x5)  -  3(5x4)  -  10(2x)  +  5(1)  +  0 


=  24x5  -  15x4 


20x 


El  metodo  del  ejemplo  1  nos  permite  encontrar  la  derivada  de  cualquier  polino- 
mio.  Si  conocemos  la  regia  de  la  potencias  y  hacemos  que  se  vuelva  natural,  casi  segu- 
ramente  usted  obtendra  el  resultado  correcto.  Tambien,  con  la  practica,  encontrara  que 
puede  escribir  la  derivada  de  manera  inmediata,  sin  tener  que  escribir  todos  los  pasos 
intermedios. 


Reglas  para  el  producto  y  el  cociente  Ahora  tendremos  una  sorpresa.  Hasta 
aqui,  hemos  visto  que  el  lfmite  de  una  suma  o  diferencia  es  igual  a  la  suma  o  diferencia 
de  los  llmites  (teorema  1.3A,  partes  4  y  5);  el  lfmite  de  un  producto  o  de  un  cociente  es 
el  producto  o  el  cociente  de  los  lfmites  (teorema  1.3A,  partes  6  y  7),  y  que  la  derivada 
de  una  suma  o  diferencia  es  la  suma  o  diferencia  de  las  derivadas  (teoremas  E  y  F).  Asf, 
^que  podrfa  ser  mas  natural  que  tener  que  la  derivada  de  un  producto  es  el  producto 
de  las  derivadas? 

Esto  podrfa  parecer  natural,  pero  es  erroneo.  Para  ver  por  que,  mfrese  el  ejemplo 
siguiente. 


EJEMPLO  2  !Seag(x)  =  x,h(x)  =  1  +  2x,  y/(x)  =  g(x)-h(x)  =  x(l  +  2x). 


Encuentre  Dxf(x),  Dxg(x),  y  Dxh(x ),  y  demuestre  que  Dxf(x)  +  [D xg(x)\[D Xh(x)\. 


SOLIJCION 


Observese  que 


Dxf(x)  =  Dx[x{  1  +  2x)] 

=  Dx(x  +  2x2) 

=  1  +  4x 
Dxg{x)  =  Dxx  =  1 
Dxh(x)  =  Dx(  1  +  2x)  =  2 

Dx(g(x))Dx(h(x))  =  1-2  =  2 


mientras  que 


Dxf(x)  =  Dx[g(x)h(x )]  =  1  +  4x 
Porlo  tanto,Z?v/(x)  ^  [Dxg(x)][Dxh(x)]. 
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Que  la  derivada  de  un  producto  debe  ser  el  producto  de  las  derivadas  parecfa  tan  na¬ 
tural  que,  incluso,  engano  a  Gottfried  Wilhelm  von  Leibniz,  uno  de  los  descubridores  del 
calculo.  En  un  manuscrito  del  11  de  noviembre  de  1675,  Leibniz  calculo  la  derivada 
del  producto  de  dos  funciones  y  dijo  (sin  verificarlo)  que  era  igual  al  producto  de  las  de¬ 
rivadas.  Diez  dfas  despues,  se  dio  cuenta  del  error  y  dio  la  regia  correcta  para  el  produc¬ 
to,  que  presentamos  como  teorema  G. 


Memorizacion 

Algunas  personas  dicen  que  la 
memorizacion  esta  pasada  de  moda 
y  que  solo  el  razonamiento  logico  es 
importante  en  matematicas.  Estan 
equivocadas.  Algunas  cosas,  (incluso, 
las  reglas  de  esta  seccion)  deben 
convertirse  en  parte  de  nuestro 
aparato  mental  para  que  puedan 
utilizarse  sin  detenerse  a  reflexionar. 

“La  civilization  avanza  extendiendo  el 
numero  de  operaciones  importantes 
que  podemos  realizar  sin  pensar  acerca 
de  ellas”. 

Alfred  N.  Whitehead 


Teorema  G 


Regia  para  el  producto 

Si/y  g  son  funciones  derivables,  entonces 

(f-g)'(x)  =  f(x)g'(x)  +  g(x)f(x) 


Esto  es, 


Dx[f(x)g(x)]  =  f(x)Dxg(x)  +  g(x)Dxf(x) 


Esta  regia  debe  ser  memorizada  en  palabras  como  sigue:  la  derivada  de  un  produc¬ 
to  de  dos  funciones  es  la  primera  por  la  derivada  de  la  segunda,  mas  la  segunda  por  la 
derivada  de  la  primera. 


Demostracion  Sea  F(x)  =  f(x)g(x).  Entonces 


F'lx)  =  Urn 
0 


F(x  +  h)  -  F( x) 


„  f(x  +  h)g{x  +  h)  -  f(x)g(x) 

lim - ; - 

fi—o  h 


f(x  +  h)g(x  +  h)  -  f(x  +  h)g(x)  +  f(x  +  h)g(x)  -  f{x)g{x) 

lim - - 

h—o  h 


lfm 

/i— »o 


f{x  +  h) 


g(*  +  h)  -  g{x) 
h 


+  g(x) 


f(x  +  h)  -  f{x) 


g(  x  +  h)  —  g(x) 

=  lfm  fix  +  h)  •  lfm - - - 1-  g(x)  •  lfm 

v  ’  h-+ 0  h  A— 0 


f(x  +  h)  -  f(x) 
h 


=  f(x)g’(x)  +  g(x)f'(x) 

La  deduccion  que  se  acaba  de  dar  depende,  primero,  del  truco  de  sumar  y  restar  la 
misma  cosa.es  decir,/(x  +  h)g(x).  Segundo,  casi  al  final,  utilizamos  el  hecho  de  que 

lfm  fix  +  h)  =  fix) 

Esto  es  solo  una  aplicacion  del  teorema  2.2A  (que  dice  que  la  derivabilidad  en  un  pun- 
to  implica  continuidad  allf)  y  la  definicion  de  continuidad  en  un  punto.  ■ 


JejempLo  3  j  Encuentre  la  derivada  de  (3x2  —  5)(2x4  —  x)  mediante  el  uso  de 
la  regia  del  producto.  Verifique  su  respuesta  resolviendo  el  problema  de  una  forma  di- 
ferente. 

SOLUCION 

Dx[{ 3x2  -  5)(2x4  -  x)]  =  (3x2  -  5)Dx(2x4  -  x)  +  (2x4  -  x)Dx{ 3x2  -  5) 

=  (3x2  —  5)(8x3  —  1)  +  (2x4  —  x)(6x) 

=  24x5  -  3x2  -  40x3  +  5  +  12x5  -  6x2 
=  36x5  -  40x3  -  9x2  +  5 


Para  verificar,  primero  nrultipliquemos  y  luego  tomemos  la  derivada. 
(3x2  —  5)(2x4  —  x)  =  6x6  —  10x4  —  3x3  +  5x 


112  Capftulo  2  La  derivada 


A  si, 


Dx[( 3x2  -  5)(2x4  -  x ) ]  =  Dx(6x6)  -  Dx{  10x4)  -  Dx(3x3)  +  Dx{ 5x) 

=  36x5  —  40x3  —  9x2  +  5 


Teorema  H 


Regia  para  el  cociente 

Sean  /y  g  funciones  derivables  con  g(x)  ^  0.  Entonces 


,  S(x)f'(x)  -  f(x)g'(x) 

(x)  = - 


Es  decir, 


D , 


f(x)\  g(x)Dxf(x)  —  f{x)Dxg{x) 


X\g(x) 


g2(x) 


Le  recomendamos  ampliamente  que  lo  memorice  en  palabras  como  sigue:  la  deri¬ 
vada  de  un  cociente  es  igual  al  denominador  por  la  derivada  del  numerador  menos  el 
numerador  por  la  derivada  del  denominador,  todo  dividido  entre  el  cuadrado  del  deno¬ 
minador. 


F'(x)  =  lfm 
h-*0 


=  lfm 
/i— *o 


Sea  F{x) 

-fix] 

F(x  +  h)  - 

~  F(x) 

h 

fix  +  h) 

fix) 

g(x  +  h) 

gix) 

„  g(x)f{x  +  h)  -  f{x)g(x  +  h)  1 

=  Urn  - - - ; - — 

h^0  h  g{x)g{x  +  h) 


h'm 

/i—0 


g(x)/(x  +  h )  -  g(x)/(x)  +  /(x)g(x)  -  /(x)g(x  +  h) 


=  lfm  | 

h-> 0  [ 


,  J(x  +  h)  -  /(x)  r/  N  g(x  +  h)  -  g(x) 

S(X) - 7 - /(X) - 7 - 


g(x)g(x  +  h)  J 

_ > _ } 

g(x)g(x  +  h)j 


-  [sM/'M  -  /(*>*'(*>] 


d  (3x  -  5) 
dx  ( x 2  +  7)' 


[EJEMPLO  4  1  Encuentre 


SOLUCION 


_d_ 

dx 


3x  -  5 


xz  +  7 


(x2  +  7)-™-(3x  —  5)  —  (3x  —  5)-~(x2  +  7) 

Lt  A  ll  A 

(x2  +  7)2 


(x2  +  7)(3)  -  (3x  -  5)(2x) 
(x2  +  7)2 

— 3x2  +  lOx  +  21 
(x2  +  7)2 
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_  2  3 

H  I  JI  MPLO  5  Encuentre  Dxy  si  y  =  — - -  +  — . 

SOLUCION 


Dxy  =  D. 


D, 


x4  +  1/  "\x 

4_l  i  \  n  _  o  n  /  „  4 


(x4  +  l)Dt(2)  -  2Dx(x4  +  1)  xDx(3)  -  3Dx(x) 
(x4  +  l)2  +  x2 

(a4  +  1  )(0)  -  (2)(4xf)  +  (a)(0)  -  (3)(1) 


(a4  +  l)2 
-8a3  3 


(A4  +  l)2  A2 


EJEMPLO  6  [  Demuestre  que  la  regia  para  la  potencia  se  cumple  para  exponen- 
tes  enteros  negativos,  es  decir. 


Dx(x~n) 


nx 


-n-  1 


1  \  xn  •  0  -  1  •  nxn~x 


fix 


n-  1 


„2n 


=  —  nx 


-n- 1 


Como  parte  del  ejemplo  5,  vimos  que  Dx{ 3/a)  =  -3/a2.  Ahora  tenemos  otra 
forma  de  ver  la  misma  cosa. 


Revision  de  conceptos 

1.  La  derivada  de  un  producto  de  dos  funciones  es  la  primera 
por _ mas  la _ por  la  derivada  de  la  primera.  En  sfmbolos, 

D*[f(x)g(x)]  =  _ • 


2.  La  derivada  de  un  cociente  es  el _ por  la  derivada  del 

numerador,  menos  el  numerador  por  la  derivada  del _ ,  todo  divi- 

didoentreel _ .  En  simbolos,  Dt[/(x)/g(x)]  =  _ . 


3.  El  segundo  termino  (el  termino  que  incluye  a  h)  en  la  expan¬ 
sion  de  (a  +  h )"  es _ .  Este  hecho  lleva  a  la  formula  £>r[x”]  = 

4.  L  se  denomina  operador  lineal,  si  L(kf)  =  _  y 

L(f  +  g)  =  _ .  El  operador  de  derivacion  denotado  por _ 

es  un  operador  lineal. 


Con  junto  de  problemas  2.3 

En  los  problemas  del  l  cd  44,  encuentre  Dxy  mediante  las  reglas  de 
esta  seccion. 


1. 

y  = 

2x2 

2. 

s- 

II 

CO 

X 

W 

3. 

.V  = 

irx 

4. 

y  =  tta3 

5. 

y  = 

7x~2 

6. 

■'T 

1 

* 

cn 

1 

II 

IT 

a 

7. 

y  = 

— 

8. 

y  =  — 

A 

X J 

100 

3  a 

9. 

y  = 

A5 

10. 

II 

4^  1 

11. 

y  = 

A2  +  2a 

12. 

y  =  3a4  +  a3 

13. 

y  = 

A4  +  A3  + 

a2  +  A  + 

1 

14. 

v  = 

3a4  -  2a3 

1 

Ln 

* 

+ 

* 

+ 

IT2 

15. 

y  = 

7TA7  -  2a5 

-  5x~2 

16. 

y  = 

a12  +  5x“2 

-  7TA-10 

17.  y  = 
19.  y  = 

21.  y  = 

23.  y  = 
25.  y  = 
27.  y  = 

29.  y  = 

30.  y  = 

31.  y  = 

32.  y  = 


i  +  2x  22-^  = 

x(x2  +1)  24.  y  = 

(2a  +  l)2  26.  y  = 

(a2  +  2) (a3  +  1)  28.  y  = 

(a2  +  17)(x3  -  3a  +  1) 

(a4  +  2a) (a3  +  2a2  +  1 ) 

(5a2  -  7)(3a2  -  2a  +  1) 

(3a2  +  2a)(x4  -  3a  +  1) 


2x“6  +  a”1 
J3 _ 

A3  7 
2_  _  2 
3a  3 
3a(a3  —  1 ) 

(-3a  +  2)2 

(A4  -  1  )( A2  +  1  ) 
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33. 


35. 


37. 


39. 

41. 

43. 

45. 


1 


3x2 

+ 

1 

1 

4x2 

- 

3x  +  9 

X  — 

1 

X  + 

1 

2x2 

- 

1 

3x 

+ 

5 

2x2 

- 

3x  +  1 

2x 

+  1 

x2  - 

t  +  1 

Si/(0)  =  4.  /'  (0)  = 
(a)  (/•«)'( 0) 


34.  y 
36.  y 
38.  y 


2 

5x2  -  1 

_ 4 _ 

2x3  —  3x 
2x  -  1 
x  —  1 


40.  y 
42.  y 


5x  —  4 
3x2  +  1 
5x2  +  2x  —  6 
3x  —  1 


-l,g(0)  =  -3,  yg'(0)  =  5, encuen- 
(b)(/  +  g)'(0)  (c)(//g)'(0) 


46.  Si  /( 3)  =  7,  f'( 3)  =  2,  g(3)  =  6,  y  g'(3)  =  -10,  encuen- 

tre  (a)(/-g);(3)  (b)(/-g)'(3)  (c)  (g//)'(3) 

47.  Utilice  la  regia  del  producto  para  mostrar  que  Dx[/(x)  2  = 

2  -f(x)-Dxf(x). 

HEfkl  48.  Desarrolle  una  regia  para  Dx  [/(x)g(x)/i(x)]. 

49.  Encuentre  la  ecuacion  de  la  recta  tangente  a  y  =  x2  -  2x  +  2 
en  el  punto  (1,1). 

50.  Encuentre  la  ecuacion  de  la  recta  tangente  a  y  =  l/(x2  +  4) 
en  el  punto  (1,  1/5). 

51.  Encuentre  todos  los  puntos  en  la  grafica  de  y  =  x3  —  x2, 
donde  la  recta  tangente  es  horizontal. 

52.  Encuentre  todos  los  puntos  en  la  grafica  de  y  =  ^x3  +  x2  -  x, 
en  donde  la  recta  tangente  tenga  pendiente  1. 

53.  Encuentre  todos  los  puntos  en  la  grafica  de  y  =  100/x5, 
donde  la  recta  tangente  sea  perpendicular  a  la  recta  y  =  x. 

54.  Demuestte  el  teorema  F  de  dos  formas. 


55.  La  altura,  x,  medida  en  pies,  a  la  que  se  encuentra  un  baton, 
por  encima  del  suelo  a  los  t  segundos  esta  dada  por  s  =  -16/2  + 
40/  +  100. 

(a)  <;,Cual  es  su  velocidad  instantanea  en  /  =  2? 

(b)  ^Cuando  su  velocidad  instantanea  es  cero? 

56.  Una  pelota  rueda  hacia  abajo  a  lo  largo  de  un  piano  inclina- 
do,  de  modo  que  su  distancia  s  desde  su  punto  de  inicio  despues  de  I 
segundos  es  s  =  4.5/2  +  2/  pies.  ^Cuando  su  velocidad  instantanea 
sera  de  30  pies  por  segundo? 

[3  57.  Existen  dos  rectas  tangentes  a  la  curva  y  =  4x  —  x2  que  pasan 
por  el  punto  (2, 5).  Encuentre  las  ecuaciones  de  ambas.  Sugerencia :  sea 


(x0,  Vo)  un  punto  de  tangencia.  Determine  dos  condiciones  que  (x0,  Vq) 
debe  satisfacer.  Vease  la  figura  4. 


Figura  4 


Figura  5 


3  58.  Una  viajera  espacial  se  mueve  de  izquierda  a  derecha  a  lo  largo 
de  la  curva  y  =  x2.  Cuando  apague  los  motores,  continuara  viajando 
a  lo  largo  de  la  recta  tangente  en  el  punto  en  que  ella  este  en  ese  mo- 
mento.  <,En  que  momento  debe  apagar  los  motores  para  que  alcance 
el  punto  (4, 15)? 

3  59.  Una  mosca  se  arrastra  de  izquierda  a  derecha  a  lo  largo  de  la 
parte  superior  de  la  curva  y  —  1  -  x1  (vease  la  figura  5).  Una  arana 
espera  en  el  punto  (4, 0).  Determine  la  distancia  entre  los  dos  insec- 
tos  cuando  se  ven  por  primera  vez. 

60.  Sea  P(a,  b)  un  punto  en  la  parte  del  primer  cuadrante  de  la 
curva  v  =  1/x  suponga  que  la  recta  tangente  en  P  interseca  al  eje  x 
en  A.  Demuestre  que  el  triangulo  AOP  es  isosceles  y  determine  su 
area. 

61.  El  radio  de  una  sandia  esfdrica  esta  creciendo  a  una  veloci¬ 
dad  constante  de  2  centlmetros  por  semana.  El  grosor  de  la  cascara 
siempre  es  la  decima  parte  del  radio.  f,Que  tan  rapido  esta  creciendo 
el  volumen  de  la  cascara  al  final  de  la  quinta  semana?  Suponga  que  el 
radio  inicialmente  es  cero. 

l.CA5l  62.  Vuelva  a  resolver  los  problemas  del  29  al  44  en  una  compu- 
tadora  y  compare  sus  respuestas  con  las  obtenidas  de  forma  manual. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  la  derivada  de  la  se- 
gunda;segunda;/(x)DA.g(x)  +  g(x)Dxf(x)  2.  denominador, 
denominador;  cuadrado  del  denominador; 

[g(x)DJ{x)  -  f(x)Dxg(x)]/g2(x)  3.  nx"_1/i;  nxn  l 

4.  kL{f)-L(f)  +  L{g)-Dx 


2,4 

Derivadas  de 
funciones 
trigonometricas 


La  figura  1  nos  recuerda  la  definicion  de  las  funciones  seno  y  coseno.  En  lo  que  sigue,  t 
debe  considerarse  como  un  numero  que  mide  la  longitud  de  un  arco  en  el  cfrculo  uni- 
tario  o,  de  forma  equivalente,  como  el  numero  de  radianes  en  el  angulo  correspondien- 
te.  Por  lo  tanto,  /(/)  =  sen  t  y  g(t)  =  cos  t  son  funciones  para  las  cuales  tanto  el 
dominio  como  el  rango  son  conjuntos  de  numeros  reales.  Podemos  considerar  el  pro- 
blema  de  determinar  sus  derivadas. 


Formulas  de  las  derivadas  Elegimos  utilizar  x  en  lugar  de  t  como  nuestra  varia¬ 
ble  basica.  Para  determinar  Z?t(sen  x),  apelamos  a  la  definicion  de  la  derivada  y  utili- 
zamos  la  identidad  de  suma  de  angulos  para  sen(x  +  /;). 
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sen(x  +  h)  —  sen  x 

D.(senx)  =  lfm  - ; - 

v  '  a— o  h 


=  lfm 

h-*  0 


sen  x  cos  h  +  cos  x  sen  h  —  sen  x 


Figura  1 


(  1  —  cos  h  sen  h 

=  lim  —sen  x - - - F  cos  x  — - — 

h-* o  V  h  h 


,  N  ,,  1  —  cos  h  sen  h 

—  (— senx)  lim - - -  +  (cosx)  lim  — ; — 

[ft— 0  h  J  [/!-»()  h 

Observe  que  los  dos  lfmites  en  esta  ultima  expresion  son  exactamente  los  lfmites  estu- 
diados  en  la  seccion  1.4.  En  el  teorema  1 ,4B  demostramos  que 


Por  consiguiente. 


sen  h  1  —  cos  h 

lim  — - —  =1  y  lim - - - =  0 

h—*0  h  A— »o  h 


Dv(sen  x)  =  (—sen  x)  ■  0  +  (cos  x)  ■  1  =  cos  x 


^Pudo  Haber  adivinado? 

La  curva  con  linea  continua  es  la 
grafica  de  y  =  sen  x.  Observe  que  la 
pendiente  es  1  en  0, 0  en  7t/2,-1  en  -n 
y  asi  sucesivamente.  Cuando  grafi- 
camos  la  funcion  de  las  pendientes 
(la  derivada),  obtenemos  la  curva 
con  linea  discontinua.  ^Pudo  haber 
adivinado  que  D(sen  x  =  cos  xl 


De  manera  analoga. 


Dv(cos  x)  =  lfm 

h— i) 


cos(a:  +  h)  —  cos  x 


=  lfm 

h -M) 


cos  x  cos  h  -  sen  x  sen  h  —  cos  x 


,  (  1  —  cos  h  sen  h 

=  lim  -cos  x - ; - -  sen  x  — ; — 

ft— *o  \  h  h 


=  (-cos  x)  •  0  -  (sen  x)  ■  1 


/'TK 


— 71- 


=  -sen  x 


Resumimos  estos  resultados  en  un  teorema  importante. 


Trate  de  graficar  estas  dos  funciones 
en  la  misma  ventana  en  su  CAS  o  en 
su  calculadora  grafica. 


Las  funciones  f(x)  =  sen  x  y  g(x)  =  cos  x  son  derivables  y, 
Dx ( sen  x)  =  cos  x  Dx{ cos  x)  =  —sen  x 


[  EJEMPLO  1  1  Encuentre  Dx( 3  sen  x  —  2  cos  x). 


SOLUTION 


Dx{  3  sen  x  —  2  cos  x)  =  3D,.(sen  x)  —  2Dx(cos  x) 
=  3  cos  x  +  2  sen  x 


n  EJEMPLO  2  J  Encuentre  la  ecuacion  de  la  recta  tangente  a  la  grafica  de 
y  =  3  sen  x  en  el  punto  (77,  0).  (Vease  la  figura  2.) 


Figura  2 


SOLUCION  La  derivada  es  — —  =  3  cos  x,  asi  que  cuando  x  =  77.  la  pendiente  es 

dx 

3  cos  7t  =  —3.  Mediante  la  forma  punto  pendiente  para  la  recta  determinamos  que 
una  ecuacion  de  la  recta  tangente  es 
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y  —  0  =  —  3(x  —  it) 
y  =  —  3x  +  3tt 


Las  reglas  del  producto  y  del  cociente  son  utiles  al  evaluar  derivadas  de  funciones 
que  incluyan  a  las  funciones  trigonometricas. 

M  EJIMPIO  fit  ]  Determine  Dx{ x2  sen  x). 

SOLUCION  Aquf  se  necesita  la  regia  del  producto. 

Dx(x2  sen  x)  =  jrDv(sen  jr)  +  sen  x(Dxx 2)  =  x2  cos  x  +  2x  sen  x  ® 


Como  las  funciones  tangente,  cotangente,  secante  y  cosecante  estan  definidas  en 
terminos  de  las  funciones  seno  y  coseno,  las  derivadas  de  estas  funciones  pueden  obte- 
nerse  con  base  en  el  teorema  A  mediante  la  aplicacion  de  la  regia  del  cociente.  Los  re- 
sultados  se  resumen  en  el  teorema  B;  veanse  los  problemas  del  5  al  8. 


If  EJEMPLQ  6  ]  Determine  Dx(xn  tan  x)  para  n  a  1. 

SOLUCION  Aplicamos  la  regia  del  producto  junto  con  el  teorema  B. 


Dx(xn  tan  x)  =  xnDx{ tan  x)  +  tan  x(Dxx") 

=  xn  sec2  x  +  nx"  ~ 1  tan  x  M 

^  LJEMPLI)  7  [  Determine  la  ecuacion  de  la  recta  tangente  a  la  grafica  de  y  =  tan  x 
en  el  punto  (-jr/4,  1 ). 
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,  dv  7 

SOLUCION  La  derivada  de  y  =  tan  .1  es  -7-  =  sec“  x.  Cuando  x  =  tt/4,  la  derivada 

dx 

J  77  f  2  \~ 

es  igual  a  sec  —  =  — =  2.  Asi  que  la  recta  requerida  tiene  pendiente  2  y  pasa 

4  V  V2/ 

por  (77/4, 1 ).  Por  lo  tanto. 


y  —  1  =  21  x  — 


y  =  2jc - hi 

2 


gfj  LJIMIMO  8  Determine  todos  los  puntos  en  la  grafica  de  y  =  sen2  x  donde  la 
recta  tangente  es  horizontal. 

SOLUCION  La  recta  tangente  es  horizontal  cuando  la  derivada  es  igual  a  cero.  Para 
obtener  la  derivada  de  sen2  x,  utilizamos  la  regia  del  producto. 

d  7  d  ,  , 

— sen  x  =  —(sen  x  sen  x)  =  sen  x  cos  x  +  sen  x  cos  x  =  2  sen  x  cos  x 
dx  dx 


El  producto  de  sen  x  y  cos  x  es  igual  a  cero  cuando  sen  x  o  cos  x  son  iguales  a  cero;  esto 
77  377 

es,  en  x  =  0,  ±— ,  ±77,  ±— — ,  ....  3 

2  2 


Revision  de  conceptos 

1.  Por  la  definicibn,  D,(sen  x)  =  lim _ . 

*v  '  h— 0 

2.  Para  evaluar  el  limite  en  la  proposicion  anterior,  primero  uti¬ 
lizamos  la  identidad  de  la  suraa  de  angulos  para  la  funcion  seno  y 
luego  realizamos  un  poco  de  algebra  para  obtener 

_  .  ,  .  .  /  1  -  cos  h\ 

DJsenx )  =  -sen  r  hm - i -  + 

v  v  '\h^o  h  J 

(  sen  h\ 
(cos  x)\  lint  — : — 

2  \/j— *0  h  J 


Los  dos  lfmites  mostrados  tienen  los  valores  ___  y 
respectivamente. 

3.  El  resultado  del  calculo  en  la  proposicion  anterior  es  la  im- 

portante  formula  de  la  derivada  Dr(sen  x)  =  .La  correspon- 

diente  formula  para  la  derivada  Dx{ cos  x)  =  _ se  obtiene  de 

manera  analoga. 

4.  En  x  =  77/3.  £L(sen  x)  tiene  el  valor _ .  Por  lo  tanto,  la 

ecuacion  de  la  recta  tangente  a  y  =  sen  x  en  x  =  tt/3  es _ . 


Conjunto  de  problemas  2.4 


En  los  problemas  del  1  al  18  encuentre  Dxy. 


1. 

y 

=  2  sen  x  +  3  cos  x 

2. 

y  = 

3. 

y 

=  sen2  x  +  cos2  x 

4. 

y  = 

5. 

y 

=  sec  x  =  1 / cos  x 

6. 

y  = 

sen2  x 
1  -  cos2  X 
esc  x  =  1/sen  v 


7.  y 
9.  y 


sen  x 

tan  x  =  - 

cos  x 

sen  .v  +  cos  x 


cos  x 


8.  y 
10.  y 


cos  X 

cot  X  = - 

sen  x 

sen  x  +  cos  x 


tan  x 


u. 

y  =  sen  x  cos  x 

12. 

y  = 

sen  x  tan  x 

13. 

sen  x 

14. 

y  = 

1  —  cos  X 

y~  X 

X 

15. 

2 

16. 

y  = 

x  cos  x  +  sen  x 

y  —  x  cos  x 

x2  +  1 

17. 

y  =  tan2  x 

18. 

y  = 

sec3  x 

El  19.  Encuentre  la  ecuacion  de  la  recta  tangente  a  y  =  cos  x  en 
x  =  1. 

20.  Encuentre  la  ecuacion  de  la  recta  tangente  a  y  =  cot  x  en 

IT 


21.  Utilice  la  identidad  trigonometrica  sen  2x  —  2  sen  x  cos  x 
junto  con  la  regia  del  producto  para  determinar  Dx  sen  2x. 

22.  Utilice  la  identidad  trigonometrica  cos  2.v  =  2  cos2  x  —  1 
junto  con  la  regia  del  producto  para  determinar  Dx  cos  2x. 


23.  Una  rueda  de  la  fortuna  de  30  pies  de  radio  esta  girando  en 
sentido  contrario  a  las  manecillas  del  reloj,  a  una  velocidad  angular 
de  2  radianes  por  segundo.  ^Que  tan  rapido  se  eleva  (verticalmente) 
un  asiento  en  el  borde  de  la  rueda  cuando  esta  15  pics  por  encima  de 
la  recta  horizontal  que  pasa  por  el  centra  de  la  rueda?  Sagerencia: 
use  el  resultado  del  problema  21. 
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24.  Una  rueda  de  la  fortuna  de  20  pies  de  radio  esta  girando  en 
sentido  contrario  a  las  manecillas  del  reloj,  a  una  velocidad  angular  de 
1  radian  por  segundo.  Un  asiento  en  el  horde  de  la  rueda  esta  en  (20, 0) 
en  r  =  0. 

(a)  (.Cuales  son  sus  coordenadas  en  I  =  tt/67 

(b)  ^Oue  tan  rapido  se  esta  elevando  (verticalmente)  en  t  =  it/67 

(c)  (,Que  tan  rapido  se  esta  elevando  (verticalmente)  cuando  lo  hace 
a  la  velocidad  maxima? 

25.  Encuentre  la  ecuacidn  de  la  recta  tangente  a  y  =  tan  x  en  x  =  0. 

26.  Encuentre  todos  los  puntos  en  la  grafica  de  y  =  tan2x,  donde 
la  recta  tangente  es  horizontal. 

27.  Encuentre  todos  los  puntos  en  la  grafica  de  y  =  9  sen  x  cos  x, 
donde  la  recta  tangente  es  horizontal. 

28.  Sea  f(x)  =  x  —  sen  x.  Encuentre  todos  los  puntos  en  la  grafica  de 
V  =/( x),  donde  la  recta  tangente  es  horizontal.  Encuentre  todos  los  pun¬ 
tos  en  la  grafica  de  y  =  f(x).  donde  la  recta  tangente  tiene  pendiente  2 

29.  Demuestre  que  las  curvas  y  =  V2  sen  x  y  y  =  V2  COS  X 
se  intersecan  en  angulos  rectos  sobre  cierto  punto,  con  0  <  x  <  tt/2. 

30.  A  los  t  segundos,  el  centra  de  un  corcho  que  se  balancea  esta 
3  sen  2 1  centfmetros  arriba  (o  abajo)  del  nivel  del  agua.  (.Cual  es  la 
velocidad  del  corcho  en  t  =  0,  tt/2,  tt7 


31.  Utilice  la  definicion  de  la  derivada  para  demostrar  que 
Dx( sen  .v2)  =  2x  cos  x2. 

32.  Utilice  la  definicion  de  la  derivada  para  demostrar  que 
Dx(sen  5 .r)  =  5  cos  5x 

[Gel  Los  problemas  33  y  34  son  ejercicios  para  computadora  o  calcu- 
ladora  grafica. 

33.  Sea  f(x)  =  x  sen  x. 

(a)  Dibuje  las  graficas  de  f(x)  y  de  /'(x)  en  [t t,  6-it]. 

(b)  ^Cuantas  soluciones  tiene  /(x)  =  0  en  [tt,  677]?  ^Cuantas  solucio- 
nes  tiene /'(x)  =  0  en  este  intervalo? 

(c)  ^En  la  siguiente  conjetura,  que  es  incorrecto?  Si  /y/'  son  funcio- 
nes  continuas  y  derivables  en  [a,  b\,  si  f(a)  =f(b)  -  0,  y  si  f(x)  =  0 
tiene  exactamente  n  soluciones  en  \a.  b\,  entonces /'(x)  =  0  tiene 
exactamente  n  -  1  soluciones  en  [a,  b]. 

(d)  Determine  el  valor  maximo  de  l/(x)  —  f'(x)  I  en  [tt,  67 t], 

34.  Sea  /(x)  =  cos3x  —  1 .25  cos2x  +  0.225.  Determine  f'{x0)  en  el 
punto  x0  en  [tt/2,  77]  donde  /(x0)  =  0. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos: 

1.  [sen(x  +  h)  —  sen  x\/h  2.  0;  1 

3.  cos  x; -sen  x  4.  y  —  V^/2  =  |(x  -  ir/'i) 


2.5 

La  regia  de  la  cadena 


Imagine  que  trata  de  encontrar  la  derivada  de 

F(x )  =  (2x2  -4x  +  l)60 


Podn'amos  encontrar  la  derivada,  pero  primero  tendriamos  que  multiplicar  los  60  fac- 
tores  cuadraticos  de  2x2  -  4x  +  1  y  despues  derivar  el  polinomio  resultante.  Y  que  tal  si 
trata  de  encontrar  la  derivada  de 


G{x)  =  sen  3x 

Podn'amos  ser  capaces  de  utilizar  algunas  identidades  trigonometricas  para  reducirla  a 
algo  que  dependa  de  sen  x  y  cos  x  y  despues  usar  las  reglas  de  la  seccion  anterior. 

Por  fortuna,  existe  un  metodo  mejor.  Despues  de  aprender  la  regia  de  la  cadena , 
seremos  capaces  de  escribir  las  respuestas 

F’(x )  =  60 (2x2  -  4x  +  1  )59  (4x  -  4) 


y 


G'(x )  =  3  cos  3x 

La  regia  de  la  cadena  es  tan  importante  que  rara  vez  usted  derivara  alguna  funcion  sin 
utilizarla. 

Derivada  de  una  funcion  compuesta  Si  David  puede  mecanografiar  dos  veces 
mas  rapido  que  Marfa,  y  Maria  puede  mecanografiar  tres  veces  mas  rapido  que  Jose, 
entonces  David  puede  mecanografiar  2x3  =  6  veces  mas  rapido  que  Jose. 

Considere  la  funcion  compuesta  y=f(g(x)).  Si  hacemos  u  =  g(x),  entonces  podre- 
mos  pensar  en/como  una  funcion  de  u.  Suponga  que  f(u)  cambia  el  doble  de  rapido  que 
u, y  u  =  g(x)  cambia  tres  veces  mas  rapido  que  x.  qQue  tan  rapido  esta  cambiando  v?  Los 
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enunciados  “y  =/(«)  cambia  el  doble  de  rapido  que  u"  y  “u  =  g(x)  cambia  tres  veces 
mas  rapido  que  x ”  pueden  volver  a  enunciarse  como 

dy  du  _ 

du  y  dx 

A1  igual  que  en  el  parrafo  anterior,  parece  como  si  las  tasas  se  multiplicaran;  es  decir,  la 
tasa  de  cambio  de  y  con  respecto  a  x  debe  ser  igual  a  la  tasa  de  cambio  de  y  con  respecto 
a  u  por  la  tasa  de  cambio  de  u  con  respecto  a  x.  En  otras  palabras, 

dy  _  dy  du 
dx  du  dx 

Esto  en  realidad  es  cierto,  y  haremos  un  bosquejo  de  la  demostracion  al  final  de  la  seccion. 
El  resultado  se  denomina  regia  de  la  cadena. 


Teorema  A 


Regia  de  la  cadena 

Sean  y  =  /(m)  y  u  =  g(x).  Si  g  es  derivable  en  x  y/es  derivable  en  u  =  g(x),  en- 
tonces  la  funcion  compuesta  f°  g,  definida  por  (f°  g)(x)  =  f(g(x)),  es  derivable 
en  x  y 

(f°g)'(x)  =f'{g(x))g'(x) 


Esto  es. 


Dxf(g(x))  =f'(g(x))g'(x) 


dy  dy  du 
dx  du  dx 


Puede  recordar  la  regia  de  la  cadena  de  esta  manera:  la  derivada  de  una  funcion 
compuesta  es  la  derivada  de  la  funcion  exterior  evaluada  en  la  funcion  interna,  por  la  de¬ 
rivada  de  la  funcion  interna. 

Aplicaciones  de  la  regia  de  la  cadena  Empezamos  con  el  ejemplo  (2x2  - 
4x  +  l)60  introducido  al  inicio  de  esta  seccion. 

d^jEMPLO  1  j  Si  y  =  (2x2  -  4x  +  l)60,  encuentre  Dxy. 

SOLUCION  Consideramos  a  y  como  la  sexagesima  potencia  de  una  funcion  de  x;  esto  es 

y  =  u60  y  u  =  2x2  -  4x  +  1 

La  funcion  exterior  esf(u)  =  m60  y  la  funcion  interna  es«  =  g(x)  =  2x2  —  4x  +  1.  Por  lo 
tanto, 

Dxy  =  Dj(g(x)) 

=  f'(u)g'(x) 

=  (60«59) (4x  -  4) 

=  60 (2x2  -  4x  +  1  )59(4x  -  4)  N 


|g  EJEMPLO  2 


Si  y 


l/(2x5  —  7)3,  encuentre  — — . 

dx 
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Primero  el  ultimo 

Aqui  esta  una  regia  informal  que  pue- 
de  ayudarle  a  utilizar  las  reglas  de  las 
derivadas. 

El  ultimo  paso  en  el  calculo  corresponde 
til  primer  paso  en  la  derivacidn. 

Por  ejemplo,  el  ultimo  paso  al 
calcular  (2x  +  1  )3,  es  elevar  al  cubo 
2x  +  1 ,  de  modo  que  primero  aplicarfa 
la  regia  de  la  cadena  a  la  funcion  cubi- 
ca.  El  ultimo  paso  al  calcular 


x2  +  1 


es  tomar  el  cociente,  de  modo  que  la 
primera  regia  que  se  utiliza  en  la  deri¬ 
vation  es  la  regia  del  cociente. 


SOLUCION 


Considerelo  de  esta  manera. 


Asf, 


1  -3 

y  =  —x  —  u  y  u 
u 


2x5  -  7 


dy 

dx 


dy  du 
du  dx 

(-3tr4)(10jr4) 

“T-10x4 

u 

—30x4 

(2x5  -  7)4 


!  EJEMPLO  3  i  Encuentre  D, 


-2 1  +  lV3 

f4  +  3  )  ' 


SOLUCION  El  ultimo  paso  en  el  calculo  de  esta  expresion  serfa  elevar  la  expresion 
interna  al  exponente  13.  Por  lo  tanto,  iniciamos  aplicando  la  regia  de  la  cadena  a  la  fun¬ 
cion  y  =  u'3,  donde  u  =  (r3  —  2t+  l)/(f4  +  3).  La  regia  de  la  cadena  seguida  de  la  regia  del 
cociente  da 


ft3  -2l  +  l 

V  t4  + 


13 


ft3  -21  +  1 

V  t4  + 


-  2t  +  1  \ 
t4  +  3  ) 


ft3  -2 1  +  1  V2  (r4  +  3)(3f2  -  2)  -  (t3  -  2t  +  1)(4 13) 
V  t4  +  3  )  (r4  +  3)2 


f  t3  -  It  +  1 V2  -t6  +  6 14  -  4r3  +  9 12 
V  r4  +  3  )  (t4  +  3)2 


6 

—  in 


La  regia  de  la  cadena  simplifica  el  calculo  de  muchas  derivadas  que  incluyen  fun- 
ciones  trigonometricas.  Aunque  es  posible  derivar  y  =  sen  2x  mediante  identidades  tri- 
gonometricas  (vease  el  problema  21  de  la  section  anterior),  es  mucho  mas  sencillo 
utilizar  la  regia  de  la  cadena. 

jjf  EJEMPLO  4  Si  y  =  sen  2x,  determine 

SOLUCION  El  ultimo  paso  en  el  calculo  de  esta  expresion  serfa  tomar  el  seno  de  la 
cantidad  2x.  Por  lo  tanto,  utilizamos  la  regia  de  la  cadena  sobre  la  funcion  y  —  sen  u, 
donde  u  =  2x. 


dy  (  d  \ 

=  (cos  2x)\  —2x  )  =  2  cos  2x  » 

dx  \dx  / 

B  E)  EM  P  1.0  5~|  Determine  F'(y),  en  donde  F(y)  =  y  sen  y2 

SOLUCION  El  ultimo  paso  en  el  calculo  de  esta  expresion  serfa  multiplicar  y  y  sen 
y2,  por  lo  que  iniciamos  con  la  aplicacion  de  la  regia  del  producto.  Se  necesita  la  regia 
de  la  cadena  cuando  derivamos  sen  y2. 

F'{y)  =  yDv[seny2]  +  (sen  y2)Dy{y) 

=  y(cos  y2)Dy(y2)  +  (seny2)(l) 

=  2 y2  cos  y2  +  sen  y2  S 
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I  [EM  1*1.0  6  j  Determine  Dxy — j—j- - J. 

SOLUCION  El  ultimo  paso  en  el  calculo  de  esta  expresion  seria  tomar  el  cociente. 
Asf,  se  aplica  primero  la  regia  del  cociente.  Pero  observe  que  cuando  tomamos  la  deri- 
vada  del  numerador,  debemos  aplicar  la  regia  del  producto  y  luego  la  regia  de  la  cadena. 

/ x2(l  -  x)3\  =  (1  +  x)Dx{x2{  1  -  x)3)  -  x2(l  -  x)3Px(l  +  x) 

U\  \+x  )-  (1  +  x)2 

(1  +  x)[x2Dx(\  —  x)3  +  (1  —  xfDx(x2)]  —  x2(l  —  x)3(l) 

(1  +  x)2 

(1  +  x)[x2(3(l  —  x)2(  — 1))  +  (1  —  x)3(2x)]  —  x2(l  -  xf 

(1  4-  x)2 

(1  +  x)[— 3x2(l  —  xf  +  2x(l  —  x)3]  —  x2{\  —  x)3 
(1  +  xf 

(1  +  x)(l  —  xfx(2  —  5x)  —  x2(l  —  x)3 
"  (1  +  ^)2  " 


M  EJEMPLO  7 


Determine  — - 

dx  (2X  -  l)3 


Notacion  para  la  derivada 

En  esta  seccion  hemos  utilizado  las 
diferentes  notaciones  para  la  derivada, 
a  saber, 

f’(x) 

dy_ 

dx 

y 

Dxf(x) 

Ahora  usted  debe  estar  familiarizado 
con  todas  estas  notaciones.  Todas  ellas 
se  utilizaran  en  el  resto  del  libro. 


SOLUCION 

d  1 
dx  (2x  -  l)3 


=  -(2,-,)-  = 


-3(2x  -  iy2~'^{2x  -  1) 


(2x  -  l)4  " 


En  este  ultimo  ejemplo  fuimos  capaces  de  evitar  la  regia  del  cociente.  Si  utiliza  la 
regia  del  cociente,  notara  que  la  derivada  del  numerador  es  0,  lo  cual  simplifica  el 
calculo.  (Debe  comprobar  que  la  regia  del  cociente  da  la  misma  respuesta  anterior). 
Como  regia  general,  si  el  numerador  de  una  fraction  es  una  constante,  entonces  no  uti- 
lice  la  regia  del  cociente;  en  lugar  de  eso,  escriba  el  cociente  como  el  producto  de  una 
constante  y  la  expresion  en  el  denominador  elevada  a  una  potencia  negativa;  luego 
aplique  la  regia  de  la  cadena. 


j  EJEMPLO  8  Exprese  las  siguientes  derivadas  en  terminos  de  la  funcion  F(x). 
unonna  aue  Fes  derivable. 


(a)  Dx(F(x3))  y  (b)  Dx[(F(x))3] 


SOLUCION 

(a)  El  ultimo  paso  en  el  calculo  de  esta  expresion  seria  aplicar  la  funcion  F.  [Aqui,  la 
funcion  interna  es  u  =x3  y  la  funcion  externa  es  F{u)\.  Por  lo  tanto 

Dx{F{x2))  =  F'(x2)Dx(x3)  =  3  x2F'(x3) 

(b)  Para  esta  expresion,  primero  evaluarfamos  F(x)  y  luego  elevarfamos  al  cubo  el  re- 
sultado.  [Aqui.  la  funcion  interna  es  u  =  F(x )  y  la  funcion  externa  es  w3].  Asi  que 
primero  aplicamos  la  regia  de  la  potencia  y  luego  la  regia  de  la  cadena. 

DA(F(x)f]  =  3  [F(x)fDx(F(x))  =  3[F(x)]2F'(x)  ■ 

Aplicacion  de  la  regia  de  la  cadena  mas  de  una  vez  Algunas  veces,  cuan¬ 
do  aplicamos  la  regia  de  la  cadena  a  una  funcion  compuesta  encontramos  que  la  deriva¬ 
tion  de  la  funcion  interna  tambien  requiere  de  la  regia  de  la  cadena.  En  casos  como 
este,  basta  con  utilizar  la  regia  de  la  cadena  una  segunda  vez. 
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B  EJEMPLO  9  1  Encuentre  Dx  sen3(4x). 

SOLUCION  Recuerde  que  sen3(4x)  =  [sen(4x)]3,  de  modo  que  vemos  esto  como  el 
cubo  de  una  funcion  de  x.  Asf,  al  aplicar  nuestra  regia,  “derivada  de  la  funcion  exterior 
evaluada  en  la  funcion  interior  por  la  derivada  de  la  funcion  interna”,  tenemos 

£Usen3(4x)  =  Z)x[sen(4x)]3  =  3[sen(4x)]3~'ZU[sen(4x)] 

Ahora  aplicamos  la  regia  de  la  cadena  una  vez  mas  para  la  derivada  de  la  funcion  interna. 
Dx  sen3(4x)  =  3[sen(4x)]3_1Dr  sen(4x) 

=  3[sen(4x)]2  cos(4x)£>r(4x) 

=  3[sen(4x)]2  cos(4x)(4) 

=  12  cos(4x)  sen2(4x)  ■ 


EJEMPLO  10  j  Encuentre  Dx  sen[cos(x2)]. 


SOLUCION 


Dx  sen[cos(x2)]  =  cos[cos(x2)]  •  [— sen(x2)]  •  2x 
=  — 2x  sen(x2)  cos[cos(x2)] 


EJEMPLO  111  Suponga  que  las  graficas  de  y  =/(x)  y  y  =  g(x)  son  como  se  mues- 


tran  en  la  figura  1.  Utilice  estas  graficas  para  aproximar  (a)  2)  y  (b)  (f°  g)'( 2). 


SOLUCION 

(a)  Por  el  teorema  2.3F,  (f~g)'( 2)  =f’(2)-g’(2).  Con  base  en  la  figura  l,podemos  de- 
terminar  que/'(2)  w  1  y  g'{2)  ~  Por  lo  tanto, 

</  -  gym  » i  -  (-2) 

(b)  Con  base  en  la  figura  1 ,  podemos  determinar  que  / '  ( 1 )  ~  j.  Por  lo  tanto,  por  la  re¬ 
gia  de  la  cadena 

(/  °  g)'(2)  =  f'{g(2))g'(2)  =  f'(l)g'(2)  *  * 

Una  deinostracion  partial  de  la  regia  de  la  cadena  Ahora  podemos  dar 
un  esbozo  de  la  demostracion  de  la  regia  de  la  cadena. 

Demostracion  Supongamos  que  y=f(u )  y  u  =  g(x),  que  g  es  derivable  en  x  y  que  / 
es  derivable  en  u  =g(x).  Cuando  a  x  se  le  da  un  incremento  Ax,  existen  incrementos  co- 
rrespondientes  en  u  y  y  dados  por 

Am  =  g(x  +  Ax)  —  g(x) 

Ay  =  f(g(x  +  Ax))  -  f(g(x)) 

=  f(u  +  Am)  -  /(m) 

Asf, 

dy  Ay  Ay  Am 

—  =  lim  — —  =  hm  — — - — 

dx  Ax  Ax-^oAu  Ax 


Ay  Am 
=  lim  - —  lim  - — 
A*— *0  All  Ax— >0  Ax 


Figura  1 
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Como  g  es  derivable  en  x,  es  continua  all!  (vease  el  teorema  2.2A),  y  de  este  modo 
Ax  — *  0  fuerza  a  Au  —*  0.  De  aquf  que, 

dy  A y  Au  dy  du 

-  -  =  hm  —  •  lim  — -  =  - - - 

ax  i«^o  Ah  Ax  du  dx 

Esta  demostracion  es  muy  directa,  pero  desafortunadamente  contiene  un  error 
sutil.  Existen  funciones  u  =  g(x)  con  la  propiedad  de  que  Au  =  0  para  algunos  puntos  en 
toda  vecindad  de  x  (la  funcion  constante  g(x)  =  k  es  un  buen  ejemplo).  Esto  significa 
que  la  division  entre  Au  en  nuestro  primer  paso  podria  no  ser  legal.  No  hay  una  forma 
sencilla  de  dar  la  vuelta  a  esta  dificultad,  aunque  la  regia  de  la  cadena  es  valida,  incluso 
en  este  caso.  Damos  una  demostracion  completa  de  la  regia  de  la  cadena  en  el  apcndicc 
(vease  la  seccion  A.2,  teorema  B).  ■ 


Revision  de  conceptos 

1.  Si  y  =  /(«),  donde  u  =  g(t),  entonces  D,y  =  Duy  • _ En  3.  Dx  cos[(/(x))2]  =  -sen( _ )•£>*( _ ). 

notacion  de  funciones.  (f»  g)'(t)  = _ . 

2.  Si  mi  =  G(u),  donde  v  =  H(s),  entonces  4.  Si  y  =  ( 2x  +  1  )3  sen(x2),  entonces  Dxy  = 

Dsw  = _ Ds v.  En  notacion  de  funciones  (G  °  H)'(s)  = _  (2x  +  1  )3  •  +  sen(x2)  • 


Conjunto  de  problemas  2.5 

En  los  problemas  del  I  al  20  encuentre  Dxy. 

1.  y  =  (1  +  x)15  2.  y  =  (7  +  x)5 

3.  y  =  (3  -  2x)5  4.  y  =  (4  +  2x2)7 

5.  y  =  (x3  -  lx2  +  3x  +  l)11  6.  y  =  ( x 2  -  x  +  1)“7 


7.  y 


1 


(*  +  3)5 
9.  y  =  sen(.r2  +  x) 
11.  y  =  cos3  x 

13.  y 


8.  y  = 


X  +  l 


x  —  1 

(  3vz 

15.  y  =  cos  I  — — 
\x  +  2 

17.  y  =  (3.r  -  2)2(3 
(x  +  l)2 


(3x2  +  x  -  3)9 
10.  y  =  cos(3x2  -  2x) 
12.  y  =  sen4(3;c2) 

14.  y  = 


16.  y  =  cos3 


vA2 


19.  y 


1  -  X, 

18.  y  =  (2  -  3x2)\x1  +  3)3 
2x  —  3 


3x  -  4 


20.  y 


( x 2  +  4)2 


En  los  problemas  del  21  al  28  encuentre  la  derivada  que  se  indica. 

21.  y'  donde  y  =  (x2  +  4)2  22.  y'  donde  y  =  (x  +  sen  x)2 


23.  D, 


3 1 


t  +  5 


24.  D. 


s1  -  9 
5  +  4 


25.  f  ) 

dt  \  t  +  5  / 


26.  —(sen3  6) 


dy  (  sen  x 

27.  — ,  donde  y  =  - — 

dx  '  \  cos  lx  / 

dy 

28.  — ,  donde  y  =  [sen  t  tan(f2  +1)] 

En  los  problemas  del  29  al  32  evalue  la  derivada  que  se  indica. 


29.  /'(3),si  f(x) 


x1  +  1 
x  +  2 


30.  G'(l)  si  G(t)  =  (r  +  9 )3(r2  -  2)4 
031.  E'(l)  si  F(t)  =  sen (r2  +  3t  +  1) 
32.  g '  ( | )  si  g(s)  =  cos  tts  sen2  rrs 


En  los  problemas  del  33  al  40  aplique  la  regia  de  la  cadena  mas  de  una 
vez  para  encontrar  la  derivada  que  se  indica. 

33.  D*[sen4(;r  +  3x)[  34.  D,[ cos5(4f  -  19)] 


35.  D,[sen3(cos  f)] 
37.  D„[cos4(sen  d2)] 


36.  Du 


cos 


u  +  1 
u  —  1 


38.  Dx[x  sen2(2x)] 


39.  —  {sen[cos(sen  2x)]} 
dx 


40.  — {cos2[cos(cos  r)] } 
dt 


En  los  problemas  41  al  46  utilice  las  figuras  2  y  3  para  aproximar  las 
expresiones  que  se  indican. 


.y 

5 

4 

. ' . '  i  /  \ 

3 

;  y  ■  \ 

2- 

"  :  • 

1  2  3  4  5  6  X 

Figura  2 

41.  (f  +  g)’( 4) 
43.  (fg)'( 2) 

45.  (/  °  g)'( 6) 


>’ 


j  12  3  4  5  6  .v 

Figura  3 

42.  (/  —  2g)'(2) 

44.  (f/g)'( 2) 

46.  (g  °  /)'( 3) 


En  los  problemas  del  47  a!  58  exprese  la  derivada  que  se  indica  en  ter- 
minos  de  la  funcion  F(x).  Suponga  que  Fes  derivable. 

47.  Dx(F(2x))  48.  Dx(F(x2  +  1)) 
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49.  D,((F(0r 


51.  —  (1  +  ( F(2z )))2 


*V(F(z)): 


—  fy2  +  — 

M  F(y2) 


53.  —F(cosx) 
dx 


55.  Dx  tan  F(2x) 

57.  Dx(F(x)  sen2  F(x)) 


54.  ——cos  F(x) 
ax 


56.  —  g(tan2x) 
58.  Dx  sec3,  F(x  j 


59.  Dado  que  /( 0)  =  1  y  /'(0)  =  2.  determine  g'(0)  en  donde 
g(x)  =  cos/(jc). 

60.  Dado  que  /r(0)  =  2  y  F'(0)  =  — 1,  determine  G'(0)  en  donde 

1  +  sec  F( 2x)' 

61.  Dado  que  f(l)  =  2,/'(l)  =  — 1,  g(l)  =  0  y  g'(l)  =  1,  determine 
E'(l),en  donde  F(x)  =f(x)  cos  g(x). 

62.  Determine  una  ecuacion  de  la  recta  tangente  a  la  grafica  de 


y  =  1  +  x  sen  3x  en  1  J.  ( En  donde  esta  recta  corta  al  eje  x? 

63.  Determine  todos  los  puntos  en  la  grafica  de  y  =  sen3  x,  donde 
la  recta  tangente  tiene  pendiente  1. 

64.  Encuentre  la  ecuacion  de  la  recta  tangente  a  y  =  (x2  +  1  )3 
(x4  +  1  )2  en  (1, 32). 

65.  Determine  la  ecuacion  de  la  recta  tangente  a  y  =  (x2  +  l)-2  en 

04)- 

66.  (En  donde  cruza  el  eje  x  la  recta  tangente  a  y  =  (2x  +  l)3  en 
(0,1)? 

67.  La  recta  tangente  av  =  (x2  +  l)-2  en  ( 1,  ()  .  (en  donde  cruza 
el  eje  x? 

68.  Un  punto  P  esta  moviendose  en  el  piano  de  modo  que  sus 
coordenadas  despues  de  /  segundos  son  (4  cos  It,  7  sen  2 1),  medidas 
en  pies. 

(a)  Demuestre  que  P  esta  siguiendo  una  trayectoria  eliptica.  Suge- 
rencia:  demuestre  que  (x/4)2  +  (y/7)2  =  1,  que  es  una  ecua- 
cion  de  una  elipse. 

(b)  Obtenga  una  expresion  para  L,  la  distancia  de  P  al  origen  en  el 
instante  t. 

(c)  (Que  tan  rapido  esta  cambiando  la  distancia  entre  P  y  el  origen 
cuando?  =  ir/8?  Necesitara  el  hecho  de  que  D„(  Vk)=  1/(2  Vh) 
(vease  el  ejemplo  4  de  la  seccion  2.2). 

69.  Una  rueda  con  centra  en  el  origen  y  de  radio  10  centi'metros 
gira  en  sentido  contrario  a  las  manecillas  del  reloj,  a  una  velocidad  de 
4  revoluciones  por  segundo.  Un  punto  P  en  el  borde  esta  en  (10, 0) 
cuando  t  =  0. 

(a)  (Cuales  son  las  coordenadas  de  P  despues  de  t  segundos? 

(b)  (A  que  velocidad  se  esta  elevando  (o  descendiendo)  P  en  el  ins¬ 
tante  t  =  1? 

70.  Considere  el  dispositivo  rueda-piston  de  la  figura  4.  La  rueda 
tiene  radio  de  1  pie  y  gira  en  sentido  contrario  a  las  manecillas  del  re¬ 
loj,  a  2  radianes  por  segundo.  La  varilla  conectada  tiene  5  pies  de  lon- 
gitud.  El  punto  P  esta  en  ( 1 , 0)  cuando  t  =  0 

(a)  Encuentre  las  coordenadas  de  P  en  el  instante  t. 

(b)  Encuentre  la  ordenada  (coordenada  y)  de  Q  en  el  instante  t  (la 
abscisa  siempre  es  cero). 


(c)  Determine  la  velocidad  de  Q  en  el  instante  t.  Necesitara  el  he¬ 
cho  de  que  =  1/(2 Vu). 


Figura  4 

71.  Haga  el  problema  70,  suponiendo  que  la  rueda  esta  girando  a 
60  revoluciones  por  minuto  y  t  se  mide  en  segundos. 

72.  La  caratula  de  un  reloj  comun  tiene  un  radio  de  10  centi'me¬ 
tros.  Un  extremo  de  una  cuerda  elastica  se  sujeta  al  borde  en  el  12  y 
el  otro  extremo  a  la  punta  del  minutero,  que  es  de  10  centi'metros  de 
longitud.  iA  que  velocidad  se  esta  estirando  la  cuerda  a  las  12:15  (su¬ 
poniendo  que  el  reloj  no  se  retrasa  debido  a  este  estiramiento)? 

[3  73.  El  horario  y  el  minutero  de  un  reloj  son  de  6  y  8  pulgadas  de 
longitud.  respectivamente.  (.Que  tan  rapido  se  estan  separando  las 
manecillas  a  las  12:20  (vease  la  figura  5)?  Sugerencia:  ley  de  los  cosenos. 


SI  HR-]  74.  Encuentre  el  tiempo  aproximado  entre  las  12:00  y  la  1:00 
cuando  la  distancia  s  entre  las  puntas  de  las  manecillas  del  reloj  de  la 
figura  5  esta  aumentando  mas  rapidamente,  esto  es,  cuando  la  derivada 
ds/dt  es  mayor. 

75.  Sea  xa  el  valor  positivo  mas  pequeno  de  x  en  el  que  las  curvas 
y  =  sen  x  y  y  =  sen  2x  se  intersecan.  Determine  x{)  y  tambien  el  angu- 
lo  agudo  en  el  que  las  dos  curvas  se  intersecan  en  x0  (vease  el  proble¬ 
ma  40  de  la  seccion  0.7). 

76.  Un  triangulo  isosceles  esta  coronado  por  un  semici'rculo,  como 
se  muestra  en  la  figura  6.  Sea  D  el  area  del  triangulo  AOB  y  E,  el 
area  de  la  region  sombreada.  Determine  una  formula  para  DfE  en  ter- 
rninos  de  t  y  luego  calcule 


Urn  — 
(-><r  E 


y 


lira  — 

!—*n  L 
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A L - B 

t 

O 

Figura  6 


77.  Demuestre  que  Dx\x\  =  \x\/x,x  A  0.  Sugerencia:  Escriba 
U|  =  Vx2  y  utilice  la  regia  de  la  cadena  con  u  =x 2 

78.  Aplique  el  resultado  del  problema  77  para  encontrar 
Dx\x2  -  1 1. 

79.  Aplique  el  resultado  del  problema  77  para  encontrar 
Djsen  x\. 

80.  En  el  capitulo  6  estudiaremos  una  funcion  L  que  satisface 
L'(x)  =  1/x.  Encuentre  cada  una  de  las  siguientes  derivadas. 

(a)  Dx(L(x2))  (b)  DX(L{ cos4*)) 

81.  Sea  /( 0)  =  0  y  /'( 0)  =  2.  Encuentre  la  derivada  de  /( /(/(/(*) ) ) ) 
enx  =  0 


82.  Suponga  que/es  una  funcion  derivable. 


(a)  Encuentre 


(b)  Encuentre— 


(c)  Denotese  con  /f"l  la  funcion  definida  como  sigue  /' ^  =  fy = 
/°/l”  1 1  Para  n  —  2.  Por  lo  que,/'^  =  f°  =f°  f°f y  asi  suce- 
sivamente.  Con  base  en  sus  resultados  de  las  partes  (a)  y  (b),  ha- 
ga  una  conjetura  considerando  Demuestre  su  conjetura. 

83.  Proporcione  una  segunda  demostracion  de  la  regia  del  co- 
ciente.  Escriba 


D , 


fix) 

Six) 


=  Dx[  f{x) 


g(x ) 


y  utilice  la  regia  del  producto  y  la  regia  de  la  cadena. 

84.  Suponga  que  /es  derivable  y  que  existen  numeros  reales  xt  y 
tales  que  /(*,)  =  x2  y  f(x2)  =  x,.  Sea  g(x)  =  f  if  if  (fix) ) )).  De¬ 
muestre  que  g'(x  i)  =g'(x  2) 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  D,u\  f'{g{t))g'{t) 
2.  Dvw,G'(H(s))H'(s)  3.  (/(x))2;  (/(x))2 
4.  2x  cos(x2);  6(2x  +  l)2 


2.6  La  operacion  de  derivacion  toma  una  funcion /y  produce  una  nueva  funcion  Si  aho- 
Dprivadas  Hp  ordpn  ra  derivamos /',  producimos  otra  funcion  denotada  por/"  (lease  “/biprima")  y  deno- 

.  minada  segunda  derivada  de  /.  A  su  vez,  puede  derivarse.  y  de  ahi  producir  f",  que  se 

SUpCriOr  denomina  tercera  derivada  de  /,  y  asi  sucesivamente.  La  cuarta  derivada  se  denota  con 
/<4),  la  quinta  derivada  se  denota  con/(5),  etcetera. 

Por  ejemplo,  si 

f(x)  =  2x3  -  4x2  +  lx  -  8 

entonces 

/'(x)  =  6x2  —  8x  +  7 
f"{x)  =  12x  -  8 
f"'(x)  =  12 
f{4\x)  =  0 

Como  la  derivada  de  la  funcion  cero  es  cero,  la  cuarta  derivada  y  todas  las  derivadas  de 
orden  superior  de  / seran  cero. 

Hemos  introducido  tres  notaciones  para  la  derivada  (ahora  tambien  llamada  la 
primera  derivada)  de  y  =f(x).  Son 

dv 

fix)  Dxy  - 

denominadas,  respectivamente,  notacion  prima,  notacion  D  y  notation  de  Leibniz.  Hay 
una  variacion  de  la  notacion  prima,  y',  que  se  utilizara  en  ocasiones.  Todas  estas  nota¬ 
ciones  tienen  extensiones  para  derivadas  de  orden  superior,  como  se  muestra  en  la  si- 
guiente  tabla.  Observe  especialmente  que  la  notacion  de  Leibniz,  aunque  complicada, 
le  parecio  mas  apropiada  a  Leibniz.  El  penso  que  es  mas  natural  escribir 

d2y 
dx2 


d_(dy_ 

dx  \  dx 


como 


La  notacion  de  Leibniz  para  la  segunda  derivada  se  lee  la  segunda  derivada  de  y  respec- 
to  a  x. 


Notaciones  para  las  derivadas  de  y  =  f(x) 


/' 

y' 

D 

Notacion  de 

Derivada 

Notacion 

Notacion 

Notacion 

Leibniz 

Primera 

/'(*) 

y' 

Dxy 

dy 

dx 

Segunda 

fix) 

y" 

D2y 

d2y 

dx2 

Tercera 

f'"(x) 

y'" 

Dly 

fz 

dx2 

Cuarta 

f{4\x) 

yW 

D4y 

A 

dx 4 

«-esima 

fM(x) 

y(») 

my 

dny 

A 

Kejemplo  1 


Si  y  =  sen  2x ,  encuentre  cfy/dx,  d4y/dx 4  y  di2y/dx l2. 


SOEUCION 


dy_ 

dx 

£y 

dx 2 

A 

dx 3 

A 

dx4 
d^y 
dx 5 


2  cos  2x 
-22  sen  2x 
-23  cos  2x 

24  sen  2x 

25  cos  2x 


duy 

dx12 


2n  sen  2x 


Velocidad  y  aceleracion  En  la  seccion  2.1  utilizamos  la  nocion  de  velocidad  ins- 
tantanea  para  motivar  la  definition  de  la  derivada.  Revisemos  esta  nocion  por  medio 
de  un  ejemplo.Tambien,  a  partir  de  ahora,  utilizaremos  la  sola  palabra  velocidad  en  lu- 
gar  de  la  frase  mas  larga  velocidad  instantanea. 


B  EJEMPEO  2  Un  objeto  se  mueve  a  lo  largo  de  un  eje  coordenado,  de  modo  que 
su  position  s  satisface  s  =  2?  —  12?  +  8,  donde  s  se  mide  en  centimetros  y  t  en  segundos 
con  t  >  0.  Determine  la  velocidad  del  objeto  cuando  t  =  1  y  cuando  t  —  6.  ^En  que  mo¬ 
menta  la  velocidad  es  cero?  ^Cuando  es  positiva? 

SOLIJCION  Si  utilizamos  el  sfmbolo  v(t )  para  la  velocidad  en  el  instante  t,  entonces 


.  .  ds 
„(0  -  -  -  4, 


12 


Asf, 


v(  1 )  =  4(1)  —  12  =  —8  centimetros  por  segundo 
?;(6)  =  4(6)  —  12  =  12  centimetros  por  segundo 
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Medicion  del  tiempo 

Si  t  =  0  corresponde  al  momento 
presente,  entonces  t  <  0  correspon¬ 
de  al  pasado,  y  t  >  0  al  futuro.  En 
muchos  problemas,  sera  obvio  que 
solo  estamos  interesados  con  el  futu¬ 
ro.  Sin  embargo,  como  el  enunciado 
del  ejemplo  3  no  especifica  esto, 
parece  razonable  permitir  que  t 
tenga  tanto  valores  negatives  como 
positivos. 


Figura  2 


La  velocidad  es  cero  cuando  At  — 12  =  0,  esto  es,  cuando  t  =  3.  La  velocidad  es  positiva  cuan- 
do  At  —  12  >  0,  o  cuando  t>  3.  Todo  esto  se  muestra  de  manera  esquematica  en  la  figura  1 . 


. -  -  - . -  - . - -*■ — . - . m 


-10  -5  0  5  10 

Figura  1 

Por  supuesto,  el  objeto  esta  moviendose  a  lo  largo  del  eje  s,  no  sobre  la  trayectoria 
senalada.  Pero  la  trayectoria  senalada  muestra  lo  que  le  sucede  al  objeto.  Entre  t  —  0  y 
t  =  3  la  velocidad  es  negativa;  el  objeto  se  mueve  hacia  la  izquierda  (regresando).  En  el 
instante  t  =  3  se  ha  “frenado”  a  una  velocidad  cero.  Despues  inicia  a  moverse  hacia  la 
derecha  conforme  su  velocidad  se  vuelve  positiva.  Asf,  velocidad  negativa  corresponde 
al  movimiento  en  la  direction  que  disminuye  s;  velocidad  positiva  corresponde  a  mo¬ 
verse  en  la  direction  que  aumenta  s.  Un  estudio  riguroso  de  estos  puntos  se  dara  en  el 
capitulo  3.  ■ 


Hay  una  distincion  tecnica  entre  las  palabras  velocidad  y  rapidez.  La  velocidad  tie- 
ne  un  signo  asociado  con  ella;puede.ser  positiva  o  negativa.  Rapidez  se  define  como  el 
valor  absoluto  de  la  velocidad.  Por  lo  tanto,  en  el  ejemplo  anterior,  la  rapidez  en  t  =  1  es 
1—81  =  8  centimetros  por  segundo.  El  medidor  en  la  mayorfa  de  los  automoviles  es  un 
rapidezometro ,  ya  que  siempre  da  valores  no  negativos  (en  la  seccion  11.5  se  definiran 
formalmente  velocidad  y  rapidez). 

Ahora  queremos  dar  una  interpretation  fisica  a  la  segunda  derivada  d2s/dt2.  Por 
supuesto,  solo  es  la  primera  derivada  de  la  velocidad.  Asf,  mide  la  razon  de  cambio  de 
la  velocidad  con  respecto  al  tiempo,  la  cual  tiene  el  nombre  de  aceleracion.  Si  se  deno- 
ta  por  medio  de  a,  entonces 


dv  _  d2s 
dt  dt2 


En  el  ejemplo  2,  s  =  2?  -  \  2t  +  8.  Asf, 


ds 

v  =  —  =  At 
dt 

d2s 

a  =  — z  =  4 
dt 2 


12 


Esto  significa  que  la  velocidad  esta  aumentando  a  una  razon  constante  de  4  centfme- 
tros  por  segundo  cada  segundo,  que  podemos  escribir  como  4  centimetros  por  segundo 
por  segundo,  o  4  cm/seg2. 


B  EJEMPLO'  3 1  Un  objeto  se  mueve  a  lo  largo  de  un  eje  coordenado  horizontal 
de  tal  manera  que  su  position  en  el  instante  t  esta  especificada  por 

s  =  t3  -  12 12  +  36 1  -  30 


Aquf  v  se  mide  en  pies  y  t  en  segundos 

(a)  ^Cuando  es  cero  la  velocidad? 

(b)  ^Cuando  es  positiva  la  velocidad? 

(c)  ^Cuando  se  esta  moviendo  el  objeto  hacia  la  izquierda  (es  decir,  en  la  direction 
negativa)? 

(d)  ^Cuando  es  positiva  la  aceleracion? 

SOLUCION 

(a)  v  =  ds/dt  =  3t 2  —  24 1  +  36  =  3(r  —  2)(t  —  6).  Asf,  v  =  0  en  t  =  2  y  en  t  =  6. 

(b)  v  >  0  cuando  (f  —  2 )(t  —  6)  >  0.  En  la  seccion  0.2  aprendimos  como  resolver 
desigualdades  cuadraticas.  La  solution  es{f:/  <  2  o  t  >  6}  oen  notation  de  in¬ 
tervals,  (  — oo,  2)  U  (6,  oo);  vease  la  figura  2. 
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(c)  El  objeto  esta  moviendose  hacia  la  izquierda  cuando  v  <  0;  esto  es,  cuando  ( t  -  2) 
(/  —  6)  <  0.  Esta  desigualdad  tiene  como  solucion  el  intervalo  (2, 6). 

(d)  a  =  dv/dt  =  6/  —  24  =  6 (r  -  4).  Por  lo  tanto,  a  >  0  cuando  t  >  4.  El  movimien- 
to  del  punto  se  muestra  de  manera  esquematica  en  la  figura  3. 


Figura  3 


v  =  v„  en  f  =  0 


V,-:  | 

" 


Nivel  del  suelo 


Figura  4 


Problemas  sobre  un  cuerpo  que  cae  Si  un  objeto  se  lanza  directamente  hacia 
arriba  (o  hacia  abajo)  desde  una  altura  inicial  de  s0  pies,  con  una  velocidad  inicial  v0 
pies  por  segundo  y  si  s  es  su  altura  por  arriba  del  piso  en  pies  despues  de  /  segundos,  en- 
tonces 

5  =  —16 12  +  Vq  t  +  S0 

Esto  supone  que  el  experimento  se  lleva  a  cabo  cerca  del  nivel  del  mar  y  que  se  despre- 
cia  la  resistencia  del  aire.  El  diagrama  en  la  figura  4  describe  la  situation  que  tenemos 
en  mente.  Observese  que  velocidad  positiva  significa  que  el  objeto  esta  moviendose 
hacia  arriba. 

gfTjEMIM.O  4  Desde  lo  alto  de  un  edificio,  de  1 60  pies  de  altura,  se  lanza  una  pe- 
lota  hacia  arriba  con  una  velocidad  inicial  de  64  pies  por  segundo. 

(a)  <■, Cuando  alcanza  la  altura  maxima? 

(b)  <,Cual  es  su  altura  maxima? 

(c)  ^Cuando  Hega  al  piso? 

(d)  <,A  que  velocidad  llega  al  piso? 

(e)  ^Cual  es  su  aceleracion  en  t  =  2? 

SOLUCION  Suponga  que  t  =  0  corresponde  al  instante  cuando  la  pelota  fue  lanzada. 
Entonces  sQ  =  160  y  %  =  64  (va  es  positiva,  ya  que  la  pelota  se  lanzo  hacia  arriba)).  Asi, 

x  =  — 16?2  +  64r  +  160 
ds 

v  =  —  =  — 32f  +  64 
dt 

dv 

a  =  —  =  —32 

dt 

(a)  La  pelota  alcanzo  su  altura  maxima  en  el  instante  en  que  su  velocidad  fue  cero,  es¬ 
to  es,  cuando  —32/  +  64  =  0  o  cuando  /  =  2  segundos 

(b)  En  t  =  2,  x  =  — 16(2 )2  +  64(2)  +  160  =  224  pies. 

(c)  La  pelota  llega  al  piso  cuando  s  =  0,  esto  es,  cuando 

-16 12  +  64 1  +  160  =  0 


Di vidiendo  entre  —1 6  se  obtiene 


r  -  4/  -  10  =  0 


Entonces,  la  formula  cuadratica  da 


4  ±  Vl6  +  40  4  ±  2\/l4 


=  2  ±  Vf4 


Solo  la  respuesta  positiva  tiene  sentido.  Asf,  la  pelota  llega  al  piso  en  /  =  2  + 
\/l4  ~  5.74  segundos. 

(d)  En  t  =  2  +  V/14,  v  =  —32^2  +  VTi)  +  64  ~  —119.73.  Asf,  la  pelota  llega  al 
piso  con  una  rapidez  de  11 9.73  pies  por  segundo. 


Seccion  2.6  Derivadas  de  orden  superior  129 


(e)  La  aceleracion  siempre  es  —32  pies  por  segundo  por  segundo.  Esta  es  la  acelera¬ 
cion  debida  a  la  gravedad  cerca  del  mar.  HI 


Revision  de  conceptos 

1.  Si  y=f(x),  entonces  la  tercera  derivada  de  y  con  respecto  a  x 
puede  denotarse  por  cualquiera  de  los  siguientes  cuatro  simbolos: 


2.  Si  s  =  f(t)  denota  la  posicion  de  una  particula  en  un  eje  coor- 

denado  en  el  instante  f,  entonces  su  velocidad  esta  dada  por _ ,  su 

rapidez  esta  dada  por _ y  su  aceleracion  esta  dada  por _ . 


3.  Si  5  =  f(t)  denota  la  posicion  de  un  objeto  en  el  instante  I,  en¬ 
tonces  el  objeto  esta  moviendose  hacia  la  derecha  si _ . 

4.  Suponga  que  un  objeto  se  lanza  directamente  hacia  arriba  de 
modo  que  su  altura  s  en  el  instante  t  esta  dado  por  s  =  /(/).  El  objeto 

alcanza  su  altura  maxima  cuando  ds/dt  = _ ,  despues  del  cual 

ds/dt _ . 


Conjunto  de  problemas  2.6 


En  los  problemas  del  1  al  8  encuentre  d3yjdx3. 


1.  y  =  x 3  +  3x2  +  6x 
3.  y  =  (3x  +  5)3 
5.  y  =  sen(7x) 

1 

7-  ^7T7 


2.  y  =  x5  +  x4 
4.  y  =  (3  -  5x)5 
6.  y  =  sen(x3) 

3x 


8.  y  = 


1 


En  los  problemas  del  9  al  16  encuentre  f"{2). 

9.  f(x)  =  x2  +  1  10.  f{x)  =  5x3  +  2x2  +  x 


ii.  m  =  7 

13.  f(8)  =  (cos  d-rry2 
15.  f(s)  =  ,v(l  -  .v2)3 


12.  /(h) 

14-  /(f) 

16.  /(x)  = 


2  u2 


5  —  u 
14-  /(f)  =  f  sen(7r/f) 
(*  +  l)2 

x  -  1 


17.  Sea  n\  =  n(n  -  l)(n  -  2)  •■•3*2*1.  Por  consiguiente. 
4!  =  4  -  3  •  2  - 1  =  24  y  5 !  =  5  •  4  •  3  •  2  •  1 .  Damos  a  n\  el  nombre  de 
n factorial.  Demuestre  que  D"(xn)  =  n\ 


18.  Encuentre  una  formula  para 


Dnx(a„-ixn  1  +  •••  +  a^x  +  a0) 


19.  Sin  hacer  calculo  alguno,  encuentre  cada  derivada. 

(a)  D4( 3x3  +  2x  -  19)  (b)  Diz(100x"  -  79x10) 

(c)  D\\x2  -  3)s 

20.  Encuentre  una  formula  para  D"(  1/x). 

21.  Si  f(x)  =  x3  +  3x‘  —  45x  -  6,  encuentre  el  valor  de /"  en 
cada  cero  de  /',  esto  es,  en  cada  punto  c  en  donde/'(c)  =  0 

22.  Suponga  que g(t)  =  ai2  +  bt  +  cy  g(l)  =  5,g'(l)  =  3  y  g"(l)  =  — 4. 
Encuentre  a,  b  y  c. 


En  los  problemas  del  23  al  28,  un  objeto  se  mueve  a  lo  largo  de  un  eje 
coordenado  horizontal  de  acuerdo  a  la  formula  s  =f(t),  dondes,  la  dis- 
tancia  dirigida  medida  desde  el  origen,  esta  en  pies  y  t  esta  en  segun- 
dos.  En  cada  caso,  responda  las  siguientes  preguntas  (veanse  los 
ejemplos  2  y  3). 

(a)  /.Cuales  son  v(t)  y  a(t),  la  velocidad  y  la  aceleracion,  en  el  ins¬ 
tante  /? 

(b)  /.Cuando  esta  moviendose  el  objeto  hacia  la  derecha? 

(c)  /.Cuando  esta  moviendose  hacia  la  izquierda? 

(d)  /.Cuando  es  negativa  su  aceleracion? 

(e)  Dibuje  un  diagrama  esquematico  que  muestre  el  movimiento 
del  objeto. 


23.  s  =  12f  —  It1 
25.  .v  =  t3  -  9 12  +  24 1 
,  16 

27.  s  =  t2  +  — ,  f  >  0 
t 


24.  s  =  t3  —  6 12 
26.  s  =  2 13  —  6t  +  5 
4 

28.  s  =  t  +  — ,  f  >  0 
t 


29.  Si  s  =  rf4  —  5f3  +  12f2,  encuentre  la  velocidad  del  objeto 
en  movimiento  cuando  su  aceleracion  es  cero. 

30.  Si  s  =  Yp(t4  -  14r3  +  60t2),  encuentre  la  velocidad  del  obje¬ 
to  en  movimiento  cuando  su  aceleracion  es  cero. 


31.  Dos  objetos  se  mueven  a  lo  largo  de  un  eje  coordenado.  Al  fi¬ 
nal  de  t  segundos  sus  distancias  dirigidas  desde  el  origen,  en  pies,  es- 
tan  dadas  por  s5  =  4r  —  3r  y  s2  =  f2  -  2 1,  respectivamente. 

(a)  ^.Cuando  tienen  la  misma  velocidad? 

(b)  ^Cuando  tienen  la  misma  rapidez? 

(c)  ^.Cual  es  la  altura  maxima? 

32.  Las  posiciones  de  dos  objetos,  P\  y  P2,  en  un  eje  coordenado 
al  final  de  t  segundos,  estan  dadas  por  i!  =  3r3  -  12/  +  18?  +  5  y  s2  =  - 
t3  +  9/  —  12r,  respectivamente.  <, Cuando  tienen  la  misma  velocidad 
los  dos  objetos? 

33.  Un  objeto  que  se  lanza  directamente  hacia  arriba  esta  a 
una  altura  s  =  -1 6f2  +  48r  +  256  pies  despues  de  t  segundos  (vease  el 
ejemplo  4). 

(a)  ^.Cual  es  su  velocidad  inicial? 

(b)  /.Cuando  alcanza  su  altura  maxima? 

(c  )  ^Cual  es  la  altura  maxima? 

[§J(d)  /.Cuando  Uega  al  suelo? 

Ei(e)  /.Con  que  rapidez  llega  al  suelo? 

34.  Un  objeto  lanzado  directamente  hacia  arriba  desde  el  nivel 
del  piso  con  una  velocidad  de  48  pies  por  segundo  es  s  =  48(  -  16/ 
pies  de  altura  al  final  de  t  segundos. 

(a)  /.Cual  es  la  maxima  altura  que  alcanza? 

(b)  Al  final  de  un  segundo,  /.que  tan  rapido  se  esta  moviendo  el  ob¬ 
jeto  y  en  que  direccion? 

(c)  /.Cuanto  tarda  en  regresar  a  su  posicion  original? 

El  35.  Un  proyectil  se  dispara  directamente  hacia  arriba  desde  el 
suelo,  con  una  velocidad  inicial  de  vlt  pies  por  segundo.  Su  altura  a 
los  t  segundos  esta  dada  por  5  =  v0t  —  16/  pies.  /.Cual  debe  ser  su 
velocidad  inicial  para  que  el  proyectil  alcance  una  altura  maxima  de 
1  milla? 


36.  Se  lanza  un  objeto  directamente  hacia  abajo  desde  lo  alto  de 
un  acantilado  con  una  velocidad  inicial  de  vn  pics  por  segundo,  cae 
.s  =  vnt  +  16 12  pies  en  t  segundos.  Si  cae  al  oceano  en  3  segundos  a 
una  velocidad  de  140  pies  por  segundo,  /.cual  es  la  altura  del  acantilado? 
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37.  Un  objeto  se  mueve  a  lo  largo  de  un  eje  coordenado  horizon¬ 
tal,  de  tal  manera  que  su  posicion  en  el  instante  t  esta  especificada 
por  s  =  f3  -  it2  ~  24 1  -  6.  Aqui,  s  se  mide  en  centimetres  y  t,  en  segun- 
dos.  ^Cuando  esta  frenandose  el  objeto;  es  decir,  cuando  su  rapidez 
esta  disminuyendo? 

38.  Explique  por  que  un  punto  que  se  mueve  a  lo  largo  de  una  lt- 
nea  esta  frenandose  cuando  su  velocidad  y  su  aceleracion  tienen  sig- 
nos  opuestos  (vease  el  problema  37). 

[MEQ  39.  Leibniz  obtuvo  una  formula  general  para  D"(uv),  donde  u 
y  v  son  funciones  de  x.  Vea  si  usted  puede  encontrarla.  Sugerencia: 
empiece  por  considerar  los  casos  n  =  \.n  =  2y  n  =  3. 


40.  Utilice  la  formula  del  problema  39  para  encontrar 

D4( x4  sen  x ). 

10  41.  Sea  f(x)  =  x[sen  x  -  cos(x/2)]. 

(a)  Dibuje  las  graficas  de  f(x),f'{x),f"{x)  y  f”'(x)  en  [0,  6]  utilizan- 
do  los  mismos  ejes. 

(b)  E value /'"(2.13). 

lO  42.  Repita  el  problema  41  para/(x)  =  (x  +  l)/(x2  +  2). 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos: 

1.  f"'(x);D3y,d3y/dx3;y"'  2.  ds/df,  \ds/dt\\ d2s/dt2 
3.  f'(t)  >  0  4.  0;  <0 


2.7  En  la  ecuacion 

Derivation  implicita  /  +  iy  =  x 3 

no  podemos  despejar  y  en  terminos  de  x.  Sin  embargo,  aun  puede  ser  el  caso  de  que 
exista  exactamente  una  y  correspondiente  a  cada  x.  Por  ejemplo,  podemos  preguntar 
que  valores  de  y  (si  existe  alguno)  corresponden  a  x  =  2.  Para  responder  esta  pregunta, 
debemos  resolver 

y3  4-  ly  =  8 

Desde  luego.y  =  1  es  una  solucion,  y  resulta  que  y  =  1  es  la  unica  solucion  real.  Dado 
x  =  2,  la  ecuacion  y3  +  ly=x3  determina  un  correspondiente  valor  de  y.  Decimos  que  la 
ecuacion  define  a  y  como  una  funcion  implicita  de  x.  La  grafica  de  esta  ecuacion,  que  se 
muestra  en  la  figura  1,  por  supuesto  que  se  ve  como  la  grafica  de  una  funcion  derivable. 
El  nuevo  elemento  es  que  no  tenemos  una  ecuacion  de  la  forma  y  =f(x).  Con  base  en 
la  grafica,  suponemos  que  y  es  alguna  funcion  desconocida  de  x.  Si  denotamos  a  esta 
funcion  como  y(x),  podemos  escribir  la  ecuacion  como 

[y(*)]3  +  7  y(x)  =  x 3 

Aunque  no  tenemos  una  formula  para  y(x),  podemos,  a  pesar  de  eso,  obtener  una  rela¬ 
tion  entre  jc,  y(x)  y  y’(x),  mediante  la  derivation,  respecto  a  x.  de  ambos  lados  de  la 
Figura  1  ecuacion.  Recordando  aplicar  la  regia  de  la  cadena,  obtenemos 


d_ 

dx 


(/) 


dx 


(7  y) 


3y2 


dy  dy 
—  +  7  — 
dx  dx 


3x2 


7, W  +  7>  -  312 

dy  _  3x2 

dx  3y~  +  7 


Observese  que  nuestra  expresion  para  dy/dx  incluye  tanto  a  x  como  a  y,  un  hecho 
que  con  frecuencia  es  una  molestia.  Pero  si  solo  deseamos  determinar  la  pendiente  en 
un  punto  en  donde  conocemos  ambas  coordenadas,  no  existe  dificultad.  En  (2, 1), 

dy_  _  3(2 )2  _  12  =  6 
dx  ~  3(1)2  +  7  ~  10  ~  5 

La  pendiente  es  |. 

El  metodo  que  se  acaba  de  ilustrar  para  determinar  dy/dx  sin  despejar  primero  la 
y  — de  manera  explfcita  de  la  ecuacion  dada —  en  terminos  de  x  se  denomina  deriva¬ 
tion  implicita.  Pero,  ^el  metodo  es  legitimo?  ;  Da  la  respuesta  correcta? 
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Un  ejemplo  que  ptiede  verificarse  Para  dar  alguna  evidencia  de  la  validez  del 
metodo,  considerese  el  ejemplo  siguiente,  el  cual  puede  resolverse  de  dos  maneras. 

g  EJEMPLO  1~|  Encuentre  dy/dx,  si  A x2y  —  3 y  =  x3  —  1 . 

SOLUCION 

Metodo  1  Podemos  despejar  explicitamente  la  y  de  la  ecuacion  dada  como  sigue: 


y(4x2  -  3)  =  x3 


dy  {Ax2  -  3){3x2)  -  (x3 
dx  {Ax2  -  3)2 


x3  -  1 
4x2  -  3 


l)(8x)  _  4x4  -  9x2  +  8x 
(4x2  -  3)2 


Metodo  2  Derivacion  implicita  Igualamos  las  derivadas  de  los  dos  lados. 

£(4,’,-3 >)- £(*>-!) 

Despues  de  utilizar  la  regia  para  el  producto  en  el  primer  termino,  obtenemos, 

4x2-^  +  y  8x  -  3~~  =  3x2 
dx  dx 

- r(4x 2  -  3)  =  3x2  -  8xy 
dx 

dy  _  3x2  -  8xy 
dx  Ax2  -  3 

Estas  dos  respuestas  se  ven  diferentes.  Por  un  lado,  la  respuesta  obtenida  por  el  meto¬ 
do  1  incluye  solo  a  x,  mientras  que  la  respuesta  del  metodo  2  incluye  a  x  y  a  y.  Sin  em¬ 
bargo.  recuerde  que  de  la  ecuacion  original  podia  despejarse  a  y  en  terminos  de  x  para 
obtenery  =  (x3-  l)/(4x2  — 3).  Cuando  sustituimos  y  =  (x3  -  l)/(4x2  -3)  en  la  expresion 
que  se  acaba  de  obtener  para  dy/dx,  obtenemos  lo  siguiente: 


4xz  -  3 


4x2  —  3 
-  3 


12x4  -  9x2  -  8x4  +  8x  4x4  -  9x2  +  8x 


(4x2  -  3)2 


(4x2  -  3)2 


Algunas  dificultades  sutiles  Si  una  ecuacion  en  x  y  y  determina  una  funcion 
y  =  f(x)  y  si  esta  funcion  es  derivable,  entonces  el  metodo  de  la  derivacion  implicita  ob- 
tendra  una  expresion  correcta  para  dy/dx.  Pero  observese  que  hay  dos  grandes  si  en 
este  enunciado. 

Considere  la  ecuacion 

x2  +  y2  =  25 

que  determina  a  las  funciones  y  =  /(x)  =  V25  —  x2  y  y  —  g{x )  =  -V25-x^. 
Sus  graficas  se  muestran  en  la  figura  2. 

Felizmente,  ambas  funciones  son  derivables  en  (—5,  5).  Primero,  considerese  a  /. 
Satisface 

*2  +  U(x)]2  =  25 

Cuando  derivamos  implicitamente  y  despejamos  a  f'{x),  obtenemos 
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2x  +  2 f(x)f'{x)  =  0 


/'(-*■) 


x 

fix) 


X 


V25  -  X2 


Un  tratamiento  similar  de  g(x)  produce 

,,  ,  _  x  _  x 

8  X  g(x)  V25  -  x2 

Con  fines  practicos,  podemos  obtener  ambos  resultados  de  manera  simultanea  por 
medio  de  la  derivacion  implfcita  de  x2  +  y2  =  25.  Esta  da 


2x  +  2  y 


dy 

dx 


=  0 


dy  __  x 
dx  y 


si  y  =  fix) 
si  y  =  g{x) 


Naturalmente,  los  resultados  son  identicos  a  los  que  se  obtuvieron  antes. 

Observese  que  con  frecuencia  es  suficiente  saber  que  dy/dx  =  —x/y  para  aplicar 
nuestros  resultados.  Supongase  que  queremos  conocer  las  pendientes  de  las  rectas  tan- 
gentes  a  la  circunferencia  x2  +  y2  =  25  cuando  x  =  3.  Para  x  =  3,  los  correspondientes  va- 
lores  de  y  son  4  y  -4.  Las  pendientes  en  (3,  4)  y  (3.  -4).  obtenidas  por  medio  de  la 
sustitucion  en  —x/y,  son  — |  y  respectivamente  (vease  la  figura  2). 

Para  complicar  el  asunto,  hacemos  notar  que 

x2  +  y2  =  25 


determina  muchas  otras  funciones.  Por  ejemplo.  considere  la  funcion  h  definida  por 


I  H  1 


4  1  +-■< 


-4  -.1  -2  -1 


Figura  3 


f  V25  -  x2  si  -5  £  x  <  3 
X  1  -  V25^  x2  si  3  <  x  ^  5 

Tambien  satisface  x2  +  y2  -  25,  ya  que  x2  +  [ h(x )]2  =  25.  Pero  ni  siquiera  es  continua  en 
x  =  3,  de  modo  que  en  realidad  no  tiene  derivada  alii  (vease  la  figura  3). 

Aunque  el  tema  de  funciones  implfcitas  conduce  a  preguntas  tecnicas  dificiles  (tra- 
tadas  en  calculo  avanzado),  los  problemas  que  estudiamos  tienen  soluciones  directas. 


Mas  ejemplos  En  los  siguientes  ejemplos  suponemos  que  la  ecuacion  dada  deter¬ 
mina  una  o  mas  funciones  derivables,  cuyas  derivadas  pueden  obtenerse  por  medio  de 
la  derivacion  implfcita.  Observese  que  en  cada  caso  empezamos  tomando  la  derivada, 
respecto  de  la  variable  apropiada,  de  cada  lado  de  la  ecuacion.  Despues  utilizamos  la  re¬ 
gia  de  la  cadena  conforme  la  necesitemos. 


|H~EIEMPLO  2  j  Encuentre  dy/dx ,  si  x2  +  5y3  =  x  +  9 

SOIKION 

fy  +  5'3>  -  Td  '  +  9» 

2x  +  15  y2~  =  1 
'  dx 

dy  1  —  2x 
dx  15 y2 


g|  EJEMPLO  3]  Encuentre  la  ecuacion  de  la  recta  tangente  a  la  curva 


en  el  punto  (0, 1). 


y3  —  xy2  +  cos  xy  =  2 
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SOLUCION  Por  simplicidad,  usamos  la  notation  y'  para  dy/dx.  Cuando  derivamos 
ambos  lados  e  igualamos  los  resultados,  obtenemos 

3 y2y'  -  x(2 yy')  -  y2  -  (sen  xy)(xy'  +  y)  =  0 


y'(3y2  —  2 xy  —  x  sen  xy)  =  y2  +  y  sen  xy 


y' 


y2  +  y  sen  xy 
3 yr  —  2 xy  —  x  sen  xy 


En  (0,  1 ),  y'  =  |.  Por  lo  tanto,  la  ecuacion  de  la  recta  tangente  en  (0, 1 )  es 

y  -  1  =  \(x  -  0) 

o 

y  =  \x  +  1  a 


Otra  vez  la  regia  para  la  potencia  Hemos  aprendido  que  DJxn)  =  nx”~\  donde 
n  es  cualquier  entero  distinto  de  cero.  Ahora  extendemos  esto  para  el  caso  en  donde  n 
es  cualquier  numero  rational. 


Teorema  A 


Regia  para  la  potencia 

Sea  r  cualquier  numero  racional  distinto  de  cero.  Entonces,  para  x  >  0. 

Dx{*r) 


-r'  -  rxr~ 1 


Si  r  puede  escribirse  en  su  minima  expresion  como  r  =  p/q ,  donde  q  es  impar,  enton¬ 
ces  Dx(xr)  =  n rr_1  para  toda  x. 


Demostracion  Como  r  es  racional.  r  puede  escribirse  como  p/q .  donde  p  y  q  son 
enteros  con  q  >  0.  Sea 


y  =  xr  =  xpl‘> 


Entonces 


yq 


X 


P 


y,  por  la  derivacion  implfcita. 


qyq~XDxy  =  px 


Por  consiguiente. 


Dxy 


px'1  1 

qyq] 


p  xp  1  _  p  xp~~l 

q  (xp!q)q~x  q  xp~p!q 


_  E_xp-\-p+p/q  _  E_xp/q-\  _  fxr  1 

q'  q 


Hemos  obtenido  el  resultado  deseado;  pero  para  ser  honestos,  debemos  senalar  un 
error  en  nuestro  argumento.  En  el  paso  de  la  derivacion  implfcita  supusimos  que  Dj  exis- 
te.  esto  es,que>,  =  .v/,/1/ es  derivable.  Podemos  llenar  este  hueco,pero  como  es  un  trabajodi- 
ffcil,  relegamos  la  demostracion  completa  al  apendice  (seccion  A.2,  teorema  C).  ■ 

fjf  3EJEMPLCT4  Si  y  =  2jc5/3  +  Vx2  +  1,  encuentre  Dxy. 
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SOLUCION 


Mediante  el  teorema  A  y  la  regia  de  la  cadena,  tenemos 
Dxy  =  2  Dxx5^  +  Dx(x 2  +  if'2 

=  2-|x5/3-i  +  \{*2  +  l)l/2-[-(2x) 


10 

3  X 


2/3 


Vx2  +  1 


Revision  de  conceptos 

1.  De  la  relacion  implfcita  yx 3  —  3y  =  9  puede  despejarse  y  re- 

sultando  y  = _ . 

2.  La  derivacion  implfcita  de  y3  +  x3  =  2x  con  respecto  a  x  da 
_ +  3x2  =  2. 


3.  La  derivacion  implfcita  de  xy 2  +  y3  ~  y  =  x3  respecto  a  x  da 


4.  La  regia  para  la  potencia  con  exponentes  racionales  dice  que 

Dx(xp'q)  = _ .  Esta  regia,  junto  con  la  regia  de  la  cadena,  implica 

que  Dx[(x2  —  5x)5^3]  = _ . 


Conjunto  de  problemas  2.7 

Suponiendo  que  en  los  problemas  del  1  al  12  cada  ecuacidn  define 
una  funcion  derivable  de  x,  encuentre  Dxy  por  medio  de  la  derivacion 
implicita. 


1. 

II 

* 

1 

C4 

2. 

9x2  +  4y2  =  36 

3. 

xy  =  1 

4. 

x2  +  a2y 2  =  4a2,  donde  a 

es  una  constante. 

5. 

* 

to 

II 

* 

1 

00 

6. 

x2  +  2x2y  +  3xy  =  0 

7. 

4x3  +  7xy2  = 

2y3 

8. 

x2y  =  1  +  y2x 

9. 

V5xy  +  2y  = 

=  y2  +  xy3 

10. 

xVy  +  1  =  xy  +  1 

11. 

xy  +  sen(xy) 

=  1 

12. 

cos(xy2)  =  y2  +  x 

En  los  problemas  del  13  al  18  encuentre  la  ecuacidn  de  la  recta  tangen- 
te  en  el  punto  que  se  indica  (vease  el  ejemplo  3). 

13.  x3y  +  y3x  =  30;  (1,3) 

14.  x2y2  +  4xy  =  12y;  (2, 1) 

15.  sen(xy)  =  y;  (rr/2, 1) 

16.  y  +  cos(xy2)  +  3x2  =  4;  (1,0) 

17.  x2/3  -  y2/3  -  2y  =  2;  (1,  -1) 

18.  Vy  +  xy2  =  5;  (4, 1) 


En  los  problemas  del  19  al  32  encuentre  dy/dx 


19.  y  =  3x5/3  +  Vx 

21.  y  =  Vx  +  -^~= 
Vx 

23.  y  =  V3x2  -  4x 

1 

25.  y  =  — r - rrr 

(x3  +  2x)2/3 

27.  y  =  vx2  +  sen  x 

1 

29.  y  =  — _ 

V  x  sen  x 


20.  y  =  Vx  -  2x7/2 
22.  y  =  V2x  +  1 
24.  y  =  (x3  -  2x)1/3 
26.  y  =  (3x  —  9)'5/3 
28.  y  =  V x2  cos  x 
30.  y  =  Vl  +  sen  5x 


31.  y  =  Vl  +  cos(x2  +  2x)  32.  y  =  V tan2  x  +  sen2  x 

33.  Si  s2t  + 13  =  1,  encuentre  ds/dt  y  dt/ds 

34.  Si  y  =  sen(x2)  +  2x3,  encuentre  dy/dx. 

35.  Dibuje  la  grafica  de  la  circunferencia  x2  +  4x  +  y2  +  3  =  0,  y 
luego  encuentre  las  ecuaciones  de  las  dos  rectas  tangentes  que  pasan 
por  el  origen. 

36.  Determine  la  ecuacion  de  la  recta  normal  (recta  perpendicu¬ 
lar  a  la  recta  tangente)  a  la  curva  8(x2  +  y2)2  =  100(x2  -  y2)  en  (3,1). 

37.  Suponga  que  xy  +  y3  =  2.  Entonces,  derivando  implfcitamente 
dos  veces  con  respecto  a  x,  por  pasos  se  obtiene: 

(a)  xy'  +  y  +  3y2y'  =  0; 

(b)  xy"  +  y'  +  y'  +  3y2y"  +  6y(y')2  =  0. 

Despeje  y'  de  (a)  y  sustituya  en  (b)  y  despues  despeje  y" 

38.  Encuentre  y",  si  x3  —  4y2  +  3  =  0  (vease  el  problema  37). 

39.  Encuentre  y"  en  (2, 1),  si  2x2y  -  4y3  =  4  (vease  el  problema  37). 

40.  Utilice  derivacion  implfcita  dos  veces  para  encontrar  y"  en 
(3,4).  six2  +  y2  =  25 

41.  Demuestre  que  la  recta  normal  a  x3  +  y3  =  3xy  en  (|,  pasa 
por  el  origen. 

42.  Demuestre  que  las  hiperbolas  xy  =  1  y  x2  -  y2  =  1  se  interse- 
can  en  angulos  rectos. 

43.  Demuestre  que  las  graficas  de  2x2  +  y2  =  6  y  y2  =  4x  se  inter- 
secan  en  angulos  rectos. 

44.  Suponga  que  las  curvas  Cj  y  C2  se  intersecan  en  (x0,  y0)  con 
pendientes  mt  y  m2,  respectivamente,  como  se  muestra  en  la  figura  4. 
Entonces  (vease  el  problema  40  de  la  seccion  0.7)  el  angulo  positivo  q 
de  Ci  (es  decir,  desde  la  recta  tangente  a  C]  en  (x0,  y0))  a  C2  satisface 


tan  6  = 


m2  —  W] 


1  +  mim2 
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Encuentre  los  angulos  de  la  circunferencia  x2  +  y2  =  1  a  la  circunfe- 
rencia  (*  —  l)2  +  y2  =  1  en  los  dos  puntos  de  interseccion. 

45.  Encuentre  el  angulo  de  la  recta  y  =  2x  a  la  curva  x2  —  xy  +  2y2  = 
28  en  su  punto  de  interseccion  en  el  primer  cuadrante  (vease  el  pro- 
blema  44). 

46.  Una  partfcula  de  masa  m  se  mueve  a  lo  largo  del  eje  .t,  de 
modo  que  su  position  x  y  velocidad  v  =  dxjdt  satisfacen 

m(v2  -  Uo)  =  k(xl  -  x1) 


47.  La  curva  x2  —  xy  +  y2  =  16  es  una  elipse  con  centre  en  el  ori- 
gen  y  con  la  recta  y  =  x  como  su  eje  mayor.  Encuentre  las  ecuaciones 
de  las  rectas  tangentes  en  los  dos  puntos  donde  la  elipse  interseca  al 
eje  x. 

48.  Encuentre  todos  los  puntos  sobre  la  curva  x2y  -  xy2  =  2  en 
donde  la  recta  tangente  es  vertical,  esto  es,  en  donde  dx/dy  =  0. 

@49.  iA  que  altura  h  debe  estar  el  foco  de  la  figura  5,  si  el  punto 
(1.25, 0)  esta  en  el  borde  de  la  region  iluminada? 


donde  v0,x0  y  k  son  constantes.  Demuestre  por  medio  de  derivation 
implicita  que 


dv 

m—  =  -kx 
dt 


siempre  que  v  #  0. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  9/(*3  —  3) 

,dy  dy  .  . dy 

2.  3 y2-f  3.  Jt  •  2y-r-  +  y2  +  3 y2~ 
ax  ax  ax 

4.  -jcp/9‘1; f {x2  -  5x)2'3(2x  -  5) 

Q. 


ax 


2.8 

Razones  de  cambio 
relacionadas 


Si  una  variable  y  depende  del  tiempo  t,  entonces  su  derivada  dy/dt  se  denomina  razon 
de  cambio  con  respecto  al  tiempo,  o  solo  razon  de  cambio.  Por  supuesto,  si  y  mide  la 
distancia,  entonces  esta  razon  de  cambio  tambien  se  llama  velocidad.  Estamos  intere- 
sados  en  una  amplia  variedad  de  razones  de  cambio:  la  razon  a  la  que  fluye  agua  al  in¬ 
terior  de  un  deposito,  la  tasa  a  la  cual  el  area  de  un  derrame  de  petroleo  esta  creciendo, 
la  razon  a  la  cual  el  valor  de  una  propiedad  esta  aumentando,  etcetera.  Si  y  se  da  de 
manera  explicita  en  terminos  de  r,  el  problema  es  sencillo;  solo  derivamos  y  luego 
evaluamos  la  derivada  en  el  instante  requerido. 

Puede  ser  que,  en  lugar  de  conocer  a  y  de  manera  explicita  en  terminos  de  t,  conoz- 
camos  una  relation  que  relaciona  a  y  y  a  otra  variable  x,  y  que  tambien  conozcamos  al¬ 
go  acerca  de  dx/dt.  Aun  podemos  ser  capaces  de  encontrar  dy/dt ,  ya  que  dy/dt  y  dx/dt 
son  razones  de  cambio  relacionadas  (o  razones  afines).  Por  lo  regular,  esto  requiere  de¬ 
rivation  implicita. 


Dos  ejemplos  sencillos  En  la  preparation  de  un  procedimiento  sistematico  para 
la  resolution  de  problemas  con  tasas  de  cambio  relacionadas,  estudiamos  dos  ejemplos. 


EJEMPLO  1  |  Se  suelta  un  pequeno  globo  en  un  punto  a  150  pies  alejado  de  un 


observador,  quien  se  encuentra  en  el  nivel  del  piso.  Si  el  globo  se  eleva  en  linea  recta 
hacia  arriba  a  una  velocidad  de  8  pies  por  segundo,  (,que  tan  rapido  esta  aumentando  la 
distancia  del  observador  al  globo  cuando  este  se  encuentra  a  50  pies  de  altura? 


SOLUCION  Sea  t  el  numero  de  segundos  contados  a  partir  de  que  se  suelta  el  globo. 
Sea  h  la  altura  del  globo  y  s  su  distancia  al  observador  (vease  la  figura  lj.Tanto  h  como 
s  son  variables  que  dependen  de  t;  sin  embargo,  la  base  del  triangulo  (la  distancia  des- 


Figura  1 
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Figura  2 


150 


de  el  observador  al  punto  de  lanzamiento)  permanece  sin  cambio  conforme  t  aumenta. 
La  figura  2  muestra  las  cantidades  clave  en  un  diagrama  simple. 

EE]  Antes  de  avanzar,  recordemos  un  tema  estudiado  antes  en  el  libro,  estimation 
de  la  respuesta.  Observe  que,  al  inicio,  s  casi  no  cambia  ( ds/dt  ~  0),  pero  eventualmente 
s  cambia  casi  tan  rapido  como  cambia  h  ( ds/dt  ~  dh/dt  =  8).  Una  estimation  de  ds/dt 
cuando  ft  =  50  podrfa  ser  alrededor  de  un  tercio  o  un  medio  de  dh/dt,  o  3.  Si  obtenemos 
una  respuesta  alejada  de  este  valor,  sabremos  que  hemos  cometido  un  error.  Por  ejem- 
plo,  respuesta  tales  como  17,  o  aun  7,  obviamente  son  incorrectas. 

Continuemos  con  la  solution  exacta.  Para  enfatizar,  preguntamos  y  respondemos 
tres  preguntas  fundamentales. 

(a)  ^Que  esta  dado?  Respuesta:  dh/dt  =  8. 

(b)  ^Que  queremos  conocer?  Respuesta:  queremos  conocer  ds/dt  en  el  instante  en  que 
ft  =  50 

(c)  ^Como  estan  relacionadas  sy  hi  Respuesta:  las  variables  s  y  ft  cambian  con  el  tiem- 
po  (son  funciones  implicitas  de  t),  pero  siempre  estan  relacionadas  por  medio  de  la 
ecuacion  pitagorica 

s2  =  h2  +  (150)2 

Si  derivamos  de  manera  implfcita  con  respecto  a  t  y  utilizamos  la  regia  de  la  cade- 
na,  obtenemos 


Triangulos  semejantes 

Dos  triangulos  son  semejantes  si  sus 
angulos  correspondientes  son  con- 
gruentes. 


P  V  /P 


En  geometria  aprendimos  que  razo- 
nes  de  lados  correspondientes  de 
triangulos  semejantes  son  iguales. 
Por  ejemplo, 


Este  hecho,  utilizado  en  el  ejemplo 
2,  con  frecuencia  se  necesitara  en  el 
conjunto  de  problemas. 


„  ds  dh 

2s-~  =  2ft  — 
dt  dt 


ds  ,  dh 
s—  =  ft  — 
dt  dt 


Esta  relacidn  se  cumple  para  toda  t  >  0 

Ahora,  y  no  antes  de  este  momento,  pasamos  al  instante  especifico  cuando  h  =  50. 
Con  base  en  el  Teorema  de  Pitagoras,  vemos  que,  cuando  ft  =  50 

5  =  V(50)2  +  (150)2  =  50VT6 

Sustituyendo  en  s(ds/dt)  =  h(dh/dt)  se  obtiene 

50Vl0^  =  50(8) 
dt 


En  el  instante  cuando  h  =  50,  la  distancia  entre  el  globo  y  el  observador  esta  aumentan- 
do  a  una  velocidad  de  2.53  pies  por  segundo.  ■ 


£  EJEMPLO  2  En  un  tanque  conico  se  vierte  agua  a  una  razon  de  8  pies  cubicos 
por  minuto.  Si  la  altura  del  tanque  es  de  12  pies  y  el  radio  de  su  abertura  circular  es  de 
6  pies,  ^,que  tan  rapido  se  esta  elevando  el  nivel  del  agua  cuando  este  liquido  tiene  una 
profundidad  de  4  pies? 


SO  i  lH  'ION  Denotese  la  profundidad  del  agua  con  h  y  sea  r  el  radio  correspondien- 
te  de  la  superficie  del  agua  (vease  la  figura  3). 

Se  nos  da  que  el  volumen,  V,  de  agua  en  el  tanque  esta  aumentando  a  una  razon  de 
8  pies  cubicos  por  minuto;  esto  es,  dV/dt  =  8.  Queremos  saber  que  tan  rapido  esta  ele- 
vandose  el  agua  (esto  es.  dh/dt)  en  el  instante  cuando  h  =  4 

Necesitamos  encontrar  una  ecuacion  que  relacione  a  V  y  a  Ir,  despues  la  derivaremos 
para  obtener  una  relacidn  entre  dV/dt  y  dh/dt.  La  formula  para  el  volumen  de  agua  en 
el  tanque  V  =  \irr2h,  tiene  una  variable  no  deseada  r;  es  indeseada  porque  no  cono- 
cemos  su  razon  dr/dt.  No  obstante,  por  medio  de  triangulos  semejantes  (vease  el  recuadro 
al  margen),  tenemos  r/h  =  6/12,  o  r  =  h/2.  Sustituyendo  esto  en  V  =  \  vrh  da 


Figura  3 
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Ahora  derivamos  de  manera  implfcita;  para  ello,  tenemos  presente  que  tanto  V  co- 
mo  h  dependen  de  t.  Obtenemos 

dV  __  3-77 h2  dh  _  irh2  dh 
dt  12  dt  4  dt 


Ahora  que  tenemos  una  relation  entre  dV/dt  y  dh/dt,  y  no  antes,  consideramos  la  situa¬ 
tion  cuando  h  =  4.  Sustituyendo  h  =  4  y  dV/dt  =  8,  obtenemos 


a  partir  de  la  cual 


rr(4)2  dh 
4  ~dt 


dh 

dt 


0.637 


Cuando  la  profundidad  del  agua  es  de  4  pies,  el  nivel  del  agua  esta  elevandose  a  0.637 
pies  por  minuto.  M 


Si  reflexiona  por  un  momento  en  el  ejemplo  2,  usted  se  da  cuenta  de  que  el  nivel 
del  agua  se  elevara  cada  vez  mas  despacio  conforme  el  tiempo  avance.  Por  ejemplo, 
cuando  h  ~  10 


o  dh 

S-'~4T~dt 


de  modo  que  dh/dt  =  32/(10077)  ~  0.102  pies  por  minuto. 

Lo  que  estamos  diciendo  en  realidad  es  que  la  aceleracion  d2h/dt2  es  negativa. 
Podemos  calcular  una  expresidn  para  ella.  En  cualquier  instante  t, 

irh2  dh 

8  = 

de  modo  que 

32  ,  dh 

—  =  h-  — 

77  dt 


Si  derivamos  otra  vez  implicitamente,  obtenemos 


dh 

H - 

dt 


de  la  cual 


dt2  h 


Esta  es  claramente  negativa. 

Un  procx'dimiento  sistomatico  Los  ejemplos  1  y  2  sugieren  el  siguiente  meto- 
do  para  resolver  un  problema  de  tasas  relacionadas. 


Paso  l:  Denote  mediante  t  el  tiempo  transcurrido.  Dibuje  un  diagrama  que  sea  valido 
para  toda  t  >  0.  Etiquete  las  cantidades  cuyos  valores  no  cambian  conforme  t  aumenta 
con  sus  respectivos  valores  constantes  dados.  Asigne  Ietras  a  las  cantidades  que  varfan 
con  f  y  etiquete  las  secciones  convenientes  de  la  figura  con  estas  variables. 

Paso  2:  Establezca  lo  que  esta  dado  acerca  de  las  variables  y  que  information  se  re- 
quiere  de  ellas.  Esta  information  estara  en  la  forma  de  derivadas  respecto  a  t. 
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Paso  3:  Relacione  las  variables  y  escriba  una  ecuacion  que  sea  valida  para  todos  los 
instantes  t  >  0,  no  solo  para  alguno  en  particular. 

Paso  4:  Derive  implicitamente,  con  respecto  a  t,  la  ecuacion  encontrada  en  el  paso  3. 
La  ecuacion  resultante,  que  tiene  derivadas  con  respecto  a  t,  es  valida  para  toda  t  >  0 

Paso  5:  En  este  momento,  y  no  antes,  sustituya  en  la  ecuacion  encontrada  en  el  paso  4 
todos  los  datos  que  son  validos  en  el  instante  particular,  por  el  cual  la  respuesta  al  pro- 
blema  es  necesaria.  Despeje  la  derivada  deseada. 


y+  160 


Figura  4 


EJEMPLO  3  I  Un  aeroplano  que  vuela  hacia  el  norte,  a  640  millas  por  hora,  pasa 


sobre  cierta  ciudad  al  mediodia.  Un  segundo  aeroplano  que  va  hacia  el  este,  a  600  mi¬ 
llas  por  hora,  esta  directamente  encima  de  la  misma  ciudad  15  minutos  mas  tarde.  Si  los 
aeroplanos  estan  volando  a  la  misma  altitud,  ^que  tan  rapido  se  estan  separando  a  la 
1:15  p.  M.? 


SOLUCION 

Paso  1:  Denotese  con  /  el  numero  de  horas  despues  de  las  12:15  p.  m.,  con  y  a  la  distancia 
en  millas  recorridas  por  el  aeroplano  que  se  dirige  al  norte,  despues  de  las  12:15  p.  m.,  x 
la  distancia  que  ha  volado,  despues  de  las  12:15  p.  M.,  el  aeroplano  que  lleva  rumbo  este 
y  s  la  distancia  entre  los  aeroplanos.  Quince  minutos  despues  del  mediodia,  a  las  12:15 
p.  M.,el  aeroplano  que  va  hacia  el  norte  habra  volado  ^  =  160  millas,  de  modo  que  la 
distancia,  en  el  instante  t,  de  la  ciudad  al  aeroplano  que  va  al  norte  sera  y  +  160.  (Vease 
la  figura  4.) 

Paso  2:  Se  nos  da  que,  para  toda  t  >  0,  dy/dt  =  640  y  que  dx/dt  =  600.  Queremos  cono- 
cer  ds/dt  en  t=  l,esto  es,  a  la  1:15  p.  m. 

Paso  3:  Por  el  Teorema  de  Pitagoras, 

s2  =  x2  +  {y  +  160)2 


Paso  4:  Al  derivar  implicitamente  con  respecto  a  t  y  mediante  la  regia  de  la  cadena, 
tenemos 


o 


~  ds 

dx 

2s— -  = 

2x - F 

dt 

dt 

ds 

dx 

s~r  — 

x - F 

dt 

dt 

2 (y  +  160) 


dy 

dt 


iy  +  160)- 


Paso  5:  Para  toda  t  >  0,  dx/dt  =  600  y  dy/dt  =  640,  mientras  que  en  el  instante  particu¬ 
lar  t  =  1,  x  =  600,  y  —  640  y  s  —  \/(600)2  +  (640  +  160)2  =  1000.  Cuando  sustitui- 
mos  estos  datos  en  la  ecuacion  del  paso  4,  obtenemos 


de  la  cual 


!000  —  =  (600)  (600)  +  (640  +  160)  (640) 


ds 

dt 


872 


A  la  1:15  p.  M.,  los  aeroplanos  estan  alejandose  a  872  millas  por  hora 


EE!  Ahora  veamos  si  nuestra  respuesta  tiene  sentido.  Otra  vez,  vease  la  figura  4. 
Claramente,  s  esta  aumentando  mas  rapido  que  lo  que  aumentan  x  o  y,  de  modo  que 
ds/dt  excede  a  640.  Por  otra  parte,  seguramente  ,v  esta  aumentando  mas  lentamente  que  la 
suma  de  x  y  y;  es  decir,  ds/dt  <  600  +  640  =  1240.  Nuestra  respuesta,  ds/dt  =  872,  es 
razonable.  ■ 
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e 


250 


X. 


Figura  5 


EJEMPEO  4J  Una  mujer  que  esta  ante  un  acantilado,  con  un  telescopio  observa 


como  se  aproxima  un  bote  de  motor  a  la  playa  que  esta  directamente  debajo  de  ella.  Si 
el  telescopio  esta  a  250  pies  por  arriba  del  nivel  del  agua  y  si  el  bote  se  aproxima  a  20 
pies  por  segundo,  que  velocidad  esta  cambiando  el  angulo  del  telescopio  cuando  el 
bote  esta  a  250  pies  de  la  playa? 

SOLUCION 


Paso  1:  Dibuje  una  figura  (vease  la  figura  5)  e  introduzca  variables  x  y  0,  como  se 
muestra. 


Paso  2:  Nos  dan  que  dx/dt  =  —20;  el  signo  es  negativo  porque  jc  disminuye  con  el  tiem- 
po.  Queremos  conocer  d6/dt  en  el  instante  cuando  x  =  250 

Paso  3:  Por  trigonometria 


tan  6  = 


250 


Paso  4:  Derivamos  implfcitamente  usando  el  hecho  de  que  Dg  tan  8  =  sec2  6  (teorema 
2.4B).  Obtenemos 

,  dO  1  dx 

sec"  6 —  = - 

dt  250  dt 

Paso  5:  En  el  instante  cuando  x  =  250, 9  es  6/4  radianes  y  sec20  =  sec2(7r/4)  =  2.  Por  lo 
tanto. 


2f  =-Bo<-20> 


d0_  -1 

dt  ~  25 


-0.04 


El  angulo  esta  cambiando  -0.04  radianes  por  segundo.  El  signo  negativo  muestra  que  d 
esta  disminuyendo  con  el  tiempo.  ■ 


X 


EJEMPLO  5  Conforme  el  Sol  se  pone  detras  de  un  edificio  de  120  pies  de  altu- 


ra,  la  sombra  del  inmueble  crece.  ^Que  tan  rapido  esta  creciendo  la  sombra  (en  pies 
por  segundo)  cuando  los  rayos  del  Sol  forman  un  angulo  de  45°  (o  tt/4  radianes). 


SOLUCION 

Paso  1:  Denotese  con  t  al  tiempo.  en  segundos.  a  partir  de  la  medianoche.  Sea  x  la  lon- 
gitud  de  la  sombra  en  pies  y  sea  9  el  angulo  del  rayo  del  Sol.  Vease  la  figura  6. 


Paso  2:  Como  la  Tierra  da  un  giro  completo  una  vez  cada  24  horas,  es  decir,  86,400  se¬ 
gundos,  sabemos  que  dd/dt  =  —  27r/86,400.  (El  signo  negativo  es  necesario  porque  9  dis¬ 
minuye  conforme  el  Sol  se  pone).  Queremos  conocer  dx/dt  cuando  6  =  -ir/4. 


Paso  3:  La  figura  6  indica  que  las  cantidades  x  y  6  satisfa  cen  cot  6  =  x/120,  por  lo  que 
x  =  120  cot  8 


Figura  6 


Paso  4:  Al  derivar  ambos  lados  de  x  =  120  cot  8  con  respecto  a  t  se  obtiene 


-j-  =  120(— csc20)^  =  — 120(csc2 8)(  —  - 

dt  y  1  dt  V  86,400 


7 T 

360 


esc  9 


Paso  5:  Cuando  9  =  —/4,  tenemos 


dx 

dt 


- esc  — 

360  4 


=  —  (V2)2  = 

360 v  ' 


7 T 

Tso 


0.0175 


pies 

sec 


Observe  que  conforme  el  Sol  se  pone,  6  disminuye  (ya  que  dd/dt  es  negativa),  mientras 
que  la  sombra  x  esta  aumentando  (ya  que  dx/dt  es  positiva).  ■ 
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2400  pies-Vh 


Figura  7 


18 


h(  pies) 


6 

3 

12  3  4 


Figura  8 


2400  -  -t 


5  6  7  8  9  .0  1 1  12f(horas) 


Un  problenia  grafico  de  razones  relacionadas  Con  frecuencia,  en  una  si¬ 
tuation  de  la  vida  real  no  conocemos  una  formula  para  cierta  funcion,  sino  que  tene- 
mos  una  grafica  determinada  de  manera  empfrica  para  ella.  Aun  asf,  podemos  ser 
capaces  de  responder  preguntas  sobre  razones  de  cambio. 


Hf  1.  )  EM  FLO  6  La  ciudad  de  Webster  monitorea  la  altura  del  agua  en  su  tanque 
cilmdrico  con  un  dispositivo  de  registro  automatico.  El  agua  se  bombea  de  manera 
constante  al  tanque  a  una  velocidad  de  2400  pies  cubicos  por  hora,  como  se  muestra  en 
la  figura  7.  Durante  cierto  periodo  de  12  horas  (empezando  a  la  medianoche),  el  nivel 
del  agua  se  elevo  y  descendio  de  acuerdo  con  la  grafica  en  la  figura  8.  Si  el  radio  del  tan¬ 
que  es  de  20  pies,  ^a  que  velocidad  esta  utilizandose  el  agua  a  las  7:00  a.  m.? 


SOLUCION  Sean  t  el  numero  de  horas  transcurridas  despues  de  la  medianoche,  h  la 
altura  del  agua  en  el  tanque  en  el  instante  t  y  V  el  volumen  del  agua  en  el  tanque  en  el 
instante  t  (vease  la  figura  7).  Entonces  dV/dt  es  la  razon  de  entrada  menos  la  razon  de 
salida,  de  modo  que  2400  —  dV/dt  es  la  velocidad  a  la  que  el  agua  esta  utilizandose  en 
cualquier  instante  t.  Como  la  pendiente  de  la  recta  tangente  en  t  =  7  es  aproximada- 
mente  —3  (vease  la  figura  8),  concluimos  que  dh/dt  ~  —3  en  ese  instante. 

Para  un  cilindro,  V  =  wi^h,  y  de  este  modo 


de  la  cual 


En  t  =  7, 


V  =  77(20)2/t 


dV  _  dh 
——  =  40077  — 
dt  dt 


dV 

—  ~  4007r (—3)  «  -3770 
dt 


Por  lo  tanto,  los  residentes  de  la  ciudad  de  Webster  estaban  utilizando  el  agua  a  una  tasa 
de  2400  +  3770  =  6170  pies  cubicos  por  hora  a  las  7:00  A.  M.  * 


Revision  de  conceptos 

1.  Preguntar  que  tan  rapido  estd  cambiando  u  con  respecto  al 

tiempo  despues  de  dos  horas  es  equivalente  a  preguntar  el  valor  de 
_ en _ . 

2.  Un  aeroplano  con  rapidez  constante  de  400  millas  por  hora 

volo  directamente  sobre  un  observador.  La  distancia  entre  el  obser- 
vador  y  el  aeroplano  aumento  a  una  velocidad  creciente  y  eventual- 
mente  se  aproxima  a  una  tasa  de _ . 


3.  Si  dh/dt  disminuye  cuando  el  tiempo  aumenta,  entonces 

dih/dr  es _ . 

4.  Si  esta  fluyendo  agua  al  interior  de  un  tanque  esferico  a  una 
razon  constante,  entonces  la  altura  del  nivel  del  h'quido  crece  a 

una  tasa  variable  y  positiva  dh/dt,  pero  d2h/dt 2  es _ hasta  que  h 

ilega  a  la  mitad  de  la  altura  del  tanque,  despues  de  lo  cual  fih/dd  se 
vuelve _ . 


Con  junto  de  problemas  2.8 

1.  Cada  arista  de  un  cubo  variable  esta  aumentando  a  razon  de 
3  pulgadas  por  segundo.  /.Que  tan  rapido  esta  aumentando  el  volu¬ 
men  del  cubo  cuando  una  arista  es  de  12  pulgadas  de  longitud? 

2.  Suponga  que  una  pompa  de  jabon  mantiene  su  forma  esferi- 
ca  conforme  se  expande,  /,que  tan  rapido  aumenta  el  radio  cuando 
este  es  de  3  pulgadas,  si  se  sopla  aire  a  la  burbuja  a  una  razon  de  3 
pulgadas  cubicas  por  segundo? 

[~J  3.  Un  aeroplano  que  vuela  horizontalmente  a  una  altitud  de 
una  milla  pasa  directamente  sobre  un  observador.  Si  la  velocidad 
constante  del  aeroplano  es  de  400  millas  por  hora,  ^que  tan  rapido 
aumenta  su  distancia  respecto  del  observador  45  segundos  mas  tar- 
de?  Sugerencia:  observe  que  en  45  segundos  (| •  gg  =  ^  hora),  el 
aeroplano  ha  recorrido  5  millas. 

4.  Un  estudiante  utiliza  un  popote  para  beber  de  un  vaso  coni- 
co  de  papel,  cuyo  eje  es  vertical,  a  razon  de  3  centimetres  cubicos  por 
segundo.  Si  la  altura  del  vaso  es  de  10  centimetres  y  el  diametro  de  su 


abertura  es  de  6  centimetres,  ^que  tan  rapido  esta  bajando  el  nivel 
del  h'quido  cuando  la  profundidad  del  h'quido  es  de  5  centimetres? 

EE1  5.  Un  aeroplano  que  vuela  hacia  el  oeste  a  300  millas  por  hora 
pasa  por  arriba  de  la  torre  de  control  al  mediodia,y  un  segundo  aero¬ 
plano  que  vuela  hacia  el  norte,  a  la  misma  altitud  pero  a  400  millas 
por  hora,  pasa  por  la  torre  una  hora  despues.  <',Que  tan  rapido  esta 
cambiando  la  distancia  entre  los  aeroplanos  a  las  2:00  p.  m.?  Sugerencia: 
vease  el  ejemplo  3. 

LSJ  6.  Una  mujer  en  un  rnuelle  jala  una  cuerda  atada  a  la  proa  de  un 
pequeno  bote.  Si  las  manos  de  la  mujer  estan  10  pies  por  encima  del 
punto  en  donde  la  cuerda  esta  sujeta  al  bote,  y  si  ella  esta  recobrando  la 
cuerda  a  razon  de  2  pies  por  segundo,  ^.que  tan  rapido  se  aproxima  el 
bote  al  muelle  cuando  falta  por  recogerse  25  pies  de  cuerda? 

0=J  7.  Una  escalera  de  20  pies  esta  recargada  contra  un  edificio.  Si 
la  parte  inferior  de  la  escalera  se  desliza  a  lo  largo  del  pavimento  ale- 
jandose  directamente  del  edificio  a  una  velocidad  de  1  pie  por  segun- 
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do,  ^que  tan  rapido  esta  descendiendo  el  extremo  superior  de  la  esca- 
lera,  cuando  el  pie  de  la  escalera  esta  a  5  pies  de  la  pared? 

8.  Supongamos  que  un  derrame  de  petroleo  se  esta  limpiando 
por  medio  de  bacterias  esparcidas  en  el,  las  cuales  lo  consumen  a  una 
razon  de  4  pies  cubicos  por  hora.  El  derrame  de  petroleo  esta  mode- 
lado  por  la  forma  de  un  cilindro  muy  delgado  cuya  altura  es  el  grosor 
de  la  capa  de  petroleo.  Cuando  el  grosor  de  la  capa  es  de  0.001  pie,  el 
cilindro  tiene  500  pies  de  diametro.  Si  la  altura  disminuye  0.0005  pie 
por  hora,  ^a  que  razon  cambia  el  area  de  la  capa? 

9.  De  un  tubo  sale  arena  a  razon  de  16  pies  cubicos  por  segun- 
do.  Si  al  caer  la  arena  se  forma  un  monton  conico  en  el  piso.cuya  altura 
siempre  es  j  del  diametro  de  la  base,  ^que  tan  rapido  aumenta  la  altu¬ 
ra  cuando  el  monton  es  de  4  pies  de  altura?  Sugerencia:  refierase  a  la 
figura  9  y  utilice  el  hecho  de  que  V  =  ^irr2h. 


d 


Figura  9 


0  10.  Un  nifio  esta  volando  una  cometa.  Si  la  cometa  esta  a  90  pies 
del  nivel  de  la  mano  del  nino  y  el  viento  sopla  en  direccion  horizontal 
a  5  pies  por  segundo,  ^con  que  rapidez  el  nino  suelta  cordel,  cuando 
ya  ha  soltado  150  pies  de  cordel?  (Suponga  que  el  cordel  permanece 
en  lfnea  recta  desde  la  mano  hasta  la  cometa,  en  verdad  una  suposi- 
cion  poco  realista). 

11.  Una  alberca  es  de  40  pies  de  largo,  20  pies  de  ancho,8  pies  de 
profundidad  en  el  extremo  mas  hondo  y  3  pies  en  el  extremo  menos 
profundo;  el  fondo  es  rectangular  (vease  la  figura  10).  Si  la  alberca  se 
llena  al  bombear  agua  a  una  razon  de  40  pies  cubicos  por  minuto. 
(',con  que  rapidez  se  eleva  el  nivel  del  agua  cuando  la  profundidad  es 
de  3  pies  en  el  extremo  mas  hondo? 


3  pies 


Figura  10 


0  12.  Una  particula  P  se  mueve  a  lo  largo  de  la  grafica  de  y  — 
Vr-4,  x  a  2,  de  modo  que  la  abscisa  de  P  esta  aumentando  a 
razon  de  5  unidades  por  segundo.  ^Que  tan  rapido  esta  aumentando 
la  ordenada  (coordenada  y)  cuando  x  —  3? 

13.  Un  disco  metalico  se  dilata  con  el  calor.  Si  su  radio  aumenta 
a  razon  de  0.02  pulgadas  por  segundo,  ^con  que  rapidez  aumenta  el 
area  de  una  de  sus  caras  cuando  su  radio  es  de  8.1  pulgadas? 

0  14.  Dos  barcos  parten  desde  el  mismo  puerto  en  una  isla,  uno  va 
en  direccion  norte  a  24  nudos  (24  millas  nauticas  por  hora)  y  el  otro 
con  rumbo  este  a  30  nudos.  El  barco  con  direccion  norte  salio  a  las 
9:00  a.  m.  y  el  otro  dejo  el  puerto  a  las  1 1 :00  A.  m.  ^Que  tan  rapido  au¬ 
menta  la  distancia  entre  ellos  a  las  2:00  p.  m.?  Sugerencia:  sea  t  =  0a 
las  11:00  a.  m. 


15.  La  luz  de  un  faro,  que  se  encuentra  1  kilometro  alejado  de  una 
playa  recta,  gira  a  2  revoluciones  por  minuto.  ^Con  que  rapidez  se 
mueve  el  rayo  de  luz  a  lo  largo  de  la  playa  cuando  pasa  por  el  punto 
que  se  encuentra  a  \  kilometro  del  punto  que  esta  enfrente  del  faro? 

IE]  16.  Una  aficionada  a  la  aviacion  observa  un  aeroplano  que  vuela 
a  una  altura  constante  de  4000  pies  hacia  un  punto  que  se  encuentra 
directamente  sobre  de  ella.  Ella  observa  que  cuando  el  angulo  de  ele- 


vacion  es  l  radian,  este  aumenta  a  una  velocidad  de  ^  radian  por  se¬ 
gundo.  ^.Cual  es  la  velocidad  del  aeroplano? 

17.  Chris,  que  mide  6  pies  de  estatura,  camina  alejandose  de  un 
poste  de  luz,  de  30  pies  de  altura,  a  una  velocidad  de  2  pies  por  segundo 

(a)  que  rapidez  aumenta  la  longitud  de  su  sombra  cuando  Chris 
esta  a  24  pies  del  poste?  iA  30  pies? 

(b)  que  velocidad  se  mueve  el  extremo  de  la  sombra? 

(c)  Para  seguir  el  extremo  de  su  sombra,  que  velocidad  angular  de- 
be  levantar  sus  ojos  Chris  cuando  su  sombra  es  de  6  pies  de  largo? 

18.  El  vertice  del  angulo,  6,  opuesto  a  la  base  de  un  triangulo 
isosceles,  con  lados  iguales  de  longitud  100  centimetros,  aumenta  a 
razon  de  E  de  radian  por  minuto.  ^,Con  qud  rapidez  aumenta  el  area 
del  triangulo  cuando  el  angulo  del  vertice  mide  tt/6  radianes?  Suge¬ 
rencia:  A  =  jab  sen  0. 

10  19.  Un  largo  paso  a  desnivel  de  una  autopista  pasa  por  encima 
de  una  via  de  ferrocarril  que  esta  a  100  pies  por  debajo  y  forma  un 
angulo  recto  con  el.  Si  un  automovil  que  viaja  a  45  millas  por  hora  (66 
pies  por  segundo)  esta  directamente  por  arriba  de  la  parte  delantera 
de  un  tren  que  va  a  60  millas  por  hora  (88  pies  por  segundo),  £que  tan 
rapido  se  estan  separando  10  segundos  despues? 

20.  Se  bombea  agua  a  una  razon  constante  de  2  litros  por  minuto 
(1  litro  =  1000  centimetros  cubicos)  a  un  tanque  con  forma  de  cono 
circular  recto  truncado.  El  tanque  tiene  una  altura  de  80  centimetros 
y  los  radios  inferior  y  superior  miden  20  y  40  centimetros,  respectiva- 
mente  (vease  la  figura  11).  i,A  que  velocidad  se  eleva  el  nivel  del 
agua  cuando  la  profundidad  del  h'quido  es  de  30  centimetros?  Nota: 
el  volumen,  V,  de  un  cono  circular  recto  truncado  de  altura  h  y  radios 
inferior  y  superior  a  y  b  es  V  =  \irh  •  (a2  +  ab  +  b 2). 


-40- 


/ 


\ 

h  \ 


80 


q 
1  20  1 


Figura  1 1 


21.  Del  fondo  de  un  depdsito  semiesferico,  de  radio  8  pies,  esta 
saliendo  agua  a  razon  de  2  pies  cubicos  por  hora.  El  deposito  estaba 
lleno  en  cierto  momento.  iA  que  velocidad  cambia  el  nivel  del  agua 
cuando  su  altura  es  de  3  pies?  Nota:  el  volumen  de  un  casquete  de  altu¬ 
ra  h  en  un  hemisferio  de  radio  r  es  irh2[r  —  (/t/3)].  (Vease  la  figura  12). 


8 


Figura  12 


22.  Las  manecillas  de  un  reloj  son  de  5  pulgadas  (el  minutero)  y 
de  4  pulgadas  (el  horario).  ^Que  tan  rapido  cambia  la  distancia  entre 
los  extremos  de  las  manecillas  a  las  3:00? 
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23.  Una  bola  de  acero  caera  16 t2  pies  en  t  segundos.  Dicha  pelota 
se  deja  caer  desde  una  altura  de  64  pies  a  una  distancia  horizontal  de 
10 pies  de  un  poste  de  luz,  que  tiene  una  altura  de  48  pies.  Cuando  la 
bola  llega  al  suelo,  i,con  que  rapidez  se  esta  moviendo  la  sombra  de 
la  bola? 

24.  Resuelva  otra  vez  el  ejemplo  6;  suponga  que  el  tanque  de 
agua  es  una  esfera  de  radio  de  20  pies.  (Vease  el  problema  21  para  el 
volumen  de  un  casquete  esferico). 

25.  Resuelva  otra  vez  el  ejemplo  6;  suponga  que  el  tanque  de 
agua  tiene  forma  de  un  hemisferio  superior,  con  radio  de  20  pies. 
(Vease  el  problema  21  para  el  volumen  de  un  casquete  esferico). 

26.  Con  respecto  al  ejemplo  6.  Desde  la  medianoche  hasta  el  me- 
diodfa,  quanta  agua  utilizo,  en  este  periodo  de  12  horas,  la  ciudad  de 
Webster?  Sugerencia:  este  no  es  un  problema  de  derivation. 

0  27.  Una  escalera  de  18  pies  descansa  contra  un  muro  vertical  de 
12  pies  y  su  extremo  superior  sobresale  del  muro.  El  extremo  inferior 
de  la  escalera  se  empuja  a  lo  largo  del  piso  y  se  aleja  del  muro  a  2  pies 
por  segundo. 

(a)  Encuentre  la  velocidad  vertical  del  extremo  superior  de  la  esca¬ 
lera  cuando  esta  forma  un  angulo  de  60°  con  el  piso. 

(b)  Encuentre  la  aceleracion  vertical  en  ese  mismo  instante. 

28.  Una  bola  esferica  de  acero  permanece  en  el  fondo  del  depo- 
sito  del  problema  21.  Responda  la  pregunta  planteada  alii,  si  la  bola 
tiene  radio 

(a)  6pulgadasy  (b)  2  pies. 

(Suponga  que  la  bola  no  afecta  el  flujo  que  sale  del  tanque). 

29.  Una  bola  de  nieve  se  derrite  a  una  razdn  proporcional  al  area 
de  su  superficie. 

(a)  Demuestre  que  su  radio  se  contrae  a  una  razon  constante. 

(b)  Si  en  una  hora  de  derrite  a  ^  de  su  volumen  original,  ^cuanto 
tardara  en  derretirse  por  completo? 

30.  Un  cilindro  circular  recto  con  un  piston  en  un  extremo  se  Uena 
con  gas.  Su  volumen  cambia  de  manera  continua  a  causa  del  piston.  Si  la 
temperatura  del  gas  se  mantiene  constante,  entonces,  por  la  Ley  de 


Boyle,  PV  =  k ,  donde  P  es  la  presion  (libras  por  pulgada  cuadrada ),  V 
es  el  volumen  (pulgadas  cubicas)  y  k  es  una  constante.  La  presion  es 
controlada  por  medio  de  un  dispositivo  de  registro  en  un  periodo  de  10 
minutos.  El  resultado  se  muestra  en  la  figura  13.  De  manera  aproximada, 
^que  tan  rapido  estaba  cambiando  el  volumen  en  t  =  6.5,  si  el  volumen 
en  ese  instante  fue  de  300  pulgadas  cubicas?  (Vease  el  ejemplo  6.) 


f>(lb/pulg2) 


/ 


\ 


12  3  4  5  6  7  8 


r(rm'n) 


Figura  13 


31.  Una  nina  de  5  pies  de  estatura  camina  hacia  un  poste  de  luz, 
de  20  pies  de  altura,  a  una  velocidad  de  4  pies  por  segundo.  Su  herma- 
no  menor,  de  3  pies  de  estatura,  la  sigue  a  una  distancia  constante  de 
4  pies,  directamente  atras  de  ella  (vease  la  figura  14). 


Determine  a  que  velocidad  se  mueve  el  extremo  de  la  sombra,  esto 
es,  determine  dy/dt.  Nota:  cuando  la  nina  esta  lejos  del  poste,  ella 
controla  el  extremo  de  la  sombra,  mientras  que  su  hermano  la  con- 
trola  cerca  del  poste. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  du/dt;  t  =  2 
2.  400  mi/h  3.  negativa  4.  negativa;  positiva 


2.9 

Diferenciales  y 
aproximaciones 


La  notation  de  Leibniz  dy/dx  ha  sido  utilizada  para  la  derivada  de  y  respecto  a  x.  La  no¬ 
tation  d/dx  se  ha  utilizado  como  un  operador  para  la  derivada  (de  lo  que  sigue  a  d/dx ) 
respecto  a  x.  Ast,  d/dx  y  Dx  son  sinonimos.  Hasta  ahora  hemos  tratado  a  dy/dx  (o  d/dx) 
como  un  solo  sfmbolo  y  no  hemos  tratado  de  dar  significados  separados  a  los  sfmbolos 
dy  y  dx.  En  esta  section  daremos  significado  a  dy  y  a  dx. 

Sea  /  una  funcion  derivable.  Para  motivar  nuestras  definiciones,  sea  P(xlh  y0)  un 
pun  to  en  la  grafica  de  y=f{x )  como  se  muestra  en  la  figura  1.  Ya  que  /  es  derivable, 


lfm 

A.t— 0 


/(*(>  +  Ax) 

Ax 


/(*  o) 


/'(*  o) 


Asf,  si  Ax  es  pequena,  el  cociente  [/(x o  +  Ax)  —  /(x0)]/Ax  sera  aproximadamente 
/'(x0),  de  modo  que 

f  (xq  +  Ax)  -  f  (x0)  ~  A x/'(x0) 


^  El  lado  izquierdo  de  esta  expresion  se  denomina  Ay;  este  es  el  cambio  real  en  y  cuando 

x  cambia  de  Xo  a  x0  +  Ax.  El  lado  derecho  se  denomina  dy,  y  sirve  como  una  aproxima- 
Figura  1  cion  para  Ay.  Como  lo  indica  la  figura  2,  la  cantidad  dy  es  igual  al  cambio  en  la  recta 
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y 


x{)  jc0  +  Ax  x 


Figura  2 


Distincion  entre  derivadas 
y  diferenciales 

Las  derivadas  y  las  diferenciales  no 
son  lo  mismo.  Cuando  usted  escribe 
Dy  o  dy/dx,  esta  utilizando  el  simbo- 
lo  de  la  derivada;  cuando  escribe  dy, 
esta  denotando  una  diferencial.  No 
sea  flojo  escribiendo  dy  cuando  quie- 
ra  referirse  a  una  derivada.  Si  lo  hace, 
lo  llevara  a  una  seria  confusion. 


tangente  a  la  curva  en  P  cuando  x  cambia  de  x0  a  x0  +  Ax.  Cuando  Ax  es  pequena,  espe- 
ramos  que  dy  sera  una  buena  aproximacion  para  Ay,  y  sera  solo  una  constante  por  Ax, 
por  lo  regular  mas  facil  de  calcular. 

Definicion  de  diferenciales  A  continuation  estan  las  definiciones  formales  de 
las  diferenciales  dx  y  dy. 


Definicion  Diferenciales 

Sea  y  =/(x)  una  funcion  derivable  de  la  variable  independiente  x. 

Ax  es  un  incremento  arbitrario  en  la  variable  independiente  x. 

dx,  denominada  la  diferencial  de  la  variable  independiente  x,  es  igual  a  Ax. 

Ay  Ay  es  el  cambio  real  en  la  variable  y  cuando  x  cambia  de  x  a  x  +  Ax;  esto  es.  Ay  = 
f(x  +  Ax)  -  fix). 

dy,  Uamada  la  diferencial  de  la  variable  dependiente  y,  se  define  como  dy  =f'(x)dx. 


B  EJEMPLO  T  Encuentre  dy,  si 

(a)  y  =  x3  -  3x  +  1  (b)  y  =  Vx2  +  3x 

(c)  y  =  sen(x4  -  3x2  +11) 

SOLUCION  Si  sabemos  como  calcular  derivadas,  tambien  sabemos  como  calcular 
diferenciales.  Basta  con  calcular  la  derivada  y  multiplicarla  por  dx. 

(a)  dy  =  (3x2  —  3)  dx 

(b)  dv  =  \(x2  +  3x)  1,/2(2x  +  3)  dx  = - - : —  dx 

2Vx2  +  3x 

(c)  dy  =  cos(x4  -  3x2  +  11)  •  (4x3  -  6x)  dx  ■ 

Le  pedimos  que  note  dos  cosas.  Primera,  como  dy  =f'(x)dx,  la  division  de  ambos 
lados  entre  dx  da 


y  podemos,  si  lo  deseamos,  interpretar  la  derivada  como  un  cociente  de  dos  diferenciales. 

Segunda,  a  cada  regia  de  derivation  existe  una  correspondiente  regia  de  diferen- 
ciacion,  obtenida  a  partir  de  la  primera  “multiplicandola”  por  dx.  Ilustramos  las  princi¬ 
pals  reglas  en  la  tabla  siguiente. 


Regia  de  derivacion 


Regia  de  diferenciacion 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 


dk 


=  0 


dx 
d(ku) 


=  k- 


du 


dx  dx 

d{u  +  v)  _  du 
dx 
d{uv) 
dx 

d(u/v) 
dx 
d{un) 
dx 


dv 

-  +  - 

dx  dx 

dv  du 

-  UJx  +  V~dx 


v(dujdx)  -  u(dv/dx) 


„  i  du 
u  — 
dx 


1.  dk  =  0 

2.  d(ku)  —  k  du 

3.  d(u  +  v)  =  du  +  dv 

4.  d(uv)  —  u  dv  +  v  du 

5-  "U  -  — ? — 

6.  d(un)  =  nun~{  du 
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f(x  +  Ax) 


■/(*)  +  dy 


Figura  3 


*1  b*f 


Vy  =  0.15 


Figura  4 


Aproximaciones  Las  diferenciales  desempenan  varios  papeles  en  este  texto;  pero  por 
ahora  su  principal  uso  esta  en  proporcionar  aproximaciones.  Esto  ya  lo  sugerimos  antes. 

Suponga  y  =  /(x),  como  se  muestra  en  la  figura  3.  Un  incremento  Ax  produce  un 
correspondiente  incremento  Ay  en  y,  que  puede  aproximarse  con  dy.  As i,/(x  +  Ax)  se 
aproxima  por  medio  de 

f(x  +  Ax)  ~  /(x)  +  dy  =  /(x)  +  /'(x)  Ax 

Esta  es  la  base  para  las  soluciones  de  todos  los  ejemplos  que  siguen. 

m  I  JI  MIM.O  2  Suponga  que  necesita  buenas  aproximaciones  para  \/ 4.6  y  V&2, 
pero  que  no  sirve  su  calculadora.  (iQuc  podria  hacer? 

SOLUCION  Considere  la  grafica  de  y  =  Vx  bosquejada  en  la  figura  4.  Cuando  x 
cambia  de  4  a  4.6,  Vx  cambia  de  V4  =  2  a  (aproximadamente)  V4  +  dy.  Ahora, 

1  1 

dy  =  —x~xl2dx  =  7=rix 
7  2  2Vx 

que,  en  x  =  4  y  dx  =  0.6,  tiene  el  valor 

1  Pi  f. 

dy  = - F(0.6)  =  —  =  0.15 

2V4  4 


Por  lo  tanto. 


V46  «  V4  +  dy  =  2  +  0.15  =  2.15 


De  manera  analoga,  en  x  =  9  y  dx  =  -0.8, 


dy  2V9 (  °'8)  6 


-0.133 


De  aqui  que, 


V832  «  V9  +  dy  «  3  -  0.133  =  2.867 


Observe  que,  en  este  caso,  tanto  dx  como  dy  fueron  negativas. 

Los  valores  aproximados  2.15  y  2.867  pueden  compararse  con  los  valores  verdade- 
ros  (a  cuatro  decimales)  de  2.1448  y  2.8636.  II 

B  EJEMPLO  3  Utilice  diferenciales  para  aproximar  el  aumento  en  el  area  de  una 
pompa  de  jabon  cuando  su  radio  aumenta  de  3  pulgadas  a  3.025  pulgadas. 

SOLUCION  El  area  de  una  pompa  de  jabon  esferica  esta  dada  por  A  =  477-r2.  Pode- 
mos  aproximar  el  cambio  exacto,  AA,  por  medio  de  la  diferencial  dA.  donde 


dA  =  8t rr  dr 


En  r  =  3  y  dr  =  Ar  =  0.025, 


dA  =  877(3) (0.025)  ~  1.885  pulgadas  cuadradas  ■ 

Estimation  de  errores  A  continuation  se  presenta  un  problema  comun  en  la 
ciencia.  Un  investigador  mide  cierta  variable  x  y  tiene  un  valor  x0,  con  un  posible  error 
de  tamano  ±Ax.  Despues,  el  valor  x0  es  utilizado  para  calcular  un  valor  y0,  para  y  que 
depende  de  x.  El  valor  de  y0  esta  contaminado  por  el  error  en  x,  pero,  /,que  tanto?  El 
procedimiento  estandar  es  estimar  este  error  por  medio  de  diferenciales. 


jgfEJEMPLO  4  La  arista  de  un  cubo  se  midio  como  11.4  centimetros  con  un  posi¬ 
ble  error  de  ±0.05  centimetros.  Evalue  el  volumen  del  cubo  y  proporcione  una  estima¬ 
tion  para  el  posible  error  en  este  valor. 
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SOLUCION  El  volumen  V  de  un  cubo  de  arista  x  es  V  =  xi.  Por  lo  tanto,  dV  =  3 x2dx. 
Si  x  =  11.4  y  dx  =  0.05,  entonces  V  =  (11.4)3  ~  1482  y 

A V  ^  dV  =  3(11.4)2(0.05)  «  19 

Por  lo  tanto,  podriamos  reportar  el  volumen  del  cubo  como  1482  ±19  centfmetros  cubicos. 


La  cantidad  A V  en  el  ejemplo  4  se  denomina  error  absoluto.  Otra  medida  del  error  es 
el  error  relativo,  que  se  obtiene  dividiendo  el  error  absoluto  entre  el  volumen  total.  Pode- 
mos  aproximar  el  error  relativo  AV/V  por  dV/V.  En  el  ejemplo  4,  el  error  relativo  es 


AV  _  dV_  _  19 
V  ~  V  1482 


0.0128 


Con  frecuencia,  el  error  relativo  se  expresa  en  terminos  de  porcentaje.  Asf,  decimos 
que  para  el  cubo  del  ejemplo  4  el  error  relativo  es  aproximadamente  1.28%. 


IB  EJEMPLO  S  i  La  Ley  de  Poiseuille  para  el  flujo  de  la  sangre  dice  que  el  volumen 
que  fluye  por  una  arteria  es  proporcional  a  la  cuarta  potencia  del  radio,  esto  es,  V  = 
kR 4.  ^En  cuanto  debe  aumentarse  el  radio  para  aumentar  el  flujo  de  la  sangre  en  50%? 

SOLUCION  La  diferencial  satisface  dV  =  AkR 3  dR.  El  cambio  relativo  en  el  volumen 
es 

A V  _  dV  AkR3dR  dR 
V  ~  V  kR 4  "  4  R 


asf  que  para  50%  de  cambio  en  el  volumen, 


0.5 


El  cambio  relativo  en  R  debe  ser 


A R 
R 


dR  _  05 
R  ^  4 


0.125 


Por  lo  tanto,  solo  12.5%  de  aumento  en  el  radio  de  una  arteria  aumentara  el  flujo  de  la 
sangre  en  alrededor  de  50%.  ■ 


Aproximacion  lineal  Si/es  diferenciable  en  a,  entonces  de  la  forma  punto-pen- 
diente  de  la  recta,  la  recta  tangente  a/en  ( a,f(a ))  esta  dada  por  y  —f{a)  +  f'(a)(x  —  a). 
La  funcion 


L{x)  =  f(a)  +  f’{a){x  -  a) 

se  denomina  aproximacion  lineal  a  la  funcion  /en  a,  y  con  frecuencia  es  una  muy  bue- 
na  aproximacion  para  / cuando  x  es  cercana  a  a. 

gljLMPI.0  6  Encuentre  y  dibuje  la  aproximacion  lineal  a  f(x)  =  1  +  sen(2x) 
en  x  =  tt/2 

SOLUCION:  La  derivada  de  fesf'(x)  =  2  cos(2r),  de  rnodo  que  la  aproximacion  lineal  es 

£>(*)  =  /(V2)  +  /'(7r/2)(x  -  V2) 

=  (1  +  sen  tt)  +  (2cos7r)(x  -  7t/2) 

=  1  —  2(x  -  tt/2)  =  (1  +  tt)  —  2x 
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La  figura  5a  muestra  la  grafica  de  la  funcion /y  la  grafica  de  la  aproximacion  lineal  L  en 
el  intervalo  [0,  tt],  Podemos  ver  que  la  aproximacion  es  buena  cerca  de  ir/2,  pero  la 
aproximacion  no  es  buena  cuando  se  aleja  de  tt/2.  Las  figuras  5b  y  5c  tambien  muestran 
las  graficas  de  las  funciones  Ly  /en  intervalos  cada  vez  mas  pequenos.  Para  valores  de 
x  cercanos  a  tt/2,  vemos  que  la  aproximacion  lineal  es  muy  parecida  a  la  funcion/.  M 


Figura  5 


Revision  de  conceptos 

1.  Sea  y  =  f(x).  La  diferencial  de  y  en  terminos  de  dx  esta  defi- 

nida  por  medio  de  dy _ . 

2.  Considere  la  curva  y  =  f(x )  y  suponga  que  a  x  se  le  da  un  in- 
cremento  Ax.  El  cambio  correspondiente  en  y  sobre  la  curva  esta  de- 

notado  por _ ,  mientras  que  el  correspondiente  cambio  en  y  sobre 

la  recta  tangente  esta  denotado  por _ . 


3.  Podemos  esperar  que  dy  sea  una  buena  aproximacion  a  Ay, 

siempre  que _ . 

4.  Sobre  la  curva  y  =  \Tx ,  debemos  esperar  que  dy  sea  cerca- 

na  a  Ay,  pero  siempre _ que  Ay.  Sobre  la  curva  y  ~x2,x  a  0,  debe¬ 
mos  esperar  que  dy  sea _ que  Ay. 


Conjunto  de  probiemas  2.9 


En  los  probiemas  del  1  al  8  encuentre  dy. 


1.  y  =  jr  +  x  -  3 
3.  y  =  (2x  +  3)-4 
5.  y  =  (sen  x  +  cos  x)3 
7.  y  =  {lx2  +  3x  -  \y3'2 


2.  y  =  lx3  +  3x2  +  1 
4.  y  =  (3x2  +  x  +  l)_z 
6.  y  =  (tan  .v  +  l)3 
8.  y  =  (x'°  +  Vsen  2x) 


9.  Si  s  —  A/(t2  —  cot  t  +  2)3,  encuentre  ds. 


10.  Sea  y  =  f(x)  =  ,v3.  Encuentre  el  valor  de  dy  en  cada  caso. 
(a)  x  =  0.5,  dx  =  1  (b)  x  =  — 1  ,dx  =  0.75 


11.  Para  la  funcion  definida  en  el  problema  10,  con  cuidado  haga 
un  dibujo  de  la  grafica  de /para— 1.5  sars  1.5  y  las  tangentes  a  la  cur¬ 
va  en  x  =  0.5  y  x- -1; en  este  dibujo  marque  dy  y  dx  para  cada  uno  de 
los  conjuntos  de  datos  dados  en  las  partes  (a)  y  (b). 


12.  Sea  y  =  \/x.  Encuentre  el  valor  de  dy  en  cada  caso. 

(a)  x  =  l,r lx  =  0.5  (b)  x  =  —2 ,dx  =  0.75 


13.  Para  la  funcion  definida  en  el  problema  12,  con  cuidado  haga 
un  dibujo  (como  en  el  problema  11),  para  la  parte  (a)0<rs3y  pa¬ 
ra  la  parte  (b)  —3  £  x  <  0. 

[c  1 14.  Para  los  datos  del  problema  10  encuentre  los  cambios  reales 
en  y,  cs  decir,  Ay 

LCj  15.  Para  los  datos  del  problema  12.  encuentre  los  cambios  reales 
cn  v.  es  decir.  Ay. 

16.  Si  y  =  x2  -  3,  encuentre  los  valores  de  Ay  y  dy  en  cada  caso. 
(a)  .v  =  2  y  dx  =  A_v  =  0.5 

[c]  (b)  x  =  3  y  dx  =  Ax  =  —0. 1 2 

17.  Si  y  =  .r4  +  2x,  encuentre  los  valores  de  Ay  y  dy  en  cada  caso, 
(a)  x  =  2  y  dx  =  Ax  =  1 

[cj  (b)  x  =  2y  dx  =  A.v  =  0.005. 


En  los  probiemas  del  18  al  20  utilice  diferenciales  para  aproximar  los 
niimeros  dados  (vease  el  ejemplo  2).  Comparelos  con  los  valores  obte- 
nidos  con  una  calculadora 

18.  V402  19.  V353J 

20.  ^ 26.91 

Ej21.  Aproxime  el  volumen  del  material  en  un  cascaron  esferico 
con  radio  interno  de  5  centfmetros  y  radio  externo  de  5.125  centlme- 
tros  (vease  el  ejemplo  3). 

E  22.  Las  seis  caras  de  una  caja  cubica  metalica  tienen  un  grosor  de 
0.25  pulgadas  y  el  volumen  del  interior  de  la  caja  es  de  40  pulgadas 
cubicas.  Utilice  diferenciales  para  aproximar  el  volumen  de  metal 
empleado  para  fabricar  la  caja. 

23.  El  diametro  exterior  de  un  cascaron  esferico  delgado  es  de 
12  pies.  Si  el  cascaron  tiene  un  grosor  de  0.3  pulgadas,  utilice  diferen¬ 
ciales  para  aproximar  el  volumen  de  la  region  interior. 

24.  El  interior  de  un  tanque  cih'ndrico  abierto  es  de  12  pies  de 
diametro  y  de  8  pies  de  profundidad.  El  fondo  es  de  cobre  y  los  lados 
son  de  acero.  Utilice  diferenciales  para  encontrar,  de  manera  aproxi- 
mada,  cuantos  galones  de  pintura  a  prueba  de  agua  es  necesaria  para 
aplicar  un  capa  de  0.05  pulgadas  a  la  parte  de  acero  del  interior  del 
tanque  (1  galon  «231  pulgadas  cubicas). 

25.  Suponga  que  el  ecuador  es  un  cfrculo  cuyo  radio  es  de  apro- 
ximadamente  4000  millas,  ^en  cuanto  excederi'a  al  ecuador  un  cfrculo 
concentrico  y  coplanar  a  el,  si  cada  punto  en  el  estuviese  2  pies  aleja- 
do  del  ecuador?  Utilice  diferenciales. 

26.  El  periodo  de  un  pendulo  simple,  de  longitud  L  pies,  esta  dado 
por  T  =  2i rVZ/g  segundos.  Supongamos  que  g,  la  aceleracion  debida 
a  la  gravedad  en  (o  muy  cerca  de)  la  superficie  de  laTierra,  es  de  32  pies 
por  segundo  por  segundo.  Si  el  pendulo  es  el  de  un  reloj  que  se  man- 
tiene  sincronizado  cuando  L  =  4  pies,  (.cuanto  tiempo  se  adelantara  el 
reloj  en  24  horas,  si  la  longitud  del  pendulo  se  disminuye  a  3.97  pies? 
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27.  El  diametro  de  una  esfera  se  mide  y  es  de  20  ±  0.1  centime¬ 
tres.  Calcule  el  volumen  y  estime  el  error  absoluto  y  el  error  relativo 
(vease  el  ejemplo  4). 

28.  Un  rodillo  cilindrico  tiene  exactamente  12  pulgadas  de  largo 
y  su  diametro  se  estima  en  6±  0.005  pulgadas.  Calcule  su  volumen 
con  una  estimacion  para  el  error  absoluto  y  para  el  error  relativo. 

029.  El  angulo  6  entre  los  dos  lados  iguales  de  un  triangulo  isosce¬ 
les  mide  0.53  ±  0.005  radianes.  Los  dos  lados  iguales  miden  exacta¬ 
mente  151  centimetres  de  largo.  Calcule  la  longitud  del  tercer  lado 
con  una  estimacion  para  los  errores  absoluto  y  relativo. 

030.  Calcule  el  area  del  triangulo  del  problema  29  con  una  estima¬ 
cion  para  los  errores  absoluto  y  relativo.  Sugerencia:  A  =  \ab  sen  6. 

31.  Puede  demostrarse  que  si  \d2yjdx2\  £  M  en  un  intervalo 
cerrado  con  c  y  c  +  Ax  como  puntos  extremos,  entonces 

I  Ay  -  dy\  £  \M{  Ax)2 


Utilizando  diferenciales,  encuentre  el  cambio  en  y  =  3x2  -  2x  +  11, 
cuando  x  aumenta  de  2  a  2.001  y  iuego  proporcione  una  cota  para  el 
error  que  ha  cometido  por  usar  diferenciales. 

32.  Suponga  que  /  es  una  funcion  que  satisface  /(I)  =  10  y 
/'(1-02)  =  12.  Utilice  esta  informacion  para  aproximar /(1.02). 

33.  Suponga  que  /  es  una  funcion  que  satisface  /(3)  =  8  y 
/' (3.05)  =  j.  Utilice  esta  informacion  para  aproximar /( 3.05). 

34.  Unacopaconica.de  10  centimetres  de  altura  y  8  centimetres 
de  ancho  en  la  parte  superior,  se  llena  con  agua  hasta  una  profundi- 
dad  de  9  centimetres.  Un  cubo  de  hielo  de  3  centimetres  de  lado  esta 
a  punto  de  dejarse  caer  en  la  copa.  Utilice  diferenciales  para  decidir 
si  se  derramara  la  copa. 

35.  Un  tanque  tiene  forma  cilindrica  con  extremos  semiesfericos. 
Si  la  parte  cilindrica  tiene  una  longitud  de  100  centimetres  de  largo  y 
un  diametro  exterior  de  20  centimetres,  ^aproximadamente  cuanta 
pintura  se  requerira  para  cubrir  el  exterior  del  tanque  con  una  capa  de 
1  milimetro  de  espesor? 

036.  La  teoria  especial  de  la  relatividad  de  Einstein  dice  que  la 
masa  m  esta  relacionada  con  la  velocidad  v  por  medio  de  la  formula 


m 


mQ 


V  1  —  v2/c 2 


w0  1 


tA-'/2 

c2) 


Aqui,  m0  es  la  masa  en  reposo  y  c  es  la  velocidad  de  la  luz.  Utilice  di¬ 
ferenciales  para  determinar  el  aumento  porcentual  en  la  masa  de  un 
objeto  cuando  su  velocidad  aumenta  de  0.9c  a  0.92c. 

En  los  problemas  del  37  al  44  determine  la  aproximacion  lineal  a  las 
funciones  dadas  en  los  puntos  especificados.  Dibuje  la  funcion  y  la 
aproximacion  lineal  en  el  intervalo  c/ue  se  indica. 


37. 

/(*) 

=  x 2  en  a  =  2, 

[0,3] 

38. 

g(x) 

=  x2  cos  x  en  a 

=  77 /2,  [0,  77 ] 

39. 

h(x) 

=  sen  .ten  a  = 

0,  [~77  ,  77] 

40. 

F(x) 

=  3x  +  4  en  a 

=  3,  [0.  6] 

41. 

fix) 

=  \/l  —  x2  en 

a  =  0,  [-1,1] 

42. 

g(x) 

=  Jf/(1  —  x2)  en  a  =  [0,  1) 

43. 

ll(x) 

=  x  sec  x  en  a  ■ 

=  0,  (—77/2, 77/2) 

44. 

G(x) 

=  x  +  sen  2x, 

en  a  —  77/2,  [0,  77] 

45. 

Determine  la  aproximacion  lineal  para  fix) 

a  arbitraria.  ^Cual  es  la  relacion  entre  f(x)  y  L(x)l 

46.  Demuestre  que  para  toda  a  >  0  la  aproximacion  lineal  L{x)  de 
la  funcion  f(x)  =  \fx.  en  a  satisface  f(x)  £  L(x)  para  toda  x  >  0. 

47.  Demuestre  que  para  cada  a  la  aproximacion  lineal  L(jc)  para 
la  funcion  f(x)  =  x2  en  a  satisface  L(x)  £  f{x)  para  toda  x. 

(MEQ48.  Determine  una  aproximacion  lineal  a  f(x)  =  (1  +x)a  en  x  = 
0,en  donde  a  es  cualquier  numero.  Para  distintos  valores  dc  a,  grafi- 
que  f(x)  y  su  aproximacion  lineal  L(x).  (.Para  que  valores  de  a  la 
aproximacion  siempre  sobreestima  a  /(.*)?  /Para  que  valores  de  a 
la  aproximacion  lineal  siempre  subestima  a  f(x)‘! 

tLxfJrJ 49.  Suponga  que/es  diferenciable.  Si  utilizamos  la  aproxima¬ 
cion  f(x  +  h) »  f(x )  +f'(x)h,c  1  error  es  e(h)  =f(x  +  h)  -/( x)  —f'(x)h. 
Demuestre  que 

e{h) 

(a)  lfm e(h)  =  0y(b)  lint  — —  =  0. 
h—o  h— o  h 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  f’(x)dx  2.  Ay,  dy 
3.  Ax  es  pequena  4.  mas  grande;  mas  pequena 


2.10  Repaso  del  capitulo 


Examen  de  conceptos 

Responda  con  verdadero  o  f also  a  cada  una  de  las  siguientes  afirma- 
ciones.  Justifique  sit  respuesta. 

1.  La  recta  tangente  a  la  curva  en  un  punto  no  puede  cruzar  a  la 
curva  cn  ese  punto. 

2.  La  recta  tangente  puede  tocar  a  la  curva  en  un  solo  punto. 

3.  La  pendiente  dc  la  recta  tangente  a  la  curva  y  =  .v4  es  diferen- 
te  en  cada  punto  dc  la  curva. 

4.  La  pendiente  de  la  recta  tangente  a  la  curva  y  =  cos.v  es  dife- 
rente  en  cada  punto  de  la  curva. 

5.  Es  posible  que  la  velocidad  de  un  objeto  este  aumentando. 
mientras  que  su  rapidez  este  disminuyendo. 


6.  Es  posible  que  la  rapidez  de  un  objeto  este  aumentando,  mien¬ 
tras  que  su  velocidad  este  disminuyendo. 

7.  Si  la  recta  tangente  a  la  grafica  de  y  =f(x)  es  horizontal  en 
x  =  c,  entonces  /'(c)  =  0 

8.  Si  f'(x)  =  g’(x)  para  toda  x ,  entonces  f(x)  =  g(x)  para  toda  x. 

9.  Si  g(x)  =  x,  entonces  f'iglx))  =  DJ(g(x)). 

10.  Si  y  =  7 r5,  entonces  Dxy  =  Sir*. 

11.  Si  /'(c)  existe,  entonces /'es  continua  en  c. 

12.  La  grafica  de  y  =  xflx  tiene  una  recta  tangente  en  x  =  0,  aun- 
que  Dxy  no  existe  en  ese  punto. 

13.  La  derivada  de  un  producto  siempre  es  el  producto  de  las  de- 
rivadas. 
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14.  Si  la  aceleracion  de  un  objeto  es  negativa,  entonces  su  veloci- 
dad  esta  disminuyendo. 

15.  Si  x 3  es  un  factor  de  la  funcion  derivable  fix),  entonces  x2  es 
un  factor  de  su  derivada. 

16.  La  ecuacion  de  la  recta  tangente  a  la  grafica  de  y  =  x3  en  (1, 1) 
esy-  1  =  3jc2(jc  —  1). 

17.  Si  y  =  /(x)g(x),  entonces  D\y  =  f(x)g"(x)  +  g(x)/"(x). 

18.  Si  y  =  (x3  +  x)8,  entonces  D23y  =  0. 

19.  La  derivada  de  un  polinomio  es  un  polinomio. 

20.  La  derivada  de  una  funcion  racional  es  una  funcion  racional. 


21.  Si  /'(c)  —  g'{c)  =  0  y  h(x)  =  /(x)g(x),  entonces  h'(c)  =  0. 

22.  La  expresion 

,  sen  x  —  1 
lim  - — 

X->TT  /z  x  —  tt/2 

es  la  derivada  de  f(x)  =  sen  x,  en  x  =  7t/2. 

23.  El  operador  D 2  es  lineal. 

24.  Si  h(x)  =  /(g(x)),donde/y  g  son  derivables, entonces  g'(c)  =  0 
implica  que  h'(c)  =  0. 

25.  Si  /'( 2)  =  g'(2)  =  g(2)  =  2,  entonces  (/« g)'(2)  =  4. 

26.  Si  /es  derivable  y  creciente,  y  ademas  si  dx  =  Ax  >  0,  entonces 
Ay  >  dy 

27.  Si  el  radio  de  una  esfera  esta  aumentando  a  razon  de  3  pies 
por  segundo,  entonces  su  volumen  esta  creciendo  27  pies  cubicos  por 
segundo. 

28.  Si  el  radio  de  un  clrculo  aumenta  4  pies  por  segundo,  enton¬ 
ces  su  circunferencia  aumenta  87T  pies  por  segundo. 

29.  D"+4(sen  x)  =  £>”(sen  x)  para  todo  entero  positivo  n. 

30.  D"+3{ cos  x)  =  -£>"(sen  x)  para  todo  entero  positivo  n. 


31.  lfm 

.v— *0 


tan  x 
3x 


1 

3' 


32.  Si  s  =  5 r  +  6f  —  300  proporciona  la  posicion  de  un  objeto,  en  el 
instante  t, en  un  eje  coordenado  horizontal,  entonces  ese  objeto  siern- 
pre  se  esta  moviendo  hacia  la  derecha  (la  direccion  en  que  aumenta  s). 

33.  Si  se  esta  bombeando  aire  a  un  globo  esferico  de  hule  a  una 
velocidad  constante  de  3  pulgadas  cubicas  por  segundo,  entonces  el 
radio  aumentara,  pero  a  una  razon  cada  vez  menor. 


34.  Si  se  bombea  agua  a  un  tanque  esferico  de  radio  fijo,  a  una  ta- 
sa  constante  de  3  galones  por  segundo,  la  altura  del  agua  en  el  tanque 
aumentara  mas  rapidamente  cuando  el  tanque  este  proximo  a  ser  lle- 
nado. 


35.  Si  se  cometio  un  error  A r  al  medir  el  radio  de  una  esfera,  el 
correspondiente  error  en  el  volumen  calculado  sera  aproximada- 
mente  S  ■  Ar,  donde  S  es  el  area  de  la  superficie  de  la  esfera. 

36.  Si  y  =  x5,  entonces  dy  a  0. 

37.  La  aproximacion  lineal  para  la  funcion  definida  por  f(x)  =  cos 
x  en  x  =  0  tiene  pendiente  positiva. 


Problemas  de  examen 

1.  Utilice/'(x)  =  lfm  [f(x  +  h)  —  f(x)\/h  para  encontrar  la 
h— *0 

derivada  de  cada  una  de  las  siguicntes  funciones. 

(a)  f(x)  =  3x3  (b)  f(x)  =  2x5  +  3x 

(C)  f(x)  -=  ±  (d)  fix)  = 


(e)  f[x)  =  V3x  (f) 

(g)  f{x)  =  V?T5  (h) 

git)  -  g(x' 
2.  Utilice  g'(x)  =  lfm- - - - — 

t—*x  t  —  X 

da  caso. 

(a)  g(x)  =  2x2  (b) 

(c)  g(x)  =  i  (d) 

(e)  g(x)  =  Vx  (f) 

(g)  g(x)  =  Vx3  +  C  (h) 


3.  El  lfmite  dado  es  una  derivada, 
cual  punto? 


(a) 

(c) 

(e) 

(g) 


3(1  +  h)  -  3 

lfm - 

a— o  h 

V(1  +  Ax)3  -  1 

lfm  - - - 

A.v— Ax 

„  4A-4/X 

lim - 

t—x  t  —  x 

tan(7r/4  +  h)  —  1 


lfm 

h— 0 


(b) 

(d) 

(0 

(h) 


4.  Utilice  la  grafica  de  s  =f(t)  de 
cada  una  de  las  siguientes. 


(a) 

/'( 2) 

(b) 

(c) 

^prom  [3,  7] 

(d) 

(e) 

jt  [fit)  ]  ent  =  2 

(0 

Figure  1 


f{x)  =  sen  3x 

fix)  =  COS  7TX 

para  encontrar  g'(x)  en  ca- 


g(x)  =  x3  +  x 

=  ~rrf 

X  +  1 
gix )  —  sen  7rx 

g(x)  =  cos  2x 
pero  ^.de  que  funcion  y  en 


4(2  +  h )3  -  4(2)3 
h 


lfm 

A— 0 


sen(7r  +  Ax) 

lfm - 

Ax-— 0  Ax 

sen  3x  -  sen  3 1 


lfm 


lfm 


t  —  x 

1 


_  Mi 

A-oV  V5  +  h  V5'h 

la  figura  1  para  aproximar 


/'( 6) 

jtfit2)nnt  =  2 
M(/(/(r)))enf  =  2 


t 


En  los  problemas  del  5  al  29  encuentre  la  derivada  que  se  indica  por 
medio  de  las  reglas  que  hemos  desarrollado. 


5.  Dxi3x5) 

7.  Dziz3  +  4z2  +  2 z) 

9.  D,( 


At  -  5 


11. 


13. 


6  r  +  2 1 
d  1 4x2  -  2 
dx\  x3  +  x 
d  /  1 


dxyVx^T 4/ 

15.  D|(sen  9  +  cos3  6) 


17.  Z)(,(sen(6*2)) 


6.  Dx(x3  —  3x 2  +  x  2) 


10.  D\i 3x  +  l)2'3 


12.  D,(tV2t  +  6) 


16.  ^[s&nit2)  -  sen2(r)] 

18.  — -(cos35x) 
dx 
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19. 


d_ 

de 


[sen2(sen(770))] 


20.  —  [sen2(cos  4t)] 


21.  De  tan  30 


sen  3x 
cos  5x2 


) 


23.  /'( 2)  si  / ( x )  =  (x2  -  l)z(3x3  -  4x) 

24.  g"( 0)  si  g(x)  =  sen  3x  +  sen2  3x 

4t  sen  t 
cos  t  —  sen  t 

27.  /'( 2)  si /(x)  =  (x  —  l)3(sen  nx  —  x)2 

28.  A" (0)  si /t(f)  =  (sen  2/  +  cos  3f)5 

29.  g'"(l)  si  g(r)  =  cos35r 


25. 


cot  X 


dx  \s 


26.  D, 


En  los  problemas  del  30  al  33  suponga  que  todas  las  funciones  dadas 
son  derivables  y  encuentre  la  derivada  que  se  indica. 

30.  f'(t)  si  f(t)  =  h(g(t))  +  g2(t) 

31.  G"(x)  siG(x)  =  F(r(x)  +  x(x))  +  s(x) 

32.  Si  F(x)  =  Q(R(x)),  R(x)  =  cos  x,  y  Q{R)  =  R 3,  encuen¬ 
tre  F'(x). 

33.  Si  F{z)  =  r(s(z)),  r(x)  =  sen  3x,  y  s(t)  =  3t3,  encuentre 
F'(z). 

34.  Encuentre  las  coordenadas  del  punto  en  la  curva  y  =  (x  -  2)2 
donde  exista  una  recta  tangente  que  sea  perpendicular  a  la  recta  2x  - 
y  +  2  =  0 

35.  Un  globo  esferico  se  expande  debido  al  calor  del  Sol.  En¬ 
cuentre  la  tasa  de  cambio  del  volumen  del  globo  con  respecto  a  su  ra¬ 
dio  cuando  el  radio  es  de  5  metros. 

36  Si  el  volumen  del  globo  del  problema  35  esta  aumentando  a 
una  razon  constante  de  10  metros  cubicos  por  hora,  i a  que  veloeidad 
aumenta  su  radio  cuando  este  es  de  5  metros? 

37.  Un  abrevadero  de  12  pies  de  largo  tiene  una  seccion  transver¬ 
sal  en  forma  de  triangulo  isosceles  (con  base  en  la  parte  superior)  de 
4  pies  de  profundidad  y  6  pies  de  ancho.  Si  el  abrevadero  se  esta  lle- 
nando  con  agua  a  una  razon  de  9  pies  cubicos  por  minuto,  £a  que  ve- 
locidad  esta  elevandose  el  nivel  del  agua  cuando  el  agua  tiene  3  pies 
de  profundidad? 

38.  Desde  el  suelo,  un  objeto  se  lanza  verticalmente  hacia  arriba 
con  una  veloeidad  inicial  de  128  pies  por  segundo.  Su  altura  5  al  final 
de  t  segundos  es  aproximadamente  s  =  128t  -  16Z2  pies. 

(a)  ^Cuando  alcanza  su  altura  maxima  y  cual  es  esa  altura? 

(b)  ^Cuando  llega  al  suelo  y  con  que  veloeidad? 

39.  Un  objeto  se  mueve  sobre  un  eje  coordenado  horizontal.  Su 
distancia  dirigida,  s,  desde  el  origen  al  final  de  t  segundos  es  s  =  t3  — 
6r  +  9(  pies. 

(a)  ^Cuando  se  esta  moviendo  el  objeto  hacia  la  izquierda? 

(b)  ^Cual  es  su  aceleracion  cuando  su  veloeidad  es  cero? 

(c)  £ Cuando  es  positiva  su  aceleracion? 

40.  En  cada  caso  encuentre  £>20y. 

(a)  y  =  x19  +  x12  +  x5  +  10  (b)  y  =  x20  +  x,y  +  x18 

(c)  y  =  7x21  +  3x20  (d)  y  =  sen  x  +  cos  x 

1 


41.  En  cada  caso,  encuentre  dy/dx. 

(a)  (x  ~  l)2  +  y2  =  5  (b)  xy2  +  yx2  =  1 

(c)  x3  +  y3  =  x3y3  (d)  x  sen(xy)  =  x2  +  1 

(e)  x  tan(xy)  =  2 

42.  Demuestre  que  las  tangentes  a  las  curvas  y2  =  4x3  y  2x2  +  3y2 
=  14  en  (1, 2)  son  perpendiculares  entre  si.  Sugerencia:  use  derivation 

implfcita. 

43.  Sea  y  =  sen(7rx)  +x2.  Si  x  cambia  de  2  a  2.01,  ^.cuanto  cambia 
y  aproximadamente? 

44.  Sea  xy2  +  2y(x  +  2)2  +  2  =  0. 

(a)  Si  x  cambia  de  —2.00  a  -2.01  y  y  >  0.  ^.cuanto  cambia  y  aproxima¬ 
damente? 

(b)  Si  x  cambia  de  —2.00  a  —2.01  y  y  <  0,  ^cuanto  cambia  y  aproxima¬ 
damente? 

45.  Suponga  que /( 2)  =  3,/'(2)  =  4,/"(2)  =  -1 .  g( 2)  =  2  y  g'(2)  =  5. 
Encuentre  cada  valor.. 

(a)  [f2(x)  +  g3(x)]  en  x  =  2 

(b)  if(x)g{x)]  en  x  =  2 

(c)  J^[f(g{x))]e nx  =  2  (d)  D]  [/2(x)J  en  x  =  2 

S  46.  Una  escalera  de  13  pies  esta  apoyada  contra  un  rnuro  vertical. 
Si  la  parte  inferior  de  la  escalera  se  jala  alejandola  del  muroa  una  ve- 
locidad  constante  de  2  pies  por  segundo,  ^a  que  veloeidad  desciende, 
en  el  muro,  la  parte  superior  de  la  escalera  cuando  se  encuentra  5 
pies  por  encima  del  nivel  del  suelo? 

[3  47.  Un  aeroplano  se  eleva,  formando  un  angulo  de  1 5°  con  la  ho¬ 
rizontal.  <,A  que  veloeidad  esta  ganando  altura  si  su  veloeidad  es  de 
400  millas  por  hora? 

|x| 

48.  Dado  que  £>v|x|  =  — ,  x  ^  0,  encuentre  una  formula  para 

(a)  £>v(|x|2)  (b)  D\ |x| 

(c)  £>J|x|  (d)  Z?J(|x|2) 

i  i  ill 

49.  Dado  que  D, |t |  =  — ,  t  ^  0,  encuentre  una  formula  para 

(a)  Z?9|sen(?|  (b)  £>Jcos0| 

50.  Encuentre  la  aproximacion  lineal  para  las  siguientes  funcio¬ 
nes  en  los  puntos  dados.. 

(a)  V x  +  1  en  a  =  3  (b)  x  cos  x  at  a  =  1 


(e)  y  =  sen  2x 


(0  y 


X 


PROBLEMAS  DE 
REPASO  E 
INTRODUCCION 


En  los  problemas  del  1  al  6  resuelva  las  desigualdades  dadas.  (Vease  la  section  0.2.) 


1.  (x  -  2)(x  -  3)  <  0 
3.  x(x  -  l)(x  -  2)  <0 
x(x  —  2) 


2.  x1  -  x  -  6  >  0 
4.  x3  +  3x2  +  2x  >  0 


5. 


x2  -  4 


>  0 


6. 


x2  -  9 
x2  +  2 


>  0 


En  los  problemas  del  7  al  14  determine  la  derivada  f'(x)  de  la  funcion  dada. 

7-  f(x)  =  (2x  +  l)4  8.  f(x)  = 

9.  f(x)  =  (x2  —  l)cos2x  10.  f(x)  = 

11.  /(x)  =  tan2  3x  12.  f(x)  = 

13.  /(x)  =  senVx  14.  f(x)  = 

15.  Determine  todos  los  puntos  en  la  grafica  de  y  =  tan2  ,v,  en  donde  la  recta  tangente  es  hori¬ 
zontal. 

16.  Determine  todos  los  puntos  en  la  grafica  de  y  =  x  +  sen  x.  en  donde  la  recta  tangente  es 
horizontal. 

17.  Determine  todos  los  puntos  en  la  grafica  de  v  =  .v  +  sen  x.  donde  la  recta  tangente  es  para- 
lela  a  la  recta  y  =  2  +x. 

18.  Una  caja  rectangular  se  fabrica  a  partir  de  una  pieza  de  carton  de  24  pulgadas  de  largo  y 
9  pulgadas  de  ancho;  para  ello,  se  cortan  cuadrados  iguales  a  partir  de  las  cuatro  esquinas  y  los  lados 
se  doblan  hacia  arriba,  como  en  la  figura  1 .  Si  x  es  la  longitud  del  lado  de  uno  de  los  cuadrados  que 
se  cortan,  ^cual  es  el  volumen  de  la  caja  resultante? 


sen  7rx 
sec  x 
x 

Vl  +  sen2  x 
Vsen  2x 


Figura  1 


Figura  2 


19.  Andy  quiere  cruzar  un  rio  que  tiene  un  ancho  de  1  kilometro  a  fin  de  alcanzar  un  punto  4 
kilometres  rio  abajo.  (Vease  la  figura  2.)  El  puede  nadar  a  4  kilometres  por  hora  y  correr  a  10  ki¬ 
lometres  por  hora.  Suponiendo  que  el  inicia  nadando  y  que  lo  hace  hacia  un  punto  a  x  kilometres 
rio  abajo  del  punto  A  de  donde  parte,  (,cuanto  tardara  en  llegar  a  su  destino  D1 

20.  Sea  f(x)  =  x  —  cos  x. 

(a)  ^La  ecuacion  x  —  cos  x  =  0  tiene  una  solucion  entre  x  =  0  y  x  =  7r?  ^Como  lo  sabe? 

(b)  Determine  la  ecuacion  de  la  recta  tangente  en  x  =  tt/2. 

(c)  La  recta  tangente  de  la  parte  (b),  ^en  donde  interseca  al  eje  x? 

21.  Determine  una  funcion  cuya  derivada  sea 

(a)  2x  (b)  sen  x  (c)  x2  +  x  +  1 

22.  Sume  1  a  cada  respuesta  del  problema  21.  ^Estas  funciones  tambien  son  soluciones  para 
el  problema  21?  Explique. 
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Figura  1 

A>’ 


1  2  3  A 

En  (0,  oo),  no  hay  maximo  ni  mmimo 
En  { 1 ,  3],  maximo  -  1 ,  mfnimo  -  j 
En  (1,  3j,  no  hay  maximo,  mmimo  = 


Aplicaciones 
de  la  derivada 


3.1 

Maximos  y  mmimos 

Con  frecuencia  en  la  vida,  nos  enfrentamos  con  el  problema  de  encontrar  la  mejor 
manera  de  hacer  algo.  Por  ejemplo,  un  granjero  necesita  elegir  la  mezcla  de  cultivos 
que  sea  la  mas  apropiada  para  producir  la  mayor  ganancia.  Un  medico  desea  selec- 
cionar  la  menor  dosis  de  una  droga  que  curara  cierta  enfermedad.  A  un  fabricante  le 
gustaria  minimizar  el  costo  de  distribution  de  sus  productos.  Algunas  veces,  un  proble¬ 
ma  de  este  tipo  puede  formularse  de  modo  que  implique  maximizar  o  minimizar  una 
funcion  en  un  conjunto  especi'fico.  Si  es  asf,  los  metodos  de  calculo  proporcionan  una  he- 
rramienta  poderosa  para  resolver  el  problema. 

Entonces  suponga  que  se  nos  da  una  funcion  f(x)  y  un  dominio  S  como  en  la  figu¬ 
ra  1.  Ahora  planteamos  tres  preguntas: 

1.  if(x)  tiene  un  valor  maximo  o  un  valor  mfnimo  en  SI 

2.  Si  tiene  un  valor  maximo  o  un  valor  mfnimo,  ^donde  se  alcanzan? 

3.  Si  existen,  ^cuales  son  los  valores  maximo  y  mfnimo? 

Dar  respuesta  a  estas  tres  interrogantes  es  el  principal  objetivo  de  esta  section.  Em- 
pezamos  por  introducir  un  vocabulario  preciso. 


Definicion 

Suponga  que  S,  el  dominio  de  /,  contiene  el  punto  c.  Decimos  que: 

(i)  /(c)  es  el  valor  maximo  de/en  S,  si /(c)  s/(x)  para  toda  x  en  S ; 

(ii)  /(c)  es  el  valor  mfnimo  de/en  S,  si /(c)  s/(x)  para  toda  x  en  S ; 

(iii)  /(c)  es  el  valor  extremo  de/en  S,  si  es  un  valor  maximo  o  un  valor  mfnimo; 

(iv)  la  funcion  que  queremos  maximizar  o  minimizar  es  la  funcion  objetivo. 


La  cuestion  de  la  existencia  /J  tiene  un  valor  maximo  (o  mmimo)  en  S?  La 
respuesta  depende,  sobre  todo,  del  conjunto  S.  Considere  f(x)  =  1/x  en  S  =  (0,  oo);  no 
tiene  valor  maximo  ni  mfnimo  (vease  la  figura  2).  Por  otra  parte,  la  misrna  funcion 
en  S=  [1,3]  tiene  el  valor  maximo  de/(l)  =  1  y  el  valor  mfnimo  de  /(3)  =  |.  En  S  =  (1,3], 
/no  tiene  valor  maximo  y  el  valor  mfnimo  es  /( 3)  =  |. 

La  respuesta  tambien  depende  del  tipo  de  funcion.  Considere  la  funcion  disconti- 
nua  g  (vease  la  figura  3)  definida  por 


g(x) 


( x  si  1  ^  x  <  2 

\  x  —  2  si  2  s  r  <  3 


En  S  =  [1,  3],  g  no  tiene  valor  maximo  (se  acerca  arbitrariamente  a  2,  pero  nunca  lo 
alcanza).  Sin  embargo,  g  tiene  el  valor  mfnimo  g( 2)  —  0. 

Existe  un  teorema  preciso  que  responde  la  pregunta  de  existencia  para  rnuchos 
problemas  que  se  presentan  en  la  practica.  Aunque  intuitivamente  es  obvio,  una  de- 
mostracion  rigurosa  es  muy  diffcil,  la  dejamos  para  textos  mas  avanzados  de  calculo. 


Teorema  A 


Teorema  de  existencia  de  maximo  y  mfnimo 


Si/es  continua  en  un  intervalo  cerrado  [a,  b],  entonces  /  alcanza  un  valor  maximo  y 
un  valor  mfnimo  en  ese  intervalo. 


Figura  2 
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No  hay  maximo,  mi'nimo  =  0 
Figura  3 


Figura  4 


Observe  las  palabras  clave  en  el  teorema  A;  se  requiere  que  / sea  continua  y  que  el  con- 
junto  S  sea  un  intervalo  cerrado. 

/En  donde  se  presentan  los  valores  extremos?  Por  lo  comun,  la  funcion 
objetivo  tendra  un  intervalo  7  como  su  dominio.  Pero  este  intervalo  puede  ser  de 
cualquiera  de  los  nueve  tipos  estudiados  en  la  section  0.2.  Algunos  de  ellos  contienen 
sus  puntos  finales  (puntos  fronterizos);  algunos  no.  Por  ejemplo,  7  =  [a,  b\  contiene 
ambos  puntos  fronterizos;  [a,  b)  solo  contiene  su  punto  fronterizos  izquierdo;  (a,  b) 
no  contiene  ninguno  de  sus  puntos  fronterizos  (vease  la  figura  4). 


Figura  5  Fi9ura  6 


Si  c  es  un  punto  en  el  que  /'(c)  =  0,  lo  llamamos  punto  estacionario.  El  nombre 
proviene  del  hecho  de  que  un  punto  estacionario  de  la  grafica  se  coloca  en  una  trayec- 
toria  horizontal,  puesto  que  la  recta  tangente  es  horizontal.  A  menudo,  los  valores  ex¬ 
tremos  aparecen  en  los  puntos  estacionarios  (vease  la  figura  5). 

Por  ultimo,  si  c  es  un  punto  interior  de  7,  en  donde/'  no  existe,  decimos  que  c  es  un 
punto  singular." Es  un  punto  en  donde  la  grafica  de/tiene  una  esquina,  una  tangente 
vertical,  quizas  un  salto,  o  cerca  del  cual  la  grafica  oscila  de  manera  abrupta.  Los  valo¬ 
res  extremos  pueden  aparecer  en  puntos  singulares  (vease  la  figura  6),  aunque  en  pro- 
blemas  practicos  esto  es  muy  raro. 

Estas  tres  clases  de  puntos  (fronterizos,  estacionarios  y  singulares)  son  los  puntos 
clave  en  la  teorfa  de  maximos  y  minimos.  Cualquier  punto  de  uno  de  estos  tres  tipos,  en 
el  dominio  de  una  funcion  /  se  denomina  punto  critico  de/. 

J  11)1X11*10  1  Encuentre  los  puntos  crlticos  de  f(x )  =  -2x3  +  3x2  en  [  — j,  2]. 

SOLUCION  Los  puntos  fronterizos  son  — (  y  2.  Para  determinar  los  puntos  estacio¬ 
narios,  resolvemos/'/v)  =  —6x2  +  6x  =  0,para  x,  obteniendo  0  y  1.  No  existen  puntos  sin¬ 
gulares.  Por  lo  tanto,  los  puntos  crfticos  son  —  |,  0, 1 ,  y  2.  ■ 


BtgoBnuHH  Teorema  de  los  puntos  criticos 

Sea  /definida  en  un  intervalo  I  que  contiene  al  punto  c.  Si  /(c)  es  un  valor  extremo, 
entonces  c  debe  ser  un  punto  critico;  es  decir,  c  es  alguno  de  los  siguientes: 

(i)  un  punto  fronterizo  de  7; 

(ii)  un  punto  estacionario  de  fi  es  decir,  un  punto  en  donde  /'(c)  =  0;  o 

(iii)  un  punto  singular  de  fi  esto  es,  un  punto  en  donde  fi'(c)  no  existe. 


Demostracion  Primero  considere  el  caso  en  donde  /(c)  es  el  valor  maximo  de  /en 
I  y  suponga  que  c  no  es  un  punto  fronterizo  ni  un  punto  singular.  Debemos  demostrar 
que  c  es  un  punto  estacionario. 

Ahora,  como  /(c)  es  el  valor  maximo, /(x)  s/(c)  para  toda  x  en  7;  esto  es, 

/(r)-/(c)<0 

Por  consiguiente,  si  x  <  c,  de  modo  que  x  -  c  <  0,  entonces 

/(*)  -  /(c)  _  „ 


(1) 

mientras  que  si  x  >  c,  entonces 


x 


c 
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(2) 


/(*)  ~  f(c) 

X  —  c 


■  0 


Pero/'(c)  existe  porque  c  no  es  un  punto  singular.  En  consecuencia,  cuando  hacemos 
x  — *  c~  en  (1)  y  x  ~^>c+  en  (2),  obtenemos,  respectivamente,/'(c)  sO  yf'(c)  =£0.  Conclui- 
mos  que  /'(c)  =  0,  como  se  querfa. 

El  caso  en  donde/(c)  es  el  valor  minimo  se  maneja  de  forma  analoga.  ■ 


Figura  7 


En  la  demostracion  que  se  acaba  de  dar,  utilizamos  el  hecho  de  que  la  desigualdad  < 
se  preserva  bajo  la  operation  de  tomar  lfmites. 

^Cuales  son  los  valores  extremos?  En  vista  de  los  teoremas  AyB,  ahora  po- 
demos  establecer  un  procedimiento  muy  sencillo  para  determinar  los  valores  maximo 
y  minimo  de  una  funcion  continua/en  un  intervalo  cerrado  I. 

Paso  1:  Encuentre  los  puntos  criticos  de  /en  /. 

Paso  2:  E value  / en  cada  uno  de  estos  puntos  criticos.  El  mayor  de  estos  valores  es  el 
valor  maximo;  el  mas  pequeno  es  el  valor  minimo. 

gjf  IJEMPIO  2  Determine  los  valores  maximo  y  minimo  de  /(x)  =  x3  en  [—2,  2]. 

SOLUCION  La  derivada  de  f(x)  =  3x2,  que  esta  definida  en  (—2, 2)  y  es  cero  solo  en 
x  =  0.  Por  lo  tanto,  los  puntos  criticos  son  x  =  0  y  los  puntos  fronterizos  x  =  —  2  y  x  =  2. 
A1  evaluar/en  los  puntos  criticos  se  obtiene  /(- 2)  =  -8,/(0)  =  0  y  /( 2)  =  8.  Por  lo 
tanto,  el  valor  maximo  de  /es  8  (que  se  alcanza  en  x  =  2)  y  el  minimo  es  -8  (que  se 
alcanza  en  x  =  —2).  ■ 


Observe  que  en  el  ejemplo  2,/'(0)  =  0,  pero/  no  alcanza  un  minimo  o  un  maximo 
en  x  =  0.  Esto  no  contradice  al  teorema  B.  Este  no  dice  que  si  c  es  un  punto  critico,  en- 
tonces  /(c)  es  un  minimo  o  un  maximo;  dice  que  si  /(c)  es  un  minimo  o  un  maximo, 
entonces  c  es  un  punto  critico. 


EJEMPLO  3  Encuentre  los  valores  maximo  y  minimo  de 


—  -  2 
2’  ZJ- 


f(x)  =  — 2x3  +  3x2 


SOLUCION  En  el  ejemplo  1  identificamos  — 0,  1,  y  2  como  los  puntos  criticos. 
Ahora /(— |)  =  l,/(0)  =  0, /(l)  =  1,  y  /(2)  =  —4.  Asi,  el  valor  maximo  es  1  (que  se 
alcanza  en  x  =  —  \  y  x  =  1),  y  el  valor  minimo  es  -4  (que  se  alcanza  en  x  =  2).  La  grafica 
de/se  muestra  en  la  figura  7.  ■ 


M  EJEMPLO  4  1  La  funcion  F(x)  =  x2/3 
valores  maximo  y  minimo  en  [—1,2]. 


es  continua  en  todas  partes.  Encuentre  sus 


SOLUCION  F’(x)  =  |x_1|/3,  nunca  es  cero.  Sin  embargo,  F'( 0)  no  existe,  de  modo 
que  0  es  un  punto  critico,  asi  como  los  puntos  fronterizos  —1  y  2.  Ahora,  F(— 1)  =  1, 
F(0)  =  0  y  F( 2)  =  \/4  ~  1.59.  Por  consiguiente,  el  valor  maximo  es  \^4;  el  valor 
minimo  es  0.  La  grafica  se  muestra  en  la  figura  8.  ■ 


I  EJEMPLO  5 


Determine  los  valores  maximo  y  minimo  de  /(x)  =  x  +  2  cos  x  en 


[-7T,  2n]. 


SOLUCION  La  figura  9  muestra  una  grafica  de  y  =/(x).  La  derivada  es/'(x)  =  1  —  2 
sen  x,  que  esta  definida  en  (—77, 27 r)  y  es  cero  cuando  sen  x  =  1/2.  Los  unicos  valores 
de  x  en  el  intervalo  [—77,  27r]  que  satisfacen  sen  x  =  1/2  son  x  =  77/6  y  x  =  5ir/6.  Estos 
dos  numeros,  junto  con  los  puntos  fronterizos  —77  y  277,  son  los  puntos  criticos.  Ahora, 
evalue  /  en  cada  punto  critico: 


Figura  9 
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/(— 7r)  =  —2  —  77  ~  —5.14 
/(5t7/6)  =  -V3  +  ^  «  0.89 


/(tt/6)  =  V3  +  ^  «  2.26 
6 

f  (277 )  =  2  +  277  w  8.28 


Por  lo  tanto,  — 2  —  77  es  el  mfnimo  (que  se  alcanza  enx  =  —77)  y  el  maximo  es  2  +  277  (que 
se  alcanza  en  x  =  2ir).  ■ 


Revision  de  conceptos 

1.  Una  funcion _ en  un  intervalo _ siempre  ten- 

dra  un  valor  maximo  y  un  valor  minimo  en  ese  intervalo. 

2.  El  termino  valor _ denota  un  valor  maximo  o  uno 

mi'nimo. 


3.  Una  funcion  puede  alcanzar  un  valor  extremo  solo  en  un 

punto  cn'tico.  Los  puntos  criticos  son  de  tres  tipos:  _ , 

- y - • 

4.  Un  punto  estacionario  para  /  es  un  numero  c  tal  que 

_ ;  un  punto  singular  para/es  un  numero  c  tal  que _ . 


Conjunto  de  problemas  3.1 


En  los  problemas  del  1  al  4  determine  todos  los  puntos  criticos  y  en- 
cuentre  el  minimo  y  el  maximo  de  la  funcion.  Cada  funcion  tiene 
dominio  [—2, 4]. 


1. 


14  — 
12  — 
10  — 
8-- 
6-- 

2-- 


/ 


1  T-  1  1- 


-2  -1 


2  3 


-2  -1  l 


En  los  problemas  del  5  al  26  identifique  los  puntos  criticos  y  encuentre 
los  valores  maximo  y  minimo  en  el  intervalo  dado. 

5.  f(x)  =  x2  +  4.v  +  4;  /  =  [-4,  0] 

6.  h{x )  =  x1  +  x:  /  =  [—2,  2] 

7.  V(x)  =  x2  +  3x;  I  =  [-2,  1] 

8.  G(x)  =  |(2x3  +  3x2  -  12*);  I  =  [-3,3] 

9.  /(x)  =  x3  —  3x  +  1;  /  =  (—  y,  3)  Sugerencia: dibuje  lagrafica. 

10.  f(x)  =  x-1  -  3x  +  1;  /  =  [-13] 

11.  h(r)  =  1;  /  =  [-1,3] 

12.  g(x)  =  /  =  [-3, 1] 

1  +  x 

13.  f(x)  =  ,v4  -  2.V2  +  2;  /  =  [-2,2] 

25 

14.  f(x)  =  x5  — ^-.v3  +  20*  —  1;  /  =  [-3,  2] 

15.  g(x)  =  - !  =  (  —  00,  00)  Sugerencia:  dibuje  lagrafica. 

1  +  x 

16.  f{x)  =  -  ^  2;  I  =  [-1,4] 

1  +  x~ 


17. 

r(9) 

=  sen  9\  1  = 

7 T  IT  1 

7'  ~6_ 

18. 

s(t)  = 

=  sen  t  -  cos 

t;  I  =  [0, 77] 

19. 

a(x) 

=  lx  -  1 1;  / 

=  [0,3] 

20. 

f(s) 

=  |3s  -  2|;  / 

=  [-1.4] 

21. 

g(x) 

=  Vx;  I  =  [ 

-1.27] 

22. 

s(t)  ■- 

=  r/5;  1  =  [- 

1,32] 

23. 

H(‘) 

=  cos  t;  I  = 

[0,  877] 

24. 

g{x) 

=  x  -  2  sen 

*;/  =  [- 

”277,  277] 

25.  g(9)  =  d2  sec  6;  I  = 

,5/3 

26.  h(t)=—-,f=  [-1.8] 

[§3  27.  Para  cada  funcion  identifique  los  puntos  criticos  y  encuen¬ 
tre  los  valores  extremos  en  [—1,5]. 

(a)  /(x)  =r3 - 6X2  +  x  +  2  (b)  g(x)  =  l/(x)l 

i§ci  28.  Para  cada  funcion  identifique  los  puntos  criticos  y  encuen¬ 
tre  los  valores  extremos  en  ]— 1 , 5]. 

(a)  /(x)  =  cos  x  +  x  sen  x  +  2  (b)  g(x)  =  l/(x)  1 

En  los  problemas  del  29  al  36  haga  un  bosquejo  de  la  grdfica  de  una 
funcion  con  las  propiedades  que  se  dan. 

29.  /es  diferenciable,  tiene  dominio  [0, 6],  alcanza  un  maximo  de 
6  (cuandox  =  3)  y  un  minimo  de  0  (cuandox  =  0).  Ademas,x  =  5  es  un 
punto  estacionario. 

30.  /es  diferenciable,  tiene  dominio  [0,  6],  alcanza  un  maximo 
de  4  (cuando  x  =  6)  y  un  minimo  de  —2  (cuando  x  =  1 ).  Ademas,  x  =  2, 
3, 4, 5  son  puntos  estacionarios. 

31.  /  es  continua,  pero  no  necesariamente  diferenciable.  tiene 
dominio  [0,  6],  alcanza  un  maximo  de  6  (cuando  x  =  5)  y  un  minimo 
de  2  (cuando  x  =  3).  Ademas,  x  =  1  y  x  =  5  son  los  unicos  puntos  esta¬ 
cionarios. 

32.  / es  continua,  pero  no  necesariamente  diferenciable,  tiene  do¬ 
minio  [0, 6],  alcanza  un  maximo  de  4  (cuando  x  =  4)  y  un  minimo  de  2 
(cuando  x  =  2).  Ademas,/no  tiene  puntos  estacionarios. 


77  77 
_  4’  4 
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33.  /es  diferenciable.  tiene  dominio  [0, 6],  alcanza  un  maximo  de  4 
(que  se  obtiene  en  dos  valores  diferentes  de  x,  ninguno  de  Ios  cuales 
es  un  punto  fronterizo)  y  un  mi'nimo  de  1  (que  se  alcanza  en  tres 
valores  diferentes  de  x,  exactamente  uno  de  los  cuales  es  un  punto 
fronterizo). 

34.  /  es  continua,  pero  no  necesariamente  diferenciable,  tiene 
dominio  [0,  6],  alcanza  un  maximo  de  6  (cuando  x  =  0)  y  un  mi'nimo 
de  0  (cuando  x  =  6).  Ademas, /tiene  dos  puntos  estacionarios  y  dos 
puntos  singulares  en  (0, 6). 


35.  /tiene  dominio  en  [0, 6],  pero  no  necesariamente  es  continua, 
y/no  alcanza  un  maximo. 

36.  /tiene  dominio  en  [0, 6],  pero  no  necesariamente  es  continua. 
y/no  alcanza  ni  maximo  ni  mi'nimo. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  continua;  cerrado 
2.  extremo  3.  puntos  fronterizo;  puntos  estacionarios;  puntos  sin¬ 
gulares  4.  f'(c)  =  0;/'(c)  no  existe. 


3.2 

Monotonia 
y  concavidad 


y 


Decreciente 


c 


Creciente 


x 


Figura  1 


Figura  2 


Considere  la  grafica  en  la  figura  1.  Nadie  se  sorprenderfa  cuando  decimos  que  /  es 
decreciente  a  la  izquierda  de  c  y  creciente  a  la  derecha  de  c.  Pero,  para  asegurar  que 
coincidimos  en  la  terminologfa,  damos  definiciones  precisas. 

Definition 

Sea/definida  en  un  intervalo  I  (abierto,  cerrado  o  ninguno  de  los  dos).  Decimos  que: 

(i)  /es  creciente  en  /  si,  para  toda  pareja  de  numeros  X\  y  x2  en  /, 

*1  <*2=>/(*l)</(*2) 

(ii)  /es  decreciente  en  /  si,  para  toda  pareja  de  numeros  xt  y  x2  en  /, 

*t  <X2=>f(x\)>f(x2) 

(iii)  / es  estrictamente  monotuna  en  I,  si  es  creciente  en  /  o  es  decreciente  en  I. 


<■,€<>  mo  decidiremos  en  donde  es  creciente  una  funcion?  Alguien  podria  sugerir  que 
dibujemos  su  grafica  y  la  veamos.  Pero,  por  lo  regular,  una  grafica  se  dibuja  al  trazar  algu- 
nos  puntos  y  conectarlos  mediante  una  curva  suave.  (.Quien  puede  asegurar  que  la  grafica 
no  oscila  entre  los  puntos  trazados?  Incluso,  los  sistemas  de  algebra  computacional  y  las 
calculadoras  graficas  lo  hacen  conectando  puntos.  Necesitamos  un  procedimiento  mejor. 

La  primera  derivada  y  monotonia  Recuerde  que  la  primera  derivada  f\x) 
nos  da  la  pendiente  de  la  recta  tangente  a  la  grafica  de/en  el  punto  x.  Por  lo  tanto,  si 
fix)  >  0  entonces  la  recta  tangente  asciende  hacia  la  derecha,  lo  cual  sugiere  que  /  es 
creciente.  (Vease  la  figura  2.)  De  manera  analoga,  si  /'(x)  <  0,  la  recta  tangente  des- 
ciende  hacia  la  derecha,  lo  cual  sugiere  que  /es  decreciente.  Tambien  podemos  obser- 
var  esto  en  terminos  de  movimiento  a  lo  largo  de  una  linea.  Suponga  que  un  objeto 
esta  en  la  posicion  s(t)  en  el  instante  t  y  que  su  velocidad  siempre  es  positiva,  esto  es, 
s’(t )  =  ds/dt  >  0.  Entonces,  parece  razonable  que  el  objeto  continue  moviendose  a  la  de¬ 
recha  mientras  la  derivada  siga  siendo  positiva.  En  otras  palabras,  s(t)  sera  una  funcion 
creciente  de  t.  Estas  observaciones  no  demuestran  el  teorema  A,  pero  hacen  crefble  el 
resultado.  Posponemos  una  demostracion  rigurosa  hasta  la  seccion  3.6. 


Teorema  A 


_ Teorema  de  monotonia 

Sea /continua  en  el  intervalo  I  y  derivable  en  todo  punto  interior  de  I. 

(i)  Si  f'{x)  >  0  para  toda  x  interior  a  /,  entonces /es  creciente  en  /. 

(ii)  Si  f\x)  <  0  para  toda  x  interior  a  /,  entonces/es  decreciente  en  /. 


Por  lo  regular,  este  teorema  nos  permite  determinar  con  precision  en  donde  una 
funcion  derivable  es  creciente  y  en  donde  es  decreciente.  Es  cuestion  de  resolver  dos 
desigualdades. 

jjf  HI  MPIO  I ' ]  Si  f{x)  =  2x3  —  3x2  —  1 2x  +  7,  encuentre  en  donde  /  es  creciente  y 
en  donde  es  decreciente. 

SOLUTION  Empezamos  por  encontrar  la  derivada  de  /, 

f'{x)  =  6x2  —  6x  —  12  =  6(x  +  1  )(x  —  2) 
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Valores  de  /' 


Necesitamos  determinar  en  donde 


_ I _ | _  (x  +  l)(x-2)>0 

2  y  tambien  en  donde 

Figtira  3  (x  +  l)(x-2)<0 


\y 

— — 

-  15 

/  !  V 

-  10 

1  t  5  - 

i 

i  1 

\ 

\  | _ 1  1 

i  i 

-2  -1 

n  i  i 

\  1  2  3  A 

-5  - 

\  1  / 

-10- 

\  l  / 

Figura  4 


V  alores  de  g' 


Este  problema  fue  estudiado  con  mayor  detalle  en  la  section  0.2,  que  vale  la  pena  re- 
visar  ahora.  Los  puntos  de  separation  son  — 1  y  2;  estos  dividen  al  eje  x  en  tres  interva¬ 
ls  (— oo,  —1),  (—1, 2)  y  (2,  oo).  Al  utilizar  los  puntos  de  prueba  -2, 0  y  3,  concluimos  que 
f'(x )  >  0  en  el  primero  y  en  el  ultimo  de  estos  intervalos  y  que  /'(x)  <  0  en  el  intervalo 
de  en  medio  (vease  la  figura  3).  Asf,  por  el  teorema  A,/es  creciente  en  (— oo,  — 1]  y  en 
[2,  oo),  es  decreciente  en  [—1,2].  Observe  que  el  teorema  nos  permite  incluir  los  puntos 
fronterizos  de  estos  intervalos,  aunque  /'(x)  =  0  en  esos  puntos.  La  grafica  de  /  se  mues- 
tra  en  la  figura  4.  M 


H  EJEMPLO  2 

decreciente. 


Determine  en  donde 


g(x) 


x/(l  +  x2)  es  creciente  y  en  donde  es 


SOLUCION 

g’(x) 


(1  +  x2)  -  x(2x) 

(1  +  x2)2 


1  -  X2  _  (1  -  x)  ( 1  +  x) 
(1  +  X2)2  (1  +  X2)2 


-I 

Figura  5 


i 


Creciente,  pero  de  manera  oscilante 
Figura  6 


Como  el  denominador  siempre  es  positivo,  g\x)  tiene  el  mismo  signo  que  el  numerador 
(1  —  x)(l  +  x).  Los  puntos  de  separation, -1  y  l.determinan  los  tres  intervalos  (-oo,— 1), 
(— 1, 1)  y  (l,oo).  Cuando  los  probamos,  encontramos  que  g'(x)  <  0  en  el  primero  y  en  el 
ultimo  de  estos  intervalos  y  que  g'(x)  >  0  en  el  intervalo  de  en  medio  (vease  la  figura  5). 
Con  base  en  el  teorema  A,  concluimos  que  g  es  decreciente  en  (— oo,  — 1]  y  en  [1,  oo) 
y  que  es  creciente  en  [— 1, 1].  Posponemos  la  graficacion  de  g  para  mas  adelante;  pero 
si  quiere  ver  la  grdfica,  vaya  a  la  figura  1 1  y  al  ejemplo  4.  ■ 

La  segunda  derivada  y  concavidad  Una  funcion  puede  crecer  y  tambien  te- 
ner  una  grafica  que  oscila  mucho  (vease  la  figura  6).  Para  analizar  oscilaciones,  necesita¬ 
mos  estudiar  como  gira  la  recta  tangente  cuando  nos  movemos  de  izquierda  a  derecha 
a  lo  largo  de  la  grafica.  Si  la  recta  tangente  gira  constantemente  en  sentido  contrario  a 
las  manecillas  del  reloj,  decimos  que  la  grafica  es  concava  hacia  arriba  (o  simplemente 
concava);  si  la  tangente  gira  en  el  mismo  sentido  que  las  manecillas  del  reloj,  la  grafica 
es  concava  hacia  abajo  (o  convexa).  Ambas  definiciones  se  formulan  mejor  en  terminos 
de  funciones  y  sus  derivadas. 


Definicion 

Sea /derivable  en  un  intervalo  abierto  I.  Decimos  que/(al  igual  que  su  grafica)  es 
concava  hacia  arriba  (concava)  en  /,  si/'  es  creciente  en  1;  y  decimos  que/es  concava 
hacia  abajo  (convexa)  en  7,  si/'  es  decreciente  en  I. 


Los  diagramas  en  la  figura  7  ayudaran  a  aclarar  estas  nociones.  Observese  que  una 
curva  que  es  concava  hacia  arriba  tiene  forma  parecida  a  una  copa. 


hacia  arriba  hacia  abajo 


Concava  Concava 
hacia  arriba  hacia  abajo 


Figura  7 
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Condiciones  en  los  teoremas  A  y  B 

Las  condiciones  que  consideran  a  las 
derivadas  en  los  teoremas  A  y  B  son 
suficientes  para  garantizar  las  con- 
clusiones  que  se  establecen.  Sin 
embargo,  estas  condiciones  no  son 
necesarias.  Es  posible  que  una  fun- 
cion  sea  creciente  en  algun  intervalo, 
aunque  la  derivada  no  siempre  sea 
positiva  en  ese  intervalo.  Si  conside- 
ramos  la  funcion  /(x)  =  x3  en  el 
intervalo  [— 4, 4],notamosque  es 
creciente  pero  su  derivada  no  siempre 
es  positiva  en  ese  intervalo  (f'( 0)  =  0). 
La  funcion  g( x)  =  x4  es  concava  hacia 
arriba  en  el  intervalo  [—4, 4],  pero  la 
segunda  derivada,  g"(x)  =  12x2,  no 
siempre  es  positiva  en  ese  intervalo. 


f  +  0  -  0  + 


i 


Figura  8 


En  vista  del  teorema  A,  tenemos  un  criterio  sencillo  para  decidir  en  donde  una 
curva  es  concava  (hacia  arriba)  y  en  donde  es  concava  hacia  abajo  (convexa).  Basta 
con  tener  en  mente  que  la  segunda  derivada  de  /  es  la  primera  derivada  de  /'.  Por  lo 
que,/'  es  creciente  si/"  es  positiva;  es  decreciente  si/"  es  negativa. 


■  Teorema  de  concavidad 

Sea/dos  veces  derivable  en  el  intervalo  abierto  /. 

(i)  Si/"(x)  >  0  para  toda  x  en  /,  entonces  / es  concava  (hacia  arriba)  en  /. 

(ii)  Si/"  <  0  para  toda  x  en  I,  entonces /es  concava  hacia  abajo  (convexa)  en  /. 


Para  la  mayorfa  de  las  funciones,  este  teorema  reduce  el  problema  de  determinar 
concavidad  al  problema  de  resolver  desigualdades.  En  esto  somos  expertos. 


M  EJEMPLO  3  |  ^En  donde  /(x)  =  jx3 
concava  hacia  arriba  y  concava  hacia  abajo? 


—  3x  +  4  es  creciente,  decreciente, 


SOLUCION 

/'(x)  =  x2  -  2x  -  3  =  (x  +  1 ) (x  —  3) 
f"{x)  =  2x  -  2  =  2(x  -  1) 


Al  resolver  las  desigualdades  (x  +  l)(x  -  3)  >  0  y  su  opuesta,  (x  +  l)(x  —  3)  <  0,  conclui- 
mos  que  ft  s  creciente  en  (-oo,  -1]  y  [3,  oo)  y  decreciente  en  [—1,3]  (vease  la  figura  8). 
De  manera  analoga,  al  resolver  2(x  -  1 )  >  0  y  2(x  -  1 )  <  0  se  muestra  que  / es  concava 
hacia  arriba  en  (1,  oo)  y  concava  hacia  abajo  en  (-  oo,  1).  La  grafica  de  /se  muestra  en 
la  figura  9.  ■ 


Figura  9 

s'  o  +  o 


-Vi  o  Vi 

Figura  10 


^En  donde  g(x)  =  x/(l  +  x2)  es  concava  hacia  arriba  y  en  donde  es 

) 

SOLUCION  Comenzamos  nuestro  estudio  de  esta  funcion  en  el  ejemplo  2.  Alii, 
aprendimos  queges  decreciente  en  (— oo,— 1]  y  [l,oo)  y  creciente  en  [— 1, 1],  Para  analizar 
la  concavidad,  calculamos  g". 


H  EJEMPLO  4 

concava  hacia  abajo 


S'(x)  = 


g"(x)  = 


1  -  xz 

(1  +  X2)2 

(1  +  x2)2(— 2x)  —  (1  —  x2)(2)(1  +  x2)(2x) 
(1  +  x2)4 

(1  +  x2)[(l  +  x2)(-2x)  -  (1  -  x2)(4x)] 

(1  +  X2)4 

2x3  —  6x 
(1  +  x2)3 
2x(x2  —  3) 

(1  +  x2)3 


Como  el  denominador  siempre  es  positivo,  solo  necesitamos  resolver  x(x2  —  3)  >  0  y  su 
opuesta.  Los  puntos  de  separacion  son  —  "S/3,  0  y  V^3.  Estos  tres  puntos  de  separacion 
determinan  cuatro  intervalos.  Despues  de  probarlos  (vease  la  figura  10),  concluimos 
que  g  es  concava  hacia  arriba  en  (  — "S/3,  o)  y  en  (V3,  oo)  y  que  es  concava  hacia 

abajo  en  (  — oo,  —V  3)  y  en  (o,  V3 ). 
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Para  bosquejar  la  grafica  de  g,  hacemos  uso  de  toda  la  information  obtenida  hasta 
el  momento,  mas  el  hecho  de  que  g  es  una  funcion  impar  cuya  grafica  es  simetrica  res- 
pecto  al  origen  (vease  la  figura  11). 


2  pulg. 


4  pulg. 


Figura  12 


1  pulg. 


decreciente - creciente  - decree  iente 


concava  _ t  |  ^  concava  ^  |  ^  edneava  ^  j  ^ _ concava 

hacia  hacia  hacia  hacia 

abajo  ~  v3  arriba  0  abajo  V3  arriba 


1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

2 
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i 

i 

i 

i 

i 

i 
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i  1 

I 

1  1  1,1 

-3  -2  ,  -1 

1 

2 

1 

i 

1 

2 

1 

3 

1  \ 

Figura  1 1 


HI  1[  1M  1*1  O  5 _ |  Suponga  que  se  vierte  agua  en  un  deposito  conico,  como  se  muestra 

en  la  figura  12,  a  una  razon  constante  de  ^  pulgada  cubica  por  segundo.  Determine  la  al- 
tura  h  como  funcion  del  tiempo  t  y  dibuje  h(t)  desde  el  instante  1  =  0  hasta  el  momento  en 
que  el  deposito  esta  lleno. 


SOLUCION  ED  Antes  de  que  resolvamos  este  problema,  reflexionemos  en  como  se 
vera  la  grafica.  Al  principio.  la  altura  aumentara  con  rapidez,  ya  que  se  necesita  muy 
poca  agua  para  llenar  la  parte  inferior  del  cono.  Conforme  se  va  llenando  el  deposito, 
la  altura  aumentara  menos  rapido.  ^Que  sugieren  estos  enunciados  con  respecto  a  la 
funcion  h(t),  su  derivada  h'(t)  y  su  segunda  derivada  h"(t)1  Como  el  agua  se  vierte  de 
manera  constante,  la  altura  siempre  aumentara,  de  modo  que  h’(t)  sera  positiva.  La  al¬ 
tura  aumentara  mas  lentamente  conforme  se  eleva  el  nivel.  Por  consiguiente,  la  funcion 
h'(t)  esta  disminuyendo,  de  modo  que  h"(t)  es  negativa.  Por  lo  tanto,  la  grafica  de  h(t)  es 
creciente  — ya  que  h'(t)  es  positiva —  y  concava  hacia  abajo  — pues  h"(t)  es  negativa. 

Ahora,  una  vez  que  tenemos  una  idea  intuitiva  sobre  como  debe  verse  la  grafica 
(creciente  y  concava  hacia  abajo),  resuelva  este  problema  de  manera  analitica.  El  volu- 
men  de  un  cono  circular  recto  es  V  =  ^  jrr2h ,  donde  V,  r  y  h  son  funciones  del  tiempo. 
Las  funciones  hy  r  estan  relacionadas;  observe  los  triangulos  semejantes  en  la  figura  13. 
Al  utilizar  las  propiedades  de  triangulos  semejantes  tenemos 

r  1 
h  4 


Asf,  r  =  h/4.  Por  esto,  el  volumen  del  agua  dentro  del  cono  es 


V  = 


7T  f  h 
3V4 


h  = 


7 T 

48 


h3 


Por  otro  lado,  como  el  agua  esta  fluyendo  al  interior  del  contenedor  a  una  razon  de  i 
pulgada  cubica  por  segundo,  el  volumen  en  el  instante  t  es  V  =  \t,  donde  t  se  mide  en 
segundos.  Al  igualar  estas  dos  expresiones  para  V  se  obtiene 


Cuando  h  =  4,  tenemos  t  =  ~  8.4;  asf,  toma  alrededor  de  8.4  segundos  para 

que  se  llene  el  deposito.  Ahora  se  despeja  h  en  la  ecuacion  anterior  que  relaciona  hy  t 
para  obtener 


Figura  13 
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12  3  4 


6  7 


Figura  14 


Figura  15 

nP 

t 


La  primera  y  segunda  derivadas  de  h  son 


*'(<)  -  D, 


77  \  77  / 


2 


que  es  positiva,  y 


*"(0  =  A 


2 


4 

3 


que  es  negativa.  La  grafica  de  h(t)  se  muestra  en  la  figura  14.  Como  se  esperaba,  la 
grafica  de  h  es  creciente  y  concava  hacia  abajo.  SB 

ThU  MPLO  6  I  Una  agenda  de  noticias  reporto  en  mayo  de  2004  que  el  desem- 
pleo  en  Asia  oriental  estaba  aumentando  en  forma  continua  a  una  tasa  creciente.  Por 
otra  parte,  el  precio  del  alimento  estaba  aumentando,  pero  a  una  tasa  mas  lenta  que 
antes.  Interprete  estos  enunciados  en  terminos  de  funciones  crecientes/decrecientes  y 
concavidad. 


SOLUCION  Sea  u  =f(t)  el  numero  de  personas  desempleadas  en  el  instante  t.  Aunque 
en  realidad  u  salta  en  cantidades  enteras,  seguiremos  una  practica  estandar  al  representar 
a  u  por  medio  de  una  curva  suave,  como  en  la  figura  15.  Decir  que  el  desempleo  esta 
aumentando  es  decir  que  du/dt>  0.  Decir  que  esta  aumentando  a  una  tasa  creciente  es  de¬ 
cir  que  la  funcion  du/dt  esta  creciendo;  pero  esto  significa  que  la  derivada  de  du/dt  debe 
ser  positiva.  Por  lo  tanto,  d2u/dt 2  >  0.  En  la  figura  15,  observe  que  la  pendiente  de  la  recta 
tangente  aumenta  conforme  t  aumenta.  El  desempleo  es  creciente  y  concavo  hacia  arriba. 

De  forma  similar,  si  p  =  g(t)  representa  el  precio  del  alimento  (por  ejemplo,  el  costo 
comun  de  comestibles  diarios  para  una  persona)  en  el  instante  t,  entonces  dp/dt  es 
positiva  pero  decreciente.  Por  lo  tanto,  la  derivada  de  dp/dt  es  negativa,  por  lo  que 
d2p/dl2  <  0.  En  la  figura  16,  observe  que  la  pendiente  de  la  recta  tangente  disminuye 
conforme  t  aumenta.  El  precio  del  alimento  esta  aumentando,  pero  es  concavo  hacia 
abajo.  St 

Puntos  de  i n flexion  Sea  f  continua  en  c.  Llamamos  a  (c,/(c))  un  punto  de  inflexion 
de  la  grafica  de  /,  si  / es  concava  hacia  arriba  a  un  lado  de  c  y  concava  hacia  abajo  del 
otro  lado  de  c.  La  grafica  en  la  figura  17  indica  varias  posibilidades. 


Figura  16 


Terminologfa 

Mientras  que  el  mmirno  o  el  maximo 
de  una  funcion  es  un  numero,  un 
punto  de  inflexion  siempre  es  una 
pareja  ordenada  (c,/(c)). 


Figura  17 

Como  usted  podrfa  suponer,  los  puntos  en  donde  f"(x)  =  0  o  donde  f"(x)  no  existe 
son  cand'ulatos  a  puntos  de  inflexion.  Utilizamos  la  palabra  candidato  de  manera  deli- 
berada.  Al  igual  que  un  candidato  a  un  cargo  politico  puede  fracasar  en  una  eleccion, 
tambien,  por  ejemplo,  un  punto  en  donde  f"(x)  =  0  puede  fracasar  en  ser  un  punto  de 
inflexion.  Considere  f(x)  ~x4,  que  tiene  la  grafica  mostrada  en  la  figura  18.  Es  cierto 
que  /"( 0)  =  0,  pero  el  origen  no  es  un  punto  de  inflexion.  Por  lo  tanto,  para  buscar  los 
puntos  de  inflexion  empezamos  por  identificar  los  puntos  en  donde  f"{x)  —  0  (y  en  donde 
/"( x)  no  existe).  Despues  verificamos  para  ver  si  en  realidad  son  puntos  de  inflexion. 

Regresemos  a  la  grafica  del  ejemplo  4.  Vera  que  tiene  tres  puntos  de  inflexion.  Estos 
son  (- V3,  -  V3/4),  (0,0)  y  ( V^,  V3/4). 


Figura  18 
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Figura  19 


H  EJEMPLO  7  Encuentre  todos  los  puntos  de  inflexion  de  F(x)  =  *’/3  +  2. 


SOLUCION 


F'(x) 


1 

3*2/3’ 


F"{x) 


-2 

9*5/3 


La  segunda  derivada,  F"(x),  nunca  es  cero;  sin  embargo,  no  existe  en  x  =  0.  El  punto 
(0,  2)  es  un  punto  de  inflexion,  ya  que  F"(x )  >  0  para  *  <  0  y  F"(x )  <  0  para  x  >  0.  La 
grafica  se  bosqueja  en  la  figura  19.  ■ 


Revision  de  conceptos 

1.  Si  /'(*)>  0  en  todas  partes,  entonces  /es _ en  todas  par¬ 

tes;  si  f"(x)  >  0  en  todas  partes,  entonces  /  es  _______  en  todas 

partes. 

2.  Si _ y _ en  un  intervalo  abierto  /,  entonces 

/es  creciente  y  concava  hacia  abajo  en  I. 


3.  Un  punto  en  la  grafica  de  una  funcion  continua,  en  donde  la 

concavidad  cambia  se  denomina _ . 

4.  A1  tratar  de  localizar  los  puntos  de  inflexion  para  la  grafica 

de  una  funcion  /debemos  buscar  numeros  c,  en  donde _ o 

bien _ . 


Conjunto  de  problemas  3.2 


En  los  problemas  del  1  al  10  utilice  el  teorema  de  monotonia  para  en- 
contrar  en  donde  la  funcion  dada  es  creciente  y  en  donde  es  decreciente. 


1.  f(x)  =  3x  +  3  2.  g(x)  =  (x  +  1)(*  - 

3.  h(t)  =  t2  +  2t  -  3  4.  f(x)  —  x3  -  1 

5.  G(x)  =  2*3  -  9x2  +  12*  6.  /(f)  =  f3  +  3f2  -  12 


2) 


7.  h(z) 


z_ 

4 


4^ 

6 


8-  f(x)  = 


*  -  1 


9.  H(t)  =  sen  f,  0  =£  f  :£  2ir 
10.  R(0)  =  cos2  0,0  <  0  s  2tt 


En  los  problemas  de!  II  al  18  utilice  el  teorema  de  la  concavidad  para 
determinar  en  donde  la  funcion  dada  es  concava  hacia  arriba  y  en  donde 
es  concava  hacia  abajo.  Tambien  encuentre  todos  los  puntos  de  inflexion. 

11.  /(*)  =  (*  -  l)2  12.  G(w )  =  w2  —  1 

13.  T(t)  =  3f 3  -  18f  14.  f{z)  =  Z2  -  4 

z 

15.  q(x)  =  *4  —  6*3  —  24*2  +  3*  +  1 

16.  /(*)  =  *4  +  8* 3  -  2  17.  F{x)  =  2x2  +  cos2* 

18.  G(x)  =  24*2  +  12  sen2  * 


En  los  problemas  del  19  al  28  determine  en  donde  la  grafica  de  la 
funcion  dada  es  creciente ,  decreciente,  concava  hacia  arriba  y  concava 
hacia  abajo.  Despues  dibit je  la  grafica  (vease  el  ejemplo  4). 

19.  /(*)  =  *3  -  12*  +  1 


20. 

#(*)  : 

=  4*3  - 

3*2 

—  6*  + 

12 

21. 

g(x )  : 

! 

* 

II 

4*3 

+  2 

22. 

Fix)  - 

=  *fi  -  3*4 

23. 

G(*) 

=  3x5  - 

-  5*3 

+  1 

24. 

H(x) 

x2 

'y  „ 

*-  +  1 

25. 

fix)  ■- 

=  Vsen 

x  en 

[0,  t r] 

26. 

Six)  = 

=  *V*  -  2 

27.  /(*)  =  *2/3(l  -  *)  28.  g(x)  =  8*1/3  +  *4/3 

En  los  problemas  del  29  al  34  dibuje  la  grafica  de  una  funcion  continua 
fen  [0,  6]  que  satisface  todas  las  condiciones  que  se  establecen. 

29.  /( 0)  =  l;/(6)  =  3;  creciente  y  concava  hacia  abajo  en  (0,  6). 

30.  /( 0)  =  8;/(6)  =  -2,  decreciente  en  el  intervalo  (0,  6);  punto 
de  inflexion  en  la  pareja  ordenada  (2,  3),  concava  hacia  arriba  en  el 
intervalo  (2, 6). 

31.  / (0)  =  3;/(3)  =  0;/(6)  =  4; 

/'(*)  <  0  en  (0,  3);  /'(*)  >  0  en  (3,  6); 

/"(*)  >  0  en  (0,  5);  /"(*)  <  0  en  (5,  6) 

32.  / (0)  =  3;/(2)  =  2;  / (6)  =  0; 

/'(*)  <  0  en  (0,  2)  U  (2,  6);  /'( 2)  =  0; 

/"(*)  <  Oen  (0,  l)U(2,6);/"(*)  >  0en(l,2) 

33.  / (0)  =  /(4)  =  1;  / (2)  =  2;/(6)  =0; 

/'(*)  >  0  en  (0,  2);  /'(*)  <  0  en  (2,  4)  U  (4,  6); 

/'( 2)  =/'( 4)  =  0 ;/"(*)  >  0  en  (0,  1)  U  (3,  4); 

/"(*)  <  Oen  (1,3)  U  (4,6) 

34.  /( 0)  =  /( 3)  =  3;  / (2)  =  4;/(4)  =  2;/(6)  =  0; 

/'(*)  >  0  en  (0,  2);  /'(*)  <  0  en  (2,  4)  U  (4,  5); 

f'(2)  =/'(4)  =();/'(*)  =  -1  en  (5, 6); 

/"(*)  <  0  en  (0,  3)  U  (4,  5);  /"(*)  >  0  en  (3,  4) 

35.  Demuestre  que  una  funcion  cuadratica  no  tiene  puntos  de 
inflexion. 

36.  Demuestre  que  una  funcion  cubica  tiene  exactamente  un 
punto  de  inflexion. 

37.  Demuestre  que,  si  /'(*)  existe  y  es  continua  en  un  intervalo  /  y 
si /'(*)  ^  0  en  todos  los  puntos  interiores  de  I,  entonces /es  creciente 
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en  todo  el  intervalo  /  o  es  decreciente  en  todo  el  intervalo  I.  Sugerencia: 
use  el  teorema  del  valor  intermedio  para  demostrar  que  no  pueden 
existir  dos  puntos  xx  y  x2  de  /  en  donde  /'  tiene  signos  opuestos. 

38.  Suponga  que  /es  una  funcion  cuya  derivada  es  /'(x)  =  (x2  -  x 
+  l)/(x2  + 1).  Utilice  el  problema  37  para  demostrar  que/es  crecien- 
te  en  todas  partes. 

39.  Utilice  el  teorema  de  monotonia  para  demostrar  cada  propo¬ 
sition,  si  0  <  x  <  y.  11 

(a)  x2  <  y1  (b)  Vx  <  Vy  (c)  -  >  - 

40.  ^Que  condiciones  sobre  a,  by  c  haran  que  f(x)  =  ax3  +  bx 2  + 
cx  +  d  siempre  sea  creciente? 

41.  Determine  ay  b  de.  modo  que  f(x)  =  a\fx  +  7>/Vx  tenga 
a  (4, 13)  como  un  punto  de  inflexion. 

42.  Suponga  que  la  funcion  cubica  f{x)  tiene  tres  ceros  reales,  r2, 
r2  y  r3.  Demuestre  que  su  punto  de  inflexion  tiene  abscisa  (iy  +  r2  + 
r3)/ 3.  Sugerencia:  f  (x)  =  a{x  —  ri)(x  -  r2)(x  -  r3). 

43.  Suponga  que  /'(x)  >  0  y  g'(x)  >  0  para  toda  x.  ^Que  otras  con¬ 
diciones  sencillas  (si  existen)  se  necesitan  para  garantizar  que: 

(a)  /(x)  +  g(x)  sea  creciente  para  toda  x; 

(b)  /(x)  •  g(x)  sea  creciente  para  toda  x; 

(c)  f(g(x))  sea  creciente  para  toda  x? 

44.  Suponga  que  f"(x)  >  0  y  g"(x)  >  0  para  toda  x.  ^Que  otras 
condiciones  sencillas  (si  las  hay)  se  necesitan  para  garantizar  que: 

(a)  f(x)  +  g(x)  sea  concava  hacia  arriba  para  toda  x; 

(b)  f(x)-g(x)  sea  concava  hacia  arriba  para  toda  x; 

(c)  f(g(x))  sea  concava  hacia  arriba  para  toda  x? 

US  Utilice  una  calculadora  grafica  o  una  computadora  para  resolver 
los  problemas  del  45  al  48. 

45.  Sea  /(x)  =  sen  x  +  cos(x/2)  en  el  intervalo  /  =  (-2, 7). 

(a)  Dibuje  la  grafica  de /en  1. 

(b)  Utilice  esta  grafica  para  estimar  en  donde /'(x)  <0  en  /. 

(c)  Utilice  esta  grafica  para  estimar  en  donde  /"(x)  <  0  en  /. 

(d)  Dibuje  la  grafica  de/'  para  confirmar  su  respuesta  a  la  parte  (b). 

(e)  Dibuje  la  grafica  de  f"  para  confirmar  su  respuesta  a  la  parte  (c). 

46.  Repita  el  problema  45  para /(x)  =  x  cos2(x/3)  en  (0, 10). 

47.  Sea  /'(x)  =  x3  -  5x2  +  2  en  /  =  [-2,  4],  En  el  intervalo  I.  ^en 
donde  es  creciente  /? 

48.  Sea  f"(x)  =  x4  -  5x3  +  4x2  +  4  en  /  =  [—2, 3].  En  el  intervalo  /, 
<,en  donde  es  concava  hacia  abajo /? 

49.  Traduzca  cada  uno  de  los  siguientes  enunciados  al  lenguaje 
de  derivadas  de  distancia  con  respecto  al  tiempo.  Para  cada  parte,  ha- 
ga  un  bosquejo  de  una  grafica  de  la  position  del  automovil,  s,  contra 
el  tiempo,  f,  e  indique  la  concavidad. 

(a)  La  velocidad  del  automovil  es  proporcional  a  la  distancia  que  ha 
recorrido. 

(b)  El  automovil  esta  aumentando  su  velocidad. 

(c)  Yo  no  dije  que  el  automovil  estaba  deteniendose,  dije  que  su  ta- 
sa  de  aumento  de  velocidad  estaba  disminuyendo. 

(d)  La  velocidad  del  automovil  esta  aumentando  10  millas  por  hora 
cada  minuto. 

(e)  El  automovil  esta  deteniendose  muy  lentamente  hasta  dete- 
nerse. 

(f)  El  automovil  siempre  recorre  la  misma  distancia  en  intervalos 
iguales  de  tiempo. 


50.  Traduzca  cada  uno  de  los  siguientes  enunciados  al  lenguaje 
de  derivadas,  haga  un  bosquejo  de  la  funcion  apropiada  e  indique  la 
concavidad. 

(a)  Se  esta  evaporando  agua  del  tanque  a  una  tasa  constante. 

(b)  Se  vierte  agua  al  interior  del  tanque  a  una  razon  de  3  galones 
por  minuto,  pero  tambien  sale  \  galon  por  minuto. 

(c)  Como  el  agua  se  vierte  al  tanque  conico  a  una  tasa  constante,  el 
nivel  del  agua  se  eleva  a  una  tasa  cada  vez  mas  lenta. 

(d)  La  inflation  se  mantuvo  estable  este  ano,  pero  se  espera  que  se 
eleve  cada  vez  mas  rapido  el  ano  entrante. 

(e)  En  la  actualidad  el  precio  del  petroleo  esta  bajando,  pero  se  es¬ 
pera  que  esta  tendencia  sea  lenta  y  luego  se  revierta  en  2  anos. 

(f)  La  temperatura  de  David  esta  subiendo,  pero  parece  que  la  pe- 
nicilina  esta  surtiendo  efecto. 

51.  Traduzca  cada  uno  de  los  siguientes  enunciados  al  lenguaje 
matematico,  haga  un  bosquejo  de  la  funcion  apropiada  e  indique  la 
concavidad. 

(a)  El  costo  de  un  automovil  continua  en  aumento  y  a  una  tasa  cada 
vez  mas  rapida. 

(b)  Durante  los  ultimos  dos  anos,  Estados  Unidos  ha  continuado  la 
reduction  de  su  consumo  de  petroleo.  pero  a  una  tasa  cada  vez 
mas  lenta. 

(c)  La  poblacion  mundial  continua  creciendo,  pero  a  una  tasa  cada 
vez  mas  lenta. 

(d)  El  angulo  que  la  torre  inclinada  de  Pisa  forma  con  la  vertical  au- 
menta  rapidamente. 

(e)  Las  utilidades  de  la  compama  Upper  Midwest  crecen  despacio. 

(f)  La  compania  XYZ  ha  perdido  dinero,  pero  pronto  esta  situa¬ 
tion  se  revertira. 

52.  Traduzca  cada  enunciado  de  la  siguiente  columna  de  un  pe- 
riodico  en  un  enunciado  sobre  derivadas. 

(a)  En  Estados  Unidos,  la  razon  R  de  deuda  gubernamental  al  in- 
greso  nacional  permanecio  sin  cambio,  alrededor  de  28%  hasta 
1981, pero 

(b)  entonces  comenzo  a  aumentar  de  manera  cada  vez  mas  abrupta 
hasta  llegar  a  36%  durante  1983. 

53.  Se  vierte  cafe  en  el  vaso  mostrado  en  la  figura  20  a  razon  de  2 
pulgadas  cubicas  por  segundo.  El  diametro  superior  es  de  3.5  pulga- 
das,  el  diametro  inferior  es  de  3  pulgadas  y  la  altura  del  vaso  es  de  5 
pulgadas.  Este  vaso  se  llena  con  casi  23  onzas.  Determine  la  altura  h 
del  cafe  como  funcion  del  tiempo  t  y  dibuje  la  grafica  de  h(t )  desde  el 
instante  t  =  0  hasta  el  momento  en  que  el  vaso  este  lleno. 


Figura  20 
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54.  Se  bombea  agua  a  un  tanque  cilindrico,  a  una  razon  constan- 
te  de  5  galones  por  minuto,  como  se  muestra  en  la  figura  21.  El  tan¬ 
que  tiene  3  pies  de  diametro  y  9.5  pies  de  largo.  El  volumen  del 
tanque  es  vr2I  =  tt  X  1.52  X  9.5  ~  67.152  pies  cubicos  «  500  ga¬ 
lones.  Sin  hacer  calculos,  bosqueje  una  grafica  de  la  altura  del  agua 
como  funcion  del  tiempo  t  (vease  el  ejemplo  6).  ^En  donde  h  es  con- 
cava  hacia  arriba  y  en  donde  es  concava  hacia  abajo? 


;  h 

JJl 


9.5  pies 

Figura  21 

55.  Se  vierte  un  llquido  al  contenedor  que  se  muestra  en  la  figura 
22  a  razon  de  3  pulgadas  cubicas  por  segundo.  Al  contenedor  le  ca- 
ben  24  pulgadas  cubicas.  Bosqueje  una  grafica  de  la  altura  h  del  liqui- 
do  como  una  funcion  del  tiempo  t.  En  su  grafica,  ponga  atencion 
especial  a  fa  concavidad  de  h. 

56.  Un  tonel  de  20  galones,  como  el  mostrado  en  la  figura  23,  tie¬ 
ne  una  fuga  y  sale  agua  a  razon  constante  de  0.1  galones  por  dfa.  Di- 
buje  una  grafica  de  la  altura  h  del  agua  como  funcion  del  tiempo  t; 
suponga  que  el  tonel  esta  lleno  en  el  instante  t  =  0.  En  su  grafica,  pon¬ 
ga  atencion  especial  a  la  concavidad  de  h. 


Figura  22  Figura  23 

57.  Con  base  en  cada  una  de  las  tablas  siguientes,  que  puede  de- 
ducir  acerca  de  la  forma  de  un  recipiente  en  el  que  se  da  la  medida 
del  volumen  del  agua  como  una  funcion  de  la  profundidad. 

(a) 


(b) 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  creciente;  concava 
hacia  arriba  2.  f'(x )  >  0 ,f"(x)  <0  3.  un  punto  de  inflexion 
4.  /"(c)  =  0;/"(c)  no  existe. 
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3.3 

Extremos  locales 
y  extremos  en 
intervalos  abiertos 


Recordemos  de  la  section  3.1  que  el  valor  maximo  (si  existe)  de  una  funcion  /en  un 
conjunto  S  es  el  valor  mas  grande  que  /alcanza  en  el  conjunto  S.  A  veces  se  le  conoce 
como  valor  maximo  global,  o  valor  maximo  absoluto  de/.  Por  lo  tanto,  para  la  funcion 
/ con  dominio  S  =  [ a ,  b]  cuya  grafica  se  bosqueja  en  la  figura  1  ,/(a)  es  el  valor  maximo 
global.  Pero,  <,que  es  /(c)?  Quiza  no  sea  el  rey  del  pafs,  pero  al  menos  es  el  jefe  de  su 
propia  localidad.  Le  llamamos  valor  maximo  local,  o  valor  maximo  relativo.  Por  su- 
puesto,  un  valor  maximo  global  automaticamente  es  un  valor  maximo  local.  La  figura  2 
ilustra  varias  posibilidades.  Observe  que  el  valor  maximo  global  (si  existe)  es  el  mayor 
de  los  valores  maximos  locales.  De  manera  analoga,  el  valor  minimo  global  es  el  mas 
pequeno  de  los  valores  mrnimos  locales. 


- . r- 
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I  local 
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Figura  1 
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Figura  2 


Aquf  esta  la  definicion  formal  de  maximos  y  minimos  locales.  Recuerde  que  el 
slmbolo  ft  denota  la  intersection  (parte  comun)  de  dos  conjuntos. 


Definicion 

Sea  S  el  dominio  de/que  contiene  al  punto  c.  Decimos  que: 

(i)  /(c)  es  un  valor  maximo  local  de  /,  si  existe  un  intervalo  (a,  b)  que  contiene  a 
c,  tal  que /(c)  es  el  valor  maximo  de/en  (a,  b)  H  S\ 

(ii)  /(c)  es  un  valor  minimo  local  de  /,  si  existe  un  intervalo  (a,  b)  que  contiene  a  c, 
tal  que  /(c)  es  el  valor  minimo  de  /en  (a,  b)  l~l  S; 

(iii)  /(c)  es  un  valor  extremo  local  de  /,  si  es  un  valor  maximo  local  o  un  valor  mi¬ 
nimo  local. 
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^En  donde  se  presentan  los  valores  extremos  locales?  El  teorema  del 
punto  crftico  (teorema  3. IB)  se  cumple  si  se  reemplaza  la  frase  valor  e.xtremo  por  valor 
extremo  local ;  la  demostracion  es  esencialmente  la  misma.  Asf,  los  puntos  crfticos  (puntos 
fronterizos,  estacionarios  y  singulares)  son  los  candidatos  a  ser  puntos  en  donde  pueden 
presentarse  extremos  locales.  Decimos  candidatos  porque  no  aseguramos  que  deba  te- 
nerse  un  extremo  local  en  cada  punto  crftico.  La  grafica  de  la  izquierda  en  la  figura  3 


Mini  mo  local 


Figura  3 


aclara  esto.  Sin  embargo,  si  la  derivada  es  positiva  en  un  lado  del  punto  crftico  y  nega- 
tiva  en  el  otro  (y  si  la  funcion  es  continua),  entonces  tenemos  un  extremo  local,  como 
se  muestra  en  las  graficas  de  en  medio  y  a  la  derecha  de  la  figura  3. 


Teorema  A 


Prueba  (criterio)  de  la  primera  derivada 

Sea /continua  en  un  intervalo  abierto  (a,  b)  que  contiene  un  punto  crftico  c. 

(i)  Sif’(x)  >0  para  toda  x  en  (a.  c)  yf’(x)  <  0  para  toda  x  en  (c,  b),  entonces /(c) 
es  un  valor  maximo  local  de  /. 

(ii)  Si  f'(x )  <  0  para  toda  x  en  (a,  c)  y /'(x)  >  0  para  toda  x  en  (c,  b ),  entonces /(c) 
es  un  valor  mfnimo  local  de/. 

(iii)  Si/'(x)  tiene  el  mismo  signo  en  ambos  lados  de  c,  entonces /(c)  no  es  un  valor 
extremo  de  /. 


Demostracion  de  (i)  Como  /'(x)  >  0  para  toda  x  en  (a,  c),  por  el  teorema  de 
monotonia, /es  creciente  en  (a,c].  Ademas.  como/'(x)  <  0  para  toda  x  en  (c,  b),fe s  de- 
creciente  en  [c,  b).  Por  lo  tanto,/(x)  < /(c)  para  toda  x  en  (a,  b ),  excepto  por  supuesto 
en  x  =  c.  Concluimos  que  /(c)  es  un  maximo  local. 

Las  demostraciones  de  (ii)  y  (iii)  son  semejantes.  ■ 

*52  ijiiMPi  o  i  Encuentre  los  valores  extremos  locales  de  la  funcion  /(x)  =  x2  — 
6x  +  5  en  (—  oo,  oo). 

| 

SOLUCION  La  funcion  polinomial  /  es  continua  en  todas  partes  y  su  derivada, 
f'(x)  =  2x  —  6,  existe  para  toda  x.  Asf,  el  tinico  punto  crftico  para  /es  la  solucion  unica 
de  /'(x)  =  0;  esto  es,  x  =  3. 

x  Como  f'(x)  =  2(x  —  3)  <  0  para  x  <  3,/es  decreciente  en  (— oo,  3],  y  como  2(x  —  3)  >  0 

para  x  >  3,/es  creciente  en  [3,  oo).  Por  lo  tanto,  por  la  prueba  de  la  primera  derivada, 
/( 3)  =  —4  es  un  valor  mfnimo  local  de  /.  Como  3  es  el  tinico  punto  crftico,  no  existen 
otros  valores  extremos.  La  grafica  de/se  muestra  en  la  figura  4.  Observe  que,  en  este 
caso,/(3)  es  en  realidad  el  valor  mfnimo  (global).  * 


Mfnimo 

local 


BBT  eJEMPLO  2 

+  4en  (—00,00). 


Encuentre  los  valores  extremos  locales  de  /(x)  =  !  x’ 


x2  -  3x 


Figura  4 
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Maximo 
local  t  I 


SOLUCION  Como/'(.r)  =  x2  —  2x  —  3  =  (x  +  l)(x  —  3),  los  unicos  puntos  crfticos  de 
/ son  — 1  y  3.  Cuando  usamos  los  puntos  de  prueba  —2, 0  y  4,  sabemos  que  (x  +  1  )(x  —  3) 
>  0  en  (—oo,~l)  y  (3,oo)  y  (x  +  l)(x  —  3)  <  0  en  (—1,3).  Por  la  prueba  de  la  primera  de¬ 
rivada,  concluimos  que  /( —  1 )  =  yes  un  valor  maximo  local  y  que  /( 3)  =  —5  es  un  va¬ 
lor  mfnimo  local  (vease  la  figura  5).  H 

Encuentre  los  valores  extremos  de  f(x)  =  (sen  x)2/3  en  (— 7t/6, 


MEJEMPL0  3 

2tt/3). 


4 — I — h 
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•3 

-4 
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Mfnimo 

local 


SOLUCION 


f'(x) 


2  cos  x 
3(sen  x)x'y 


x  ¥=  0 


Los  puntos  0  y  ir/2  son  puntos  crfticos,  ya  que/'(0)  no  existe  y  /'(7t/2)  =  0.  Ahora,/'(x) 
<  0  en  (— 7t/6,  0)  y  en  (tt/2,  2tt/3),  mientras  que  /'(x)  >  0  en  (0,  tt/2).  Por  la  prueba  de  la 
primera  derivada  concluimos  que  /( 0)  =  0  es  un  valor  mfnimo  local  y  que  /(ir/2)  =  1  es 
un  valor  maximo  local.  La  grafica  de/se  muestra  en  la  figura  6.  ■ 


Figura  5 


.  y 

1  - 

1 

1  II  |  » 

1 

JT 

1  1  i  1  * 

n  n  Jt  2k 

6 

6  3  2  3 

Figura  6 


Prueba  (criterio)  de  la  segunda  derivada  Existe  otra  prueba  para  maximos 
y  mfnimos  locales  que,  a  veces,  es  mas  facil  de  aplicar  que  la  prueba  de  la  primera  deri¬ 
vada.  Incluye  la  evaluation  de  la  segunda  derivada  en  los  puntos  estacionarios.  No  se 
aplica  a  los  puntos  singulares. 


Teorema  B 


Prueba  (criterio)  de  la  segunda  derivada 

Supongase  que  /'  y  /"  existen  en  todo  punto  de  un  intervalo  abierto  (a,  b)  que  con¬ 
vene  a  c  y  supongase  que  /'(c)  =  0. 

(i)  Si /"(c)  <  0 ,/(c)  es  un  valor  maximo  local  de  /. 

(ii)  Si /"(c)  >0, /(c)  es  un  valor  mfnimo  local  de/. 


Demostracion  de  (i)  Es  una  tentacion  decir  que,  como/"(c)  <  0,/es  concava  ha- 
cia  abajo  cerca  de  c  para  asegurar  que  esto  demuestra  (i).  Sin  embargo,  para  asegurar 
que  /es  concava  hacia  abajo  en  una  vecindad  de  c,  necesitamos  que  f"(x)  <  0  en  esa  ve- 
cindad  (no  solo  en  c)  y  nada  en  nuestra  hipotesis  garantiza  esto.  Debemos  ser  un  poco 
mas  cuidadosos.  Por  definition  e  hipotesis, 


f"(c) 


Ifm 


/'(-r)  ~  /'(O 

X  —  c 


lim 

x—*c 


fix)  -  0 
x  —  c 


<  0 


de  modo  que  podemos  concluir  que  existe  un  intervalo  (posiblemente  pequeno)  (a,  f3) 
alrededor  de  c,  en  donde 


f'(x) 
x  —  c 


<  o, 


X  ^  c 


Pero  esta  desigualdad  implica  que  f'(x)  >  0  para  a  <  x  <  c  y  f'(x)  <  0  para  c  <  x  <  (3.  Por 
lo  tanto,  por  la  prueba  de  la  primera  derivada, /(c)  es  un  valor  maximo  local. 

La  demostracion  de  (ii)  es  semejante.  ■ 


JH  1JLMPL0  4  Para  /(x)  =  x2  —  6x  +  5,  utilice  la  prueba  de  la  segunda  derivada 
para  identificar  extremos  locales. 

SOLUCION  Esta  es  la  funcion  del  ejemplo  1.  Observe  que 

/'(x)  =  2x  -  6  =  2(x  -  3) 
f"{x)  =  2 


Asf,/'(3)  =  0y/"(3)  >0.  En  consecuencia,  por  la  prueba  de  la  segunda  derivada, /(3)  es 
un  valor  mfnimo  local.  ■ 
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PI  EJEMPLO  5  J  Para  /(x)  =  ^x3  —  x2  -  3x  +  4,  utilice  la  prueba  de  la  segunda 
derivada  para  identificar  los  extremos  locales. 

SOLUCION  Esta  es  la  funcion  del  ejemplo  2. 

/'( x)  =  x2  —  2x  —  3  =  (x  +  l)(x  —  3) 
f"(x)  =  2x  -  2 

Los  puntos  criticos  son  — 1  y  3  (/'(— 1)  =  /'( 3)  =  0).  Como  /"(— 1)  =—  4  y  /"(3)  =  4.  Por  la 
prueba  de  la  segunda  derivada  concluimos  que  /(—  1 )  es  un  valor  maximo  local  y  que 
/( 3)  es  un  valor  mi'nimo  local.  * 

Por  desgracia,  la  prueba  de  la  segunda  derivada  en  ocasiones  falla,  ya  que  /"(x) 
puede  ser  cero  en  un  punto  estacionario.  Para/(x)  =  x3  y  /(x)  =  x4,/'( 0)  =  0  y  /"(0)  =  0 
(vease  la  figura  7).  La  primera  no  tiene  un  valor  maximo  o  minimo  local  en  cero;  la  segun¬ 
da  tiene  un  minimo  local  ahi.  Esto  muestra  que  si  /"(x)  =  0  en  un  punto  estacionario,  no 
podemos  sacar  una  conclusion  acerca  de  maximos  o  minimos  sin  mas  informacion. 


Figura  7 
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Extremos  en  intervalos  abiertos  Con  frecuencia,  los  problemas  que  estudia- 
mos  en  esta  seccion  y  en  la  seccion  3.1  suponen  que  el  conjunto  en  el  que  queremos 
maximizar  o  minimizar  una  funcion  fue  un  intervalo  cerrado.  Sin  embargo,  los  interva¬ 
los  que  surgen  en  la  practica  no  siempre  son  cerrados;  en  ocasiones  son  abiertos  o,  in- 
cluso,  abierto  por  un  extremo  y  cerrado  por  el  otro.  Todavia  podemos  manejar  estos 
problemas,  si  aplicamos  correctamente  la  teoria  desarrollada  en  esta  seccion.  Tenga 
presente  que  maximo  (mi'nimo)  sin  un  adjetivo  calificativo  significa  maximo  (minimo) 
global. 

gfFIEMlMOft  Determine  (si  existen)  los  valores  maximo  y  minimo  de/(x)  =x4  -4x 
en  (—  oo,  oo). 

SOLUCION 


f'(x)  =  4x3  -  4  =  4(x3  -  1)  =  4(x  -  \)(x2  +  x  +  1) 

Como  x2  +  x  +  1  =  0  no  tiene  soluciones  reales  (formula  cuadratica),  solo  existe  un  pun¬ 
to  critico, x  =  1.  Para  x  <  l,/'(x)  <0,  mientras  que  para  x  >  l,/'(x)  >  0.  Concluimos  que 
/(l)  =  —  3  es  un  valor  minimo  local  de/;  y  como/es  decreciente  a  la  izquierda  de  1  y  de- 
creciente  a  la  derecha  de  l.en  realidad  debe  ser  el  valor  minimo  de/. 

Los  hechos  que  se  acaban  de  establecer  implican  que  /  no  puede  tener  un  valor 
maximo.  La  grafica  de  / se  muestra  en  la  figura  8.  ■ 

Ml  EJEMPLO  7  |  Determine  (si  existen)  los  valores  maximo  y  minimo  de 
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El  unico  punto  critico  es  p  =  1  /2.  Para  cada  valor  de  p  en  el  intervalo  (0,  1 )  el  denomi- 
nador  es  positivo;  por  lo  tanto,  el  numerador  determina  el  signo.  Si  p  esta  en  el  interva¬ 
lo  (0,  1/2),  entonces  el  numerador  es  negativo;  de  aqui  que  G'(p)  <  0.  De  forma 
analoga,  si  p  esta  en  el  intervalo  (1/2,  1),  G '( p )  >  0.  Por  lo  tanto,  con  base  en  la  prueba 
de  la  primera  derivada,  G(l/2)  =  4  es  un  minimo  local.  Como  no  hay  puntos  fronterizos 
o  puntos  singulares  por  verificar,  G(l/2)  es  un  minimo  global.  No  hay  maximo.  La  gra¬ 
fica  de  y  =  G(p)  se  muestra  en  la  figura  9. 


Figura  9 
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Revision  de  conceptos 

1.  Si  /e s  continua  en  c,/'(x)  >  0  cerca  de  c  a  su  lado  izquierdo, 
y  f'(x)  <  0  cerca  de  c  a  su  lado  derecho,  entonces  /(c)  es  un  valor 
_ local  para  /. 

2.  Si  f(x)  =  ( x  +  2)(x  —  1),  entonces /(— 2)  es  un  valor _ 

local  para /  y/(l)  es  un  valor _ local  para/. 


3.  Si  /'(c)  =  0  y  /"(c)  <  0,  esperamos  encontrar  un  valor 
_ local  para  /en  c. 

4.  Si  f(x)  =  x\  entonces  /( 0)  no  es _ ni _ ,  aun- 

que/"(0)= _ . 


Conjunto  de  problemas  3.3 


En  los  problemas  del  1  al  10  identifique  los  puntos  crlticos.  Despues 
utilice  (a)  la  prueba  de  la  primera  derivada  y  (si  es  posible)  (b)  la 
prueba  de  la  segunda  derivada  para  decidir  cuales  de  los  puntos  crlti- 
cos  dan  un  maxima  local  y  cuales  dan  un  minima  local. 

1.  f(x )  =  x3  —  6x2  +  4 

2.  f(x )  =  X 3  —  12x  +  7T 

3.  f(0)  =  sen  20, 0  <  0  <  ^ 


4.  f(x)  =  \x  +  sen  x,  0  <  x  <  2tt 

5.  ^(d)  =  sen2#,  —it/ 2  <  0  <  tt/2 

6.  r(z)  =  Z4  +  4 


7.  f(x) 


x2  +  4 


8-  g(z) 


1  +  z2 


9.  h(y)  =  y2  -  ^ 

3x  +  1 
10.  f{x)  =  ~y~ 
x  +  1 


En  los  problemas  del  II  al  20  encuentre  los  puntos  crlticos  y  utilice  la 
prueba  que  elija  para  decidir  cuales  puntos  crlticos  dan  un  valor  maxi- 
mo  local  y  cuales  dan  un  valor  tnlnimo  local,  i Cuales  son  estos  valores 
maximos  y  mlnimos  locales? 


11.  /( x)  =  x 3  -  3x 
13.  H{x)  =  x4  —  2x3 
15.  g(t)  =  7T  -  (t  -  2)2/3 

17.  /(/)  =  f  -  y,  t  *  0 


12.  g(x)  =  x4  +  x2  +  3 
14.  f(x)  =  (x  -  2)5 


16.  r(s)  =  3s  +  s2/s 


18.  fix) 


Vx2  +  4 


.  ,  .  cos  8 

19.  A  O  = - ,  0  <  8  <  2tt 

v  '  1  +  sen  8 


20.  giO)  =  | sen  0 1,0  <  8  <  2tt 


En  los  problemas  del  21  al  30  determine,  si  es  posible,  los  valores  maximo 
y  mlnimo  ( globales )  de  lafuncion  dada  en  el  intervalo  que  se  indica. 


21.  fix)  =  sen2  2x  en  [0, 2] 

2x 

22.  fix)=~ - en  [0,  oo) 

x2  +  4 

x2 

23.  g(.v)  =  —t - en  [0,  oo) 

x3  +  32  L  ’ 

24.  Mx)  =  — ^ - en  f0,  oo) 

25.  Fix)  =  bVx  -  4xen[0,4] 

26.  Fix)  =  6Vx  —  4x  en  [0,  oo) 


64  27 

27.  fix)  — - 1 - en  (0,  tt/2) 


28.  gix)  =  r  + 


sen  x  cos  x 
16x2 


(8  -  x)2 

29.  Hix)  =  |x2  -  1|  en  [-2.2] 

30.  hit)  =  sen  t2  en  [0, 7r] 


en  (8,  oo) 


En  los  problemas  del  31  al  36  se  da  la  primera  derivada, /'.  Encuentre 
todos  los  valores  de  x  que  hacen  que  la  funcion  f  (a)  tenga  un  mlnimo 
local  y  (b)  un  mctximo  local. 

31.  fix)  =  x3(l  -  x)2 

32-  /'(•*)  =  -(*  “  l)(Jc  “  2)(x  -  3)(x  -  4) 

33.  fix)  =  (x  -  l)2(x  -  2)2(x  -  3)(x  -  4) 

34.  fix)  =  (x  -  l)2(x  -  2)2(x  -  3)2(x  -  4)2 

35.  fix)  =  (x  -  A)2ix  —  B)2,  A  *  B 

36.  fix)  =  x(x  -  A)ix  —  B).  0  <  A  <  B 

En  los  problemas  del  37  al  42  bosqueje  una  grafica  de  una  funcion  con 
las  propiedades  dadas.  Si  es  imposible  graficar  tal  funcion ,  entonces 
indique  esto  y  justifique  su  respuesta. 

37.  /es  diferenciable,  tiene  dominio  [0, 6]  y  dos  maximos  locales 
y  dos  minimos  locales  en  (0, 6). 

38.  / es  diferenciable,  tiene  dominio  [0, 6],  asf  como  tres  maximos 
locales  y  dos  minimos  locales  en  (0, 6). 

39.  /es  continua,  pero  no  es  necesariamente  diferenciable,  tiene 
dominio  [0,6]  y  un  minimo  local  y  un  maximo  local  en  (0, 6). 

40.  /es  continua,  pero  no  es  necesariamente  diferenciable,  tiene 
dominio  [0, 6],  asf  como  un  minimo  local,  y  no  tiene  maximo  local  en 
(0,6). 

41.  /  tiene  dominio  [0,  6],  pero  no  es  necesariamente  continua; 
tiene  tres  maximos  locales  y  carece  de  minimo  local  en  (0, 6). 

42.  /tiene  dominio  [0,  6],  pero  no  es  necesariamente  continua; 
tiene  dos  maximos  locales  y  no  tiene  minimo  local  en  (0, 6). 

43.  Considere  fix)  =  Ax2  +  Bx  +  C,  con  A  >  0.  Demuestre  que 
f(x)  >  0  para  toda  x  si  y  solo  si  B 2  -  4 AC  s  0. 

44.  Considere  f(x)  =  Ax3  +  Bx2  +  Cx  +  D,  con  A  >  0.  Demues¬ 
tre  que  /  tiene  un  maximo  local  y  un  minimo  local  si  y  solo  si 
B2  —  3400. 

45.  ^Que  conclusiones  puede  sacar  respecto  a  /,  con  base  en  la 
informacion  de  que /'(c)  =/"(c)  =  0  y  /"(c)  >  0? 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  maximo  2.  maxi¬ 
mo;  minimo  3.  maximo  4.  maximo  local;  minimo  local;  0. 
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3.4 

Problemas  practicos 


Figure  3 


Con  base  eii  los  ejemplos  y  la  teoria  desarrollada  en  las  primeras  tres  secciones  de  este 
capitulo,  sugerimos  el  siguiente  metodo  paso  a  paso  que  puede  aplicarse  a  muchos  pro¬ 
blemas  practicos  de  optimization.  No  lo  siga  ciegamente;  con  frecuencia,  el  sentido  co- 
mun  sugiere  un  enfoque  alterno  o  la  omision  de  algunos  pasos. 

Paso  1:  Haga  un  dibujo  del  problema  y  asigne  variables  idoneas  para  las  cantidades 
importantes. 

Paso  2:  Escriba  una  formula  para  la  funcion  objetivo  Q  que  se  maximizara  o  minimi- 
zara,  en  terminos  de  las  variables  del  paso  1. 

Paso  3:  Utilice  las  condiciones  del  problema  para  eliminar  todas,  excepto  una  de  estas 
variables,  y  por  consiguiente  expresar  a  Q  como  una  funcion  de  una  sola  variable. 

Paso  4:  Encuentre  los  puntos  criticos  (fronterizos,  estacionarios,  singulares). 

Paso  5:  Sustituya  los  valores  criticos  en  la  funcion  objetivo  o  bien  utilice  la  teoria  de 
la  ultima  seccion  (es  decir,  los  criterios  de  la  primera  o  segunda  derivada)  para  deter- 
minar  el  maximo  o  el  minimo. 

Use  siempre  su  intuition  para  obtener  alguna  idea  de  cual  debe  ser  la  solution  del 
problema.  Para  muchos  problemas  fisicos  puede  tener  una  estimation  aproximada 
del  valor  optimo  antes  de  que  comience  a  realizar  los  detalles. 

^JEJEMPLO  T]  Una  caja  rectangular  se  fabrica  con  una  pieza  de  carton  de  24  pul- 
gadas  de  largo  por  9  de  ancho,  de  la  cual  se  cortan  cuadrados  identicos  a  partir  de  las 
cuatro  esquinas  y  se  doblan  los  lados  hacia  arriba,  como  se  muestra  en  la  figura  1 .  De¬ 
termine  las  dimensiones  de  la  caja  de  volumen  maximo.  ^Cual  es  este  volumen? 

SOLUCION  Sea  *  el  ancho  del  cuadrado  que  se  cortara  y  V  el  volumen  de  la  caja  re- 
sultante.  Entonces 

V  =  x(9  -  2*) (24  -  2x)  =  216*  -  66x2  +  4*3 

Ahora,*  no  puede  ser  menor  que  0  ni  mayor  que  4.5.  Por  lo  tanto,  nuestro  problema  es 
maximizar  V  en  [0,4.5].  Los  puntos  estacionarios  se  determinan  haciendo  dV/dx  igual 
a  0  y  resolviendo  la  ecuacion  resultante: 

—  =  216  -  132*  +  12*2  =  12(18  -  11*  +  *2)  =  12(9  -  *)(2  -  *)  =  0 
dx 

Esto  da  *  =  2  o  *  =  9,  pero  9  no  esta  en  el  intervalo  [0, 4.5],  Vemos  que  solo  existen  tres 
puntos  criticos,  0, 2  y  4.5.  En  los  puntos  fronterizos  0  y  4.5,  V=  0;  en  2,  V=  200.  Conclui- 
mos  que  la  caja  tiene  un  volumen  maximo  de  200  pulgadas  cubicas,  si  *  =  2,  esto  es,  si  la 
caja  es  de  20  pulgadas  de  largo,  5  de  ancho  y  2  de  profundidad.  * 

A  menudo  es  util  graficar  la  funcion  objetivo.  Dibujar  funciones  puede  hacerse 
con  facilidad  con  una  calculadora  grafica  o  un  CAS  (del  ingles  computer  algebra  sis- 
tem:  sistema  de  algebra  computacional).  La  figura  2  muestra  una  grafica  de  la  funcion 
V(x)  =  216*  —  66*2  +  4*3.  Cuando  *  =  0,  V(x)  es  igual  a  cero.  En  el  contexto  de  los 
dobleces  de  la  caja,  esto  significa  que  cuando  el  ancho  de  las  esquinas  recortadas  es 
cero  no  hay  que  doblar  hacia  arriba,  de  modo  que  el  volumen  es  cero.Tambien,  cuando 
*  =  4.5,  el  pedazo  de  carton  se  dobla  a  la  mitad,  de  modo  que  no  tiene  base;  esta  caja 
tambien  tendra  volumen  cero.  Por  lo  tanto,  U(0)  =  0  y  U(4.5)  =  0.  El  mayor  volumen  de¬ 
be  alcanzarse  para  algun  valor  de  *  entre  0  y  4.5.  La  grafica  sugiere  que  el  volumen  ma¬ 
ximo  es  cuando  *  es  alrededor  de  2;  por  medio  de  calculo.  podemos  determinar  que  el 
valor  exacto  de  *  que  maximiza  el  volumen  de  la  caja  es  *  =  2. 

BTeJEMPLO'2  Un  granjero  tiene  100  metros  de  cerca  de  alambre  con  la  cual  pla- 
nea  construir  dos  corrales  adyacentes,  como  se  muestra  en  la  figura  3.  ^Cuales  son  las 
dimensiones  que  encierran  el  area  maxima? 
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SOLUOON  Sea  x  el  ancho  y  y  el  largo  del  area  total  encerrada,  ambas  en  metros. 
Como  hay  100  metros  de  cerca,  3%  +  2y  =  100;  es  decir, 

y  =  50  — 

El  area  total  A  esta  dada  por 

A  =  xy  =  50%  —  \x2 

Como  debe  haber  tres  lados  de  longitud  x ,  vemos  que  0  £  x  ■<>  ^y.  Asl,  nuestro  pro- 
blema  es  maximizar  A  en  [0,  y  ].  Ahora 


dA 

dx 


50  -  3x 


Cuando  igualamos  50  —  3%  a  cero  y  resolvemos,  obtenemos  x  =  y  como  un  punto  esta- 
cionario.  Asl,  existen  tres  puntos  crlticos:  0,  y,  y  'y.  Los  dos  puntos  fronterizos  0  y 
yy  dan  A  =  0,  mientras  que  x  =  y  da  A  »  416.67.  Las  dimensiones  deseadas  son  x  =  y 
~  16.67  metros  y  y  =  50  —  f  (y)  =  25  metros. 

El  ^.Es  razonable  esta  respuesta?  SI.  Esperarlamos  utilizar  mas  de  la  cerca  dada 
en  la  direction  y  que  en  la  direction  x,  ya  que  en  la  primera  se  esta  cercando  dos  veces, 
mientras  que  en  la  segunda  esta  cercandose  tres.  * 


gg EJEMPLO 3 ]  Encuentre  las  dimensiones  del  cilindro  circular  recto  de  volumen 
maximo  que  puede  inscribirse  en  un  cono  circular  recto  dado. 


SOLUCION  Sea  a  la  altura  y  b  el  radio  de  la  base  del  cono  dado  (ambas  constantes). 
Denotese  por  h,ryV  la  altura,  el  radio  y  el  volumen,  respectivamente,  de  un  cilindro 
inscrito  (vease  la  figura  4). 

El  Antes  de  proceder,  apliquemos  un  poco  de  intuition.  Si  el  radio  del  cilindro 
fuese  cercano  al  radio  de  la  base  del  cono,  entonces  el  volumen  del  cilindro  serla  cercano 
a  cero.  Ahora,  imagine  cilindros  inscritos  cuya  altura  aumenta,  pero  su  radio  disminu- 
ye.  Al  principio,  los  volumenes  aumentarfan  a  partir  de  cero,  pero  despues  disminuirfan 
hacia  cero  cuando  la  altura  de  los  cilindros  fuese  cercana  a  la  altura  del  cono.  De 
manera  intuitiva,  el  volumen  debe  ser  maximo  para  algiin  cilindro.  Puesto  que  en  la 
formula  del  volumen  el  radio  se  eleva  al  cuadrado,  cuenta  mas  que  la  altura  y  espe- 
rarlamos  r  >  h  en  el  maximo. 

El  volumen  del  cilindro  inscrito  es 

V  =  nr2h 


Por  semejanza  de  triangulos 

a  —  h  _  a 
r  ~  ~  b 

que  da 


Algebra  y  geometrfa 

Siempre  que  le  sea  posible,  trate  de 
ver  el  problema  desde  los  dos  puntos 
de  vista,  geometrico  y  algebraico. 

El  ejemplo  3  es  un  buen  ejemplo 
mediantc  el  cual  esta  clase  de  enfoque 
se  prcsta  para  tener  una  idea  del 
problema. 


Cuando  sustituimos  esta  expresion  para  h  en  la  formula  para  V,  obtenemos 


Queremos  maximizar  V  para  r  en  el  intervalo  [0,  b\.  Ahora, 


dV  „  a  j  /  3  \ 

- =  Avar  —  3n  r~  =  i Tar\  2  —  y r 

dr  b  \  b  J 

Esto  produce  los  puntos  estacionarios  r  =  0  y  r  =  2b/3,  dandonos  a  considerar  tres  pun¬ 
tos  crlticos  en  [0.  b\.  0, 2b/3  y  b.  Como  se  esperaba,  r  =  0  y  r  =  b  dan  un  volumen  de  ce¬ 
ro.  Asf,  r  =  26/3  tiene  que  dar  el  volumen  maximo.  Cuando  sustituimos  este  valor  para 


E  F  C 

w 

b 


Figura  6 


. f . 

6  pies 

_L 
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r  en  la  ecuacion  que  relaciona  r  con  h ,  encontramos  que  h  =  a/3.  En  otras  palabras,  el  ci- 
lindro  inscrito  que  tiene  mayor  volumen  es  cuando  su  radio  es  dos  tercios  del  radio  de 
la  base  del  cono  y  su  altura  es  un  tercio  de  la  altura  del  cono.  * 

H  I'J  I.MPLO  4  Suponga  que  un  pez  nada  rfo  arriba  con  velocidad  relativa  al  agua 
v  y  que  la  corriente  del  rio  tiene  velocidad  — vc  (el  signo  negativo  indica  que  la  veloci¬ 
dad  de  la  corriente  es  en  direction  opuesta  a  la  del  pez).  La  energia  empleada  en  re- 
correr  una  distancia  d  a  contracorriente  es  directamente  proporcional  al  tiempo 
requerido  para  recorrer  la  distancia  d  y  el  cubo  de  la  velocidad.  ^Que  velocidad  v  mini- 
miza  la  energfa  empleada  en  nadar  esta  distancia? 

SOLUCION  La  figura  5  ilustra  la  situation.  Como  la  velocidad  del  pez  a  contraco¬ 
rriente  es  v  —  vc,  tenemos  d=(v  —  vc)t,  donde  t  es  el  tiempo  requerido.  Asi,  t  =  d/(v  - 
vc).  Por  lo  tanto,  para  un  valor  fijo  de  v,  la  energia  requerida  para  que  el  pez  recorra  la 
distancia  d  es 


E(v)  =  k 


V  —  Vr 


„3  _ 


kd- 


V  -  Vr 


El  dominio  para  la  funcion  E  es  el  intervalo  abierto  (v„  oo).  Para  determinar  el  valor  de 
v  que  minimiza  la  energia  requerida  hacemos  E\v)  =  0  y  despejamos  a  v: 


E'(v)  =  kd 


( v  -  vc)3v2  -  u3(l)  _  kd 
( v  -  vc)2  ( v  -  vc) 


;v2(2v  —  3vc)  =  0 


El  unico  punto  critico  en  el  intervalo  (vc,oo)  se  determina  resolviendo  2v  —  3vc  =  0,  que 
3 

lleva  at  =  —vc.  El  intervalo  es  abierto.  por  lo  que  no  existen  puntos  fronterizos  que 

verificar.  El  signo  de  E\v)  depende  por  completo  de  la  expresion  2v  -  3vc,  ya  que  las 

3 

otras  expresiones  son  positivas.  Si  v  <  —vc,  entonces  2v  -  3vc  <  0,  por  lo  que  E  es 

3  3 

decreciente  a  la  izquierda  de  —  vc.  Si  v  >  —  vc,  entonces  2v  —  3vc  >  0,  por  lo  que  E  es  cre- 
3 

ciente  a  la  derecha  de  —  vc.  Por  lo  tanto,  con  base  en  la  prueba  de  la  primera  deri- 
3 

vada,n  =  -  vc  produce  un  minimo  local.  Ya  que  este  es  el  unico  punto  critico  en  el 

intervalo  (vc,  oo),  esto  debe  dar  un  minimo  global.  Por  lo  tanto,  la  velocidad  que  mini¬ 
miza  la  energia  empleada  es  una  y  media  veces  la  rapidez  de  la  corriente.  (9 


g  HIM  IMP  S  i  Un  pasillo  de  6  pies  de  ancho  da  vuelta  en  angulo  recto.  (;Cual  es 
la  longitud  de  la  varilla  delgada  mas  larga  que  puede  transportarse  alrededor  de  la  es- 
quina,  suponiendo  que  la  varilla  no  puede  doblarse? 

SOLUCION  La  varilla  tocara  apenas  la  esquina  interna  de  la  vuelta  y  las  paredes  ex- 
teriores  del  pasillo.  Como  se  sugiere  en  la  figura  6,  sean  a  y  b  las  longitudes  de  los  seg- 
rnentos  AB  y  BC,  y  sea  6  la  medida  de  los  angulos  Z  DBA  y  Z  FCB.  Considere  los  dos 
triangulos  rectangulos  semejantes  A ADB  y  A BFC;  estos  tienen  hipotenusas  a  y  b, 
respectivamente.  Un  poco  de  trigonometria  aplicada  a  estos  angulos  da 

6  6 

a  = - =  6  sec  8  y  b  = -  =  6  esc  8 

cos  9  sen  9 

Observe  que  el  angulo  9  determina  la  position  de  la  varilla.  Asi  que  la  longitud  total  de 
la  varilla  en  la  figura  6  es 

L(8)  =  a  +  b  =  6  sec  9  +  6  esc  0 


El  dominio  para  9  es  el  intervalo  abierto  (0,  tt/2).  La  derivada  de  L  es 
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=  sen  0 


s v  =  cos  6 


Figura  7 


L'(8)  =  6  sec  0  tan  0-6  esc  0  cot  0 

_  (  sen  0  cos  0  \ 

\cos20  sen20/ 
sen3  0  —  cos3  0 

-  6  ~  J 

sen  0  cos"  0 

Por  lo  tanto  L\6)  =  0  siempre  que  sen3  0  —  cos3  0  =  0.  Esto  lleva  a  sen  0  =  cos  0.  El 
linico  angulo  en  (0,  tt/2)  para  el  que  sen  9  =  cos  8  es  el  angulo  7t/4  (vease  la  figura  7). 
Nuevamente  aplicamos  la  prueba  de  la  primera  derivada.  Si  0  <  9  <  7r/4,  entonces  sen 
9  <  cos  8  (otra  vez  vease  la  figura  7),  de  modo  que  sen3  8  —  cos3  8  <  0.  Por  lo  tanto, 
L(8)  es  decreciente  en  (0,  tt/4).  Si  ir/4  <  0  <  -jr/2,  entonces  sen  0  >  cos  0,  por  lo  que  sen3 
0  -  cos3  0  >  0.  Asf,  L(0)  es  creciente  en  (7r/4,  tt/2).  Con  base  en  el  criterio  de  la  prueba 
de  la  primera  derivada,  0  =  7r/4  produce  un  minimo.  No  obstante,  el  problema  pre- 
gunta  por  la  varilla  mas  larga  que  puede  dar  la  vuelta  alrededor  de  la  esquina.  Como  lo 
indica  la  figura  8,  en  realidad  determinamos  la  varilla  mas  corta  que  satisface  las  conditio¬ 
ns  de  la  figura  6;en  otras  palabras,  determinamos  la  varilla  mas  corta  que  no  da  vuelta  al¬ 
rededor  de  la  esquina.  Por  lo  tanto,  la  varilla  mas  larga  que  puede  dar  la  vuelta  alrededor 
de  la  esquina  esL(-7r/4)  =  6  sec  ir/4  +  6  esc  tt/4  =  12  V2  «  16.97  pies.  ■ 


. 

// 

-e, 

V 

// 

9  cerca  de  cero. 

// 

0  =  3 

0  cerca  de  - 

Varilla  muy  larga 

z 

Varilla  optima 

Varilla  muy  larga 

(no  cabe) 

(cabe  justo) 

/ 

(no  cabe) 

Figura  8 


Resorte  sin  estirar 


Resorte  estirado  una  distancia  x 
Figura  9 


Distancia  alargada,  x 
(metros) 

Fuerza  y  ejercida  por 
el  resorte  (newtons)  [ 

0.005 

I  8  | 

0.010 

|  17 

i  0.015 

S  22  1 

]  0.020 

l  32 

0.025 

j  36 

Mmimos  cuadrados  (opcional)  Existen  varios  fenomenos  fi'sicos,  economicos, 
y  sociales  en  los  que  una  variable  es  proporcional  a  otra.  Por  ejemplo,  la  segunda  Ley  de 
Newton  establece  que  la  fuerza  F  sobre  un  objeto  de  masa  m  es  proporcional  a  su  ace- 
leracion  a  ( F  =  ma ).  La  Ley  de  Hooke  dice  que  la  fuerza  que  se  ejerce  sobre  un  resorte 
es  proporcional  a  la  distancia  que  este  se  alarga  (F  =  kx).  (La  Ley  de  Hooke  a  veces  se 
da  como  F  =  —kx,  con  el  signo  menos  indicando  que  la  fuerza  esta  en  la  direction  con- 
traria  al  alargamiento.  Por  ahora,  ignoraremos  el  signo  de  la  fuerza).  Los  costos  de  fa¬ 
brication  son  proporcionales  al  numero  de  unidades  producidas.  El  numero  de 
accidentes  automovilisticos  es  proportional  al  volumen  del  transito.  Estos  son  modelos 
y  en  un  experimento,  en  rara  ocasion,  encontramos  que  los  datos  observados  se  ajustan 
al  modelo  de  manera  exacta. 

Suponga  que  observamos  la  fuerza  ejercida  por  un  resorte  cuando  se  alarga  x  cen- 
tfmetros  (vease  la  figura  9).  Por  ejemplo,  cuando  alargamos  el  resorte  0.5  centfmetros 
(0.005  metros),  observamos  una  fuerza  de  8  newtons,  cuando  lo  alargamos  1.0  centfme- 
tro,  observamos  una  fuerza  de  17  newtons,  y  asf  sucesivamente.  La  figura  10  muestra 
observaciones  adicionales  y  la  figura  1 1  muestra  una  grafica  de  los  pares  ordenados  (x„ 
y;),  donde  x,  es  la  distancia  que  se  estira  y  y,  es  la  fuerza  que  se  ejerce  sobre  el  resorte. 
Una  grafica  como  esta,  de  los  pares  ordenados,  se  denomina  grafica  de  dispersion  o 
diagrama  de  dispersion. 

Generalizamos  el  problema  en  uno  donde  se  nos  dan  n  puntos,  (jcj, ^i).  (*2, 

(x„.  v„).  Nuestro  objetivo  es  encontrar  una  recta  que  pase  por  el  origen  y  que  se  ajuste 
mejor  a  estos  puntos.  Antes  de  continuar,  debemos  introducir  la  notation  sigma  (S). 

n 

El  sfmbolo  ^  o,  representa  la  suma  de  los  numeros  ah  a2,...,  an.  Por  ejemplo, 

1=1 


Figura  10 
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Figura  1 1 


3  n 

2'2  =  l2  +  22  +  32  =  14  y  2  x,y,  =  x,y,  +  x2y2  +  •  •  •  +  x„yn 

i)  i=i 

En  el  segundo  caso,  primero  multiplicamos  x,  y  y;  y  despues  sumamos. 

Para  encontrar  la  recta  que  se  ajuste  mejor  a  estos  puntos,  debemos  especificar  co- 
mo  mediremos  el  ajuste.  Nuestra  recta  que  mejor  se  ajusta,  y  que  pasa  por  el  origen,  se 
define  como  aquella  que  minimiza  la  suma  del  cuadrado  de  las  distancias  verticales  entre 
(xi,yj)  y  la  recta  y  =  bx.  Si  (Xj,y)  es  un  punto  del  conjunto  de  datos,  entonces  (x,.  bx)  es 
el  punto  sobre  la  recta  y  =  bx  que  se  encuentra  directamente  arriba  o  abajo  de  (x„y,j.  Por 
lo  tanto,  la  distancia  vertical  entre  (x„  y)  y  (x,,  bx)  es  y,  -  bx, .  (Vease  la  figura  12).  Asi, 
la  distancia  al  cuadrado  es  (y,  —  bx)2.  El  problema  es  encontrar  el  valor  de  b  que  mini¬ 
miza  la  suma  de  los  cuadrados  de  estas  diferencias.  Si  definimos 

•5=2  (ll  “  bxif 

i~  1 


entonces  debemos  encontrar  el  valor  de  b  que  minimiza  S.  Este  es  un  problema  de  mi- 
nimizacion,  como  los  que  se  encontraron  antes.  Sin  embargo,  tenga  en  mente  que  las 
parejas  ordenadas  (xhy),  i  =  1,2,...,  n  estan  fijos\  en  este  problema  la  variable  es  b. 

Procedemos  como  antes  a  encontrar  dS/db,  igualando  el  resultado  a  cero  y  resol- 
viendo  para  b.  Como  la  derivada  es  un  operador  lineal,  tenemos 


dS 

db 


=  TbWy'  ~  b“] 


2 


=  %Tb{y‘  -  bx‘f 

=  X ) (  j)  o,  -  bx, ) ) 


Figura  12 


n 


=  ~2^Xi(yi  -  bx ,) 
i=i 


Al  igualar  este  resultado  a  cero  y  al  resolver  se  obtiene 

0  =  -2  2  •*<(>'/  ~  bxi) 
1  =  1 

0  =  2xAi  -  b^xj 

i= 1  i=l 

n 

b  =  — - 

7  =  1 


Para  ver  que  esto  da  un  valor  minimo  para  S  observamos  que 


d2S 

db2 


n 


2^x1 


que  siempre  es  positiva.  No  hay  puntos  fronterizos  que  verificar.  Asi,  por  el  criterio  de 

n  In 

la  segunda  derivada,  concluimos  que  la  recta  y  =  bx ,  con  £>  =  2  x  Ai  /  2  es  rec' 

ta  que  mejor  ajusta,  en  el  sentido  de  minimizar  S.  La  recta  y  =  bx  se  denomina  recta  de 
minimos  cuadrados  que  pasa  por  el  origen. 


EJEMPLO  6  Encuentre  la  recta  de  minimos  cuadrados  que  pasa  por  el  origen 


para  los  datos  del  resorte  en  la  figura  10. 
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Figura  1 5 


SOLUCION 

_  0.005  •  8  +  0.010  •  17  +  0.015  •  22  +  0.020  •  32  +  0.025  •  36 
0.0052  +  0.0102  +  0.0152  +  0.0202  +  0.0252 

~  1512.7 

Por  lo  tanto,  la  recta  de  minimos  cuadrados  que  pasa  por  el  origen  es  y  =  1512. lx  y  se 
muestra  en  la  figura  13.  Por  consiguiente,  la  estimation  de  la  constante  del  resorte  es 
k  =  1512.7  i» 

Para  la  mayor  parte  de  los  problemas  de  ajuste  de  rectas,  no  es  razonable  suponer 
que  la  recta  pase  por  el  origen.  Una  suposicion  mas  razonable  es  que  y  este  relaciona- 
da  con  x  por  medio  de  y  =  a  +  bx.  Sin  embargo,  en  este  caso  la  suma  de  cuadrados  es 
una  funcion  de  a  y  b,  por  lo  que  nos  enfrentamos  con  el  problema  de  minimizar  una 
funcion  de  dos  variables,  un  problema  que  abordaremos  en  el  capitulo  12. 

Aplicaciones  a  la  economia  (opt  ional)  Considere  una  empresa  comun,  la 
compania  ABC.  Por  simplicidad,  suponga  que  ABC  produce  y  comercia  un  solo 
producto;  podrian  ser  aparatos  de  television,  baterfas  para  automoviles  o  barras  de  ja- 
bon.  Si  vende  x  unidades  del  producto  en  un  periodo  fijo  (por  ejemplo,  un  ano),  podria 
cobrar  un  precio,  p(x),  por  cada  unidad.  En  otras  palabras,p(x)  es  el  precio  requerido 
para  atraer  una  demanda  de  x  unidades.  El  ingreso  total  que  ABC  puede  esperar  esta 
dado  por  R(x)  =  xp(x ),  el  numero  de  unidades  por  el  precio  unitario. 

Para  producir  y  vender  x  unidades,  ABC  tendra  un  costo  total.  C(x).  Por  lo  regular, 
es  la  suma  de  un  costo  fijo  (material  de  oficina,  impuestos  a  la  propiedad,  etcetera)  mas 
un  costo  variable  que  depende  del  numero  de  unidades  producidas. 

El  concepto  clave  para  la  compania  es  la  utilidad  (ganancia)  total,  P(x).  Solo  es  la 
diferencia  entre  el  ingreso  y  el  costo;  es  decir, 

P(x)  =  R(x)  -  C(x)  =  xp(x)  -  C(x) 

Ordinariamente,  una  compania  busca  maximizar  su  ganancia  total. 

Existe  una  caracterfstica  que  tiende  a  distinguir  los  problemas  en  economia  de  los 
correspondientes  a  las  ciencias  fisicas.  En  la  mayorfa  de  los  casos,  los  productos  de 
ABC  seran  unidades  discretas  (usted  no  puede  fabricar  o  vender  8.23  aparatos  de  televi¬ 
sion  o  v  baten'as  para  automovil).  Asi,  por  lo  general  las  funciones  R(x),  C(x )  y  P(x)  solo 
estan  definidas  para  x  =  0,  1,2,...  y.  en  consecuencia,  sus  graficas  consisten  en  puntos 
discretos  (vease  la  figura  14).  Para  hacer  que  las  herramientas  de  calculo  esten  disponi- 
bles.conectamos  estos  puntos  por  medio  de  una  curva  suave  (vease  la  figura  15),  con  lo 
cual  pretendemos  que  R,  C  y  P  sean  funciones  derivables.  Esto  ilustra  un  aspecto  de  la 
modelacion  matemdtica  que  casi  siempre  es  necesario,  en  especial  en  economia.  Para 
modelar  problemas  del  mundo  real,  debemos  hacer  suposiciones  que  lo  simplifiquen. 
Esto  significa  que  las  respuestas  que  obtengamos  son  solo  aproximaciones  de  las  res- 
puestas  que  buscamos;  esta  es  una  de  las  razones  por  las  que  la  economia  es  algo  me- 
nos  que  una  ciencia  perfecta.  Un  conocido  estadistico  una  vez  dijo:  ningun  modelo  es 
exacto,  pero  muchos  son  utiles. 

Un  problema  relacionado  para  un  economista  es  como  obtener  formulas  para  las 
funciones  C(x)  y  p(x).  En  un  caso  sencillo,  C(x)  podria  tener  la  forma 


Figura  16 


C(x)  =  10,000  +  50x 

Si  es  asi,  $10,000  es  el  costo  fijo  y  $50x  es  el  costo  variable,  sobre  la  base  de  que  hay  un 
costo  directo  de  $50  por  cada  unidad  producida.  Tal  vez  una  situacion  mas  comun  sea 

Ci(x)  =  10,000  +  45 x  +  100 Vx 

Ambas  funciones  de  costo  se  muestran  en  la  figura  16. 

La  funcion  de  costo  C(x)  indica  que  el  costo  de  fabricacion  de  una  unidad  adicio- 
nal  es  el  mismo,  sin  importar  cuantas  unidades  se  hayan  fabricado.  Por  otra  parte,  la 
funcion  de  costo  C|(x)  indica  que  el  costo  de  fabricacion  de  unidades  adicionales  au- 
menta,  pero  a  una  tasa  decreciente.  Por  lo  tanto,  Cj(x)  permite  lo  que  los  economistas 
denominan  economias  de  escala. 

La  seleccion  de  funciones  adecuadas  para  modelar  costo  y  precio  no  es  una  tarea 
sencilla.  A  veces,  pueden  inferirse  de  las  hipotesis  basicas.  En  otros  casos,  un  estudio 
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Figura  17 


Vocabulario  de  economi'a 

Ya  que  la  economi'a  tiende  a  ser  un 
estudio  de  fenomenos  discretos,  su 
profesor  de  economi'a  puede  definir 
el  costo  marginal  en  x  como  el  costo 
de  producir  una  unidad  adicional; 
esto  es,  como 

C(x  +  1)  -  C(x) 

En  el  modelo  matematico,  este 
numero  sera  muy  cercano  en  valor  a 
dCldx ,  y  puesto  que  el  ultimo  es  un 
concepto  principal  en  calculo,  elegi- 
mos  tomarlo  como  la  definition  de 
costo  marginal.  Se  tienen  enunciados 
similares  para  ingreso  marginal  y 
utilidad  marginal. 


cuidadoso  de  la  historia  de  la  companfa  sugerira  opciones  razonables.  Algunas  veces, 
simplemente  debemos  hacer  conjeturas  inteligentes. 

Uso  de  la  palabra  marginal  Suponga  que  la  empresa  ABC  conoce  su  funcion 
de  costo  C(x)  y  que  tiene  planeado,  tentativamente,  producir  2000  unidades  este  ano. 
Nos  gustarfa  determinar  el  costo  adicional  por  unidad,  si  ABC  aumenta  un  poco  su 
produccion.  Por  ejemplo,  ^serfa  menor  que  el  ingreso  adicional  por  unidad?  Si  es  asf, 
tendrfa  un  buen  sentido  economico  aumentar  la  produccion. 

Si  la  funcion  de  costo  es  la  que  se  muestra  en  la  figura  17,  nos  estariamos  pregun- 
tando  por  el  valor  de  AC/Ax  cuando  Ax  =  1 .  Pero  esperamos  que  esto  estara  muy  cerca 
del  valor  de 


AC 

ltm  — — 

Aa— *o  Ax 


cuando  x  =  2000.  Este  h'mite  se  denomina  costo  marginal.  Los  matematicos  reconoce- 
mos  esto  como  dC/dx,  la  derivada  de  C  con  respecto  a  x. 

De  una  manera  similar,  definimos  precio  marginal  como  dp/dx,  ingreso  marginal 
como  dR/dx  y  utilidad  marginal  como  dP/dx. 

Ahora  ilustramos  como  resolver  una  amplia  variedad  de  problemas  economicos. 


§H  EJEMPLO  7  ]  Suponga  que  C(x)  =  8300  +  3.25x  +  40\/x  dd/ares.  Encuentre 
el  costo  promedio  por  unidad  y  el  costo  marginal;  despues  evaluelos  cuando  x  =  1000. 


SOI.UCION 

C(x)  8300  +  3.25x  +  40x1/3 

Costo  promedio; - = - 

x  x 

dC  40 

Utilidad  marginal;  —  •  =  3.25  +  —  x  “/3 
dx  3 


En  x  =  1000,  estos  tiene  los  valores  11.95  y  3.38,  respectivamente.  Esto  significa  que 
producir  las  primeras  1000  unidades  cuesta  $11.95  cada  una,  en  promedio;  producir  un 
ejemplar  adicional,  despues  de  1000,  solo  cuesta  alrededor  de  $3.38.  ■ 


EJEMPLO  8  1  En  la  fabrication  y  venta  de  x  unidades  de  cierto  bien  de  consu- 


mo,  las  funciones  de  precio  p  y  de  costo  C  (en  dolares)  estan  dadas  por 


p(x)  =  5.00  -  0.002x 
C(x)  =  3.00  +  l.lOx 

Encuentre  las  expresiones  para  el  ingreso,  el  costo  y  la  utilidad  marginales.  Determine 
el  nivel  de  produccion  que  producira  la  maxima  utilidad  total. 


SOI.UCION 


R(x)  —  xp(x)  =  5.00x  —  0.002x2 

P{x)  =  R{x)  -  C{x) 

=  -3.00  +  3.90x  -  0.002x2 

Asf,  tenemos  las  derivadas  siguientes: 

Ingreso  marginal: 

=  5  —  0.004x 
dx 

Costo  marginal: 

^=1.1 

dx 

Utilidad  marginal: 

dP  dR  dC  _  _ 

=  — - —  =  3.9  -  0.004x 

dx  dx  dx 
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Para  maximizar  la  utilidad  hacemos  dP/dx  =  0  y  resolvemos.  Esto  da  x  =  975 
como  el  unico  punto  critico  a  considerar.  Este  proporciona  un  maximo,  como  puede 
verificarse  por  medio  del  criterio  de  la  primera  derivada.  La  utilidad  maxima  es 
P(975)  =  $1898.25.  at 

Observe  que  en  x  =  975  tanto  el  ingreso  como  el  costo  marginales  son  $1.10.  En 
general,  una  companfa  debe  esperar  el  nivel  de  utilidad  maxima  cuando  el  costo  de 
producir  una  unidad  adicional  es  igual  al  ingreso  proveniente  de  esa  unidad. 


Revision  de  conceptos 

1.  Si  un  rectangulo  de  area  100  tiene  largo  x  y  anchoy,  entonces 

los  valores  admisibles  para  x  son _ . 

2.  El  perimetro  P  del  rectangulo  de  la  pregunta  1  expresado  en 

terminos  (solo)  de  x  esta  dado  por  P  = _ . 


3.  La  recta  de  rm'nimos  cuadrados  que  pasa  por  el  origen  mini- 

n 

miza  S  =  ^  (  )2 

/=] 

4.  En  economfa,  sc  denomina  _____  y  se  denomina 

ax  ax 


Conjunto  de  problemas  3.4 

1.  Encuentre  dos  numeros  cuyo  producto  sea  -16  y  cuya  suma 
de  sus  cuadrados  sea  minima. 

2.  ^Para  que  numero  la  rafz  cuadrada  principal  excede  en  la 
mayor  cantidad  posible  a  ocho  veces  el  numero? 

3.  (',Para  que  numero  la  rafz  cuarta  principal  excede  en  la  mayor 
cantidad  posible  al  doble  del  numero? 

4.  Encuentre  dos  numeros  cuyo  producto  sea  -12  y  la  suma  de 
sus  cuadrados  sea  minima. 

5.  Encuentre  los  puntos  sobre  la  parabola  y  =  .v3  que  esten  mds 
cerca  al  punto  (0, 5).  Sugerencia:  minimice  el  cuadrado  de  la  distancia 
entre  (x,y)  y  (0,5). 

6.  Encuentre  los  puntos  sobre  la  parabola  x  =  2y2  que  esten  mas 
cerca  al  punto  (10,0).  Sugerencia:  minimice  el  cuadrado  de  la  distan¬ 
cia  entre  (x,y)  y  (10,0). 

7.  <;,Que  numero  excede  a  su  cuadrado  en  la  mayor  cantidad? 
Comience  por  convencerse  de  que  este  numero  esta  en  el  intervalo 
[0,  lj. 

8.  Muestre  que  para  un  rectangulo  de  perimetro  dado  K,  aquel 
de  area  maxima  es  un  cuadrado. 

9.  Determine  el  volumen  de  la  mayor  caja  abierta  que  pueda 
fabricarse  con  una  pieza  de  carton  de  24  pulgadas  cuadradas,  recor- 
tando  cuadrados  iguales  a  partir  de  las  esquinas  y  doblando  hacia 
arriba  los  lados  (vease  el  ejemplo  1 ). 

S  10.  Un  granjero  tiene  80  pies  de  malla  de  alambre  con  la  cual 
planea  encerrar  un  corral  rectangular  a  un  lado  de  su  establo  de  100 
pies  de  largo,  como  se  muestra  en  la  figura  18  (el  lado  a  lo  largo  del 
establo  no  necesita  valla).  ^Cuales  son  las  dimensiones  del  corral  que 
tiene  area  maxima? 


Granero 

jgihfe 

Corral 

X 

y 


Figura  18 

S  11.  El  granjero  del  problema  10  decide  hacer  tres  corrales  iden- 
ticos  con  sus  80  pies  de  malla  de  alambre,  como  se  muestra  en  la  figu¬ 


ra  19.  ),Que  dimensiones  del  area  total  encerrada  hacen  el  area  de  los 
corrales  tan  grande  como  sea  posible? 


Figura  19 


12.  Suponga  que  el  granjero  del  problema  10  tiene  180  pies  de 
cerca  de  alambre  y  quiere  que  el  corral  quede  contiguo  a  todo  el  lado 
del  establo  de  100  pies,  como  se  muestra  en  la  figura  20.  ^.Cuales 
deben  ser  las  dimensiones  para  tener  area  maxima?  Observe  que  en 
este  caso  0  s  x  £  40. 


Figura  20 

13.  Un  granjero  desea  cercar  dos  corrales  rectangulares  identi- 
cos,  cada  uno  con  un  area  de  900  pies  cuadrados,  como  se  muestra  en 
la  figura  21 .  ^Cuales  son  los  valores  de  x  y  y,  de  modo  que  se  requie- 
ra  la  menor  cantidad  de  valla? 


i 

v  y 

i  x  x 

Figura  21  Figura  22 


14.  Un  granjero  desea  cercar  tres  corrales  rectangulares  adya- 
centes  identicos  (vease  la  figura  22),  cada  uno  con  un  area  de  300  pies 
cuadrados.  ^Cuales  deben  ser  el  ancho  y  el  largo  de  cada  corral,  de 
modo  que  se  ocupe  la  menor  cantidad  de  valla? 

15.  En  el  problema  14,  suponga  que  la  cerca  exterior  de  los  co¬ 
rrales  requiere  una  valla  mas  firme  que  cuesta  $3  por  pie,  pero  que 
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las  dos  particiones  internas  necesitan  una  cerca  que  cuesta  solo  $2 
por  pie.  iQue  dimensiones  de  x  y  y  produciran  el  costo  mas  economi- 
co  para  los  corrales? 

16.  Resuelva  el  problema  14,  suponiendo  que  el  area  de  cada  co¬ 
rral  es  de  900  pies  cuadrados.  Estudie  la  solucion  de  este  y  del  proble¬ 
ma  14;  ademas,  haga  una  conjetura  acerca  de  la  razon  x/y  en  todos  los 
problemas  de  este  tipo.  Demuestre  su  conjetura. 

17.  Determine  los puntosPy  £?en la curvay =x2/4,0  s  x  s  2  V”3, 
que  estan  mas  cerca  y  mas  lejos  del  punto  (0,  4).  Sugerencia:  el  alge¬ 
bra  es  mas  sencilla  si  considera  el  cuadrado  de  la  distancia  requerida 
en  lugar  de  la  distancia  misma. 

18.  Un  cono  circular  recto  sera  inscrito  en  otro  cono  circular  rec¬ 
to  de  volumen  dado,  con  los  mismos  ejes  y  con  el  vertice  del  cono  in¬ 
terior  tocando  la  base  del  cono  exterior.  <^Cual  debe  ser  la  razon  entre 
sus  alturas  para  que  el  cono  inscrito  tenga  volumen  maximo? 

@  19.  Una  pequena  isla  esta  a  2  millas  del  punto  mas  cercano,  P,  de 
una  playa  rectilfnea  de.un  gran  lago.  Si  una  mujer  en  la  isla  puede  re¬ 
mar  en  una  lancha  a  3  millas  por  hora  y  caminar  4  millas  por  hora, 
;,en  donde  debe  desembarcar  en  el  bote  para  llegar,  en  el  rnenor 
tiempo,  a  un  pueblo  que  esta  a  10  millas,  medidas  sobre  la  playa,  del 
punto  PI 

OEI  20.  En  el  problema  19  suponga  que,  cuando  llegue  a  la  playa.  la 
mujer  sera  recogida  por  un  automovil  que  promedia  50  millas  por 
hora.  Entonces.  ^en  donde  debe  desembarcar? 

@  21.  En  el  problema  19,  suponga  que  la  mujer  utiliza  una  lancha 
de  motor,  que  viaja  a  20  millas  por  hora.  Entonces,  ^en  donde  debe 
desembarcar? 

22.  Una  central  electrica  esta  situada  en  una  ribera  de  un  rio  rec- 
tilineo  que  tiene  w  pies  de  ancho.  Una  fabrica  esta  situada  en  la  ribe¬ 
ra  opuesta  del  ri'o,  L  pies  rio  abajo  del  punto  A,  que  esta  enfrente  a  la 
central  electrica.  ^Cual  es  la  ruta  mas  economica  para  conectar  un  ca¬ 
ble  de  la  central  a  la  fabrica,  si  cuesta  a  dolares  por  pie  tender  el  ca¬ 
ble  bajo  el  agua  y  b  dolares  por  pie  en  tierra  (a  >  b)l 

23.  A  las  7:00  a.  m.,  un  barco  estaba  a  60  millas  al  este  de  un  se- 
gundo  barco.  Si  el  primer  barco  navega  hacia  el  oeste  a  20  millas  por 
hora  y  el  segundo  navega  con  rumbo  sureste  a  30  millas  por  hora, 
^cuando  estaran  mas  cerca  uno  del  otro? 

24.  Encuentre  la  ecuacion  de  la  recta  que  es  tangente  a  la  elipse 
b2x2  +  cry2  -  a2b2  en  el  primer  cuadrante  y  que  forma  con  los  ejes  de 
coordenadas  el  triangulo  con  menor  area  posible  {ay  b  son  constan- 
tes  positivas). 

25.  Encuentre  el  volumen  maximo  que  puede  tener  un  cilindro 
circular  recto,  si  esta  inscrito  en  una  esfera  de  radio  r. 

26.  Demuestre  que  el  rectangulo  con  perimetro  maximo  que 
puede  inscribirse  en  un  cfrculo  es  un  cuadrado. 

27.  ^Cuales  son  las  dimensiones  de  un  cilindro  circular  recto,  con 
mayor  area  de  superficie,  que  puede  inscribirse  en  una  esfera  de  ra¬ 
dio  r? 

28.  La  iluminacion  en  un  punto  es  inversamente  proporcional  al 
cuadrado  de  la  distancia  del  punto  a  la  fuente  luminosa  y  directamente 
proporcional  a  la  intensidad  de  la  fuente.  Si  dos  fuentes  luminosas  es¬ 
tan  separadas  s  pies  y  sus  intensidades  son  I\  e  /i,  respectivamente, 
^en  que  punto  entre  ellas  la  suma  de  sus  iluminaciones  sera  minima? 

29.  Un  alambre  de  100  centimetres  de  largo  se  corta  en  dos  pe- 
dazos;  uno  se  dobla  para  formar  un  cuadrado  y  el  otro  se  dobla  para 
formar  un  triangulo  equilatero.  <,En  donde  debe  hacerse  el  corte  si 
(a)  la  suma  de  las  dos  areas  debe  ser  minima;  (b)  maxima?  (Cabe  la 
posibilidad  de  no  cortar). 


30.  Una  caja  cerrada  en  forma  de  paralelepipedo  rectangular 
con  base  cuadrada  tiene  un  volumen  dado.  Si  el  material  utilizado  para 
el  fondo  cuesta  20%  mas  por  pulgada  cuadrada  que  el  material  para  los 
lados  y  el  material  de  la  tapa  cuesta  50%  mas  por  pulgada  cuadrada 
que  cada  lado,  encuentre  las  proporciones  mas  economicas  para  la 
caja. 

31.  Un  observatorio  debe  tener  la  forma  de  un  cilindro  circular 
recto,  coronado  por  un  domo  semiesferico.  Si  el  domo  semiesferico 
cuesta  el  doble  por  pie  cuadrado  que  las  paredes  cilindricas.  ^cuales 
son  las  proporciones  mas  economicas  para  un  volumen  dado? 

32.  Una  masa  conectada  a  un  resorte  se  mueve  a  lo  largo  del  eje 
x,  de  modo  que  su  abscisa  en  el  instante  t  es 

x  =  sen  2 1  +  \/?>  cos  2 1 

^Cual  es  la  mayor  distancia  del  origen  que  alcanza  la  masa? 

33.  Una  jardinera  tendra  la  forma  de  un  sector  circular  (una  re¬ 
gion  en  forma  de  rebanada  de  pastel)  de  radio  r  y  angulo  en  el  verti¬ 
ce  de  0.  Encuentre  r  y  6,  si  su  area,  A,  es  constante  y  el  perimetro  es 
minimo. 

34.  Una  barda  de  h  pies  de  altura  corre  paralela  a  un  edificio  alto 
yaw  pies  de  el  (vease  la  figura  23).  Encuentre  la  longitud  de  la  esca- 
lera  mas  corta  que  llegue  del  suelo  hasta  la  pared  del  edificio,  pasan- 
do  por  encima  de  la  barda. 


35.  Un  rectangulo  tiene  dos  vertices  sobre  el  eje  x  y  los  otros  dos 
en  la  parabola y  =  12  - x\ con  y>0  (vease  la  figura  24).  ^Cuales  son 
las  dimensiones  del  rectangulo  de  este  tipo  con  area  maxima? 


(A.  V) 


Figura  24  Figura  25 


36.  Un  rectangulo  se  inscribira  en  un  semici'rculo  de  radio  r ,  co- 
mo  se  muestra  en  la  figura  25.  ^Cuales  son  las  dimensiones  del  rec¬ 
tangulo,  si  su  area  debe  maximizarse? 

37.  De  todos  los  cilindros  circulates  rectos  con  un  area  de  super¬ 
ficie  dada,  determine  aquel  con  el  volumen  maximo.  Observation:  los 
extremos  de  los  cilindros  son  cerrados. 

38.  Determine  las  dimensiones  del  rectangulo  con  mayor  area 
que  puede  inscribirse  en  la  elipse  x~/a2  +  y2/b 2  =  1 . 

39.  De  todos  los  rectangulos  con  una  diagonal  dada,  determine 
aquel  con  el  area  maxima. 
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40.  Un  humidificador  utiliza  un  disco  giratorio  de  radio  r  que  es¬ 
ta  sumergido  parcialmente  en  el  agua.  La  mayor  evaporacion  ocurre 
cuando  la  region  humeda  expuesta  (mostrada  como  la  region  supe¬ 
rior  sombreada  en  la  figura  26)  se  maximiza.  Demuestre  que  esto  su- 
cede  cuando  h  (la  distancia  del  centra  al  agua)  es  igual  a  rj  Vl  +  tt2. 


Figura  26 


41.  Un  canalon  metalico  para  el  agua  de  lluvia  tiene  lados  de  3 
pulgadas  y  un  fondo  horizontal  de  3  pulgadas,  los  lados  forman  an- 
gulos  iguales  0  con  el  fondo  (vease  la  figura  27).  iCual  debe  ser  0 
para  maximizar  la  capacidad  de  desalojo  de  agua  del  canalon?  No- 
ta:  0<fl<  0/2. 


Figura  27 


Figura  28 


42.  Se  fabricara  un  gran  deposito  conico  con  una  pieza  metalica 
circular  con  radio  de  10  metros,  cortando  un  sector  con  angulo  0  y 
luego  soldando  los  lados  rectos  de  la  pieza  restante  (vease  la  figura 
28).  Encuentre  0,  de  modo  que  el  cono  resultante  tenga  el  mayor  vo- 
lumen  posible. 

43.  Con  una  hoja  rectangular  de  carton,  que  mide  5  por  8  pies,  se 
confeccionara  una  caja  con  tapa.  Esto  se  realiza  cortando  las  regio- 
nes  sombreadas  de  la  figura  29  y  luego  doblando  por  las  llneas  dis- 
continuas.  ^Cuales  son  las  dimensiones  x,  y  y  z  que  maximizan  el 
volumen? 
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Figura  29 


44.  Tengo  suficiente  plata  pura  como  para  cubrir  un  area  de  1 
metro  cuadrado  de  superficie.  Planeo  cubrir  una  esfera  y  un  cubo. 
<',Que  dimensiones  deben  tener  si  el  volumen  total  de  los  solidos  pla- 
teados  debe  ser  maximo?  minimo?  (Se  permite  la  posibilidad  de 
que  se  utilice  toda  la  plata  en  un  solido). 

45.  Una  esquina  de  una  tira  angosta  de  papel  se  dobla  de  mane- 
ra  que  toca  exactamente  el  lado  opuesto,  como  se  muestra  en  la  figu¬ 
ra  30.  Con  las  partes  marcadas  como  se  indica,  determine  x  para: 

(a)  maximizar  el  area  del  triangulo  A; 


(b)  minimizar  el  area  del  triangulo  B; 

(c)  minimizar  la  longitud  z. 


h — v— H 


Figura  30 


46.  Determine  0  de  modo  que  el  area  de  la  cruz  simetrica,  que  se 
muestra  en  la  figura  31,  se  maximice.  Despues  encuentre  el  area 
maxima. 


Figura  31 


Figura  32 


lCASJ  47.  Un  reloj  tiene  horario  y  minutero  de  longitudes  h  y  m,  res- 
pectivamente,  con  hsm.  Queremos  estudiar  este  reloj  entre  las  12:00 
y  las  12:30.  Sean  9.<f>y  L,  como  se  muestran  en  la  figura  32,  y  observe 
que  0  aumenta  a  una  razon  constante.  Por  la  ley  de  los  cosenos,  L  = 
L(9)  =  ( h 2  +  m2  —  Him  cos  0)-1^2  y  de  este  modo 


L'(6 )  =  hm(h2  +  m2  -  Ihmcosd)  l^2  sen  0 

(a)  Para  h  =  3  y  m  =  5,  determine  L\  Ly  <j>  en  el  instante  en  que  L' 
es  maxima. 

(b)  Vuelva  a  resolver  la  parte  (a)  cuando  h  =  5y  m  =  13. 

(c)  Con  base  en  las  partes  (a)  y  (b)  haga  conjeturas  con  respecto  a 
los  valores  de  L',  L  y  <j>  al  instante  en  que  las  puntas  de  las  ma- 
necillas  se  separan  mas  rapido. 

(d)  Intente  demostrar  sus  conjeturas. 

EE]  Gd  48.  Un  objeto  que  se  arroja  desde  el  borde  de  un  acantilado 

x2 

de  100  pies,  sigue  la  trayectoria  dada  por  y  =  —  —  +  x  +  100. Un 
observador  se  encuentra  parado  a  2  pies  del  fondo  del  acantilado. 

(a)  Encuentre  la  posicion  del  objeto  cuando  esta  mas  cerca  del  ob¬ 
servador. 

(b)  Encuentre  la  posicion  del  objeto  cuando  esta  mas  lejos  del  ob¬ 
servador. 

EE]  lCASl  49.  La  posicion  de  la  Tierra  en  el  Sistema  Solar,  en  el  instan¬ 
te  r,  medido  en  anos,  puede  describirse  de  forma  aproximada  por  me¬ 
dio  de  /J( 93  cos(2pf),  93  sen(2pr)),  en  donde  el  Sol  esta  en  el  origen  y 
las  distancias  se  miden  en  millones  de  millas.  Suponga  que  un  asteroide 
tiene  posicion  (9(60  cos[27r(1.51f  —  1)],  120  sen[27r(1.51t  —  1)]).  En  el 
periodo  [0,  20]  (es  decir,  en  los  siguientes  20  anos),  ^cuando  estara 
mas  cerca  el  asteroide  de  la  Tierra?  i,Que  tan  cerca  estara? 
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50.  Un  folleto  publicitario  debe  tener  50  pulgadas  cuadradas  pa¬ 
ra  el  espacio  impreso  con  margenes,  superior  e  inferior,  de  2  pulgadas 
cada  uno,  y  cada  margen  lateral  de  una  pulgada.  ^Que  dimensiones 
del  folleto  requeriran  el  menor  papel? 

El  51.  Un  extremo  de  una  escalera  de  27  pies  descansa  en  el  piso  y 
el  otro  esta  apoyado  en  la  parte  superior  de  una  pared  de  8  pies. 
Cuando  el  extremo  inferior  se  empuja  por  el  piso  hacia  la  pared,  la 
parte  superior  sobresale  de  la  pared.  Encuentre  la  maxima  distancia 
horizontal  que  sobresale  el  extremo  superior  de  la  escalera. 

ED  52.  Se  produce  laton  en  rollos  largos  de  una  hoja  delgada.  Para 
controlar  la  calidad,  los  inspectores  seleccionan  al  azar  una  pieza  de 
la  hoja,  miden  su  area  y  enumeran  las  imperfecciones  en  la  superficie 
de  esa  pieza.  El  area  varta  de  pieza  a  pieza.  La  siguiente  tabla  propor- 
ciona  los  datos  del  area  (en  pies  cuadrados)  de  la  pieza  seleccionada 
y  el  numero  de  imperfecciones  encontradas  en  su  superficie. 


Pieza 

Area  en 
pies  cuadrados 

Numero  de  imperfecciones 
en  la  superficie 

1 

1.0 

3 

2 

4.0 

12 

3 

3.6 

9 

4 

1.5 

5 

5 

3.0 

8 

(a)  Haga  un  diagrama  de  dispersion  con  el  area  en  el  eje  horizontal 
y  el  numero  de  imperfecciones  en  el  eje  vertical. 

(b)  ^Le  parece  que  una  recta  que  pasa  por  el  origen  seria  un  buen 
modelo  para  estos  datos?  Explique. 

(c)  Encuentre  la  ecuacion  de  la  recta  de  mrnimos  cuadrados  que  pa¬ 
sa  por  el  origen. 

(d)  Utilice  el  resultado  de  la  parte  (c)  para  predecir  cuantas  imper¬ 
fecciones  en  la  superficie  tendria  una  hoja  con  area  de  2.00  pies 
cuadrados. 

El  53.  Suponga  que  cada  orden  del  cliente  tomada  por  la  companfa 
XYZ  requiere  de  exactamente  5  horas  de  trabajo  para  el  papeleo:  es- 
te  intervalo  de  tiempo  es  fijo  y  no  varfa  de  lote  a  lote.  Entonces,  el  nu¬ 
mero  de  horas  requeridas  y  para  fabricar  y  vender  un  lote  de  tamano 
x  seria: 

y  =  (numero  de  horas  para  producir  un  lote  de  tamano  x)  +  5 

En  la  siguiente  tabla  se  dan  algunos  datos  de  los  estantes  de  la  com¬ 
panfa  XYZ. 


Total  de  horas 


Orden 

Tamano  de  lote,  x 

de  trabajo 

1 

11 

38 

2 

16 

52 

3 

8 

29 

4 

7 

25 

5 

10 

38 

(a)  A  partir  de  la  description  del  problema,  la  recta  de  minimos 
cuadrados  tiene  5  como  su  intersection  con  el  eje  y.  Encuentre 
una  formula  para  el  valor  de  la  pendiente  b  que  minimiza  la  su- 
ma  de  los  cuadrados 

S  =  Sl.V,  ~  (5  +  bXi)f 

i=i 

(b)  Utilice  esta  formula  para  estimar  la  pendiente  b. 

(c)  Utilice  su  recta  de  minimos  cuadrados  para  predecir  el  numero 
total  de  horas  de  trabajo  para  producir  un  lote  que  consiste  en 
15  libreros. 


54.  Los  costos  fijos  mensuales  de  operar  una  planta  que  fabrica 
ciertos  articulos  es  de  $7000,  mientras  que  el  costo  de  fabrication  de 
cada  unidad  es  de  $100.  Escriba  una  expresion  para  C(x),  el  costo  to¬ 
tal  de  producir  x  articulos  en  un  mes. 

55.  El  fabricante  de  los  articulos  del  problema  anterior  estima 
que  pueden  venderse  100  unidades  por  mes,  si  el  precio  unitario  es  de 
$250  y  que  las  ventas  aumentan  en  10  unidades  por  cada  diminution 
de  $5  en  el  precio.  Escriba  una  expresion  para  el  precio  p(n)  y  el  in- 
greso  R(n),  si  se  venden  n  unidades  en  un  mes,  n  a  100. 

56.  Utilice  la  informacion  en  los  problemas  54  y  55  para  escribir 
una  expresion  para  la  utilidad  total  mensual  P(n),  n  a  100. 

57.  Dibuje  la  grafica  de  P(n)  del  problema  56  y  con  base  en  ella 
estime  el  valor  de  n  que  maximiza  P.  Encuentre  exactamente  n  por 
medio  de  los  metodos  de  calculo. 

El  58.  El  costo  total  de  producir  y  vender  x  unidades  mensuales  de 
cierto  articulo  es  C(x )  =  100  +  3.002x  —  O.OOOlx2.  Si  el  nivel  de  pro¬ 
duction  es  de  1600  unidades  mensuales,  encuentre  el  costo  promedio, 
C(x)/x ,  de  cada  unidad  y  el  costo  marginal. 

59.  El  costo  total  de  producir  y  vender,  por  semana,  n  unidades 
de  cierto  bien  de  consumo  es  C(n)  =  1000  +  n2/l  200.  Encuentre  el 
costo  promedio,  C(n)/n,  de  cada  unidad  y  el  costo  marginal  de  un  ni¬ 
vel  de  produccion  de  800  unidades  semanales. 

60.  El  costo  total  de  producir  y  vender  lOOx  unidades  a  la  sema¬ 
na  de  un  bien  en  particular  es 

C(x)  =  1000  +  33jc  -  9x2  +  x 3 

Encuentre  (a)  el  nivel  de  produccion  en  el  que  el  costo  marginal  es 
mfnimo,  y  (b)  el  costo  marginal  mfnimo. 

61.  Una  funcion  de  precio,  p,  esta  definida  por 

p(x)  =  20  +  4x  -  y 
donde  x  a  0  es  el  numero  de  unidades. 

(a)  Encuentre  la  funcion  de  ingreso  total  y  la  funcion  de  ingreso 
marginal. 

(b)  ^En  que  intervalo  es  creciente  el  ingreso  total? 

(c)  ^Para  que  numero  x  el  ingreso  marginal  es  maximo? 

E  62.  Para  la  funcion  de  precio  definida  por 
p(x )  =  (182  -  jr/36)1/2 

encuentre  el  numero  de  unidades  Xj  que  hace  que  sea  maximo  el  in¬ 
greso  total  y  establezca  el  maximo  ingreso  posible.  ^Cual  es  el  ingre¬ 
so  marginal  cuando  se  vende  el  numero  optimo  de  unidades,  x{! 

63.  Para  la  funcion  de  precio  dada  por 

p( x)  =  800/ (x  +  3)  -  3 

encuentre  el  numero  de  unidades  xj  que  hacen  maximo  el  ingreso  to¬ 
tal,  y  establezca  el  maximo  ingreso  posible.  ^Cual  es  el  ingreso  margi¬ 
nal  cuando  se  vende  el  numero  optimo  de  unidades,  x{! 

64.  Por  el  dfa  de  la  independence,  una  companfa  de  viajes  por 
rio  ofrece  una  excursion  a  una  organization  fraternal,  bajo  el  enten- 
dido  de  que  sera  para  400  paseantes,  por  lo  menos.  El  precio  de  cada 
boleto  sera  de  $12.00  y  la  companfa  acepta  hacer  un  descuento  de 
$0.20  por  cada  10  pasajeros  que  excedan  a  400.  Escriba  una  expresion 
para  la  funcion  del  precio  p(x)  y  encuentre  el  numero  X)  de  pasajeros 
que  hacen  maximo  el  ingreso  total. 
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65.  La  companfa  XYZ  fabrica  sillas  de  mimbre.  Con  sus  actuales 
maquinas,  tiene  una  produccion  anual  maxima  de  500  unidades.  Si  fa¬ 
brica  x  sillas,  puede  establecer  un  precio  de  p(x)  =  200  —  0.15*  dolares 
para  cada  una  y  tendra  un  costo  total  por  ano  de  C(x )  =  5000  +  6x  — 
0.002jr  dolares.  La  companfa  tiene  la  oportunidad  de  comprar  una 
maquina  nueva  por  $4000,  con  lo  que  aumentarfa  su  produccion  en 
250  sillas  anuales.  Por  lo  tanto,  la  funcion  de  costo  para  valores  de  x 
entre  500  y  750  es  C(x)  =  9000  +  6x  —  0.002x2.  Con  base  en  su  anali- 
sis  de  la  utilidad  para  el  ano  siguiente,  responda  las  siguientes  pre- 
guntas. 

(a)  ^,La  companfa  debe  comprar  la  maquina  adicional? 

(b)  <,Cual  debe  ser  el  nivel  de  produccion? 


lEXPLj  69.  La  media  aritmetica  de  los  numeros  a  y  b  es  (a  +  b)/ 2,  y  la 
media  geometrica  de  dos  numeros  positivos,  a  y  b,  es  s/ab.  Suponga 
que  a  >  0  y  b  >  0. 

(a)  Elevando  ambos  lados  al  cuadrado  y  simplificando,  demuestre 
que  se  cumple  Vat  <  (a  +  b)/2. 

(b)  Utilice  calculo  para  demostrar  que  s  (a  +  b)/2.  Suge- 
rencia:  considere  a  fija.  Eleve  ambos  lados  de  la  desigualdad  al 
cuadrado  y  divida  entre  b.  Defina  la  funcion  F(b)  =  (a  +  £>)2/4b. 
Demuestre  que  F  tiene  su  mfnimo  en  a. 

(c)  La  media  geometrica  de  tres  numeros  positivos,  a,  b  y  c,  es 
(abc)'/3.  Demuestre  que  se  cumple  la  desigualdad  analoga: 


66.  Repita  el  problema  65,  suponiendo  que  la  maquina  adicional 
cuesta  $3000. 


( abc)v 3 


a  +  b  +  c 
3 


El  67.  La  companfa  ZEE  fabrica  ciertos  objetos,  los  cuales  se  ven- 
den  a  un  precio  de  p(x)  =  10  —  O.OOlx  dolares,  donde  x  es  el  ntimero 
producido  cada  mes.  Su  costo  mensual  total  es  C(x)  =  200  +  4x  - 
O.Olx2.  En  el  maximo  de  produccion  puede  fabricar  300  unidades. 
^Cual  es  su  utilidad  mensual  maxima  y  que  nivel  de  produccion  pro- 
porciona  esta  utilidad? 

EJ  68.  Si  la  companfa  del  problema  67  amplfa  sus  instalaciones  de 
modo  que  puede  producir  hasta  450  unidades  mensuales,  su  funcion 
de  costo  mensual  toma  la  forma  C(x )  =  800  +  3x  -  O.ODr  para  300  <  x 
s  450.  Determine  el  nivel  de  produccion  que  maximiza  la  utilidad 
mensual  y  efectue  un  calculo  de  esta.  Haga  un  bosquejo  de  la  grafica 
de  la  funcion  de  utilidad  mensual, P(x)  en0s.t£ 450. 


Sugerencia:  considere  aye  fijas  y  defina  F(b)  =  (a  +  b  +  c)3/27t>. 
Demuestre  que  F  tiene  un  mfnimo  en  b  =  (a  +  c)/2  y  que  este 
mfnimo  es  [(a  +  b)/ 2]2.  Luego  utilice  el  resultado  de  la  parte  (b). 

I1  Xl>l  1  70.  Demuestre  que  de  todas  las  cajas  de  tres  dimensiones  con 
un  area  de  superficie  dada,  el  cubo  tiene  el  volumen  maximo.  Suge¬ 
rencia:  el  area  de  la  superficie  es  S  =  2 (Iw  +  lh  +  hw)  y  el  volumen  es 
V  =  Iwh.  Sea  a  =  Iw,  b  =  Ih  y  c  =  wh.  Utilice  el  problema  anterior  para 
demostrar  que  (V2)1/3  £  5/6.  ^Cuando  se  satisface  como  igualdad? 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  0  <  x  <  oo 
2.  2x  +  200/x  3.  yi  —  bx 4.  ingreso  marginal;  costo  marginal. 


3.5 

Graficacion  de  funciones 
mediante  calculo 


En  la  seccion  0.4,  nuestro  tratamiento  de  graficacion  fue  elemental.  Propusimos  trazar 
suficientes  puntos,  de  modo  que  las  caracterfsticas  esenciales  de  la  grafica  fuesen  Cla¬ 
ras.  Mencionamos  que  las  simetrias  de  la  grafica  podrian  reducir  el  esfuerzo  necesario. 
Sugerimos  que  uno  debe  estar  alerta  a  posibles  asfntotas.  Pero  si  la  ecuacion  a  graficar 
es  complicada  o  si  queremos  una  grafica  precisa,  las  tecnicas  de  esa  seccion  no  son  ade- 
cuadas. 

El  calculo  proporciona  una  herramienta  poderosa  para  analizar  la  estructura  fina 
de  una  grafica,  en  especial  para  identificar  los  puntos  en  donde  cambian  las  caracterfs¬ 
ticas  de  la  grafica.  Podemos  localizar  puntos  maximos  locales,  puntos  mmimos  locales  y 
puntos  de  inflexion;  podemos  determinar,  con  precision,  en  donde  la  grafica  es  crecien- 
te  o  en  donde  es  concava  hacia  arriba.  La  inclusion  de  todas  estas  ideas  en  nuestro  pro- 
cedimiento  para  graficar  es  el  programa  de  esta  seccion. 


Funciones  polinomiales  Un  polinomio  de  grado  1  o  2  es  facil  de  graficar  a  ma- 
no;  uno  de  grado  50  serfa  casi  imposible.  Si  el  grado  es  de  tamano  modesto,  como  3  o  6, 
podemos  utilizar  las  herramientas  de  calculo  con  gran  ventaja. 


|jig  EJEMPLOl 


Haga  la  grafica  de  f(x) 


3x5  -  20x3 

32 


SOLUCION  Como  f{—x)  =  —f(x),fe s  una  funcion  impar  y,  por  lo  tanto,  su  grafica  es 
simetrica  con  respecto  al  origen.  Haciendo/(x)  =  0,  encontramos  que  las  intersecciones 
con  el  eje  x  son  0  y  ±  V20/3  ~  ±2.6.  Podemos  llegar  hasta  aquf  sin  calculo. 

Cuando  derivamos  f.  obtenemos 

,,,  ,  15x4  -  60x2  15x2(x  -  2)(x  +  2) 

/(•*)  = 


32 


32 
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H - b 

-2  0 


Figura  1 


/" 

- 1 - 1 - h 

-  VT  o  VT 


Asf,  los  puntos  crfticos  son  —2,  0  y  2;  rapidamente  descubrimos  que  (vease  la  figura 
1)  /'( x)  >  0  en  (—oo,—2)  y  en  (2,  oo),  y  que  f'(x)  <  0  en  (—2,  0)  y  en  (0,  2).  Estos  hechos 
nos  dicen  en  donde /es  creciente  y  en  donde  es  decreciente;  tambien  confirman  que 
/(— 2)  =  2  es  un  valor  maximo  local  y  que/(2)  =  —2  es  un  valor  minimo  local. 

M  dertiar  rarex amerce,  o'cA.erremo's 


/"(*) 


60x3  —  120x 
32 


15x(x  —  V^)(.r  +  V2) 
8 


Figura  2  Mediante  un  estudio  del  signo  de/"(x)  (vease  la  figura  2)  deducimos  que/es  concava 

hacia  arriba  en  (-V2,  0)  y  en  (  V^2,  oo  y  concava  hacia  abajo  en  ( —  oo ,  —  \Zj. )  y  en 

(0,  V2).  Por  lo  tanto,  existen  tres  puntos  de  inflexion:  (—  V^,  7  V2/8)  ~  (  — 1.4, 1.2), 
(0,0)  y  (  V2,  -7  V2/8)  «  (1.4,  -1.2). 

Gran  parte  de  esta  information  esta  reunida  en  la  parte  superior  de  la  figura  3  que 
usamos  para  dibujar  la  grafica  que  esta  abajo  de  ella. 


r 


/,>o  ,1,  /'< 0  , 1 ,  /'< 0  , 1 ,  r> 0 

creciente  decreciente  '  I  ~  ^decreciente  '  I  '  creciente 

-2  0  2 


Figura  3 


Hi 


Funciones  rationales  Una  funcion  racional,  que  es  el  cociente  de  dos  funciones 
polinomiales,  es  considerablemente  mas  complicada  de  graficar  que  un  polinomio.  En 
particular,  podemos  esperar  un  comportamiento  diffcil  cerca  de  donde  el  denominador 
se  haga  cero. 


B  EJEMPLO  2 


Dibuje  la  grafica  de  f(x) 


x2  —  2x  +  4 
x  —  2 


SOLUCION  Esta  funcion  no  es  par  ni  impar,  asi  que  no  tiene  ninguna  de  las  sime- 
trfas  comunes.  No  hay  intersecciones  con  el  eje  x,  ya  que  las  soluciones  de  x2  -  2x  +  4  =  0 
no  son  numeros  reales.  La  intersection  con  el  eje  y  es  —2.  Anticipamos  una  asintota  ver¬ 
tical  en  x  =  2.  De  hecho, 


x2  —  2x  +  4 

ltm 

x—*2~ 


lfm 

x—>2* 


—  2x  +  4 


00 


x  —  2 


—  00 


y 


x  2 
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A1  derivar  dos  veces  se  obtiene 


fix)  = 


x(x  -  4) 
(*  -  2)2 


f"(x) 


(x  -  2)3 


Por  lo  tanto,  los  puntos  estacionarios  son  x  =  0yx  =  4. 

As f,/'(x)  >  0  en  (— oo,  0)  U  (4,  oo)  y  f\x)  <  0  en  (0, 2)  U  (2, 4).  (Recuerde  que/'(x) 
no  existe  cuando  x  =  2).  Tambien,/"(x)  >  0  en  (2,  oo)  y  f"(x)  <  0  en  (— oo,  2).  Como 
f"(x)  nunca  es  cero,  no  hay  puntos  de  inflexion.  Por  otra  parte, /(0)  =  —2  y  /(4)  =  6  dan 
los  valores  maximo  y  minimo  locales,  respectivamente. 

Es  una  buena  idea  verificar  el  comportamiento  de/(x)  para  lx  I  grande.  Como 


fix) 


x2  —  2x  +  4 
x  —  2 


la  grafica  de  y  =/(x)  se  acerca  cada  vez  mas  a  la  recta  y  =  x  cuando  I  x  I  se  hace  cada  vez 
mas  grande.  Llamamos  a  la  recta  y  =  x  asfntota  oblicua  para  la  grafica  de  /  (vease  el 
problema  49  de  la  seccion  1.5). 

Con  toda  esta  information,  somos  capaces  de  trazar  una  grafica  bastante  precisa 
(vease  la  figura  4). 


Figura  4 


Funciones  en  las  que  aparecen  raices  Existe  una  variedad  infinita  de  funcio- 
nes  que  implican  rafces.  Aquf  esta  un  ejemplo. 

m  1JIM1MO  3j  Analice  la  funcion 

r,,  \  V~X{X  -  5 )2 
F{x)  = - - - 


y  dibuje  su  grafica. 
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SOLUOON  El  dominio  de  F  es  [0,  oo)  y  el  rango  es  [0,  oo),  de  modo  que  la  grafica  de 
Fe sta  confinada  al  primer  cuadrante  y  la  parte  positiva  de  los  ejes  de  coordenadas.  Las 
intersecciones  con  el  eje  x  son  0  y  5;  y  la  intersection  con  el  eje  y  es  0.  De 


F'(x) 


5(x  —  l)(x  -  5) 
8  Vx 


x  >  0 


encontramos  los  puntos  estacionarios  1  y  5.  Como  F'(x)  >  0  en  (0, 1)  y  (5,  oo),  mientras 
que  F'(x )  <  0  en  (1,5),  concluimos  que  F(l)  =  4  es  un  valor  maximo  local  y  F( 5)  =  0  es 
un  valor  mfnirno  local. 

Hasta  aquf,  todo  va  viento  en  popa.  Pero  al  calcular  la  segunda  derivada  obtenemos 


F”(x) 


5(3x2  —  6x  —  5) 
1  6x3/2 


x  >  0 


que  es  muy  complicada.  Sin  embargo,  3x~  —  6x  —  5  =  0  tiene  una  solution  en  (0,  oo),  a  saber, 
1  +  2V6/3  ~  2.6. 

Utilizando  los  puntos  de  prueba  1  y  3  concluimos  que/"(x)  <  0  en  (0,  1  +  2\/6/3 
y  f"(x)  >  0  en  (1  +  2\/6/3,  oo).  Entonces,  se  deduce  que  el  punto  (l  +  2V6/3, 

F(\  +  2\/6/3)),  es  un  punto  de  inflexion. 

Cuando  x  crece,  Fix)  crece  sin  cota  y  mucho  mas  rapido  que  cualquier  funcion  li¬ 
neal;  no  hay  asintotas.  La  grafica  se  dibuja  en  la  figura  5.  M 


Resumen  del  metodo  Al  graficar  funciones  no  hay  sustituto  para  el  sentido  co- 
mun.  Sin  embargo,  el  procedimiento  siguiente  sera  util  en  la  mayorfa  de  los  casos. 

Paso  I:  Haga  un  analisis  antes  de  utilizar  calculo. 

(a)  Verifique  el  dominio  y  el  rango  de  la  funcion  para  ver  si  existen  regiones  en  el  pia¬ 
no  que  estan  excluidas. 

(b)  Verifique  la  simetria  con  respecto  al  eje  y  y  al  origen.  (^La  funcidn  es  par  o  impar?) 

(c)  Encuentre  las  intersecciones  con  los  ejes  de  coordenadas. 

Paso  2:  Analisis  con  calculo. 

(a)  Utilice  la  primera  derivada  para  encontrar  los  puntos  crfticos  y  determinar  en  don- 
de  la  grafica  es  creciente  y  en  donde  es  decreciente. 

(b)  Verifique  los  puntos  crfticos  para  saber  si  son  rnaximos  o  mmimos  locales. 

(c)  Utilice  la  segunda  derivada  para  determinar  en  donde  la  grafica  es  concava  hacia 
arriba  y  en  donde  es  concava  hacia  abajo,  y  para  localizar  puntos  de  inflexion. 

(d)  Encuentre  las  asintotas. 

Paso  3:  Dibuje  algunos  puntos  (incluya  todos  los  puntos  crfticos  y  los  puntos  de  in¬ 
flexion). 

Paso  4:  Haga  un  bosquejo  de  la  grafica. 


g  EJEMPLO  4 

sus  derivadas. 


Haga  un  bosquejo  de  las  graficas  de  f(x)  =  x1/3  y  g(x)  =  x2/3  y  de 


SOLUOON  El  dominio  de  ambas  funciones  es  (-00,00).  (Recuerde  que  la  rafz  cubica 
existe  para  todo  numero  real).  El  rango  para/(x)  es  (—00,00),  ya  que  cada  niimero  real 
es  la  rafz  cubica  de  algun  otro  numero.  Al  escribir  g(x)  como  g(x)  =  x2/3  =  (x1 3)2,  vemos 
que  g(x)  debe  ser  no  negativa;su  rango  es  [0,oo).  Como  f(~x)  =  (— x)1^3  =  — x1/3  =  - f(x), 
vemos  que/es  una  funcion  impar.  De  forma  analoga,  como  g(— x)  =  (— x)2/3  =  ((-x)2)1/3  = 
(x2) 1/3  =  g(x),  vemos  que  g  es  una  funcion  par.  Las  primeras  derivadas  son 


/'(*) 


1 

3x2/3 


y 
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l 
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2  - 

1  1  I  s 

\  y 

l  l  i 

1  1  1 

-3  -2  -1  C 

1  1  t  ^ 

II  2  3  x 

g'(x) 


2 

3x'/3 


y  las  segundas  derivadas  son 


/'(*) 


2 

9x5/3 


y 


g"(x) 


2 

9x4/3 


Para  ambas  funciones  el  unico  punto  crltico,  en  este  caso  un  punto  en  donde  la  deriva¬ 
da  no  existe,  es  x  =  0 

Observe  que  f'(x)  >  0  para  toda  x,  excepto  x  =  0.  Por  lo  tanto,/es  creciente  en  (—  oo, 
0]  y  tambien  en  [0,oo);pero  como/es  continua  en  (— oo,oo),podemos  concluir  que/siem- 
pre  es  creciente.  En  consecuencia,/no  tiene  maximo  ni  rcrinimo  locales.  Como/"(.v)  es  po- 
sitiva  cuando  x  es  negativa  y  negativa  cuando  x  es  positiva  (e  indefinida  cuando  x  =  0), 
concluimos  que  / es  concava  hacia  arriba  en  (— oo,  0)  y  concava  hacia  abajo  en  (0,  oo)  El 
punto  (0, 0)  es  un  punto  de  inflexion  porque  es  en  donde  la  concavidad  cambia. 

Ahora  considere  g(x).  Observe  que  g'(x)  es  negativa  cuando  x  es  negativa  y  positiva 
cuando  x  es  positiva.  Como  g  es  decreciente  en  (— oo,0]  y  creciente  en  [0,oo),g(0)  =  0  es  un 
mi'nimo  local.  Tambien  observe  que  g"(x)  es  negativa  siempre  que  x  ¥=  0.  Por  lo  tanto,  g  es 
concava  hacia  abajo  en  (-oo,0)  y  concava  hacia  abajo  en  (0,oo),asi  que  (0,0)  no  es  un  pun¬ 
to  de  inflexion.  Las  graficas  de /(x),/'(x), g(x)  y  g'(x)  se  muestran  en  las  figuras  6  y  7.  ■ 


Observe  que  en  el  ejemplo  anterior  ambas  funciones  tienen  un  punto  crftico.x  =  0, 
en  donde  la  derivada  no  esta  definida.  Sin  embargo,  las  graficas  de  las  funciones  son 
fundamentalmente  diferentes.  La  grafica  de  y=f(x)  tiene  una  recta  tangente  en  todos 
los  puntos,  pero  es  vertical  cuando  x  =  0.  (Si  la  recta  tangente  es  vertical,  entonces  la  de¬ 
rivada  no  existe  en  ese  punto).  La  grafica  de  y  —  g(x)  tiene  un  punto  esquina,  denomi- 
nada  pico,  en  x  =  0. 


Uso  de  la  grafica  de  la  derivada  para  graficar  una  funcion  El  solo  he- 
cho  de  conocer  la  derivada  de  la  funcion  puede  decirnos  mucho  acerca  de  la  funcion 
misma  y  cual  es  la  apariencia  de  su  grafica. 


EJEMPLO  5  La  figura  8  muestra  una  grafica  de  y  =  /'(x).  Determine  todos  los 


extremos  locales  y  puntos  de  inflexion  de/en  el  intervalo  [—1,3].  Dado  que/(l)  =  0, 
haga  un  bosquejo  de  la  grafica  de  y  =  /(x) 


Figura  7 


f  es 
creciente 

concava  hacia 
arriba 


/es 


f\x)  <  0  - 


es  decreciente 


/'es 

decreciente 

* - ft  S - - , 

concava  hacia  J 

abajo 

- - f'(x)  <  0  — 

/es  decreciente 


/'  es  creciente 
es  concava  hacia 
arriba 

- 4—  /'(*)>  0-* - 

/es  creciente 


Figura  9 


Figura  8 
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/(  — 1 ) 

Maximo  local 

/( 2) 

Minimo  local 

/(3) 

Maximo  local 

(0-/(0)) 

Punto  de  inflexion 

(1-/(1)) 

Punto  de  inflexion 

SOLUCION  La  derivada  es  negativa  en  los  intervalos  (-1 , 0)  y  (0, 2)  y  positiva  en  el 
intervalo  (2, 3).  Por  lo  tanto,/es  decreciente  en  [-1 , 0]  y  en  [0, 2],  por  lo  que  hay  un  ma- 
ximo  local  en  el  punto  fronterizo  izquierdo  x  =  —  1.  Como/'(x)  es  positivo  en  (2, 3),/ 
es  creciente  en  [2, 3],  por  lo  que  existe  un  maximo  local  en  el  punto  fronterizo  dere- 
cho  x  =  3.  Ya  que/es  decreciente  en  [— 1, 2]  y  creciente  en  [2, 3],  existe  un  mmimo  local 
en  x  =  2.  La  figura  9  resume  esta  information. 

Los  puntos  de  inflexion  para/se  producen  cuando  la  concavidad  de/cambia. 
Como/'  es  creciente  en  (—1.0)  y  en  (1, 3),/es  concava  hacia  arriba  en  (—1,0)  y  en  (1,3). 
Ya  que/'  es  decreciente  en  (0,  l),/es  concava  hacia  abajo  en  (0, 1).  Asi  que,/cambia  de 
concavidad  en  x  =  0  y  x  =  1.  Por  lo  tanto,  los  puntos  de  inflexion  son  (0,/(0))  y  (1,/(1)) 

La  information  anterior,  junto  con  el  hecho  de  que/(l)  =  O.puede  usarse  para  trazar 
la  grafica  de  y  =f(x).  (Este  dibujo  no  puede  ser  demasiado  preciso  ya  que  aun  tenemos 
information  limitada  acerca  de/).  En  la  figura  10  se  muestra  un  bosquejo. 


Figura  10 


■ 


Revision  de  conceptos 

1.  La  grafica  de  /  es  simetrica  respecto  al  eje  y  si  f(—x)  = _ 

para  toda  x;  la  grafica  es  simetrica  con  respecto  al  origen  si 
f(-x)  = _ para  toda'x. 

2.  Si  f'(x)  <  0  y  f"(x)  >  0  para  toda  x  en  un  intervalo  /,  entonces 

la  grafica  de  /  es _ y _ en  I. 


3.  La  grafica  de  /( x)  =  x3/\(x  -H 1  )(jc  —  2)(jr  —  3)]  tiene  como  aslnto- 

tas  verticales  las  rectas _ y  como  asfntota  horizontal  la  recta _ . 

4.  Llamamos  a  f(x )  =  3xs  -  2x2  +  6  una  funcion _ y  llama- 

mos  a  g(x)  =  (3x5  -  2x2  +  6)/(x2  -  4)  una  funcion _ . 


Conjunto  de  probleinas  3.5 

En  los  problemas  del  1  al  27  haga  un  analisis  como  el  sugerido  en  el 
resumen  anterior  y  despues  elabore  un  bosquejo  de  la  grafica. 

1.  /(x)  =  x1  —  3x  +  5  2.  /(x)  =  2x3  —  3x  —  10 


3.  /(x)  =  lx3 


2xL  -  12*  +  3 


4.  f(x)  =  {x  -  l)3 

6.  H(t)  =  t2(t2  -  1) 

7.  f(x)  =  x 3  —  3x2  +  3,v  +  10 


5.  G(x)  =  (x  -  l)4 


8.  F{s)  = 


4s4  -  8s2  -  12 


9-  g(x) 
11.  f(x) 
13.  h(x) 


x  +  1 
x 

x2  +  4 
x 

X  —  1 


10.  g(s)  = 
12.  A(0)  = 
14.  P(x)  = 


(s  ~  tr)2 
s 

e2 

e2  +  l 

l 

x2  +  l 


( x  -  l)(x  -  3)  z2  +  l 

15-  /(*)  =  >-■  :  -  16.  w(z)  =  -  - 


17.  g(x) 


( x  +  l)(x  —  2) 

x2  +  x  -  6 


x  —  1 

=  I  v|3  . 


d  X 

18.  f(x)  =  |x|3  Sugerencia:  —  \x\  =  — r 
dx  x 


19.  R(z )  =  z\z\ 


20.  H{q)  =  q2\q\ 


X  4-  X 

21.  g(x)  =  „  (3x  +  2) 


22.  h{x)  = 


2 

IjcI  —  X 


(x2  —  x  +  6) 


23.  f(x)  =  |senx|  24.  f(x)  =  Vsertx 

25.  h(t)  =  cos2  t  26.  g(t )  =  tan2 1 

5.235x3  -  1.245x2 


(c]27./(x)  = 


7.126x  -  3.141 
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28.  Bosqueje  la  grafica  de  una  funcion/que  tenga  las  siguientes 
propiedades: 

(a)  /es  continua  en  todas  partes;  (b)  /(0)  =  0,/(l)  =  2; 

(c)  /es  una  funcion  par;  (d)  fix)  >0para.r>0; 

(e)  /"( x)  >  0para.v>0. 

29.  Trace  la  grafica  de  una  funcion/que  tenga  las  siguientes  pro¬ 
piedades: 

(a)  /es  continua  en  todas  partes;  (b)  /(2)  =  -3,/(6)  =  1; 

(c)  /'( 2)  =  0,  f'(x)  >  0  para  x  *  2,/'(6)  =  3; 

(d)  f"(6)=0,f"(x)>0  para  2  <  x  <  6,  f"{x)  <  0  para  x  >  6; 

30.  Bosqueje  la  grafica  de  una  funcion  g  que  tenga  las  siguientes 
propiedades: 

(a)  g  es  suave  en  todas  partes  (continua  y  con  primera  derivada  con¬ 
tinua); 

(b)  g(0)  =  0;  (c)  g'(x)  <0  para  toda  x; 

(d)  g"(x)  <  0  para  x  <  0  y  g"(x)  >  0  para  x  >  0 

31.  Haga  la  grafica  de  una  funcion/que  tenga  las  siguientes  pro¬ 
piedades: 

(a)  /es  continua  en  todas  partes; 

(b)  /(— 3)  =  1; 

(c)  f'(x)  <  0  para  x  <  >  0  para  x  >  -3 ,/"(*)  <  0  para  x  #  3. 

32.  Elabore  la  grafica  de  una  funcion  /  que  tenga  las  siguientes 
propiedades: 

(a)  /es  continua  en  todas  partes; 

(b)  /(- 4)  =  — 3,/(0)  =  0,/(3)  =  2; 

(c)  /'(- 4)  =  0,/'(3)  =  0,f'(x)  >  0  para  x  <  -4.f'(x)  >  0 
para  -4  <  x  <  3,  f'(x )  <  0  para  x  >  3; 

(d)  /"(— 4)  =  0,  / " ( 0 )  =  0,  fix)  <  0  para  .r  <  -4 ,/"(*)  >  0 
para  -4  <  x  <  0,  f"(x)  <  0  para  x  >  0. 

33.  Bosqueje  la  grafica  de  una  funcion/que 

(a)  tenga  primera  derivada  continua; 

(b)  sea  descendente  y  concava  hacia  arriba  para  x  <  3 

(c)  tenga  un  extremo  en  el  punto  (3, 1); 

(d)  sea  ascendente  y  concava  hacia  arriba  para  3  <  x  <  5; 

(e)  tenga  un  punto  de  inflexion  en  (5, 4); 

(f)  sea  ascendente  y  concava  hacia  abajo  para  5  <  x  <  6; 

(g)  tenga  un  extremo  en  (6, 7); 

(h)  sea  descendente  y  concava  hacia  abajo  para  x>6. 

LOCI  Las  aproximaciones  lineales  proporcionan  una  buena  aproxima¬ 
cion,  en  particular  cerca  de  los  puntos  de  inflexion.  Mediante  una  calcu- 
ladora  grafica  uno  puede  investigar  con  facilidad  tal  comportamiento  en 
los  problemas  del  34  al  36. 

34.  Grafique  y  =  sen  x  y  su  aproximacion  lineal  L(x )  =  x  en  el 
punto  de  inflexion  x  =  0. 

35.  Grafique  y  =  cos  x  y  su  aproximacion  lineal  L(x)  =  —  x  +  tt/2 
en  x  =  tr/2. 

36.  Encuentre  la  aproximacion  lineal  a  la  curva  y  =  (x  —  1  )5  +  3 
en  su  punto  de  inflexion.  Grafique  tanto  la  funcion  como  su  aproxi¬ 
macion  lineal  en  la  vecindad  del  punto  de  inflexion. 

37.  Suponga  que  fix)  =  (x  -  2)(x  —  3)(-t  -  4)  y  /( 2)  =  2.  Haga  una 
grafica  de  y  =/( x). 

38.  Suponga  que/'(.v)  =  (x  —  3)(.v  —  2)z(x  —  1)  y /(2)  =  0.  Bosque¬ 
je  una  grafica  d e/(x). 


39.  Suponga  que  h'(x)  =  x2(x  —  1  )2(.v  —  2)  y  h(0)  =  0.  Elabore  una 
grafica  de  y  =  h(x). 

40.  Considere  una  curva  cuadratica  general  v  =  ax2  +  bx  +  c.  De- 
muestre  que  tal  curva  no  tiene  puntos  de  inflexion. 

41.  Demuestre  que  la  curva  y  =  ax 3  +  bx2  +  cx  +  d  en  donde  a=t  0, 
tiene  exactamente  un  punto  de  inflexion. 

42.  Considere  una  curva  general  de  cuarto  grado  y  =  ax 4  +  bx2  + 
cx 2  +  dx  +  e,  donde  a  A  0.  ^Cual  es  el  numero  maximo  de  puntos  de  in¬ 
flexion  que  tal  curva  puede  tener? 


1EXPLI  [?All  En  los  problemas  del  43  al  47  la  grafica  de  y  =f(x)  depende 
de  un  parametro  c.  Mediante  un  CAS  investigue  como  dependen  los  pun¬ 
tos  extremos  y  los  puntos  de  inflexion  del  valor  de  c.  Identifique  los  valo- 
res  extremos  de  c  en  los  cuales  cambia  la  forma  basica  de  las  curvas. 

43.  fix)  =  jtV.i2  -  c2  44.  f(x)  =  - 


45.  f(x)  = 


1 


(cx2  -  A)2  +  cx2 


46.  f(x) 


[CX) 

1 


47.  f(x)  =  c  +  sen  cx 

48.  Con  base  en  la  informacion  de  que  /'(c)  =/"(c)  =  0  y /'"(c)  >  0, 
^que  conclusiones  puede  obtener  acerca  de/? 


49.  Sea  g(.v)  una  funcion  que  tiene  dos  derivadas  y  satisface  las 
siguientes  propiedades: 

(a)  g(l)  =  1; 

(b)  g'(x)  >  0,  para  toda  x  ^  1 ; 

(c)  g  es  concava  hacia  abajo  para  toda  x  <  1  y  concava  para  arriba 
para  todax>  1; 

(d)  f(x)  =  g(x4). 


Haga  un  bosquejo  de  una  posible  grafica  de  fix)  y  justifique  su 
respuesta. 


50.  Suponga  que  H)x)  tiene  tres  derivadas  continuas,  y  sea  tal 
que  Hi  1)  =  JT'(l)  =  //"(l)  =  0.  pero  //'"( 1)  #  0.  ^Tiene  H(x)  un  maxi¬ 
mo  relativo,  rm'nimo  relativo  o  un  punto  de  inflexidn  en  x  =  1?  Justifi¬ 
que  su  respuesta. 


51.  En  cada  caso,  ^es  posible  para  una  funcion  F  con  dos  deriva¬ 
das  continuas  satisfacer  todas  las  propiedades  siguientes?  Si  es  asf, 
grafique  tal  funcion.  En  caso  contrario,  justifique  su  respuesta. 

(a)  F'(x)  >  0,  F"i x)  >  0,  mientras  que  Fix)  <  0  para  toda  x. 

(b)  F"i x)  <  0,  mientras  Fix)  >  0. 

(c)  F"ix)  <  0.  mientras  Fix)  >  0. 

'MlL:  52.  Utilice  una  calculadora  grafica  o  un  CAS  para  trazar  las  gra- 
ficas  de  cada  una  de  las  funciones  siguientes  en  los  intervalos  que  se 
indican.  Determine  las  coordenadas  de  los  extremos  globales  y  de  los 
puntos  de  inflexion,  si  existen.  Usted  debe  ser  capaz  de  dar  respues- 
tas  que  tengan  al  menos  una  precision  de  un  decimal.  Restrinja  la 
ventana  del  eje  y  a  —  5  s  y  <  5. 

(  tv  7r\ 

(a)  fix)  =  x~  tan  x; 

(b)  fix)  =  *3tanx; 

(c)  f(x)  =  2x  +  sen  x;  [—77,  7 r] 

„ ,  x  sen  x  r 

(d)  fix)  =  x - — ;  [-7 r,  7 t] 


[GCl  53.  Cada  una  de  las  siguientes  funciones  es  periodica.  Utilice  una 
calculadora  grafica  o  un  CAS  para  hacer  las  graficas  de  cada  una  de 
las  siguientes  funciones  en  un  periodo  completo  con  el  centro  en  el 
intervalo  ubicado  en  el  origen.  Determine  las  coordenadas,  si  las  hay, 
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de  los  extremos  globales  y  los  puntos  de  inflexion.  Debe  ser  capaz  de 
dar  las  respuestas  que  tengan  una  precision  de  al  menos  un  decimal, 
(a)  /(x )  =  2  sen  x  +  cos2  x  (b)  f(x )  =  2  sen  x  +  sen2  x 

(c)  f(x)  =  cos  2x  —  2  cos  x  (d)  /(x)  =  sen  3x  —  sen  x 

(e)  /(x)  =  sen  2x  —  cos  3x 

54.  Sea  /  una  funcion  continua  con  /(— 3)  =/(0)  =  2.  Si  la  grafica 
de  y  =  f'(x)  es  como  se  muestra  en  la  figura  6,  bosqueje  una  posible 
grafica  para  y  =  f(x). 


1  'h  1  >■' 

y  "  / 

1  » 

1  K  1  1 

~4  -3  -2  ./  -l 

s' 

-I  - 

57.  Sea/una  funcion  continua  con/(0)  =  /( 2)  =  0.  Si  la  grafica  de 
y  =  /'(x)  es  como  la  que  se  muestra  en  la  figura  7,  bosqueje  una  posi¬ 
ble  grafica  para  y  =  /(x). 


Figura  14 


Figura  11 


55.  Sea/una  funcion  continua  y  suponga  que  la  grafica  de/'  es  la 
que  se  muestra  en  la  figura  12.  Bosqueje  una  posible  grafica  para  / y 
responda  las  siguientes  preguntas. 

(a)  iEn  donde  es  creciente  /?  <,En  donde  es  decreciente? 

(b)  ^En  donde  es  concava  hacia  arriba?  j,En  donde  es  concava  ha- 
cia  abajo? 

(c)  (,En  donde /alcanza  un  maximo  local?  un  mtnimo  local? 

(d)  <^En  donde  estan  los  puntos  de  inflexion  para  /? 


56.  Repita  el  problema  55  para  la  figura  13. 


58.  Suponga  que  f'(x)  =  (x-  3)(x-  l)2(x  +  2)  y/(l)  =  2.  Haga  un 
bosquejo  de  una  posible  grafica  de  /. 

[GC]  59.  Utilice  una  calculadora  grafica  o  un  CAS  para  dibujar  la  gra¬ 
fica  de  cada  una  de  las  siguientes  funciones  en  [—1,7].  Determine  las 
coordenadas,  si  existen,  de  los  extremos  globales  y  puntos  de  infle¬ 
xion.  Usted  debe  ser  capaz  de  dar  respuestas  con  una  precision  de  al 
menos  un  decimal. 


(a) 

fix) 

=  xVx2  -  6x  +  40 

(b) 

fix) 

=  V\x\{x2  -  6x  +  40) 

(c) 

fix) 

=  V*2  -  6x  +  40/ (x  -  2) 

(d) 

fix) 

=  sen[(x2  -  6x  +  40)/6] 

|GC] 

60.  Repita  el  problema  59  para  las  funciones  siguientes. 

(a) 

fix) 

=  x3  -  8x2  +  5x  +  4 

(b) 

fix) 

=  |x3  -  8x2  +  5x  +  4 

(c) 

fix) 

=  (x3  -  8x2  +  5x  +  4)/(x  - 

-  1) 

(d) 

fix) 

=  (x3  -  8x2  +  5x  +  4)/(x3 

+  1) 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  /(x);  -f(x) 

2.  decreciente;  concava  hacia  arriba  3.  x  =  -1 ,  x  =  2,  x  =  3;  y  =  1 
4.  polinomial;  racional. 


3.6  En  lenguaje  geometrico,  el  teorema  del  valor  medio  es  facil  de  formular  y  entender. 
El  teorema  del  valor  Dice  fl116  s*  la  grafica  de  una  funcion  continua  tiene  una  recta  tangente,  que  no  sea  ver- 
, ,  .  deal,  en  cada  punto  entre  Ay  B,  entonces  existe  al  menos  un  punto  C  en  la  grafica  en- 

meulO  para  Qenvaoas  tre  A  y  B  en  el  cual  la  recta  tangente  es  paralela  a  la  recta  secante  AB.  En  la  figura  1 

existe  exactamente  un  punto  C;  en  la  figura  2  existen  varios.  Primero  formulamos  el 
teorema  en  el  lenguaje  de  funciones  y  despues  lo  demostramos. 


Figura  1 


Figura  2 
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Teorema  A 


Teorema  del  valor  medio  para  derivadas 

Si/es  continua  en  un  intervalo  cerrado  [a,  b ]  y  derivable  en  su  interior  (a,  b),  enton- 
ces  existe  al  menos  an  numero  c  en  (a,  b )  donde 

fib)  -  f(a) 

h  '  =f'(c) 

o  —  a 

o,  de  manera  equivalente,  donde 

fib)  -  f(a)  =  f\c){b  -  a) 


Demostracion  Nuestra  demostracion  se  apoya  en  un  analisis  cuidadoso  de  la  fun- 
cion  s(x)  =f(x)  -  g(x),  introducida  en  la  figura  3.  Aqui,  y  =  g(x)  es  la  ecuacion  de  la  rec¬ 
ta  que  pasa  por  ( a,f(a ))  y  (b,f(b)).  Como  la  recta  tiene  pendiente  \f{b)  -f(a)]/(b  —  a) 
y  pasa  por  (a,/(u)),  la  ecuacion  en  la  forma  punto  pendiente  es 


g(x)  -  f{a) 


fib)  -  fia) 


Esto,  a  su  vez,  da  una  formula  para  s(x): 

fib)  —  fia) 

six)  =  fix)  -  gix)  =  fix)  -  fia) - - - ~ix  -  a) 

b  —  a 


Observe  de  inmediato  que  s(b)  =  .s(fl)  =  0  y  que,  para  x  en  ( a ,  b ), 


s'ix)=f'ix) 


fib)  -  fia) 

b  -  a 


La  clave  de  una  demostracion 


La  clave  de  esta  demostracion  es 


que  c  es  el  valor  en  el  cual 
,  fib)  -fia)  „N 
/  (c)  =  — z — : — ys  ic) 


o. 


b  —  a 

Muchas  demostraciones  tienen  una 
o  dos  ideas  clave;  si  usted  entiende 
la  clave,  comprendera  la 
demostracion. 


Ahora  hacemos  una  observation  crucial.  Si  supiesemos  que  hay  un  numero  c  en 
(a,  b)  que  satisface  s'(c)  =  0,  estaria  todo  hecho.  Pues  entonces  la  ultima  ecuacion  dirfa 
que 


0  =  /'(c) 


fib)  -  fia) 

b  —  a 


que  es  equivalente  a  la  conclusion  del  teorema. 

Para  ver  que  s'(c)  =  0  Para  alguna  c  en  (a,  b),  razonese  como  sigue.  Es  claro  que  s 
es  continua  en  [a,  b],  ya  que  es  la  diferencia  de  dos  funciones  continuas.  Asl,  por  el  teo¬ 
rema  de  existencia  de  maximo  y  minimo  (teorema  3.1  A),  s  debe  alcanzar  tanto  el  valor 
maximo  como  el  minimo  en  [a,  b].  Si  ambos  valores  se  presentan  en  cero,  entonces  s(x) 
es  identicamente  cero  en  [a,  b],  y  en  consecuencia  s'(x)  =  0  para  toda  x  en  (a,  b),  mucho 
mas  de  lo  que  necesitamos. 

Si  el  valor  maximo  — o  el  valor  minimo —  es  diferente  de  cero,  entonces  ese  valor 
se  alcanza  en  un  punto  interior  c,  ya  que  s(a)  =  s(b)  =  0.  Ahora,  s  tiene  derivada  en 
cada  punto  de  (a,  b ),  de  modo  que,  por  el  teorema  del  punto  critico  (teorema  3. IB), 
s'(c)  =  0.  Esto  es  todo  lo  que  necesitabamos  saber.  ■ 


Ilustracion  del  teorema 


Wk  EJEMPLO  f 


Encuentre  el  numero  c  garantizado  por  el  teorema  del  valor  me¬ 


dio  para  fix)  =  2Vxen  [1.4]- 


SOLUCION 


/'(*)  =  2-^x-V2  =  -L 
J  K  2  Vx 


m  ~/(l)  4-22 

4-1  3  3 


y 
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Figura  4 


Asf,  debemos  resolver 

1  2 
~  3 

La  unica  solucion  es  c  =  |  (vease  la  figura  4).  ii 


j§f  EJEMPLO  2~]  Sea /(x)  =  x3  —  x2  —  x  +  1  en  [—1, 2],  Encuentre  todos  los  numeros 
c  que  satisfagan  la  conclusion  del  teorema  del  valor  medio. 

SOLUCION  La  figura  5  muestra  una  grafica  de  la  funcion/.  Con  base  en  esta  grafica, 
parece  que  existen  dos  numeros  C\  y  c2  con  la  propiedad  que  se  pide.  Ahora  encontramos 

f'(x)  =  3x2  —  2x  —  1 


y 

/( 2)  -/(-l)  _  3  -  0 
2  -  (-1)  3 

Por  lo  tanto,  debemos  resolver 

3c2  -  2c  -  1  =  1 


o,  de  manera  equivalente. 


3c2  -  2c  -  2  =  0 


Figura  5 


Por  la  formula  cuadratica,  existen  dos  soluciones  (2  ±  V4  +  24)/6,  que  correspon- 
den  a  Cj  ~-0.55  y  02^  1.22.  Ambos  numeros  estan  en  el  intervalo  (—1. 2).  it 


EJEMPLO  31  Sea  f(x)  =  x2^  en  [-8,27].  Demuestre  que  no  se  cumple  la  conclu¬ 


sion  del  teorema  del  valor  medio  y  explique  por  que. 


y 


-9  j  9  18  27 

Figura  6 


SOLUCION 


y 


Debemos  resolver 


lo  cual  da 


f’(x)  =  I*"1/3,  x  *  0 

/( 27)  -  /(— 8)  _  9-4  _  1 
27  -  (-8)  35  7 


Pero  c  =  102  no  pertenece  al  intervalo  (—8, 27)  como  se  requiere.  Y  como  lo  sugiere  la 
grafica  de  y  =f(x)  (vease  la  figura  6),/'(0)  no  existe,  de  modo  que  el  problema  es  que 
f(x)  no  es  derivable  en  todo  el  intervalo  (-8, 27).  * 


Si  la  funcion  s(t)  representa  la  posicion  de  un  objeto  en  el  instante  r,  entonces  el 
teorema  del  valor  medio  establece  que  en  cualquier  intervalo  de  tiempo  existe  algun 
instante  para  el  que  la  velocidad  instantanea  es  igual  a  la  velocidad  promedio. 

I  JLMl’LO  4”]  Suponga  que  un  objeto  tiene  una  funcion  de  posicion  s(t)  =  t2  —  t  —  2. 
Determine  la  velocidad  promedio  sobre  el  intervalo  [3,  6]  y  encuentre  el  instante  en 
que  la  velocidad  instantanea  es  igual  a  la  velocidad  promedio. 
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SOLUCION  La  velocidad  promedio  en  el  intervalo  [3, 6]  es  igual  a  (,y(6)  —  s(3))/(6 
—  3)  =  8.  La  velocidad  instantanea  es  s'(t)  =  2 1  -  1.  Para  determinar  el  punto  en  donde 
la  velocidad  promedio  es  igual  a  la  velocidad  instantanea,  igualamos  8  =  2t  —  1,  y  despe- 
jamos  t  para  obtener  t  =  9/2.  9 

Uso  del  teorema  En  la  section  3.2  prometimos  una  demostracion  rigurosa  del 
teorema  de  monotonia  (teorema  3.2A).  Este  es  el  teorema  que  relaciona  el  signo  de  la 
derivada  de  una  funcion  con  el  hecho  de  que  la  funcion  sea  creciente  o  decreciente. 

Demostracion  del  teorema  de  monotonia  Supongamos  que  f  es  continua 
en  7  y  que  /'(x)  >  0  en  cada  punto  x  interior  de  7.  Considere  cualesquiera  dos  puntos  x, 
y  x2  de  7,  con  x2  < x2.  Por  el  teorema  del  valor  medio  aplicado  al  intervalo  [x},x2],  exis- 
te  un  mimero  c  en  (xh  x2)  que  satisface 

f(x2)  -  f(x i)  =  f'(c)(x2  -  Xj) 

Como/'(c)  >  0,  vemos  que/(x2)  —  f{x\)  >  0;  es  decir,/(x2)  >f(x]).  Esto  es  lo  que  que- 
remos  decir  cuando  aseguramos  que/es  creciente  en  7. 

El  caso  en  el  que  f'(x)  <  0  en  7  se  maneja  de  manera  analoga.  ■ 

Nuestro  siguiente  teorema  se  usara  de  manera  repetida  en  el  capltulo  siguiente. 
En  palabras,  dice  que  dos  funciones  con  la  misma  derivada  difieren  en  una  constante, 
posiblemente  la  constante  cero  (vease  la  figura  7). 


Teorema  B 


Si  F'(x)  =  G'(x)  para  toda  x  en  (a,  b),  entonces  existe  una  constante  C,  lal  que 

F(x)  =  G(x)  +  C 

para  toda  x  en  (a,  b). 


Geometria  y  algebra 

Como  en  la  mayorla  de  los  temas  de 
este  texto,  usted  debe  intentar  ver 
las  cosas  desde  un  punto  de  vista 
algebraico  y  otro  geometrico.  De 
manera  geometrica,  el  teorema  B 
dice  que  si  Fy  G  tienen  la  misma 
derivada,  entonces  la  grafica  de  G  es 
una  traslacion  vertical  de  la  grafica 
de  F. 


Demostracion  Sea  H{x)  =  F(x)  -  C,(x).  Entonces 

H'(x)  =  F’{x)  -  G'(x)  =  0 

para  toda  x  en  (a,  b).  Seleccionese  X\  como  algun  punto  (fijo)  en  (a,  b)  y  sea  x  cualquier 
otro  punto  alll.  La  funcion  77  satisface  las  hipotesis  del  teorema  del  valor  medio  en  el 
intervalo  cerrado  con  puntos  fronterizos  xl  y  x.  As!  que  existe  un  numero  c  entre  x i  y  x, 
tal  que 


H(x)  —  FI(x^)  =  H'{c){x  —  X] ) 

Pero,  por  hipotesis  H'{c)  =  0.  Por  lo  tanto,  T7(x)  —  77(x,)  =  0,  o  de  manera  equivalente 
H{x)  =  H(xi  )  para  toda  x  en  (a,  b).  Como  H(x)  =  F(x)  —  G(x),  concluimos  que  F(x)  — 
G(x)  =  F[(xx).  Ahora  sea  C  =  77(xi),  y  tenemos  la  conclusion  F(x)  =  G(x)  +  C.  ■ 


Revision  de  conceptos 

1.  El  teorema  del  valor  medio  para  derivadas  dice  que  si  /  es 

_ en  [a,  b]  y  derivable  en _ entonces  existe  un  punto 

c  en  ( a ,  b)  tal  que _ . 

2.  La  funcion  f(x)  =  I  sen  x  I  satisface  las  hipotesis  del  teorema 

del  valor  medio  en  el  intervalo  [0,  1],  pero  no  en  el  intervalo  [—1,1] 
porque _ . 


3.  Si  dos  funciones  Fy  G  tienen  la  misma  derivada  en  el  inter¬ 
valo  ( a ,  b),  entonces  existe  una  constante  C  tal  que _ . 

4.  Como  Dx(x4)  =  4x3,  se  sigue  que  toda  funcion  F  que  satisface 

F'(x)  =  4x3  tiene  la  forma  F(x)  = _ . 
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Conjunto  de  problemas  3.6 


En  cada  uno  de  los  problemas  del  1  al  21  se  define  una  funcion  y  se  da 
un  intervalo  cerrado.  Decida  si  el  teorema  del  valor  medio  se  aplica  a 
la  funcion  dada  en  el  intervalo  que  se  da.  Si  es  asi,  encuentre  todos  los 
posibles  valores  de  c ;  si  no,  establezca  la  razon.  En  cada  problema  bos- 
queje  la  grafica  de  la  funcion  dada  en  el  intervalo  dado. 

1.  f(x)  =  Ul;  [1,2]  2.  g{x)  =  |x|;  [—2, 2] 

3.  /( x)  =  x2  +  x;  [-2,  2]  4.  g(x)  =  (x  +  l)3;  [—1,  1] 

5.  H(s )  =  i2  +  3s  -  1;  [-3,  1] 

6.  F(x)  =y;[“2,2] 

7-  f(z)^\(zi  +  z-  4);  [-1,2] 

8.  F(t)  =  [0,  2]  9.  h(x)  =  [0,  2] 

10.  /(*)  =  7T^;[°’4]  1X-  h (0  =  ?2/3;  [o,  2] 

12.  h(t)  =  f2/3;  [-2,  2]  13.  g( x)  =  x5/x,  [0, 1] 

14.  g( x)  =  x5//3;  [— 1, 1]  15.  S(d)  =  sen  8;  [— tt,  tt] 

16.  C(d)  =  esc  6\  [“7r,  tt ]  17.  T(6 )  =  tan  0;  [0,  tt\ 

18.  f(x)  =  x  +  19.  /( x)  =  x  +  [1, 2] 

20.  f(x)  =  [*];  [1.2]  21.  f(x)  =  x+  Ul;  [-2, 1] 

22.  (Teorema  de  Rolle)  Si  f  es  continua  en  [a,  b]  y  derivable  en  (a, 
b)  y  sif(a)  =f(b),  entonces  existe  al  menos  un  numero  c  en  (a,  b),  tal 
quef'(c)  =0.  Demuestre  que  el  Teorema  de  Rolle,  es  solo  un  caso  es¬ 
pecial  del  teorema  del  valor  medio.  [Michel  Rolle  (1652-1719)  fue 
un  matematico  frances], 

23.  Para  la  funcion  graficada  en  la  figura  8  encuentre  (de  manera 
aproximada)  todos  los  puntos  c  que  satisfacen  la  conclusion  del  teo¬ 
rema  del  valor  medio  para  el  intervalo  [0, 8], 


Figura  8 


24.  Demuestre  que  si  /  es  la  funcion  cuadratica  definida  por 
f(x)  =  ax2  +  fix  +  y,  a  ^  0,  entonces  el  numero  c  del  teorema  del  valor 
medio  siempre  es  el  punto  medio  del  intervalo  dado  [n,  b] 

25.  Demuestre  que  si  /  es  continua  en  (<j,  b)  y  si  /'( jc)  existe  y 
satisface  fix)  >  0,  excepto  en  un  punto  xn  en  (a,  b ),  entonces/es  cre- 
ciente  en  (a,  b).  Sugerencia:  considers  f,  por  separado,  en  cada  uno  de 
los  intervalos  (n,x0]  y  \x,h  b). 

26.  Utilice  el  problema  25  para  demostrar  que  cada  una  de  las  si- 
guientes  funciones  son  crecientes  en  (— co,  oo). 

(a)  /(*)  =  *3  (b)  f{x)  =  x5 


27.  Utilice  el  teorema  del  valor  medio  para  demostrar  que  s=l/t 
decrece  en  cualquier  intervalo  donde  este  definida. 

28.  Utilice  el  teorema  del  valor  medio  para  demostrar  que  s  =  1  /r2 
decrece  en  cualquier  intervalo  a  la  derecha  del  origen. 

29.  Demuestre  que  si  F’(x)  =  0  para  toda  x  en  (a,  b),  entonces 
existe  una  constante  C  tal  que  F(x)  =  C  para  toda  x  en  ( a ,  b).  Sugeren- 
cia:  sea  G(x)  =  0  y  aplique  el  teorema  B. 

30.  Suponga  que  usted  sabe  que  cos(0)  =  1 ,  sen(0)  =  0,  Dx cos  x  = 
—sen  x  y  D^-sen  x  =  cos  x,  pero  no  sabe  nada  mas  acerca  de  las  funcio¬ 
nes  seno  y  coseno.  Demuestre  que  cos2  x  +  sen2  x  -  1 .  Sitgerencia:  sea 
F(x )  =  cos2  x  +  sen2  x  y  utilice  el  problema  29. 

31.  Demuestre  que  si  F'(x)  =  D  para  toda  x  en  (a,  b),  entonces 
existe  una  constante  C  tal  que  F(x)  =  Dx  +  C  para  toda  x  en  (a,  b). 
Sugerencia:  sea  G(x)  =  Dx  y  aplique  el  teorema  B. 

32.  Suponga  que  F'(x)  -  5  y  F(0)  =  4.  Encuentre  una  formula  pa¬ 
ra  F(x).  Sugerencia:  vease  el  problema  31. 

33.  Demuestre:  sea  /continua  en  [a,  b]  y  derivable  en  (a.  b).  Si 
f(a)  y  f(b)  tienen  signos  opuestos  y  si  f\x)  ^  0  para  toda  ren  (a.b), 
entonces  la  ecuacion  f{x)  =  0  tiene  una  y  solo  una  solucion  entre  a  y 
b.  Sugerencia:  use  los  teoremas  del  valor  medio  y  de  Rolle  (vease  el 
problema  22). 

34.  Demuestre  que  f(x)  =  2x3  -  9x2  +  1  =  0  tiene  exactamente 
una  solucion  en  cada  uno  de  los  intervalos  (-1, 0),  (0, 1 )  y  (4, 5).  Suge¬ 
rencia:  aplique  el  problema  33. 

35.  Suponga  que  / tiene  derivada  en  el  intervalo  I.  Demuestre  que 
entre  distintos  ceros  sucesivos  de  /'  solo  puede  haber  a  lo  mas  un  cero 
de  f.  Sugerencia:  trate  de  demostrar  por  contradiccion  y  utilice  el  Teore¬ 
ma  de  Rolle  (problema  22). 

36.  Sea  g  continua  en  [a.  b ]  y  suponga  que  g”(x)  existe  para  toda 
x  en  (n,  b).  Demuestre  que  si  existen  tres  valores  de  x  en  [a,  b ]  para 
los  cuales  g(x)  =  0,  entonces  existe  al  menos  un  valor  de  x  en  (a,  b)  tal 
que  g"(x)  =  0. 

37.  Sea  f(x)  =  (x  -  1  )(x  -  2)(x  -  3).  Utilizando  el  problema  36, 
demuestre  que  existe  a  lo  mas  un  valor  en  el  intervalo  [0, 4]  donde 
fix)  =  0  y  dos  valores  en  el  mismo  intervalo  donde  f'(x)  =  0. 

38.  Demuestre  que  si  l/'(x)l  £  M  para  toda  x  en  ( a ,  b)  y  si  jc(  y  x2 
son  cualesquiera  dos  puntos  en  ( a ,  b)  entonces 

\fixl)  -  /(*l)l  -  M\x2  ~  *il 

Nota:  se  dice  que  una  funcion  que  satisface  la  desigualdad  anterior 
satisface  una  condicion  de  Lipschitz  con  constante  M.  [Rudolph 
Lipschitz  (1832-1903)  fue  un  matematico  aleman]. 

39.  Demuestre  que  f(x)  =  sen  2x  satisface  una  condicion  de  Lips¬ 
chitz  con  constante  2  en  el  intervalo  (—00,00).  Vease  el  problema  38. 

40.  Se  dice  que  una  funcion /es  no  decreciente  en  un  intervalo  /, 
sixj  <x2=>/(xi)</(x2)  parang  y  x2  en  I.  De  manera  analoga,/es  no 
creciente  en  /,  si  x\  <  x2  =>/(xi)  —  /(x:>)  para  x,  y  x2  en  I. 

(a)  Bosqueje  la  grafica  de  una  funcion  no  decreciente,  pero  no  cre¬ 
dent  e. 

(b)  Haga  la  grafica  de  una  funcion  no  creciente,  pero  no  decre¬ 
ciente. 

41.  Demuestre  que  si  /  es  continua  en  /  y  si  f'(x)  existe  y  satisfa¬ 
ce  f\x)  a  0  en  el  interior  de  /,  entonces  /es  no  decreciente  en  I.  De 
manera  analoga,  si  f'{x)  £  0,  entonces  /es  no  creciente  en  /. 
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42.  Demuestre  qu e  f(x)  a  0  y  f'(x)  >  0  en  /,  entonces/2  es  no  de- 
creciente  en  /. 

43.  Demuestre  que  si  g'(x)  s  ft'(x)  para  toda  x  en  (a,  ft)  entonces 

x,  <  x2  =>  g(x2)  -  g(x,)  <  h{x2)  -  h{x{) 

para  toda  X\  y  x2  en  ( a ,  ft).  Sugerencia:  aplique  el  problema  41  con 
f(x)  =  h(x)  -  g(x). 

44.  Utilice  el  teorema  del  valor  medio  para  demostrar  que 

li'm  ( \/x  +  2  —  Vx)  =  0 

X—*OQ V  > 

45.  Utilice  el  teorema  del  valor  medio  para  demostrar  que 

|sen  x  —  sen  y\  s  [x  —  y\ 

46.  Suponga  que,  en  una  carrera,  el  caballo  A  y  el  caballo  B  ini- 
cian  en  el  mismo  punto  y  terminan  empatados.  Demuestre  que  sus 
velocidades  fueron  identicas  en  algun  instante  de  la  carrera. 

47.  En  el  problema  46.  suponga  que  los  dos  caballos  cruzaron  la 
meta  juntos  a  la  misma  velocidad.  Demuestre  que  tuvieron  la  misma 
aceleracion  en  algun  instante. 

48.  Utilice  el  teorema  del  valor  medio  para  demostrar  que  la  gra- 
fica  de  una  funcion  concava  hacia  arriba ,/,  siempre  esta  por  arriba  de 
su  recta  tangente;  esto  es,  demuestre  que 

f(x)  >  f(c)  +  f’(c)(x  -  c),  r^c 

49.  Demuestre  que  si  I  f(y)  -  f(x)  I  s  M(y  -  x)2  para  toda  x  y  y. 
entonces  / es  una  funcion  constante. 


50.  Proporcione  un  ejemplo  de  una  funcion  /que  sea  continua 
en  [0, 1],  derivable  en  (0, 1)  y  no  derivable  en  [0, 1]  y  que  tenga  una 
recta  tangente  en  cada  punto  de  [0, 1], 

51.  John  recorre  112  millas  en  2  horas  y  asegura  que  nunca  exce- 
dio  la  velocidad  de  55  millas  por  hora.  Utilice  el  teorema  del  valor 
medio  para  refutar  la  afirmacion  de  John.  Sugerencia-.  sea  f(t)  la  dis- 
tancia  recorrida  en  el  tiempo  t. 

52.  Un  automovil  esta  parado  en  una  caseta  de  peaje.  Dieciocho 
minutos  despues,  en  un  punto  a  20  millas  mas  adelante.  cronometra 
60  millas  por  hora.  Bosqueje  una  grafica  posible  de  v  contra  t.  Trace 
una  posible  grafica  de  la  distancia  recorrida  s-  contra  t.  Utilice  el  teo¬ 
rema  del  valor  medio  para  demostrar  que  el  automovil  excedio  la  ve¬ 
locidad  lfmite  de  60  millas  por  hora  en  algun  momento  luego  que 
dejo  la  caseta  de  peaje.  pero  antes  de  que  cronometrara  60  millas  por 
hora. 

53.  Un  automovil  esta  parado  en  una  caseta  de  peaje.  Veinte  mi¬ 
nutos  despues,  en  un  punto  a  20  millas  de  la  caseta,  dicho  vehfculo 
cronometro  60  millas  por  hora.  Explique  por  que  el  automovil  debe 
haber  excedido  60  millas  por  hora  en  algun  momento  despues  de  de¬ 
jar  la  caseta,  pero  antes  de  que  cronometrara  60  millas  por  hora. 

54.  Demuestre  que  si  la  funcion  de  posicion  de  un  objeto  esta  da- 
da  por  s(r)  =  ar  +  bt  +  c,  entonces  la  velocidad  promedio  en  el  inter- 
valo  [zt,  B]  es  igual  a  la  velocidad  instantanea  en  el  punto  medio  de 
[A,B], 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  continua;  (a,  ft); 
f(b)-f(a)=f'(c)(b-a)  2./'(0)  no  existe  3.  F(x)  =  G(x)  +  C 
4.  x4  +  C 


3.7 

Solucion  numerica  de 
ecuaciones 


En  matematicas  y  ciencias,  con  frecuencia  debemos  hallar  las  rafces  (o  soluciones)  de 
una  ecuacion /(x)  =  0.  Si  f(x)  es  un  polinomio  lineal  o  cuadratico,  existen  formulas  bien 
conocidas  para  escribir  las  soluciones  exactas.  Pero  para  otras  ecuaciones  algebraicas  y 
ciertamente  para  ecuaciones  que  incluyen  funciones  trascendentes,  es  raro  contar  con 
formulas  para  las  soluciones  exactas.  En  tales  casos,  f,que  puede  hacerse? 

Existe  un  metodo  general  para  resolver  problemas,  conocido  por  todas  las  perso¬ 
nas  ingeniosas.  Dada  una  taza  de  te,  agregamos  azucar  un  poco  mas  cada  vez  hasta  que 
sabe  bien.  Dado  un  tapon  demasiado  grande  para  un  agujero,  lo  rebajamos  hasta  ajus- 
tarlo.  Cambiamos  la  solucion  un  poco  cada  vez,  a  fin  de  mejorar  la  precision  hasta  que 
estamos  satisfechos.  A  esto,  los  matematicos  le  llaman  metodo  de  aproximaciones  suce- 
sivas  o  metodo  de  iteraciones. 

En  esta  seccion  presentamos  tres  de  tales  metodos  para  resolver  ecuaciones:  el  de 
biseccion,  el  de  Newton  y  el  de  punto  fijo.  Los  tres  estan  disenados  para  aproximar  raf- 
ces  reales  de  /(x)  =  0  y  requiere  de  muchos  calculos.  Necesitara  tener  a  la  mano  su  cal- 
culadora. 


El  metodo  de  biseccion  En  el  ejemplo  7  de  la  seccion  1 .6  vimos  como  utilizar  el 
teorema  del  valor  intermedio  para  aproximar  una  solucion  de/(x)  =  0,  por  medio  de  bi- 
secar  de  manera  sucesiva  un  intervalo  que,  se  sabe,  tiene  una  solucion.  Este  metodo  de 
biseccion  tiene  dos  grandes  virtudes:  simplicidad  y  confiabilidad.  Tambien  tiene  un  vi- 
cio  importante,  la  gran  cantidad  de  pasos  necesarios  para  alcanzar  la  precision  deseada 
(tambien  conocido  como  lentitud  de  convergencia). 
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Primer  paso 

Figura  1 


X 


Segundo  paso 


Ponga  en  marcha  el  proceso  y  bosqueje  la  grafica  de  /  que  se  supone  es  una  fun- 
cion  continua  (vease  la  figura  1).  Una  rafz  real  de  f(x)  =  0  es  un  punto  (tecnicamente,  la 
abscisa  de  un  punto)  en  donde  la  grafica  cruza  el  eje  x.  Como  primer  paso  para  locali- 
zar  este  punto,  ubique  dos  puntos,  ax  <  b\,  en  los  que  este  seguro  de  que/tiene  signos 
opuestos;si / tiene  signos  opuestos  en  ci\  y  bj, entonces  el  producto/(fl))  •  f(b\)  sera  ne- 
gativo.  (Trate  de  elegir  y  bx  en  lados  opuestos  de  su  mejor  estimation  de  r).  El  teorema 
del  valor  intermedio  garantiza  la  existencia  de  una  rafz  entre  ai  y  b\.  Ahora  evalue/en 
el  punto  medio  m\  =  (a,  +  /),)/2  de  [a1;  bil-  El  numero  mx  es  nuestra  primera  aproxima- 
cion  para  r. 

Entonces  f(mx)  =  0,  en  cuyo  caso  hemos  terminado,  o  f(mt)  difiere  en  signo  de 
f(a{)  o/(£>i).  Denote  uno  de  los  subin tervalos  [«],»?]]  o  [ni\,b\]  en  el  que  cambia  el  sig¬ 
no  por  medio  del  sfmbolo  [a2,  b2],  y  evalue/en  su  punto  medio  m2  =  ( a2  +  b2)/ 2  (vease 
la  figura  2).  El  numero  m2  es  nuestra  segunda  aproximacion  a  r. 

Repita  el  proceso  y  determine  de  este  modo  una  sucesion  de  aproximaciones  ni\. 
m2, m3,...,y  subintervalos  [a2,b2],  [a3, b3],...,de  modo  que  cada  subintervalo  con- 

tenga  a  la  rafz  r  y  cada  uno  tenga  la  mitad  de  la  longitud  de  su  predecesor.  Detengase 
cuando  r  quede  determinada  en  la  precision  deseada;  esto  es,  cuando  ( bn  -  an)j 2  sea 
menor  que  el  error  permitido,  que  denotaremos  por  E. 


Figura  2 


Algoritmo 


Metodo  de  biseccion 


Sea  f(x)  una  funcion  continua,  y  sean  b,  numeros  que  satisfacen  at  <  b,  y  f(a\)  • 
f(bx)  <  0.  Suponga  que  E  denota  la  cota  deseada  para  el  error  I  r  -  m„  I.  Repita  los 
pasos  del  1  al  5  para  n  =  1, 2,...  hasta  que  hn  <  E\ 

1 .  Calcule  mn  =  (a„  +  b„)/2. 

2.  Calcule  f(mn)  y  si  f(mn)  =  0,  entonces  DETENGASE. 

3.  Calcule  hn  =  ( bn  —  a„)/2 

4.  Si  /(«„)  •  f(mn)  <  0,  entonces  haga  a„+]  =  a„  y  b„+1  =  m„. 

5.  Si  f(a„)  •  f  ( mn )  >  0.  entonces  haga  a„+)  =  mn  y  b„+1  =  bn. 


1  V  3 


Figura  3 


EJEMPLO  1  Determine  la  rafz  real  de  f(x)  =  x‘ —  3x  —  5  =  0  con  una  precision 


de  0.0000001. 

SOLUCION  Primero  bosquejamos  la  grafica  de  y  =  x3  —  3x  —  5  (figura  3)  y,  observan- 
do  que  cruza  el  eje  x  entre  2  y  3,  comenzamos  con  a{  =  2  y  bx  -  3. 

Paso  1:  m,  =  ( a{  +  bj)/2  =  (2  +  3)/2  =  2.5 

Paso  2:  /(m,)  =  /( 2.5)  =  2.53  -  3-2.5  -  5  =  3.125 

Paso  3:  hx  =  (b,  -  ai)/2  =  (3  -  2)/2  =  0.5 

Paso  4:  Como 

,)  =  /(2)/(2.5)  =  (  3) (3.125)  =  -9.375  <  0 


hacemos  a2  =  <Ji  =  2  y  b2  =  =  2.5. 

Paso  5:  La  condition  /(«„)  •  f(mn)  >  0  es  falsa. 

Ahora  incrementamos  n  de  modo  que  tenga  el  valor  2  y  repetimos  estos  pasos.  Po- 
demos  continuar  este  proceso  para  obtener  las  entradas  de  la  siguiente  tabla: 
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n 

K 

mn 

f{m„) 

i 

0.5 

2.5 

3.125 

2 

0.25 

2.25 

-0.359 

3 

0.125 

2.375 

1.271 

4 

0.0625 

2.3125 

0.429 

5 

0.03125 

2.28125 

0.02811 

6 

0.015625 

2.265625 

-0.16729 

7 

0.0078125 

2.2734375 

-0.07001 

8 

0.0039063 

2.2773438 

-0.02106 

9 

0.0019531 

2.2792969 

0.00350 

10 

0.0009766 

2.2783203 

-0.00878 

11 

0.0004883 

2.2788086 

-0.00264 

12 

0.0002441 

2.2790528 

0.00043 

13 

0.0001221 

2.2789307 

-0.00111 

14 

0.0000610 

2.2789918 

-0.00034 

15 

0.0000305 

2.2790224 

0.00005 

16 

0.0000153 

2.2790071 

-0.00015 

17 

0.0000076 

2.2790148 

-0.00005 

18 

0.0000038 

2.2790187 

-0.000001 

19 

0.0000019 

2.2790207 

0.000024 

20 

0.0000010 

2.2790197 

0.000011 

21 

0.0000005 

2.2790192 

0.000005 

22 

0.0000002 

2.2790189 

0.0000014 

23 

0.0000001 

2.2790187 

-0.0000011 

24 

0.0000001 

2.2790188 

0.0000001 

Concluimos  que  r  =  2.2790188  con  un  error  de  0.0000001  cuando  mucho.  ■ 


El  ejemplo  1  ilustra  la  desventaja  del  metodo  de  bisection.  Las  aproximacio- 
nes  mu  m2,  m 3,.„,  convergen  muy  lentamente  a  la  raiz  r.  Pero  convergen;  esto  es, 
li'm  mn  =  r.  El  metodo  funciona,  y  tenemos  en  el  paso  n  una  buena  cota  para  el  error 

n-+  oo 

En  =  r  —  m„,  a  saber,  \En\  £  h„. 


Figura  4 


Metodo  de  Newton  Sigamos  considerando  el  problema  de  resolver  la  ecuacion 
f(x)  =  0  para  una  raiz  r.  Suponga  que /es  derivable,  de  modo  que  la  grafica  de  y  =  f(x) 
tenga  una  recta  tangente  en  cada  punto.  Si  podemos  encontrar  una  primera  aproxima¬ 
cion  x-t  para  r,  ya  sea  a  traves  de  la  grafica  o  por  cualquier  otro  medio  (vease  la  figura 
4),  entonces  una  mejor  aproximacion  x2  tendrfa  que  estar  en  la  intersection  de  la  tan¬ 
gente  en  (xi,f(x{))  con  el  eje  x.  Entonces,  utilizando  x2  como  una  aproximacion,  pode¬ 
mos  determinar  una  mejor  aproximacion  x3,  y  asf  sucesivamente. 

El  proceso  puede  mecanizarse  de  modo  que  sea  facil  hacerlo  en  una  calculadora. 
La  ecuacion  de  la  recta  tangente  en  (xhf(x^))  es 

y  ~  f(* t)  =  f'(*i)(x  ~  xx) 

y  x2,  su  intercepcion  con  el  eje  x,  se  encuentra  haciendo  y  =  0  y  despejando  a  x.  El  re- 
sultado  es 


_  f(x l) 

fix  l) 


Mas  en  lo  general,  tenemos  el  algoritmo  siguiente,  tambien  denominado  formula  recur- 
siva  o  esquema  de  iteration. 
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Algoritmos 

Los  algoritmos  han  formado  parte 
de  las  matematicas  desde  que  las  per¬ 
sonas  aprendieron  a  hacer  las  divi- 
siones;  pero  son  las  ciencias  de  la 
computacion  las  que  han  dado  al 
pensamiento  algorftmico  su  popula- 
ridad  actual.  ^Que  es  un  algoritmo? 
Donald  Knuth,  decano  de  los  cienti- 
ficos  de  la  computacion,  responde: 

“Un  algoritmo  es  una  secuencia  de 
reglas  definidas  con  precision,  que 
indican  la  forma  de  producir  una  in¬ 
formation  de  salida  especffica  a  par- 
tir  de  una  information  de  entrada 
dada,  en  un  niimero  finito  de  pasos”. 

I Y  que  son  las  ciencias  de  la  compu¬ 
tation?  De  acuerdo  con  Knuth: 

“Son  el  estudio  de  los  algoritmos”. 


3^ 


v  --  2  ■  x  +  sen  .v 


"3  +  \ 


Figura  5 


Metodo  de  Newton 

Sea  /(x )  una  funcion  derivable  y  sea  x1  una  aproximacion  inicial  a  la  rafz  r  de  /( x)  =  0. 
Sea  E  una  cota  para  el  error  I  r  —  xn  I. 

Repita  el  paso  siguiente  para  n  =  1, 2,...,  hasta  que  I x„ , ,  - xn\  <  E: 

f(xn) 


1. 


n+1 


B  EJEMPLO  2  Utilice  el  metodo  de  Newton  para  determinar  la  rafz  real  r  de 
f(x)  =  x3  —  3jc  —  5  =  0  con  siete  decimales  de  precision. 


SOLUCION  Esta  es  la  misma  ecuacion  que  se  considero  en  el  ejemplo  1.  Utilicemos 
x,  =  2.5  como  la  primera  aproximacion  a  r,  como  lo  hicimos  antes.  Como  /(x)  =  x3  —  3x  -  5 
y  f'{x)  —  3x2  —  3,  el  algoritmo  es 


xi  —  3x„  —  5  2x„ 


X  n +1  Xn 


3 xi  -  3 


3x„  —  3 


Obtenemos  la  siguiente  tabla. 


n 

*n 

i 

2.5 

2 

2.30 

3 

2.2793 

4 

2.2790188 

5 

2.2790188 

Despues  de  solo  cuatro  pasos  obtenemos  una  repetition  de  los  primeros  8  digitos.  Sen- 
timos  confianza  en  reportar  que  r  ~  2.2790188,  con  quiza  un  poco  de  duda  acerca  del 
ultimo  dfgito.  ■ 


EJEMPLO  3  |  Utilice  el  metodo  de  Newton  para  determinar  la  rafz  real  positiva 


r  de  /(x)  =  2  —  x  +  sen  x  =  0. 


SOLUCION  La  grafica  de  y  =  2  —  x  +  sen  x  se  muestra  en  la  figura  5.  Utilizaremos  el 
valor  inicial  x1  =  2.  Como  f'(x )  =  — 1  +  cos  x.  la  iteration  se  convierte  en 


xn+ 1  xn 


2  —  x„  +  sen  x„ 
—  1  +  cos  xn 


que  conduce  a  la  siguiente  tabla: 


n 

**•« 

i 

2.0 

2 

2.6420926 

3 

2.5552335 

4 

2.5541961 

5 

2.5541960 

6 

2.5541960 

Al  cabo  de  solo  cinco  pasos,  obtenemos  una  repetition  de  los  siete  decimales.  Conclui- 
mos  que  r  ~  2.5541960.  ■ 
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El  metodo  de  Newton  crea  una  sucesion  aproximaciones  sucesivas  a  la  rafz.  (En  la 
section  1.5  mencionamos  brevemente  las  sucesiones).  Con  frecuencia,  el  metodo  de  New¬ 
ton  produce  una  sucesion  jx„]  que  converge  a  la  rafz  de  f(x )  =  0,  esto  es  Ifm  xn  =  r. 

n— 

Sin  embargo,  este  no  siempre  es  el  caso.  La  figura  6  ilustra  lo  que  puede  ir  mal  (tambien 
vease  el  problema  22).  Para  la  funcion  de  la  figura  6,  la  dificultad  es  que  x]  no  esta  lo 
suficientemente  cerca  de  r  como  para  iniciar  un  proceso  convergente.  Otras  dificulta- 
des  surgen  si  f'(x)  es  cero  o  no  esta  definida  en  o  cerca  de  r.  Cuando  el  metodo  de  New¬ 
ton  falla  en  producir  aproximaciones  que  convergen  a  la  solution,  entonces  usted 
puede  reintentar  dicho  metodo  con  un  punto  inicial  diferente  o  utilizar  otro,  como  el 
metodo  de  bisection. 

Figura  6 

El  algoritmo  de  punto  fijo  El  algoritmo  de  punto  fijo  es  sencillo  y  directo,  pero 
con  frecuencia  funciona. 

Suponga  que  una  ecuacion  puede  escribirse  en  la  forma  x  =  g(x).  Resolver  esta 
ecuacion  es  determinar  un  numero  r  que  no  es  alterado  por  la  funcion  g.  A  tal  numero 
lo  denominamos  un  punto  fijo  de  g.  Para  determinar  este  numero,  proponemos  el  si- 
guiente  algoritmo.  Haga  una  primera  estimation  jq .  Luego  haga  x2  —  g(x j ),  x2  =  g(x2 ),  y 
asf  sucesivamente.  Si  tenemos  suerte,  xn  convergera  a  la  raiz  r  cuando  n  —*  oc. 


Algoritmo  de  punto  fijo 

Sea  g(x)  una  funcion  continua,  y  sea  X]  una  aproximacion  inicial  a  la  raiz  r  de 
x  =  g(x).  Denotemos  con  E  una  cota  para  el  error  I  r  —  x„  I. 

Repita  el  siguiente  paso  para  n  =  1,2,...,  hasta  que  lx„+1  —  x„l  <  E. 

1-  xn+1  =  g(x„) 


g§  EJEMPLQ4  j  Utilice  el  algoritmo  de  punto  fijo  para  aproximar  la  solution  de 
/(x)  =  x2  -  2V^TT  =  0. 


SOLUCION  Escribimos  x2  =  2Vx  +  1,  que  conduce  a  x  =  ±  (2  Vx  +  1  )1/2.  Co¬ 
mo  sabemos  que  la  solution  es  positiva,  tomamos  la  raiz  cuadrada  positiva  y  escribimos 
la  iteration  como 

xn+i  =  (2Vx„  +  l)1/2  =  V2  (xn  +  1)1/4 

La  figura  7  sugiere  que  el  punto  de  intersection  de  las  curvas  y  —  xyy  =  V2  ( x  +  1 ) l,/4 
ocurre  entre  1  y  2,  quiza  mas  cerca  de  2,  por  lo  que  tomamos  X\  =  2  como  nuestro  pun¬ 
to  de  inicio.  Esto  lleva  a  la  siguiente  tabla.  La  solution  es  aproximadamente  1.8350867. 


n 

n 

i 

2.0 

i 

1.8350896 

2 

1.8612097 

8 

1.8350871 

3 

1.8392994 

9 

1.8350868 

4 

1.8357680 

10 

1.8350867 

5 

1.8351969 

11 

1.8350867 

6 

1.8351045 

12 

1.8350867 

fEJEMPLO  5 


Resuelva  x  =  2  cos  x  por  medio  del  algoritmo  de  punto  fijo. 


SOLUCION  Primero  observe  que  al  resolver  esta  ecuacion  es  equivalente  a  resolver 
el  par  de  ecuaciones  y  =  x  y  y  =  2  cos  x.  Asf,  para  obtener  nuestro  valor  inicial  grafica- 
mos  estas  dos  ecuaciones  (vease  la  figura  8)  y  observe  que  las  dos  curvas  se  cortan  en 
aproximadamente  x  =  1.  Al  tomar  X\  —  1  y  aplicar  el  algoritmo  xn+l  =  2  cos  x„,  obtene- 
mos  el  resultado  en  la  siguiente  tabla. 


Figura  8 
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n 

Xn 

n 

xn 

i 

1 

6 

1.4394614 

2 

1.0806046 

7 

0.2619155 

3 

0.9415902 

8 

1.9317916 

4 

1.1770062 

9 

-0.7064109 

5 

0.7673820 

10 

1.5213931 

Es  claro  que  el  proceso  es  inestable,  aunque  nuestra  estimation  initial  esta  muy  cerca 
de  la  rafz  real. 

Intentemos  con  otro  enfoque.  Reescribimos  la  ecuacion  x  =  2  cos  x  como  x  =  (x  +  2 
cos  x)/2  y  utilizamos  el  algoritmo 

xn  +  2  cos  xn 

*"+1  =  2 

Este  proceso  produce  una  sucesion  convergente  que  se  muestra  en  la  siguiente  tabla. 
(La  oscilacion  en  el  ultimo  dfgito  se  debe  probablemente  a  errores  de  redondeo). 


n 

Xn 

n 

x„ 

n 

Xn 

i 

1 

i 

1.0298054 

13 

1.0298665 

2 

1.0403023 

8 

1.0298883 

14 

1.0298666 

3 

1.0261107 

9 

1.0298588 

15 

1.0298665 

4 

1.0312046 

10 

1.0298693 

16 

1.0298666 

5 

1.0293881 

11 

1.0298655 

6 

1.0300374 

12 

1.0298668 

Ahora  planteamos  una  pregunta  obvia.  ^.Por  que  el  segundo  algoritmo  condujo  a 
una  sucesion  convergente,  mientras  que  el  primero  no?  Que  l'uncione  o  no  el  algoritmo 
de  punto  fijo  depende  de  dos  factores.  Uno  es  la  formulation  de  la  ecuacion  x  =  g(x).  El 
ejemplo  5  demuestra  que  una  ecuacion  como  x  =  2  cos  x  puede  reescribirse  en  una  for¬ 
ma  que  da  una  sucesion  diferente  de  aproximaciones.  En  el  ejemplo  5,  la  reformulation 
fue  x  =  (x  +  2  cos  x)/2.  En  general,  puede  haber  muchas  formas  de  escribir  la  ecuacion 
y  el  truco  es  encontrar  una  que  funcione.  Otro  factor  que  afecta  si  el  algoritmo  de  pun¬ 
to  fijo  converge  es  la  cercam'a  del  punto  initial  Xj  a  la  rafz  r.  Como  sugerimos  para  el 
metodo  de  Newton,  si  falla  el  algoritmo  de  punto  fijo  con  un  punto  inicial,  puede  inten- 
tar  con  otro. 


Revision  de  conceptos 

1.  Las  virtudes  del  metodo  de  biseccion  son  su  simplicidad  y 

confiabilidad;  su  vicio  es  su _ . 

2.  Si/es  continua  en  [a,  b],y  f(a)  y  f(b)  tienen  signos  opuestos, 

entonces  hay  una _ de/(x)  =  0  entre  ay  b.  Esto  se  deduce  del 

teorema _ . 


3.  El  metodo  de  biseccion,  el  metodo  de  Newton  y  el  algoritmo 

de  punto  fijo  son  ejemplos  de _ ;  esto  es,  proporcionan  una  su¬ 

cesion  finita  de  pasos  que,  si  se  siguen,  produciran  una  rafz  de  una 
ecuacion  con  una  precision  deseada. 

4.  Un  punto x  que  satisface  g(x)  =xse  denomina  un _ deg. 


Conjunto  de  problemas  3.7 


0  En  los  problemas  del  1  al  4  utilice  el  metodo  de  biseccion  para 
aproximar  la  rai'z  real  de  la  ecuacion  dada  en  el  intervalo  que  se  indi- 
ca.  Cada  respuesta  debe  ser  precisa  a  dos  decimoles. 

1.  x3  +  2x  -  6  =  0;  [1,2]  2.  x4  +  5x3  +1=0;  [-1,0] 

3.  2  cos  x  —  sen  x  =  0;  [1,  2] 

4.  x  -  2  +  2  cos  x  =  0;  [1,  2] 


En  los  problemas  del  5  al  14  utilice  el  metodo  de  Newton  para 
aproximar  la  rafz  indicada  de  la  ecuacion  que  se  da,  con  una  precision 
de  cinco  decimates.  Comience  por  bosquejar  una  grdfica. 

5.  La  mayor  rafz  de  x3  +  6x2  +  9x  +  1  =  0 

6.  La  rafz  real  de  7x3  +  x  —  5  =  0 

7.  La  rafz  mas  grande  de  x  -  2  +  2  cos  x  =  0  (vease  el  problema  4) 
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8.  La  rai'z  positiva  mas  pequena  de  2  cos  x  —  sen  x  =  0  (vease  el 
problema  3) 

9.  La  rai'z  de  cos  x  =  2x 

10.  La  rai'z  de  2x  -  sen  x  =  1 

11.  Todas  las  rafces  reales  de  x4  —  8x3  +  22x2  —  24x  +  8  =  0 

12.  Todas  las  rafces  reales  de  x4  +  6x3  +  lx2  +  24*  —  8  =  0 

13.  La  rai'z  positiva  de  2x2  -  sen  *  =  0 

14.  La  rai'z  positiva  mas  pequena  de  2  cot  *  =  * 

E  15.  Utilice  el  metodo  de  Newton  para  calcular  Eb  con  cinco  de¬ 
cimates  de  precision.  Sugerentia:  resuelva  x3  —  6  =  0 

E  16.  Utilice  el  metodo  de  Newton  para  calcular  \/47  con  cinco 
decimates  de  precision. 

EE  En  los  problemas  del  17  al  20  aproxime  los  valores  de  x  que  pro¬ 
portional i  valores  mdximo  y  ntlnimo  de  la  funcion  en  los  intervalos 
que  se  indican. 

17.  /(x)  =  x4  +  x3  +  x2  +  x;  [—1, 1] 


18.  f{x)  = 


x4  +  1 


19.  f(X)  =  ^  [77,37+] 

20.  /(x)  =  x2  sen^;  [0,  4rr] 

El  21.  La  ecuacion  de  Kepler  x  =  m  +  E  sen  *  es  importante  en  astro- 
nomfa.  Utilice  el  algoritmo  de  punto  fijo  para  resolver  esta  ecuacion 
para  *  cuando  m  =  0.8  y  E  =  0.2. 

22.  Bosqueje  la  grafica  de  y  =  x13.  Es  obvio  que  su  linica  inter¬ 
ception  con  el  eje  *  es  cero.  Convenzase  de  que  el  metodo  de  Newton 
no  converge.  Explique  por  que  falla. 

23.  En  las  compras  a  plazos,  a  uno  le  gustarfa  encontrar  la  tasa 
real  de  interes  (tasa  efectiva),  pero  por  desgracia  esto  incluye  resol¬ 
ver  una  ecuacion  complicada.  Si  hoy  uno  compra  un  artfculo  cuyo  va¬ 
lor  es  $P  y  acuerda  pagarlo  con  pagos  de  $R  al  final  de  cada  mes 
durante  k  meses,  entonces 


(1  +  /)* 


donde  Z  es  la  tasa  de  interes  mensual.Tom  compro  un  automovil  usa- 
do  por  $2000  y  acordo  pagarlo  con  abonos  de  $100  al  final  de  cada 
uno  de  los  siguientes  24  meses. 

(a)  Demuestre  que  i  satisface  la  ecuacion 


E  En  los  problemas  del  25  al  28  utilice  el  algoritmo  de  punto  fijo  con 
x h  como  se  indica,  para  resolver  las  ecuaciones  con  cinco  decimoles  de 
precision. 


25.  *  =  —  cos  x;  x1  =  1 

26.  x  =  2  —  sen  x;  xt  =2 


27.  *  =  V2.7  +  jc;xj  =  1 

28.  x  =  V3.2  +  x;  x,  =  47 

|GC)  29.  Considere  la  ecuacion  x  =  2(x  —  x2)  =  g(x). 

(a)  Bosqueje  la  grafica  de  y  =  x  y  y  =  g(x);  utilice  el  mismo  sistema 
de  coordenadas  y  con  ello  ubique  de  manera  aproximada  la  rai'z 
positiva  de  x  =  g(x). 

(b)  Intente  resolver  la  ecuacion  por  medio  del  algoritmo  de  punto 
fijo  iniciando  con  xt  =  0.7. 

(c)  Resuelva  la  ecuacion  de  forma  algebraica. 

Ec]  30,  Siga  las  instrucciones  del  problema  29  para  x  =  5(x  —  x2)  =  g(x). 

E  31.  Considere  x  =  \/l  +  x. 

(a)  Aplique  el  algoritmo  de  punto  fijo  iniciando  con  xj  =  0  para  de- 
terminar  x3,  x3.  x4  y  x5. 

(b)  Resuelva  de  forma  algebraica  para  x  en  x  =  Vl  +  x. 

(c)  Evalue  Vi  +  vT+  Vi  + 

E  32.  Considere  x  =  V5  +  x. 

(a)  Aplique  el  algoritmo  de  punto  fijo  iniciando  con  xt  =  0  para  de- 
terminar  x2,  x3,  x4  y  x5. 

(b)  De  forma  algebraica  resuelva  para  x  en  x  =  V5  +  x. 


(c)  Evalue  V5  +  V5+V5  + 

E  33.  Considere  x  =  1  H - . 

x 

(a)  Aplique  el  algoritmo  de  punto  fijo  iniciando  con  xt  =  1  para  de- 
terminar  x2,  x3,  x4y  x3. 

(b)  Resuelva  de  forma  algebraica  para  x  en  x  =  1  H — . 

(c)  Evalue  la  expresion  siguiente.  (Una  expresion  como  esta  se  de- 
nomina  fraccion  continua). 


20/(1  +  Z)24  -  (1  +  Z)24  +1=0 


(b)  Demuestre  que  el  metodo  de  Newton  para  esta  ecuacion  se  re¬ 
duce  a 

20  Z2  +  19/„  —  1  +  (1  +  in)23 
500/„  -  4  . 

E  (c)  Determine  Z,  con  una  precision  de  cinco  decimates,  iniciando 
con  Z  =  0.012  y  luego  proporcione  la  tasa  anual  como  un  porcen- 
taje  (r  =  1200Z). 

24.  Al  aplicar  el  metodo  de  Newton  para  resolver /(x)  =  0,  por 
lo  comun,  uno  puede  decir  si  la  sucesion  converge  simplemente  al 
observar  los  mimeros  xj ,  x2,  x3,..,  Pero,  incluso  cuando  converge,  diga- 
mos  en  x,  ^podemos  estar  seguros  de  que  x  es  una  solucion?  De¬ 
muestre  que  la  respuesta  es  sf,  siempre  que  fyf  sean  continuas  en  x 
y/'(x)  +  0. 


iMEQ  34.  Considere  la  ecuacion  x  =  x  -/(x)//'(x)  y  suponga  que /'(x) 
^  0  en  un  intervalo  [a,  b). 

(a)  Demuestre  que  si  r  esta  en  [a,  b],  entonces  r  es  una  rafz  de  la 
ecuacion  x  =  x  — /(x)//'(x),  si  y  solo  si  f{r)  =0. 

(b)  Demuestre  que  el  metodo  de  Newton  es  un  caso  especial  del  al¬ 
goritmo  de  punto  fijo,  en  el  que  g’{r)  =  0. 

35.  Experimente  con  el  algoritmo 

xn4\  2x„  (txn 
utilizando  diferentes  valores  de  a. 

(a)  Establezca  una  conjetura  acerca  de  lo  que  calcula  este  algorit¬ 
mo. 

(b)  Pruebe  su  conjetura. 
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El  Despues  de  derivar  y  hacer  el  resultado  igual  a  cero,  muchos  pro- 
blemas  prdcticos  de  maximos  y  mlnimos  conducen  a  una  ecuacion  que 
no  puede  resolverse  de  manera  exacta.  Para  los  problemas  siguientes, 
utilice  un  metodo  numerico  para  aproximar  la  solution  al  problema. 

36.  Un  rectangulo  tiene  dos  vertices  en  el  eje  x  y  los  otros  dos  en 
la  curva  y  =  cos  x,  con  — 77/2  <  x  <  irj2.  ^Cuales  son  las  dimensiones 
del  rectangulo  de  este  tipo  con  area  maxima?  (Vease  la  figura  24  de 
la  seccion  3.4). 

37.  Dos  pasillos  convergen  en  angulo  recto,  como  se  muestra  en 
la  figura  6  de  la  seccion  3.4,  excepto  que  los  anchos  de  los  pasillos  son 
de  8.6  y  6.2  pies.  ^Cual  es  la  longitud  de  la  varilla  delgada  mas  farga 
que  puede  transportarse  alrededor  de  la  esquina? 

38.  Un  pasillo  de  8  pies  de  ancho  da  vuelta  como  se  muestra  en 
la  figura  9.  <,Cual  es  la  longitud  de  la  varilla  delgada  mas  larga  que 
puede  transportarse  alrededor  de  la  esquina? 


39.  Un  objeto  lanzado  desde  el  borde  de  un  acantilado  de  42  pies 

2x2 

sigue  una  trayectoria  dada  por  y  =  —  -  —  +  x  +  42.  (Vease  la  figu¬ 
ra  10.)  Un  observador  esta  parado  a  3  pies  de  la  base  del  acantilado. 


(a)  Determine  la  posicion  del  objeto  cuando  esta  mas  cerca  del  ob¬ 
servador. 

(b)  Determine  la  posicion  del  objeto  cuando  esta  mas  alejado  del 
observador. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  lentitud  de 
convergencia  2.  rai'z:  del  valor  intermedio  3.  algoritmos 
4.  punto  fijo 


Figura  9 


3.8  La  mayoria  de  las  operaciones  matematicas  con  que  trabajamos  vienen  en  pares  de  in- 
Antiderivadas  versas;  suma  y  resta,  multiplication  y  division,  y  exponentiation  y  extraction  de  rai'ces. 

En  cada  caso,  la  segunda  operation  deshace  la  primera  y  viceversa.  Una  razon  para 
nuestro  interes  en  las  operaciones  inversas  es  su  utilidad  en  la  resolution  de  ecuacio- 
nes.  Por  ejemplo,  la  resolution  de  x3  =  8  implica  el  uso  de  extraer  rai'ces.  En  este  capitu- 
lo  y  en  el  anterior  hemos  estudiado  derivation.  Si  queremos  resolver  ecuaciones  que 
incluyan  derivadas  necesitaremos  su  inversa,  denominada  antiderivation  o  integration. 


Definici6n 

Llamamos  a  F  una  antiderivada  de  /en  el  intervalo  /  si  DxF(x)  =  f(x)  en  l;  esto  es,  si 
F'(x)  =  f(x)  para  toda  x  en  I. 


F'(x)  =  4x3 


En  nuestra  definition  utilizamos  una  antiderivada,  en  lugar  de  la  antiderivada. 
Pronto  vera  por  que. 


B~ejemplo  1 


Encuentre  una  antiderivada  de  la  funcion  /(x) 


4x3  en  (—  oo,  oo). 


SOLUCION  Buscamos  una  funcion  F  que  satisfaga  F'(x)  =  4x3  para  toda  x  real.  De 
nuestra  experiencia  con  derivation,  sabemos  que  F(x)  =x4  es  una  de  tales  funciones.  ■ 


Un  momento  de  reflexion  sugerira  otras  soluciones  para  el  ejemplo  1 .  La  funcion 
F{x)  =  x4  +  6  tambien  satisface  F'{x)  =  4x3;  tambien  es  una  antiderivada  de  f(x)  —  4x3. 
De  hecho,  F(x)  =x4  +  C,  donde  C  es  cualquier  constante,  es  una  antiderivada  de  4x3  en 
(—  oo,oo)  (vease  la  figura  1). 

Ahora  planteamos  una  pregunta  importante.  ^Toda  derivada  de  f(x)  =  4x3  es  de  la 
forma  F(x)  =  x4  +  C?  La  respuesta  es  sf.  Esto  se  deduce  del  teorema  3.6B,  el  cual  esta- 
blece  que  si  dos  funciones  tienen  la  misma  derivada,  deben  diferir  en  una  constante. 


Figura  1 
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Esta  es  nuestra  conclusion:  si  una  funcion/tiene  una  antiderivada,  tendra  una  familia 
de  ellas,  y  cada  miembro  de  esta  familia  puede  obtenerse  de  uno  de  ellos  mediante  la 
suma  de  una  constante  adecuada.  A  esta  familia  de  funciones  le  llamamos  la  antideri¬ 
vada  general  de  /.  Despues  de  acostumbrarnos  a  esta  notion,  con  frecuencia  omitire- 
mos  el  adjetivo  general. 

1  h:\iplo2  j  Encuentre  la  antiderivada  general  de/(x)  =  x2  en  (—00,00). 

SOLUCION  La  funcion  F(x)  =  x3  no  funcionara  porque  su  derivada  es  3x2.  Pero 
esto  sugiere  F(x)  —  jx3,  la  cual  satisface  F'(x)  =  |  •  3x2  =  x2.  Sin  embargo,  la  anti¬ 
derivada  general  es|x3  +  C.  ■ 

Notacion  para  las  antiderivadas  Como  utilizamos  el  sfmbolo  Dx  para  la  ope¬ 
ration  de  tomar  la  derivada,  serfa  natural  utilizar  Ax  para  la  operation  de  encontrar  la 
antiderivada.  Asi, 

Ax(x2)  =  \x3  +  C 

Esta  es  la  notacion  empleada  por  varios  autores  y,  de  hecho,  fue  usada  en  ediciones  an- 
teriores  de  este  texto.  No  obstante,  la  notacion  original  de  Leibniz  continua  gozando  de 
una  popularidad  aplastante  y,  por  lo  tanto,  decidimos  seguirla.  En  lugar  de  Ax,  Leibniz 
utilizo  el  simbolo  f  ■  ■  ■  dx.  El  escribio 

J x2  dx  =  |x3  +  C 

y  f 

/  4x3  dx  =  x4  +  C 

Leibniz  eligio  utilizar  la  s  alargada,  /,  y  la  dx  por  razones  que  no  seran  evidentes  sino 
hasta  el  capitulo  siguiente.  Por  el  momento,  basta  con  considerar  a  f . .  .dx  como  indi¬ 
cation  de  la  antiderivada  con  respecto  a  x,  al  igual  que  Dx  indica  la  derivada  con  res- 
pecto  a  x.  Observe  que 

DxJf(x)  dx  =  f(x)  y  J  Dx  f(x)  dx  =  f(x)  +  C 


Para  establecer  cualquier  resultado 
de  la  forma 

J f(x)  dx  =  F(x)  +  C 

todo  lo  que  tenemos  que  hacer  es 
demostrar  que 

Dx[F(x)  +  C]  =  f(x) 


Regia  para  la  potencia 

Si  r  es  cualquier  numero  racional,  excepto  —  1,  entonces 


dx  = - r  +  C 

r  +  1 


Demostracion  La  derivada  del  lado  derecho  es 
"  xr+1  1  1 

Dx - 1-  C  = - ~{r  +  l)xr  =  xr  ■ 

\_r  +  1  J  r  +  1  v  ’ 

Hacemos  dos  comentarios  con  relation  al  teorema  A.  Primero,  el  teorema  incluye 
al  caso  r  =  0;  es  decir. 


Segundo,  puesto  que  no  se  especifico  ningun  intervalo,  la  conclusion  se  entiende  que 
sera  valida  solo  en  intervalos  en  los  que  xr  este  definida.  En  particular,  debemos  excluir 
cualquier  intervalo  que  contenga  al  origen  si  r  <  0. 
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Siguiendo  a  Leibniz,  a  veces  usaremos  el  termino  integral  indefinida  en  lugar  de 
antiderivada.  Antiderivar  tambien  es  integrar.  En  el  sfmbolo  J  f(x)  dx,  J  se  denomi- 
na  signo  de  integral  y  /(x)  se  llama  integrando.  Asi,  integramos  el  integrando  y  de  este 
modo  evaluamos  la  integral  indefinida.  Tal  vez  Leibniz  utilizo  el  adjetivo  indefinida 
para  sugerir  que  la  integral  indefinida  siempre  incluye  una  constante  arbitraria. 


EJEMPLO  3  j  Encuentre  la  antiderivada  general  de/(x)  =x^i. 

J‘ 


SOLUCION 


.7/3 


x473  dx  =  — - 1-  C  =  |  X7/3  +  C 


Observe  que  para  integrar  una  potencia  de  x  aumentamos  el  exponente  en  1  y  dividimos 
entre  el  nuevo  exponente. 

Las  formulas  de  antiderivadas  para  las  funciones  seno  y  coseno  se  deducen  direc- 
tamente  de  la  derivada. 


Teorema  B 

J 

^sen  x  dx  =  —cos  x  +  C  y  J  cos  x  dx  =  sen  x  +  C 

Demostracion  Simplemente  observe  que  Dx(— cos  x  +  C)  —  sen  x  y  Dx( sen  x  +  C)  = 

COS  X.  ■ 

La  integral  indefinida  es  lineal  Recuerde  del  capftulo  2  que  Dx  es  un  opera- 
dor  lineal.  Esto  significa  dos  cosas. 

1.  Dx[kf(x)]  =  kDJ(x) 

2-  Dx[f(x)  +  g(x)]  =  Dxf(x)  +  Dxg(x) 

De  estas  dos  propiedades  se  deduce  una  tercera,  de  manera  automatica. 

3-  Dx[f(x)  -  g(x)]  =  Dxf(x)  -  Dxg(x) 

Resulta  que  f  .  ..dx  tambien  liene  estas  propiedades  de  un  operador  lineal. 


Teorema  C 


La  integral  indefinida  es  un  operador  lineal 

Suponga  que  fyg  tienen  antiderivadas  (integrales  indefinidas)  y  sea  k  una  constan¬ 
te.  Entonces: 


0) 

J kf(x)  dx  =  k  J /(x)  dx; 

(ii) 

J  [fix)  +  g(*)]  dx  =  J  fix)  dx  + 

1  g(x)  dx; 

(iii) 

J  [fix)  -  g(*)]  dx  =  J  fix)  dx  - 

1  g(x)  dx. 

Demostracion  Para  demostrar  (i)  y  (ii)  basta  con  derivar  el  lado  derecho  y  obser- 
var  que  obtenemos  el  integrando  del  lado  izquierdo. 


=  kDx  J f{x)  dx  =  kf(x) 

-  D,Jf(x)  ilx  +  D,Jg(x)  dx 


=  fix)  +  g[x) 


La  propiedad  (iii)  se  deduce  de  (i)  y  (ii). 


derivada 


EJEMPLO  4  Mediante  la  linealidad  de  f,  evalue 


(a)  J ( 3x 2  +  4x )  dx  (b)  J ( u 3^2  —  3 u  +  14)  du  (c)  J (l /t2  +  V?)  dt 


SOLUCION 

(a) 


/  (3^  +  4,)*r=  +  J 


4x  dx 


"3  + 

=  3(t  +  c,)  +  4(t  +  Q 


=  x3  +  2x 2  +  (3Cj  +  4C2) 
=  x3  +  2  x2  +  C 


Aparecieron  dos  constantes  arbitrarias  Cj  y  C2,  pero  se  combinaron  en  una  cons- 
tante,  C,  una  practica  que  seguiremos  de  manera  consistente. 

(b)  Observe  el  uso  de  la  variable  u  en  lugar  de  x.  Esto  esta  bien  mientras  que  el  corres- 
pondiente  sfmbolo  de  la  diferencial  sea  du;  entonces,  tenemos  un  cambio  comple¬ 
te)  en  la  notacion 


J  ( u 3/2  —  3 u  +  14)  du  —  J u3^2  du  —  3  J u  du  +  14  J 1  du 


=  -  \u2  +  14m  +  C 


(c) 


J  (^J2  +  Vt ^  dt  =  J (t  2  +  t1/2)  dt  =  J t  2  dt  +  J t 1/2  dt 


r1  t3/2  _  1  2  3/2  ^ 

=  —  +  -r-  +  C=  --  +  - 13/2  +  C 

-1  I  t  3 


Regia  generalizada  de  la  potencia  Recuerdese  la  regia  de  la  cadena  como  se 
aplico  a  una  potencia  de  una  funcion.  Si  u  =  g(x)  es  una  funcion  derivable  y  r  es  un  nu- 
mero  racional  (r  #  —  1 ),  entonces 


D, 


r  +  l 


ur  •  Dxu 


o,  en  notacion  de  funciones. 


Dr 


[g(*)Y+'\ 

r  +  1  J 


De  esto  obtenemos  una  regia  importante  para  integrates  indefinidas. 


Teoreina  D 


Regia  generalizada  de  la  potencia 

Sean  g  una  funcion  derivable  y  r  un  numero  racional  diferente  de  —1 .  Entonces 

[gwr1 


/ 


[sWfs'M  dx  = 


1 


c 


Para  aplicar  el  teorema  D,  debemos  ser  capaces  de  reconocer  las  funciones  g  y  g' 
en  el  integrando. 
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EJEMPLO  5  Evalue 


(a)  /  ( x4  +  3x)30(4x3  +  3 )dx 


(b)  /  sen  °j:cos  x  dx 


SOLUCION 

(a)  Sea  g(x)  =  x4  +  3x;  entonces  g'(x)  =  4x3  +  3.  Asf,  por  el  teorema  D 

J (x4  +  3x)30(4x3  +  3)  dx  =  j [g(x)]3V  (x)  dx  =  +  C 

(x4  +  3x)31  ,  ^ 


(b)  Sea  g(x)  =  sen  x,  entonces  g'(x)  =  cos  x.  Por  lo  tanto, 


J  sen10  x  cos  x  dx  =  J  [g(^)]10g'(x)  dx  =  - 1-  C 


ii 

sen  x 


El  ejemplo  5  muestra  por  que  Leibniz  uso  la  diferencial  dx  en  su  notacion 
/  . . .  dx.  Si  hacemos  u  =  g(x),  entonces  du  =  g'(x)dx.  Por  consiguiente,  la  conclusion  del 
teorema  D  es 


furdu  = 

J  r  +  1 


+  C,  r  ¥=  -1 


que  es  la  regia  comun  para  la  potencia  con  u  como  variable.  Asf,  la  regia  generalizada 
para  la  potencia  es  solo  la  regia  comun  para  la  potencia  aplicada  a  funciones.  Pero,  al 
aplicarla,  siempre  debemos  estar  seguros  de  que  tenemos  du  para  ir  con  ur .  Los  siguien- 
tes  ejemplos  ilustran  lo  que  queremos  decir. 


Evalue 


(a)  /  (x3  +  6x)5(6x2  +  12)  dx 


(b)  J (x2  +  4)10x  dx 


SOLUCION 

(a)  Sea  u  =  x3  +  6x;  entonces  du  =  (3x2  +  6 )dx.  Asf,  (6x2  +  12)dx  =  2(3x2  +  6 )dx  =  2du,  y 


en  consecuencia 


J (x3  +  6x)5(6x2  +  12)  dx  =  J u5  2  du 

=  2  J  u5  du 


=  2  ~  +  C 
6 


(x3  +  6x)6 


+  K 
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Deben  notarse  dos  cosas  con  respecto  a  nuestra  solution.  Primero,  el  hecho  de  que 
( 6x 2  +  12 )dx  es  2 du  en  lugar  de  du  no  causa  problema;  por  la  linealidad  de  la  in¬ 
tegral,  el  factor  2  pudo  colocarse  al  frente  del  signo  de  la  integral.  Segundo,  termi- 
namos  con  una  constante  arbitraria  2 C.  Tambien  esta  es  una  constante  arbitraria; 
llamemosle  K. 

(b)  Sea  u  =  x2  +  4;  entonces  du  =  2 xdx.  Asi, 


jr2  +  4)10jc  dx  = 


Si 


Revision  de  conceptos 

1.  La  regia  de  la  potencia  para  derivadas  dice  que  d(xr)/dx  =  3.  / ( jc4  +  3x2  +  1  )s(4x3  +  6x)  dx  =  _ 

_ .  La  regia  de  la  potencia  para  integrales  dice  que  fxr  dx  =  4.  Con  base  en  la  linealidad,  / [c,  f(x)  +  c2g{x)]dx  = 

2.  La  regia  generalizada  de  la  potencia  para  derivadas  dice  que 

d\f(x)]r/dx  = _ .  La  regia  generalizada  de  la  potencia  para  in¬ 
tegrales  dice  que  / _ dx  =  [/(x)]'"M/(r  +  1)  +  C,  r  ^  — 1. 


Conjunto  de  problemas  3.8 

Encuentre  la  antiderivada  general  F(x)  +  C  para  cada  una  de  las  si- 
guientes  funciones. 


En  los  problemas  del  27  al  36  utilice  los  metodos  de  los  ejemplos  5  y  6 
para  evaluar  las  integrales  indefinidas. 


1. 

/(*) 

=  5 

2. 

fix)  - 

=  x  -  4 

27. 

1  i^x 

+  l)3V2 

3. 

fix) 

=  x2  + 

77 

4. 

fix)  - 

=  3x2  + 

J  V 

5. 

fix) 

=  x5/4 

6. 

fix)  -- 

=  3x2/3 

- - 

=  7x-3/4 

29. 

j  (5x2  + 

l)(5x3  + 

7. 

fix) 

=  1/V 

x2 

8. 

fix)  = 

9. 

fix) 

=  X2  - 

X 

10. 

fix)  - 

=  3x2  - 

7 TX 

30. 

[  i5x2  + 

l)V5x3  ■ 

11. 

fix) 

=  4x5  - 

-  x3 

12. 

fix)  -- 

=  x100  + 

99 

X 

J 

13. 

fix) 

=  21  x1 

+  3x5  - 

45x3  + 

V2x 

31. 

j  3t^2r 

!  -  11  dt 

14. 

fix) 

=  x2(x 

3  +  5x2  - 

-  3x  + 

V3) 

fx2V? 

fix) 

3 

2 

_  V2x 

3 

33. 

+  4  dx 

15. 

_  x2 

X3 

16. 

fix)  -- 

X 

fix) 

_  4x6  ■ 

+•  3x4 

fix)  - 

_  X6-; 

c 

34. 

fix3  +  - 

OVx4  + 

17. 

,3 

18. 

^3 

J 

dx 


’•/ 


3y 


V2v2  +  5 


dy 


En  los  problemas  del  19  al  26  evalue  las  integrales  indefinidas  que  se 
indican. 

21.  / (x  +  l)2  dx  22.  J  [z  +  V2 z)2  dz 

'(Z2  +  1)2  ,  _  fs(s  +  l)2 


25.  I  (sen  0  -  cos  d)  d6  26.  J (t2  ~  2  cos  t)  dt 


r- 


35.  J  senx(l  +  cos  x)A  dx 

36.  f  sen  x  cos  j:  Vl  +  sen2  x  dx 

En  los  problemas  del  37  al  42  se  da  f"(x).  Encuentre  f(x)  antiderivan- 
do  dos  veces.  Observe  que  en  este  caso  su  respuesta  debe  incluir  dos 
constantes  arbitrarias,  una  proveniente  de  cada  antiderivacion.  Por 
ejemplo,  si  f"(x)  =x,  entonces  f  (x)  =x1!2  +  Cjyf(x)  =x3/6  +  C,.r-I-  C^. 
Las  constantes  Ct  y  C2  no  pueden  combinarse  porque  Ctx  no  es  una 
constante. 

37.  f"(x )  =  3x  +  1 


38.  f"{x)  =  -2x  +  3 
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39.  f"(x)  =  Vx 

v4  +  1 

41.  f"(x)  =  — v- 


=  r*/  3 


40.  f"(x)  =  x 
42.  f"{x)  =  I's/ x  +  1 


43.  Demuestre  la  formula 

J[.f(x)g'(x)  +  g(x)f'(x)]dx  =  f(x)g(x)  +  C 

Sugerencia:  vease  el  recuadro  al  margen  junto  al  teorema  A. 

44.  Demuestre  la  formula 


/ 


g(x)f’{x )  -  f(x)g'{x)  f(x) 

- ax  =  -  ,  ,  +  C 


g  (x) 


g(x) 


45.  Utilice  la  formula  del  problema  43  para  encontrar 
+  2xV x  —  1 


/ 


hVx  -  i 


dx 


46.  Utilice  la  formula  del  problema  43  para  encontrar 
— x3  3x2 


1 


dx 


i{2x  +  5)3/2  V2x  +  5-1 
J f"(x)  dx  si  f(x)  =  j cX/jc3  +  1. 


47.  Encuentre 

48.  Demuestre  la  formula 
'2 g(x)f'(x)  -  f(x)g'(x 


r- 


fix) 


+  C 


2  [g(*)]3/2  VgW 

49.  Demuestre  la  formula 

=  r{x)gn{x)  +  C 


/■ 


50.  Evalue  la  integral  indefinida 
sen3[(x2  +  l)4]cos[(.*2  +  l)4](.v2  +  l^xdx 

Sugerencia:  sea  u  =  sen(x2  +  l)4. 

51.  Evalue  J  M  dx.  52.  Evalue  J  sen 2  x  dx. 


i  53.  Algunos  paquetes  de  software  pueden  evaluar  integrales  in- 
definidas.  Utilice  su  software  en  cada  una  de  las  siguientes  integrales. 

(a)  /  6  sen(3(;t  —  2))  dx 

(b)  J sen3(jr/6)  dx 


(c)  J  (xz  cos  2x  +  x  sen  2x)  dx 

|EXPL)  [CAS]  54.  Sea  F0(x )  =  x  sen  a:  y  =  J  Fn(x)  dx. 

(a)  Determine  /*j(x),  F2{x),  F3(x),  y  Fif  x). 

(b)  Con  base  en  la  parte  (a)  realice  una  conjetura  sobre  la  forma  de 
Fieix). 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  /■jcr_1; 
xr+1/(r  +  1)  +  C,r  *  -1  2.  r[f(x)Y^f'(xy,[f(x)}T(x) 

3.  (x4  +  3x2  +  l)9/9  +  C  4.  C\jf(x)dx  +  c2f  g(x)  dx 


3.9 

Introduccion 
a  ecuaciones 
diferenciales 


En  la  seccion  precedente,  nuestra  tarea  fue  antiderivar  (integrar)  una  funcion/para 
obtener  una  nueva  funcion  F.  Escribimos 


dx  =  F{x)  +  C 


y,  por  definicion,  esto  fue  correcto  siempre  y  cuando  F'(x)  =f{x).  Ahora  F'(x)  =f{x)  en 
el  lenguaje  de  derivadas  es  equivalente  a  dF(x)  =f(x)dx  en  el  lenguaje  de  diferenciales 
(vease  la  seccion  2.9).  Por  lo  tanto,  podemos  interpretar  la  formula  del  recuadro  como 


J  dF(x)  =  F(x)  +  C 


Desde  esta  perspectiva,  integramos  la  diferencial  de  una  funcion  para  obtener  la  fun- 
cion  (mas  una  constante).  Este  fue  el  punto  de  vista  de  Leibniz;  adoptarlo  nos  ayudara 
a  resolver  ecuaciones  diferenciales. 

<(Que  es  una  ecuacion  diferencial?  Para  motivar  nuestra  respuesta,  empeza- 
mos  con  un  ejemplo  sencillo. 


M  EJEMPLO  1  j  Encuentre  una  ecuacion.  en  x  y  y.  de  la  curva  que  pasa  por  el  pun¬ 
to  (—1,2)  y  cuya  pendiente  en  cualquier  punto  de  la  curva  es  igual  a  dos  veces  la  absci- 
sa  (coordenada  x)  de  ese  punto. 
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Cualquier  ecuacion  en  la  que  la  incognita  sea  una  funcion  y  que  incluya  derivadas  (o 
diferenciales)  de  esta  funcion  desconocida  se  denomina  ecuacion  diferencial.  Una  fun¬ 
cion  que  cuando  se  sustituye  en  la  ecuacion  diferencial  da  una  igualdad,  se  llama  una 
solucion  de  la  ecuacion  diferencial.  Por  lo  tanto,  resolver  una  ecuacion  diferencial  es 
encontrar  una  funcion  desconocida.  En  general,  esta  es  una  tarea  diffcil  y  sobre  la  que 
se  han  escrito  muchos  y  extensos  libros.  Aquf  solo  consideraremos  el  tipo  mas  sencillo, 
las  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden  con  variables  separables.  Estas  son  ecua- 
ciones  que  incluyen  solo  a  la  primera  derivada  de  la  funcion  desconocida  y  son  tales 
que  las  variables  pueden  separarse,  una  en  cada  lado  de  la  ecuacion. 
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Separation  de  variables  Considere  la  ecuacion  diferencial 

dy  _  x  +  3x2 
dx  y2 

Si  multiplicamos  ambos  lados  por  y2dx,  obtenemos 

y2  dy  —  (x  +  3x2)  dx 

En  esta  forma,  la  ecuacion  diferencial  tiene  separadas  sus  variables;  es  decir,  los  termi- 
nos  que  incluyen  a  y  estan  en  un  lado  de  la  ecuacion  y  los  de  x  en  el  otro.  De  manera  se- 
parada,  podemos  resolver  la  ecuacion  diferencial  utilizando  el  metodo  2  (integrar 
ambos  lados,  igualar  los  resultados  y  simplificar),  como  lo  ilustramos  ahora. 


M  EJEMPLO  2  I  Resuelva  la  ecuacion  diferencial 

dy  _  x  +  3x2 
dx  y2 

Despues  encuentre  aquella  solution  para  la  cual  y  =  6  cuando  x  =  0. 

SOLUOON  Como  se  observo  anteriormente,  la  ecuacion  dada  es  equivalente  a 

y2  dy  —  (x  +  3a:2)  dx 


Asf, 


fy2dy~J 


(x  +  3x2)  dx 


y3  x2 

^  +  Cl=y  +  X3  +  C2 

y3  =  ~  +  3x3  +  (3C2  -  3 Cj) 


3x2 


+  3  x3  +  C 


y  = 


3x2 


+  3x *  +  C 


Para  encontrar  la  constante  C  utilizamos  la  condition  y  =  6  cuando  x  =  0.  Esto  da 

6  =  N/C 

216  =  C 


Por  lo  tanto, 

y  =  +  3*3  +  216 

Para  verificar  nuestro  trabajo  podemos  sustituir  este  resultado  en  ambos  lados  de 
la  ecuacion  diferencial  original  para  ver  que  de  una  igualdad.Tambien  debemos  confir- 
mar  que  y  =  6  cuando  x  =  0. 

A1  sustituir  en  el  lado  izquierdo  obtenemos 

^  =  If3|i  +  3^+216y2V  +  9ti 

dx  3  \  2  J  v  ' 

-  x  +  3x2 

(|x2  +  3x3  +  216)2/3 
En  el  lado  derecho  obtenemos 

x  +  3x2  _  x  +  3x2 

yz  ( |x 2  +  3x3  +  216)2/3 
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Como  se  esperaba,  las  dos  expresiones  son  iguales.  Cuando  x  =  0  tenemos 


y  = 


3  •  02 
2 


+  3  •  03  +  216 


=  ^216  =  6 


A  si',  y  —  6  cuando  x  =  0,  como  esperabamos.  a 

Problemas  sobre  movimiento  Recuerde  que  si  s(t),  v(t)  y  a(t)  representan  la 
posicion,  velocidad  y  aceleracion,  respectivamente,  en  el  instante  t  de  un  objeto  que  se 
mueve  a  lo  largo  de  un  eje  coordenado,  entonces 

*(')  =  =  § 


a(t) 


v'(t) 


dv  _  d2s 
dt  dr2 


En  algun  trabajo  previo  (vease  la  section  2.6)  supusimos  que  s(t)  era  conocida,  y  a  par- 
tir  de  esto  calculamos  v(t)  y  «(/).  Ahora  queremos  considerar  el  proceso  inverso;  dada 
la  aceleracion  a{t),  encontrar  la  velocidad  v(t)  y  la  posicion  s(t). 


H  EJEMPLO  3 


Problema  de  un  cuerpo  que  cae 


Cerca  de  la  superficie  de  la  Tierra,  la  aceleracion  a  la  que  cae  un  objeto,  debido  a  la  gra- 
vedad,  es  de  32  pies  por  segundo  por  segundo,  siempre  y  cuando  la  resistencia  al  aire  se 
pueda  despreciar.  Si  un  objeto  se  lanza  directamente  hacia  arriba  desde  una  altura  ini¬ 
tial  de  1000  pies  (vease  la  figura  2)  a  una  velocidad  de  50  pies  por  segundo,  encuentre 
su  velocidad  y  altura  4  segundos  despues. 


SO  Hi  Cl  ON  Supongamos  que  la  altura  s  se  considera  positiva  hacia  arriba.  Entonces 
v  =  ds/dt  inicialmente  es  positiva  (5  esta  aumentando),  pero  a  =  dv/dt  es  negativa.  (La 
fuerza  debida  a  la  gravedad  es  descendente,  por  lo  que  v  disminuye.)  De  aqui  que  ini- 
ciamos  nuestro  analisis  con  la  ecuacion  diferencial  dv/dt  =  -32,  con  las  condiciones  adi- 
cionales  de  que  v  =  50  y  5  =  1000  cuando  t  =  0.  El  metodo  1  (antiderivation  directa)  y  el 
metodo  2  (separation  de  variables)  funcionan  bien. 


dv 

dt 


-32 


v 


/ 


—32  dt  —  —32 1  +  C 


Como  v  —  50  en  t  =  0,  encontramos  que  C  =  50,  y  asi 


v  =  —32 1  +  50 


Ahora,  v  =  ds/dt,  por  lo  que  tenemos  otra  ecuacion  diferencial 

ds 


dt 


=  —32 1  +  50 


Cuando  integramos  obtenemos 


s  =  J (-32 1  +  50)  dt 
=  —  16f2  +  50 1  +  K 


Ya  que  s  —  1000  en  t  =  0,  K  =  1000  y 

5  =  -16t2  +  50f  +  1000 

Por  ultimo,  en  t  =  4, 

v  =  —32(4)  +  50  =  —78  pies  por  segundo 
5  =  — 16(4)2  +  50(4)  +  1000  =  944  pies  S 
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Hacemos  notar  que  si  v  =  Vq  y  s  =  s0  en  t  =  0,  el  procedimiento  del  ejemplo  3  lleva 
a  las  conocidas  formulas  de  cafda  de  un  cuerpo. 

a  =  -32 

v  =  —32 1  +  v0 

s  =  —16 12  +  v0t  +  50 


EJEMPLO  4 


La  aceleracion  de  un  objeto  que  se  mueve  a  lo  largo  de  un  eje  coor- 
denado  esta  dada  por  a(t)  =  (2 1  +  3)-3  en  metros  por  segundo  por  segundo.  Si  la  velocidad 
en  t  =  0  es  4  metros  por  segundo,  encuentre  la  velocidad  2  segundos  mas  tarde. 


SOLUClON  Empezamos  con  la  ecuacion  diferencial  de  la  primera  linea,  de  las  ecua¬ 
ciones  que  se  muestran  a  continuation.  Para  realizar  la  integration  en  la  segunda  linea, 
multiplicamos  y  dividimos  entre  2,  asi  preparamos  la  integral  para  la  regia  generaliza- 
da  para  la  potencia. 


dv 

dt 


=  (2 t  +  3)“3 


!/< 


(2 1  +  3 )~3  dt  =  -  (2t  +  3)-J  2  dt 


1  (2 1  +  3)" 

2  -2 


+  C  = 


1 


4(2 1  +  3)2 


+  C 


Como  v  =  4  en  t  =  0, 


4  =  — 


4(3)2 


+  C 


que  da  C  =  ^r.  Asi 


v  = 


1  145 

+ 


4(2f  +  3)2  36 


En  t  =  2, 


1  145 

v  =  -  ;-„t  +  —  ~  4.023  metros  por  segundo 


4(49)  36 


B  E  JEMPLO  5 


Velocidad  de  escape  (opcional) 


La  atraccion  gravitacional  Eejercida  por  la  Tierra  sobre  un  objeto  de  masa  m  a  una  distan- 
cia  s  del  centro  de  la  Tierra  esta  dado  por  F  =  -mgR2/s2,  donde  -g  (g  «  32  pies  por  se¬ 
gundo  por  segundo)  es  la  aceleracion  debida  a  la  gravedad  en  la  superficie  de  la  Tierra  y  R 
(R  ~  3960  millas)  es  el  radio  de  la  Tierra  (vease  la  figura  3).  Demuestre  que  un  objeto 
lanzado  hacia  arriba  desde  la  Tierra,  con  una  velocidad  initial  v0  a  V2  gR  ~  6.93  millas 
por  segundo  no  regresara  a  la  Tierra.  En  estos  calculos  no  tome  en  cuenta  la  resistencia  del 
aire. 


SOLUCION  De  acuerdo  con  la  segunda  Ley  de  Newton,  F—  ma;  es  decir. 


_  dv  dv  ds  dv 
F  =  m—  =  m— — —  =  m~—v 
dt  ds  dt  ds 


Asi, 


dv 


R2 


mv-—  =  — mg  7r 
ds  s z 


A1  separar  variables  se  obtiene 


v  dv  =  —gR2s  2  ds 


J  v  dv  =  — gR 2  j 


s  2  ds 


~2 


gR2 


+  C 
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Ahora  v  =  vQ  cuando  s  =  R,  y  de  este  modo  C  =  \  —  gR.  En  consecuencia, 

7  2  gR2  , 

v2  =  — +  vl  -  2 gR 

Por  ultimo,  ya  que  2 gR2/s  se  reduce  conforme  s  aumenta,  vemos  que  v  permanece  po- 
sitiva  si  y  solo  sir>o  S:  y/2 gR.  ■ 


Revision  de  conceptos 

1.  dy/dx  =  3x2  +  1  y  dy/dx  =  x/y1  son  ejemplos  de  lo  que  se  lla¬ 
ma  una _ 

2.  Para  resolver  la  ecuacion  diferencial  dy/dx  =  g(x,y)  hay  que 

encontrar  la _ _  que,  cuando  se  sustituya  por  y  proporcione 

una  igualdad. 

3.  Para  resolver  la  ecuacion  diferencial  dy/dx  =  x2y3,  el  primer 

paso  serfa  _ _ . 


4.  Para  resolver  el  problema  de  un  cuerpo  que  cae  cerca  de  la 
superficie  de  la  Tierra,  iniciamos  con  el  hecho  experimental  de  que 
la  aceleracion  debida  a  la  gravedad  es  de  —32  pies  por  segundo  por 
segundo;  es  decir,  a  =  dv/dt  =  -32.  A1  resolver  esta  ecuacion  diferen¬ 
cial  se  obtiene  v  =  ds/dt  = _ ,  y  al  resolver  la  ecuacion  dife¬ 
rencial  resultante  se  obtiene  5  = _  . 


Conjunto  de  problemas  3.9 

En  los  problemas  del  1  al  4  demuestre  que  la  funcion  indicada  es  una 
solucion  de  la  ecuacion  diferencial  que  se  da;  es  decir,  sustituya  la  fun- 
cion  que  se  indica  por  y  para  ver  que  produzca  una  igualdad. 

1.  d-f-  +  -  =  0;  y  =  Vl  -  jc2 

dx  y 


2.  -x-f-  +  y  =  0;  y  =  Cx 
dx 


3.  — r  +  y  =  0;  y  =  C\  sen  x  +  C2  cos  x 
dx2 


+  y2  =  1;  y  =  sen(x  +  C)  y  y  =  ±1 


En  los  problemas  del  5  al  14  encuentre  primero  la  solucion  general 
(que  incluya  una  constante  C)  para  la  ecuacion  diferencial  dada.  Des¬ 
pues  encuentre  la  solucion  particular  que  satisfaga  la  condicion  que  se 
indica.  (Vease  el  ejemplo  2.) 

dy  , 

5.  —  =  x2+l;y  =  lenx  =  l 

dx 

dy  --k 

6.  —  =  x3  +  2;y  =  3en*  =  l 

dx 

dy  x 

7.  —  =  — ;  y  =  1  en  x  =  1 

dx  y 

dy  fx 

8.  —  =  , ;  y  —  4  en  x  =  1 
dx  V  y 

9.  ~~  =  t2z2;  Z  =  1/3  en  f  =  1 
dt 


-  y4;  y  =  1  en  t  =  0 


11.  —  =  16r2  +  4f  —  1;  s  =  100  en  t  =  0 
dt 

dti  -> ,  . 

12.  —  =  w3(r3  -  t);  u  =  4  en  t  =  0 
dt 


13.  —  =  (2x  +  l)4;  y  =  6  at  x  =  0 

d  y 

14.  —  =  -y2x(x2  +  2)4;  y  =  1  at  x  =  0 

15.  Encuentre  la  ecuacion,  en  x  y  y.  de  la  curva  que  pasa  por  (1, 
2)  cuya  pendiente  en  cualquier  punto  es  tres  veces  su  abscisa  (v6ase 
el  ejemplo  1). 

16.  Encuentre  la  ecuacion,  en  x  y  y,  de  la  curva  que  pasa  por  (1, 
2)  cuya  pendiente  en  cualquier  punto  es  el  triple  del  cuadrado  de  su 
ordenada  (coordenada  y). 

En  los  problemas  del  17  al  20,  un  objeto  se  mueve  a  lo  largo  de  una 
recta,  sujeto  a  la  aceleracion  a  (en  centlmetros  por  segundo  por  segundo ), 
que  se  indica,  con  la  velocidad  inicial  v0  (en  centlmetros  por  segundo)  y 
la  distancia  dirigida  s0  (en  centlmetros).  Encuentre  la  velocidad  v  y  la 
distancia  dirigida  s  despues  de  2  segundos  (vease  el  ejemplo  4). 

17.  a  =  t;  v0  =  3,  s0  =  0 

18.  a  =  (1  +  t)-4;  v0  =  0,  j0  =  10 
El  19.  a  =  ^2f  +  1;  v0  =  0,  s0  =  10 
E  20.  a  =  (3f  +  l)-3;  v0  =  4,  s0  =  0 

21.  Se  lanza  una  pelota  hacia  arriba  desde  la  superficie  de  la  Tie¬ 
rra  con  una  velocidad  inicial  de  96  pies  por  segundo.  ^Cudl  es  la  altu- 
ra  maxima  que  alcanza?  (Vease  el  ejemplo  3.) 

22.  Se  lanza  una  pelota  hacia  arriba  desde  la  superficie  de  un  pla- 
neta  en  donde  la  aceleracion  debida  a  la  gravedad  es  k  (una  constan¬ 
te  negativa)  pies  por  segundo  por  segundo.  Si  la  velocidad  inicial  es 
v0,  demuestre  que  la  altura  maxima  es  —v\/2k. 

E  23.  En  la  superficie  de  la  Luna,  la  aceleracion  debida  a  la  grave¬ 
dad  es  —5.28  pies  por  segundo  por  segundo.  Si  un  objeto  se  lanza  ha¬ 
cia  arriba  desde  una  altura  inicial  de  1000  pies,  a  una  velocidad  de  56 
pies  por  segundo,  encuentre  su  velocidad  y  su  altura  4.5  segundos 
mas  tarde. 

E  24.  ,T’ual  es  la  altura  maxima  que  alcanza  el  objeto  del  problema 

23? 

25.  La  tasa  de  cambio  del  volumen  V  de  una  bola  de  nieve  que  se 
derrite  es  proporcional  al  area  de  su  superficie  .S';  es  decir,  dV/dt  =  —kS, 
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donde  k  es  una  constante  positiva.  Si  el  radio  de  la  bola  en  t  =  0  es 
r  =  2,  y  en  t  =  10  es  r  =  0.5,  demuestre  que  r  =  -  Af  +  2. 

26.  /.Desde  que  altura,  por  arriba  de  la  Tierra,  debe  dejarse  caer 
una  pelota  para  que  llegue  al  suelo  a  una  velocidad  de  —136  pies  por 
segundo? 

El  27.  Determine  la  velocidad  de  escape  para  un  objeto  lanzado  des- 
de  cada  uno  de  los  siguientes  cuerpos  celestes  (vease  el  ejemplo  5). 
Aqui,  g  «  32  pies  por  segundo  por  segundo. 


Aceleracion  debida 
a  la  gravedad 

Radio  (millas) 

Luna 

-0.165g 

1,080 

Venus 

— 0.85g 

3,800 

Jupiter 

-2.6  g 

43,000 

Sol 

-28  g 

432,000 

28.  Si  los  frenos  de  un  automovil,  cuando  se  aplican  por  comple- 
to,  producen  una  desaceleracidn  constante  de  1 1  pies  por  segundo 
por  segundo,  /.cual  es  la  distancia  mas  corta  en  la  que  pueden  aplicar- 
se  los  frenos  hasta  detenerse.  cuando  Neva  una  velocidad  de  60  millas 
por  hora? 

29.  /.Que  aceleracion  constante  causara  que  un  automovil  au- 
mente  su  velocidad  de  45  a  60  millas  por  hora  en  10  segundos? 

30.  Un  bloque  se  desliza  hacia  abajo  en  un  piano  inclinado  con 
una  aceleracion  de  8  pies  por  segundo  por  segundo.  Si  el  piano  incli¬ 
nado  tiene  una  longitud  de  75  pies  y  el  bloque  llega  a  la  parte  baja  en 
3.75  segundos,  /.cual  fue  la  velocidad  inicial  del  bloque? 

31.  Cierto  cohete,  inicialmente  en  reposo,  que  es  disparado  di- 
rectamente  hacia  arriba  tiene  una  aceleracion  de  6/  metros  por  se- 

,gundo  por  segundo  durante  los  primeros  10  segundos  despues  del 
despegue,  a  partir  de  los  cuales  el  motor  se  detiene  y  el  cohete  solo 
esta  sujeto  a  la  aceleracion  debida  a  la  gravedad  de  -10  metros  por 
segundo  por  segundo.  /.A  que  altura  liegara  el  cohete? 

32.  Al  ponerse  en  marcha  en  la  estacion  A,  un  tren  acelera  a  3 
metros  por  segundo  por  segundo  durante  8  segundos,  despues  viaja  a 
velocidad  constante  vm  durante  100  segundos,  y  finalmente  frena  (de- 
sacelera)  a  4  metros  por  segundo  por  segundo,  para  hacer  una  parada 
en  la  estacion  B.  Encuentre  (a)  vm  y  (b)  la  distancia  entre  A  y  B. 

33.  A  partir  del  reposo,  un  autobus  aumenta  su  velocidad  con 
una  aceleracion  constante  a\,  despues  viaja  a  velocidad  constante 
vm,  y  finalmente  frena  para  detenerse  a  una  aceleracion  constante 
a2  (a2  <  0).  Le  toma  4  minutos  recorrer  las  2  millas  entre  las  paradas 
C  y  D,  y  luego  3  minutos  para  recorrer  1.4  millas  entre  las  paradas  D 
yE. 

(a)  Bosqueje  la  grafica  de  la  velocidad  v  como  una  funcion  del 
tiempo  t,0st<7. 

(b)  Encuentre  la  velocidad  maxima  vm. 


(c)  Si  =  - a2  =  a,  evalue  a. 

34.  Un  globo  de  aire  caliente  abandona  el  piso  elevandose  a  4 
pies  por  segundo.  Dieciseis  segundos  despues.  Victoria  arroja  una  pe¬ 
lota  directamente  hacia  arriba  a  su  amigo  Colleen,  que  esta  en  el  glo¬ 
bo.  /.A  que  velocidad  lanzo  la  pelota  si  llego  a  Colleen? 

35.  De  acuerdo  con  la  Ley  de  Torricelli,  la  razon  de  cambio  del 
volumen,  V,  de  agua  con  respecto  al  tiempo  en  un  tanque  que  se  esta 
vaciando  es  proporcional  a  la  rai'z  cuadrada  de  la  profundidad  del 
agua.  Un  tanque  cilindrico  de  radio  10/  vV  centfmetros  y  16  centf- 
metros  de  altura,  inicialmente  lleno,  tarda  40  segundos  en  vaciarse. 

(a)  Escriba  una  ecuacion  diferencial  para  V  en  el  instante  t  y  las 
condiciones  correspondientes. 

(b)  Resuelva  la  ecuacion  diferencial. 

(c)  Encuentre  el  volumen  del  agua  despues  de  10  segundos. 

IE  36.  En  cierto  estado,  la  poblacion  de  lobos  P  ha  crecido  a  una  ta- 
sa  proporcional  a  la  rai'z  cubica  del  tamano  de  la  poblacion.  En  1980, 
la  poblacion  se  estimo  en  1000  y  en  1990  en  1700. 

(a)  Escriba  la  ecuacion  diferencial  para  Pen  el  instante  tcon  las  dos 
condiciones  correspondientes. 

(b)  Resuelva  la  ecuacion  diferencial. 

(c)  /.Cuando  liegara  a  4000  la  poblacion  de  lobos? 

37.  En  t  =  0,  una  pelota  se  deja  caer  desde  una  altura  de  16  pies. 
Si  pega  con  el  piso  y  rebota  a  una  altura  de  9  pies  (vease  la  figura  4): 

(a)  Encuentre  una  formula  de  dos  partes  para  la  velocidad  v(t)  que 
sea  valida  hasta  que  la  pelota  choque  con  el  piso  por  segunda 
ocasion. 

(b)  /.Cuales  son  los  dos  instantes  en  que  la  pelota  estuvo  a  una  altu¬ 
ra  de  9  pies? 

T  * 


16 

9 

_ I _ i _ l 

Figura  4 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  ecuacion  diferen¬ 
cial  2.  funcion  3.  separar  las  variables 
4.  —32 1  +  v0;  —16 12  +  v0t  +  v() 


3.10  Repaso  del  capitulo 


Examen  de  conceptos 

Responda  con  verdadero  o  falso  a  cada  una  de  las  siguientes  afirma- 
ciones.  Justiftque  su  respuesta. 

1.  Una  funcion  continua  definida  en  un  intervalo  cerrado  debe 
alcanzar  un  valor  maximo  en  ese  intervalo. 

2.  Si  una  funcion  derivable  /  alcanza  un  valor  maximo  en  un 
punto  interior  c  de  su  dominio,  entonces  f'(c)  =  0. 


3.  Para  una  funcion  es  posible  tener  un  numero  infinito  de  pun- 
tos  crfticos. 

4.  Una  funcion  continua  que  es  creciente  en  (—  oo,  oo)  debe  ser 
diferenciable  en  todas  partes. 

5.  Si  f(x)  =  3x6  +  4x4  +  lx2,  entonces  la  grafica  de  /  es  concava 
hacia  arriba  en  toda  la  recta  real. 

6.  Si  /es  una  funcion  creciente  y  derivable  en  un  intervalo  /,  en¬ 
tonces /'(.v)  >0  para  toda  .r  en  /. 
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7.  Sif'(x)  >  0,  para  toda  x  en  /,  entonces/es  creciente  en  I. 

8.  Si /"(c)  =0,  entonces/tiene  un  punto  de  inflexion  en  ( c,f(c )). 

9.  Una  funcion  cuadratica  no  tiene  puntos  de  inflexion. 

10.  Si  f'(x)  >  0  para  toda  x  en  [n,  ft],  entonces  /  alcanza  su  valor 
maximo  sobre  [a,  b\  en  b. 

11.  La  funcion  y  =  tan2  x  no  tiene  valor  minirno. 

12.  La  funcion  y  =  2x3  +  x  no  tiene  valor  maximo  ni  valor  minirno. 

13.  La  funcion  y  —  2x3  +  x  +  tan  x  no  tiene  valor  maximo  ni  valor 
minirno. 

x2  —  x  —  6  (x  +  2)(x  —  3) 

14.  La  grafica  de  v  =  - - —  = - - -  tiene 

x  —  3  x  —  3 

una  asintota  vertical  en  x  =  3. 


31.  Si  f"(x)  >  0  para  toda  x,  entonces  la  grafica  de  y  =  /(x)  no 
puede  tener  una  asintota  horizontal. 

32.  Un  valor  maximo  global  siempre  es  un  valor  maximo  local. 

33.  Una  funcion  cubica  f(x)  =  ax3  +  bx2  +  cx  +  d,a  ^  0,  puede  te¬ 
ner,  a  lo  mas,  un  valor  maximo  local  en  cualquier  intervalo  abierto. 

34.  La  funcion  lineal  /(x)  =  ax  +  ft,  a  #  0,  no  tiene  valor  minirno  en 
ningun  intervalo  abierto. 

35.  Si  /es  continua  en  [a,  b\  y  f(a)f(b)  <  0,  entonces  /(x)  =  0  tiene 
una  raiz  entre  ay  b. 

36.  Una  de  las  virtudes  del  metodo  de  biseccion  es  su  rapida  con- 
vergencia. 

37.  El  metodo  de  Newton  producira  una  sucesion  convergente 
para  la  funcion  /(x)  =  x1/3. 


x2  +  l 

15.  La  grafica  de  y  = - -  tiene  un  asintota  horizontal  en 

1  -  x2 

y  =  -l. 

3x2  -t-  2x  -b  sen  x 

16.  La  grafica  de  y  =  2 - 1 - —  tiene  una  asintota  obli- 

cua  en  y  =  3x  +  2. 


17.  La  funcion /(x)  =  Vx  satisface  las  hipotesis  del  teorema  del 
valor  medio  en  [0, 2]. 

18.  La  funcion  f(x)  =  lx  I  satisface  las  hipotesis  del  teorema  del 
valor  medio  en  [— 1, 1). 

19.  En  el  intervalo  [— 1, 1),  solo  existe  un  punto  en  donde  la  recta 
tangente  a  y  =  x3  es  paralela  a  la  recta  secante. 

20.  Si/'(x)  =  0  para  todax  en  (a,  b),  entonces /es  constante  en  es- 
te  intervalo. 

21.  Si  /'(c)  =f"(c)  =  0,  entonces  /(c)  no  es  valor  maximo  ni  valor 
minirno. 

22.  La  grafica  de  y  =  sen  x  tiene  un  numero  infinito  de  puntos  de 
inflexion. 

23.  Entre  todos  los  rectangulos  con  area  fija  K,  aquel  con  perime- 
tro  maximo  es  un  cuadrado. 

24.  Si  la  grafica  de  una  funcion  derivable  tiene  tres  intersecciones 
con  el  eje  x,  entonces  debe  tener  al  menos  dos  puntos  en  donde  la 
recta  tangente  es  horizontal. 

25.  La  suma  de  dos  funciones  crecientes  es  una  funcion  creciente. 

26.  El  producto  de  dos  funciones  crecientes  es  una  funcion  cre¬ 
ciente. 

27.  Si/'(0)  =  0  y/''(x)  >  0  para  x  s  0,  entonces/es  creciente  en 
[0,  oo). 

28.  Si  /'(x)  £  2  para  toda  x  en  el  intervalo  [0, 3]  y  /(0)  =  1,  enton¬ 
ces  /(3)  <4. 

29.  Si/es  una  funcion  derivable,  entonces/es  no  decreciente  en 
(rt,  ft),  si  y  solo  si /'(x)  a  0  en  (a,  ft). 

30.  Dos  funciones  derivables  tienen  la  misma  derivada  en  (a,  ft)  si 
y  solo  si  difieren  por  una  constante  en  (a,  ft). 


38.  Si  el  metodo  de  Newton  no  converge  para  un  valor  inicial,  en¬ 
tonces  no  convergera  para  todo  valor  inicial. 

39.  Si  g  es  continua  en  [a,  ft]  y  si  a  <  g(a)  <  g(b)  <  ft,  entonces  g 
tiene  un  punto  fijo  entre  a  y  ft. 

40.  Una  de  las  virtudes  del  metodo  de  biseccion  es  que  siempre 
converge. 

41.  La  integral  indefinida  es  un  operador  lineal. 

42-  f  lf(x)g'(x)  +  g(x)/'(x)]  dx  =  /(x)g(x)  +  C. 

43.  y  =  cos  x  es  una  solucion  para  la  ecuacion  diferencial 
(dy/dx)2  =  1  -  y2. 


44.  Todas  las  funciones  que  son  antiderivadas  deben  tener  deri- 
vadas. 


45.  Si  la  segunda  derivada  de  dos  funciones  son  iguales,  entonces 
las  funciones  difieren  a  lo  mas  por  una  constante. 


dx  =  /(x)  para  cada  funcion  derivable/. 


47.  Si  s  =  -16 12  +  v0 1  proporciona  la  altura  en  el  instante  t  de  una 
pelota  lanzada  directamente  hacia  arriba,  desde  la  superficie  de  la 
Tierra;  entonces,  la  pelota  chocara  con  el  suelo  con  velocidad  -v0. 


Problemas  de  examen 

En  los  problemas  del  1  al  12  se  dan  una  funcion  fy  su  dominio.  Deter¬ 
mine  los  puntos  criticos,  evalue  f  en  estos  puntos  y  encuentre  los  valo- 
res  maximo  y  minirno  (globales). 

1.  /(x)  =  x2  —  2x;  [0,  4] 

2.  f{t)  =  * ;  [1,4] 

3.  f(z)  =  2,-\\ 

4.  f(x)=-2:  [-2,0) 

X 

5.  f{x)  =  |x|;[— l] 
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6. 

/(*) 

=  s  + 

W;[-i.  i] 

7. 

/(*) 

=  3x4 

-  4x3;  [-2,  3] 

8. 

/(«) 

=  ufu  -  2)1/3;  [—1,-3] 

9. 

/M 

=  2x5 

-  5x4  +  7;  [-1,3] 

10. 

fix) 

=  (x  - 

-  l)3(x  +  2)2;  [-2, 

11. 

m 

=  sen 

9;  [77/4,  477/3] 

12. 

m 

=  sen^ 

:  0  —  sen  9;  [0,  77] 

30.  f(x)  = 


2 

(*  +  l)2 


En  los  problemas  del  31  al  36  haga  la  grdfica  de  la  funcion  fen  la  re¬ 
gion  (—77,  t t),  a  menos  que  se  indique  lo  contrario,  etiquete  todos  los 
extremos  (locales  y  globales)  y  los  puntos  de  inflexion ;  tambien  mues- 
tre  las  aslntotas,  si  existen.  Asegurese  de  utilizarf  y  /". 

31.  f(x)  =  cos  x  —  sen  x 

32.  f{x)  =  sen  x  —  tan  x 

33.  f(x)  =  x  tan  x;  (— tt/2,  tt/2) 


En  los  problemas  del  13  al  19  se  da  una  funcion  f  con  dominio  (—  oq  ooj. 
Indique  en  donde  fes  creciente  y  en  donde  es  concava  hacia  abajo. 


13. 

fix) 

—  3x  — 

X2 

14. 

.fix) 

=  x9 

15. 

fix) 

=  X3  - 

3x  +  3 

16. 

fix) 

=  -2x3 

-  3x2  +  12x  +  1 

17. 

fix) 

=  x4- 

4x5 

18. 

fix) 

-  x3  - 

l^5 

19. 

fix) 

=  x3  - 

x4 

20.  Encuentre  en  donde  es  creciente  y  en  ddnde  es  decreciente  la 
funcion  g,  definida  mediante  g(t)  =  t3  +  \/t.  Encuentre  los  valores  ex¬ 
tremos  locales  de  g.  Asimismo,  encuentre  el  punto  de  inflexion.  Haga 
un  bosquejo  de  la  grafica. 

21.  Encuentre  en  donde  es  creciente  y  en  donde  es  decreciente  la 
funcion  f  definida  por  f(x)  =  x2(x  -  4).  Encuentre  los  valores  extre¬ 
mos  locales  de/. Tambien  encuentre  el  punto  de  inflexion.  Dibuje  la 
grafica. 


34.  f{x)  =  2x  —  cot  x;  (0,  77 ) 

35.  fix)  =  sen  x  —  sen2  x 

36.  fix)  =  2  cos  x  -  2  sen  x 

37.  Dibuje  la  grafica  de  una  funcion  Fque  tenga  todas  las  propie- 
dades  siguientes: 

(a)  F  es  continua  en  todas  partes; 

(b)  F(- 2)  =  3.  F(2)  =  -1; 

(c)  F'ix)  =  0  para  x  >  2; 

(d)  F'fx)  <  Oparax  <  2. 

38.  Dibuje  la  grafica  de  una  funcion  Fque  tenga  todas  las  propie- 
dades  siguientes: 

(a)  Fes  continua  en  todas  partes; 

(b)  F(-  1)  =  6.  F(3)  =  -2; 

(c)  Ffx)  <  0  para  x  <  -1,  F'(-l)  =  F'(3)  =  -2,  F'( 7)  =  0; 

(d)  F'fx)  <  0  para  x  <  -1,  F'fx)  =  0  para  — 1  <  x  <  3, 
F'fx)  >  0  para  x  >  3. 


22.  Encuentre  los  valores  maximo  y  mi'nimo,  si  existen,  de  la  fun¬ 
cion  definida  por 


/(-*)  = 


_ 4 _ 

x2  +  1 


+  2 


En  los  problemas  del  23  al  30  bosqueje  la  grdfica  de  la  funcion  fdada, 
marque  todos  los  extremos  (locales  y  globales )  y  los  puntos  de  infle¬ 
xion  y  muestre  las  asintotas,  si  las  hay.  Asegiirese  de  utilizar  f  y  f". 


23.  f{x)  =  x4  -  2x 

24.  fix)  =  (x2  -  l)2 

25.  fix)  =  xVx  —  3 

26.  /(x)  « 

27.  fix)  =  3x4  -  4x3 

x2  -  1 

28.  fix)  =  ^ - 


39.  Dibuje  la  grafica  de  una  funcion  Fque  tenga  todas  las  propie- 
dades  siguientes: 

(a)  F  es  continua  en  todas  partes; 

(b)  Ftiene  periodo  7r; 

(c)  0  Fix)  £  2,  Fi 0)  =  0,  f(j)  =  2; 

(d)  Ffx)  >  0  para  0  <  x  <  Ffx)  <  0  para  y  <  x  <  77; 

(e)  F'fx)  <  0  para  0  <  x  <  77. 

40.  Una  larga  hoja  de  metal,  de  16  pulgadas  de  ancho,  se  dobla 
hacia  arriba  en  ambos  lados  para  formar  un  canalon  horizontal  con 
lados  verticales.  ^.Cuantas  pulgadas  de  cada  lado  deben  doblarse  ha¬ 
cia  arriba  para  maximizar  la  capacidad  de  carga? 

41.  Una  barda,  de  8  pies  de  altura,  es  paralela  a  un  muro  de  un 
edificio  y  a  un  pie  de  este.  ^Cual  es  el  tabldn  mas  corto  que  puede  pa- 
sar  por  encima  de  la  barda,  desde  el  nivel  del  piso.  para  apuntalar  el 
muro? 

42.  Una  pagina  de  un  libro  contiene  27  pulgadas  cuadradas  de 
intpresion.  Si  los  margenes  superior,  inferior  y  de  uno  de  los  lados 
son  de  2  pulgadas  y  el  margen  del  otro  lado  es  de  1  pulgada,  <,que  ta- 
mano  de  pagina  utilizarfa  la  menor  cantidad  de  papel? 
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43.  Un  abrevadero  metalico  con  extremos  semicirculares  iguales, 
sin  cubierta  superior,  debe  tener  una  capacidad  de  128ir  pies  cubicos 
(vease  la  figura  1).  Determine  su  radio  r  y  longitud  h,  si  el  abrevade¬ 
ro  debe  requerir  la  menor  cantidad  de  material  para  su  construccion. 


Figura  1 


ED  49.  Utilice  el  metodo  de  biseccion  para  resolver  3x  -  cos  2x  =  0, 
con  una  precision  de  seis  decimales.  Utilice  a\  =  0  y  6,  =  1. 

[c]  50.  Utilice  el  metodo  de  Newton  para  resolver  3x  -  cos  2x  =  0, 
con  una  precision  de  seis  decimales.  Utilice  x\  =0.5. 

[Cj  51.  Utilice  el  algoritmo  de  punto  fijo  para  resolver  3.r  -  cos  2v  =  0; 
inicie  con  Jtq  =0.5. 

ED  52.  Utilice  el  metodo  de  Newton  para  resolver  x  -  tan  x  =  0  en  el 
intervalo  (it,  2ir)  con  una  precision  de  cuatro  decimales.  Sugerencia: 
Bosqueje  las  graficas  de  y  =  x  y  y  =  tan  x,  usando  los  mismos  ejes  pa¬ 
ra  obtener  una  buena  aproximacion  inicial  para  xt. 


44.  Encuentre  el  maximo  y  el  mi'nimo  de  la  funcion  definida  en  el 
intervalo  cerrado  [—2, 2]  por 

_  E(x2  +  6x  +  8),  si  —2  £  x  <  0 

l—  i(jc2  +  4x  -  12),  si  0  <  r  s  2 

Determine  en  donde  la  grafica  es  concava  hacia  arriba  y  en  donde  es 
concava  hacia  abajo.  Haga  un  bosquejo  de  la  grafica. 

45.  Para  cada  una  de  las  siguientes  funciones  decida  si  se  puede 
aplicar  el  teorema  del  valor  medio  en  el  intervalo  I  que  se  indica.  Si 
es  asi,  encuentre  todos  los  valores  posibles  de  c,  si  no,  diga  por  que. 
Haga  un  bosquejo. 

(a)  f(x)  =  y;/  =  [-3,3] 

(b)  F(x)  =  x*'5  +  1;  /  =  [-1, 1] 

(c)  g(x)  =  I  =  [2,  3] 


En  los  problemas  del  53  al  67  evalue  las  integrates  que  se  indican. 


f 2x4  -  3x2  +  1  , 

J — ? — dx 

f  y3  —  sen  y  +  26 y~l 


’2x4  -  3x2  +  1 


55  J  y  ~  9y  sen  -v  + 

56.  J  yVy2  -  Ady 

57.  j 7(2z2  -  3 ),/3dz 


58.  /  cos4  x  sen  x  dx 


46.  Encuentre  las  ecuaciones  de  las  rectas  tangcntes  en  los  pun- 
tos  de  inflexion  de  la  grafica  de 

y  =  x4  -  6x3  +  12x2  -  3x  +  1 

47.  Sea/una  funcion  continua  con /( 1 )  = — 1/4,/(2)  =  0  y /(3)  =  -1/4. 
Si  la  grafica  de  y  =  f'(x)  es  como  la  que  se  muestra  en  la  figura  2,  ha¬ 
ga  un  bosquejo  de  una  posible  grafica  de  y  =/(x). 


59.  J  (x  +  1)  tan2(3x2  +  6x)  sec2(3x2  +  6x)  dx 

60.  /  — dt 

61.  J f4(/5  +  5)2/idt 


Figura  2 


48.  Bosqueje  la  grafica  de  una  funcion  G  con  todas  las  propieda- 
des  siguientes: 

(a)  G(x)  es  continua  y  G"(x)  >  0  para  toda  x  en  (— oo,  0)  U  (0.  oo); 

(b)  G(- 2)  =  G(2)  =  3; 

(c)  Ifm  G(x)  =  2,  lt'm  ]G(x)  —  x]  =  0; 

x  — * — ,yO  X— >00 

( d)  lfm  G(x)  =  h'm  G(x)  =  oo. 

.<■— »*  x->0 
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En  los  problemas  del  68  al  74  resuelva  la  ecuacion  diferencial  sujela  a 
la  condition  que  se  indica. 

dy 


68. 


69. 


70. 


71. 


dy 

dx 


sen  x;  y  =  2  en  x  —  0 

1 


dx 

dy 

dx  V7+T 

esc  y;  y  =  ir  en  x  =  0 


=;  y  —  18  en  x  =  3 


dy_ 

dt 


=  \Zl t  -  T;  y  =  -1  en  t  = 


dy  ,  , 

72.  -p  =  t2y\  y  =  1  en  t  =  1 
at 

dy  6x  —  x 3 

73.  —  =  — — - ;  v  =  3  en  x  =  0 

dx  2  y 


dy 

74.  —  =  x  sec  v;  y  =  tt  en  =  0 
dx 


75.  Se  lanza  una  pelota  directamente  hacia  arriba  desde  una  torre 
de  448  pies  de  altura,  a  una  velocidad  inicial  de  48  pies  por  segundo. 
^En  cuantos  segundos  chocara  con  el  piso  y  a  qud  velocidad?  Supon- 
ga  que  g  =  32  pies  por  segundo  por  segundo  y  no  tome  en  cuenta  la 
resistencia  del  aire. 
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4.1 

Introduction  al  area 

Dos  problemas,  ambos  de  geometrfa,  motivan  las  dos  ideas  mas  importantes  en  calculo. 
El  problema  de  encontrar  la  recta  tangente  nos  llevo  a  la  derivada.  El  problema  de  en- 
contrar  el  area  nos  conducira  a  la  integral  definida. 

Para  polfgonos  (regiones  planas  cerradas  acotadas  por  segmentos  de  recta),  el  proble¬ 
ma  de  encontrar  el  area  apenas  es  un  problema.  Comenzamos  con  la  definition  del  area 
de  un  rectangulo  como  la  conocida  formula  de  largo  por  ancho  y,  a  partir  de  esto,  de  ma- 
nera  sucesiva  deducimos  las  formulas  para  el  area  de  un  paralelogramo,  un  triangu- 
lo  y  cualquier  polfgono.  La  sucesion  de  figuras  en  la  figura  1  sugiere  como  se  hace  esto. 

Incluso,  en  esta  sencilla  configuration  es  claro  que  el  area  debe  satisfacer  cinco 
propiedades. 

1.  El  area  de  una  region  plana  es  un  ntimero  (real)  no  negativo. 

2.  El  area  de  un  rectangulo  es  el  producto  de  su  largo  por  ancho  (ambos  medidos  en 
las  mismas  unidades).  El  resultado  esta  en  unidades  cuadradas;  por  ejemplo,  pies 
cuadrados  o  centfmetros  cuadrados. 

3.  Regiones  congruentes  tienen  areas  iguales. 

4.  El  area  de  la  union  de  dos  regiones  que  se  traslapan  solo  en  un  segmento  de  recta 
es  la  suma  de  las  areas  de  las  dos  regiones. 

5.  Si  una  region  esta  contenida  en  una  segunda  region,  entonces  el  area  de  la  prime- 
ra  es  menor  o  igual  que  el  de  la  segunda. 

Cuando  consideramos  una  region  con  frontera  curva,  el  problema  de  asignar  un 
area  es  significativamente  mas  diffcil.  Sin  embargo,  hace  mas  de  2000  anos,  Arqufmedes 
proporciono  la  clave  de  la  solution.  Considerese  una  sucesion  de  polfgonos  inscritos 
que  aproximen  a  la  region  curva  con  una  precision  cada  vez  mayor.  Por  ejemplo,  para 


Polfgono 


Figura  1 


el  cfrculo  de  radio  1,  considerense  los  polfgonos  regulares  inscritos  P\ ,  Pi.  P3,. . .  con  4 
lados,  8  lados,  16  lados, . . .,  como  se  muestra  en  la  figura  2.  El  area  del  cfrculo  es  el  lfmi- 
te  cuando  n  — » oo  de  las  areas  de  P„.  De  esta  manera,  si  A(F)  denota  el  area  de  una  re¬ 
gion  F,  entonces 


Figura  2 
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Uso  y  abuse  del  lenguaje 

Siguiendo  con  el  uso  comun,  nos 
permitimos  un  cierto  abuso  del 
lenguaje.  Las  palabras  triangulo, 
rectangulo,  poligono  y  circulo  seran 
utilizadas  para  denotar  tanto  a  las 
regiones  de  dos  dimensiones  de  la 
forma  indicada  como  a  sus  fronteras 
unidimensionales.  Observe  que  las 
regiones  tienen  areas,  mientras  que 
las  curvas  tienen  longitudes.  Cuando 
decimos  que  un  cfrculo  tiene  area 
nr2  y  circunferencia  2nr,  el  contexto 
debe  ser  claro  si  clrculo  significa  la 
region  o  la  frontera. 


Arquimedes  fue  mas  alia,  al  considerar  tambien  poligonos  circunscritos  7j.  T2, 
r3„ . .  (Vease  la  figura  3.)  Demostro  que  se  obtiene  el  mismo  valor  para  el  area  del  cir- 
culo  de  radio  1  (a  la  que  llamo  7r),  si  se  inscriben  o  circunscriben  poligonos.  Solo  es  un 
pequeno  paso  entre  lo  que  el  hizo  y  nuestro  tratamiento  moderno  del  area. 


Figura  3 

Notacion  sigma  Nuestro  enfoque  para  determinar  el  area  de  una  region  curva,  R , 
implicara  los  siguientes  pasos: 


1.  Aproximar  la  region  R  por  medio  de  n  rectangulos,  en  donde  los  n  rectangulos  to¬ 
rnados  juntos  contengan  a  R  y  produzcan  un  poligono  circunscrito,  o  bien,  que  es- 
ten  contenidos  en  R  y  produzcan  un  poligono  inscrito. 

2.  Determinar  el  area  de  cada  rectangulo. 

3.  Sumar  las  areas  de  los  n  rectangulos. 

4.  Tomar  el  limite  cuando  «  — >  oo. 


Si  el  limite  de  las  areas  de  los  poligonos  inscritos  y  circunscritos  es  el  mismo,  a  este  li¬ 
mit  e  le  llamamos  area  de  la  region  R. 

El  paso  3  incluye  la  suma  de  las  areas  de  los  rectangulos,  por  lo  que  necesitamos 
tener  una  notacion  para  sumas,  asi  como  algunas  de  sus  propiedades.  Por  ejemplo,  con- 
sidere  las  sumas  siguientes: 

l2  +  22  +  32  +  42  +  •••  +  WO2 


y 


al  "b  Cl2  "b  a3  4-  a4  +  •  •  •  +  0n 

Para  indicar  estas  sumas  de  una  manera  compacta,  las  escribimos  como 


100  n 

S*2  y 

i=l  i=l 

respectivamente.  Aqui  2  (sigma  mayuscula  griega),  que  corresponde  a  la  S  en  espa- 
nol,  significa  que  estamos  sumando  todos  los  numeros  de  la  forma  indicada  cuando  el 
indice  i  recorre  todos  los  enteros  positivos,  lo  cual  comienza  con  el  entero  que  aparece 
debajo  de  2  y  finaliza  con  el  entero  arriba  de  2.  Asi, 


4 


2) « A 


4 


k 

k2  +  1 


a2b2  +  a2b3  +  fl4d4 


1 


1  1 

+  —  +  —  + 
2  3 


1 

n 


1  2  3 

l2  +  1  +  22  +  1  +  32  +  1 


4 

42  +  1 


n 

Si  todas  las  c;  en  2  c<  tienen  el  mismo  valor,  digamos  c,  entonces 

i=  i 


2ci  =  c  +  c  +  c+  •  •  •  +  c 

i  =  l  V - ^ 


n  terminos 
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Como  resultado. 


En  particular, 

5  100 

2)2  =  5(2)  =  10  y  2(-4)  =  100(-4)  =  -400 

/=!  i=i 


Propiedades  de  2  Considerado  como  un  operador,  S  opera  sobre  sucesiones  y 
lo  hace  de  una  manera  lineal. 


Demostracion  Las  demostraciones  son  sencillas,  solo  consideramos  (i). 

n  n 

2  cdi  =  ca{  +  ca2  +  •••  +  can  =  c(a j  +  a2  +  •••  +  an)  =  c2fl;  ■ 

i=i  '  i=i 

100  100 

HTeJEMPLO  1  ;  Suponga  que  2«,  =  60  y  2*/  =  H-  Calcule 

.  '  i=i  /=i 

100 

2(2«,  -  3 bt  +  4) 

i=i 

SOLUCION 

100  100  100  100 

2 (2a,.  -  3 b,  +  4)  =  22a,  -  236i  +  24 

i=i  i=i  i=i  1=1 

100  100  100 

=  22a,  -  32&i  +  24 

,=i  i=i  i=i 

=  2(60)  -  3(11)  +  100(4)  =  487  ■ 

[|jEMPLO  2  Sumas  telescopicas 

Demuestre  que: 

n 

(a)  ^/(ai+\  _  ai )  = 

i  =  l 

(b)  2[(*’  +  !)2  “  /2]  =  (w  +  l)2  -  1 

i=l 


definida 


SOLUCION 

(a)  Aquf  debemos  resistir  nuestra  inclination  por  aplicar  la  linealidad  y,  en  lugar  de 
eso,  escribimos  la  suma  y  esperamos  algunas  cancelaciones  convenientes. 

n 

-  at)  =  (a2  ~  fli)  +  (fl3  -  a2)  +  (a4  -  a3)  +  •••  +  (an+l  -  an) 
i=  1 

=  —a  j  +  a2  —  a2  +  a3  —  a3  +  a4  —  —  an  +  an+l 

tt\  “I-  Qn  + 1  @n  +  l  ^1 

(b)  Esto  se  deduce,  de  manera  inmediata,  de  la  parte  (a).  ■ 


El  sfmbolo  utilizado  para  el  l'ndice  no  importa.  Asi, 

n  n  n 

2a'  =  = 
i=l  j=l  k = 1 

y  todos  estas  son  iguales  a  ax  +  a2  +  ■■■  +  a„.  Por  esta  razon,  con  frecuencia  al  fndi- 
ce  se  le  llama  mdice  mudo. 


Formulas  para  algunas  sumas  especiales  Al  determinar  areas  de  regiones, 
con  frecuencia  necesitaremos  considerar  la  suma  de  los  primeros  n  enteros  positivos, 
asi  como  las  sumas  de  sus  cuadrados,  cubos,  etcetera.  Hay  formulas  utiles  para  estas;  las  de- 
mostraciones  se  estudian  despues  del  ejemplo  4. 


1. 

2. 

3. 

4. 


=  1+  2  +  3+  •••  +  n  = 


n(n  4-  1) 


;= l 


^i2  =  l2  +  22  +  32  +  +  n2  = 


i=i 


=  l3  +  23  +  33  +  +  n 


,3  _ 


n(n  +  1)(2 n  +  1) 


n(n  +  1) 


i=i 


=  l4  +  24  +  34  +  +  n4  = 

i=i 


n(n  +  1 )  (2/7  +  1)(3  n2  +  3n  —  1) 
30 


M  EJEMPLO  3 


n 

Encuentre  una  formula  para  2  (J  +  2 )(;’  —  5). 

7  =  1 


SOLUCION  Hacemos  uso  de  la  linealidad  y  de  las  formulas  1  y  2  anteriores. 


2 (i  +  2)(y  -  5)  =  2(;2  -  3/  -  10)  =  2;2  -  3  2/  -  210 


;  =  1 


7  =  1  7  =  1  7  =  1  7  =  1 

n(n  +  1 )  (2/7  +  1)  n(n  +  1) 
- - - 3 - - - lOn 


=  —  [2n2  +  3n  +  1  —  9n  —  9  —  60] 

6 

n{n2  —  3n  —  34) 


|  EJEMPLO  4  |  ^Cuantas  naranjas  hay  en  la  piramide  que  se  muestra  en  la  figura  4? 


SOLUCION  l2  +  22  +  32  +  +  72  =  2' 


■2  _  ^,-2  ?(8)(15) 


=  140 


(=i 


Demostraciones  de  las  formulas  para  las  sumas  especiales  Para  demos- 
trar  la  formula  de  la  suma  especial  1,  iniciamos  con  la  identidad  ( i  +  l)2  -  i2  =  2 i  +  1;  su- 
mamos  ambos  lados,  aplicamos  el  ejemplo  2  en  el  lado  izquierdo  y  utilizamos  la 
linealidad  en  el  derecho. 
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Figura  5 


0  2 

H — I — I - \ - i - 1 - 1 - 1 - H 

*0  X[  X2  *3  Xn  -  1  Xn 

Figura  6 


(/  +  1)^  —  P  —  2/  +  1 
it(/  + 1)2  -  i2]  =  i(2 1  + 1) 

(=1  i= 1 

(n  +  l)2  -  l2  =  2 2i  + 

1  =  1  i  =  1 


n2  +  2n  =  2^/  + 

(=i 


n2  +  n 
2 


n 


Casi  la  misma  tecnica  funciona  para  establecer  las  formulas  2, 3  y  4  (veanse  los  proble- 
mas  del  29  al  31). 


Area  por  medio  de  poligonos  inscritos  Considere  la  region  R  acotada  por  la 
parabola  y  =f(x)  =  x2, el  eje  x  y  la  recta  vertical  x  =  2  (figura  5).  Nos  referiremos  a  R 
como  la  region  acotada  bajo  la  curva  y  —  x2,  entre  x  =  0  y  x  =  2.  Nuestra  meta  es  calcu- 
lar  su  area  A(R). 

Divida  el  intervalo  [0, 2],  como  en  la  figura  6,  en  n  subintervalos.  cada  uno  de  lon- 
gitud  Ax  =  2 In,  por  medio  de  los  n  +  1  puntos 


Asf, 


0  =  x0  <  X]  <  x2  <  •  •  •  <  <  xn  —  2 

x0  =  0 

.  2 
x.  =  Ax  =  — 
n 


*2 


2- Ax  = 


•  A  21 

Xi  =  i  -  Ax  =  — 

n 


x„-\  =  («  —  !)•  Ax 


{n  -  1)2 


x,7  =  n  •  Ax  =  /? [  -  )  —2 

.  ft , 


Considerese  el  rectangulo  representative  con  base  jx,  j ,  x;]  y  altura  f  ( x,  | )  =  x2  j . 
Su  area  es /(x,  , ) Av  (vease  la  parte  superior  izquierda  de  la  figura  7).  La  union  R„  de  todos 
esos  rectangulos  forma  el  poligono  inscrito  en  la  parte  inferior  derecha  de  la  figura  7. 
El  area  A(R„)  puede  calcularse  al  sumar  las  areas  de  estos  rectangulos. 


A(R„)  =  f(x0)  Ax  +  f{xi)  Ax  +  f(x2)  Ax  +  •••  +  f(xn- 1)  Ax 


Ahora, 


/(x j)  Ax  =  x2  Ax  = 


2  A  2  /  8 


n  J  n  \n 


Por  lo  tanto, 

A(R„)  = 


4(o2)  +  4(i2)  +  4(22)  +  •••  +4(«-!)2 

rr  n  n  n~ 


8 


=  -jfl2  +  22  +  +  (n  -  l)2] 


Figura  7 
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8 

6 


/  2  n3  -  3  n1  +  n  \ 

V  7?  ) 


8  _  4  _4_ 
3  n  3n2 


(Formula  para  la  suma  especial  2, 
con  n—  1  en  lugar  de  n) 


Concluimos  que 

A{R)  =  h'm  A(R„) 

n—*oo 


h'm 

M— »OG 


4 

n 


Los  diagramas  de  la  figura  8  deben  ayudarnos  a  visualizar  lo  que  esta  sucediendo 
cuando  n  se  hace  cada  vez  mas  grande. 


/!(/?,)  =  |  -0.5442  A(Ru)  -0.2789  A(«28)  ~  | -0.1412 

Figura  8 

Area  por  medio  de  pollgonos  circunscritos  Quiza  usted  aun  no  este  conven- 
cido  de  que  A(7?)  =  y  Podemos  dar  mas  evidencia.  Considerese  el  rectangulo  con 
base  [*,■_],  jc,]  y  altura  f(x ,)  =  xj  (se  muestra  en  la  esquina  superior  izquierda  en  la  fi¬ 
gura  9).  Su  area  es  /(x,)A,v.  La  union  S„  de  todos  esos  rectangulos  forma  un  poligono 
circunscrito  para  la  region  R,  como  se  muestra  en  la  parte  inferior  derecha  de  la  figura  9. 
El  area  A(Sn)  se  calcula  en  analogia  con  el  calculo  de  A  (R„). 


Figura  9 
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Otra  vez,  concluimos  que 


A(R)  =  lfm  A(S„)  =  lfm 

n—*cK)  n—*ao 


8 


v=k 


Distancia  =  k  Al 
Figura  10 


Figura  1 1 


Otro  problema  con  el  mismo  tenia  Suponga  que  un  objeto  esta  viajando  a  lo 
largo  del  eje  x,  de  tal  manera  que  su  velocidad  en  el  instante  f  esta  dada  por 
v  =  /(f)  =  \  t3  +  1  pies  por  segundo.  ^Cuanto  avanzara  entre  t  =  0  y  t  =  3?  Este  pro¬ 
blema  puede  resolverse  por  el  metodo  de  ecuaciones  diferenciales  (seccion  3.9),  pero 
tenemos  algo  distinto  en  mente. 

Nuestro  punto  de  partida  es  el  hecho  familiar  que,  si  un  objeto  viaja  a  velocidad 
constante  k  durante  un  intervalo  de  tiempo  de  longitud  A f,  entonces  la  distancia  reco¬ 
rrida  es  k  Ac  Pero  esto  es  exactamente  el  area  de  un  rectangulo,  el  cual  se  muestra  en 
la  figura  10. 

Ahora  considerese  el  problema  dado,  en  donde  v  =  /(f)  =  +  1.  La  grafica  se 

muestra  en  la  parte  superior  de  la  figura  11.  Dividase  el  intervalo  [0,3]  en  n  subinterva- 
los  de  longitud  A f  =  3/n  por  medio  de  los  puntos  0  =  f0  <  t\  <  f2  <  •  ■  ■  <  f„  =  3. 
Despues  considerense  los  correspondientes  poli'gonos  circunscritos  S„  que  se  muestran 
en  la  parte  inferior  de  la  figura  11  (tambien  podrfamos  haber  considerado  los  polfgo- 
nos  inscritos).  Su  area,  A(S„),  debe  ser  una  buena  aproximacion  de  la  distancia  recorri¬ 
da,  en  especial  si  Af  es  pequena,  ya  que  en  cada  subintervalo  la  velocidad  real  es  casi 
igual  a  una  constante  (el  valor  de  v  al  final  del  subintervalo).  Ademas,  esta  aproxima¬ 
cion  debe  ser  cada  vez  mejor  conforme  n  se  hace  mas  grande.  Llegamos  a  la  conclusion 
de  que  la  distancia  exacta  recorrida  es  lfm  A(S„);  es  decir.  es  el  area  de  la  region  de- 

«-»  oo 

bajo  de  la  curva  de  la  velocidad  entre  f  =  0  y  t  =  3. 

Para  calcular  A(A„),  observe  que  f;  =  3i/n,  y  por  lo  tanto  el  area  del  /-esimo  rectan¬ 
gulo  es 


m  4i 


+  - 

4  V  ft 


3  81 


i  + 


n  4ir  n 


Por  lo  que. 


=  fih)  Af  +  f(t2)  Af  +  +  /(f„)  Af 

=  ±m  Af 


iT[  \4»4  n 

=  -i/3  +  i3 

4«4  h  h  ” 
81 


4  n‘ 
81 


n(n  +  1 )  l2  3 

-I - n  (Formula  para  la  suma  especial  3). 

n 


16 

r 

/t4 

81 

/  2 

1 

=  - 

1  +  - 

+  — 

16 

V  ft 

n‘ 

Concluimos  que 


+  3 


81  1 

lfm  A{Sn)  =  77  +  3  =  — ■  »  8.06 

n—>o o  16  16 


El  objeto  recorrio  alrededor  de  8.06  pies,  entre  f  =  0  y  t  =  3. 

Lo  que  fue  cierto  en  este  ejemplo  es  verdadero  para  cualquier  objeto  en  movi- 
miento  con  velocidad  positiva.  La  distancia  recorrida  es  el  area  de  la  region  bajo  la  curva 
de  la  velocidad. 
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Revision  de  conceptos 


1.  El  valor  de  2  es  . 


.  y  el  valor  de  2  2  es . 


2.  Si  Va.  =  9  y  ^ bj  =  7,  entonces  el  valor  de 


2(3«<  - 2  */) 
/=  i 


.  y  el  valor  de  2  ( ai  +  4) 

;=i 


3.  El  area  de  un  poli'gono _ subestima  (estima  por  de- 

fecto)  el  area  de  la  region,  mientras  que  el  area  de  un  poli'gono 
_ sobreestima  (estima  por  exceso)  esta  area. 

4.  El  valor  exacto  de  la  region  bajo  la  curva  y  =  [.v]  entre  0  y 

4  es _ . 


Conjunto  de  problemas  4.1 

En  los  problemas  del  1  al  8  encuentre  los  valores  de  la  suma  indicada. 


i.  2(*  - ') 

A=1 

'  *?i  k  +  1 
8 

5.  2+ iyn2 n 

m=  1 


7.  ^ncos(nrr) 

n  =  1 


2.  s*2 

/=! 

4.  i(/  +  i)2 

/= 3 

2  (-1)*  2* 

+3  (*  + 1) 

6 

8.  2  £  sen(^7r/2) 

a=-i 


£n  /o5  problemas  del  9  al  14  escriba  la  suma  que  se  indica  en  la  nota¬ 
tion  sigma. 

9.  1  +  2  +  3  +  ■  •  •  +41 

10.  2+4+6+B+  •••  +50 

11  l  +-  +  -+...  4 — — 

11-  1  2  3  100 

j2  i  —  1_)_1  —  I_|_  ... - L 

13.  a  i  +  <23  +  #5  +  a-j  +  •  •  •  +  #99 

14.  /(w>i)  Ax  +  f{wi)  Ax  +  •••  +  /(w„)  Ax 

10  10 

En  /ay  problemas  del  15  al  18  suponga  que  2  =  40  y  2  =  50. 

/=i  '  /= 1 

Calcule  cada  una  de  las  sumas  siguientes  ( vease  el  ejemplo  1 ). 


15.  2>i  +  hi) 


17.  2(^/,+  i  bp+\) 


16.  2  (3a«  +  2h") 
n  =  1 
10 

18-  2  K  “  hc,  -  (l) 

v=  1 


£>t  /<av  problemas  del  19  al  24  utilice  las  formulas  para  las  sumas  espe- 
ciales  de  la  l  a  la  4  para  encontrar  cada  una  de  las  sumas. 


100 

19.  2(3/ -2) 

10 

21.  2(*3-*2) 

A- 1 

23.  i(2/2  -  3 i  +  1) 

/=  I 


20.  2[(«‘-l)(4/  +  3)] 

/-I 

10 

22.  ^5>k2(k  +  4) 

A -1 

24.  2(2/  -3)2 

/=l 


25.  Sume  ambos  lados  de  las  dos  igualdades  que  siguen,  despeje 
S  y  de  aqui  proporcione  otra  demostracion  de  la  formula  1. 

S  —  1+2  +  3+  +  ( /i  —  2 )  +  ( —  1 )  +  /t 

S  =  n  +  (n  —  1)  +  (n  —  2)  +  •••  +3  +  2  +  1 

26.  Demuestre  la  siguiente  formula  para  una  suma  geometrica: 

j*  ^  t  a  —  ar^~^^ 

~^jark  =  a  +  ar  +  ar2  +  ■  ■  •  +  ar"  =  — - - (r  #1) 

k= n  1  —  r 


Sugerencia:  sea  S  =  a  +  ar  +  •  •  ■  +  arn.  Simplifique  S  —  rS  y  des- 
peje  S. 


27.  Utilice  el  problema  26  para  calcular  cada  suma. 
to  to 

(a)  2(1)*  (b)  22* 

k= 1  *=l 


28.  Utilice  una  deduccion  como  la  del  problema  25  para  obtener 
una  formula  para  la  suma  aritmetica: 

n 

2  (fl  +  kd)  =  a  +  (a  +  d)  +  (a  +  2d)  +  ■  ■  ■  +  (a  +  nd) 
k= o 

29.  Utilice  la  identidad  (i  +  1 )3  -  ;3  =  3 i2  +  3 i  +  1  para  demostrar 
la  formula  de  la  suma  especial  2. 

30.  Utilice  la  identidad  (i  +  l)4  -  i4  =  4 i3  +  6r  +  4/  +  1  para  demos¬ 
trar  la  formula  de  la  suma  especial  3. 

31.  Utilice  la  identidad  (i  +  l)5  -  i5  =  5/4  +  10i3  +  1 0/2  +  51  +  1 
para  demostrar  la  formula  de  la  suma  especial  4. 

32.  Utilice  los  diagramas  de  la  figura  12  para  establecer  las  formu¬ 
las  1  y  3. 


1  +  2  +  ■  •  ■  +  n-- 


1 3  +  23+  ■  ■  ■  +  n3  = 


Figura  12 


[fd  33.  En  estadistica  definimos  la  media  x  y  la  varianza  s2  de  una 
sucesion  de  numeros  xh  x2, .  ■  . ,  x„  por 

1  "  1  " 

x  =  -2-v,-,  s2  =  -2(*/  -  x) 

n  fr\  n 

Encuentre  x  y  s2  para  la  sucesion  de  numeros  2, 5, 7, 8. 9, 10, 14. 

34.  Mediante  las  definiciones  del  problema  33  encuentre  x  y  s2 
para  cada  sucesion  de  numeros. 

(a)  1.1, 1.1,1  (b)  1001.1001,1001,1001,1001 

(c)  1,2,3  (d)  1,000,001: 1,000,002;  1,000,003 

35.  Utilice  las  definiciones  del  problema  33  para  demostrar  que 
cada  igualdad  es  verdadera. 

(a)  2  (*>  “  *)  =  0  (b)  J2  =  (-  2-rr)  -  x2 

/=i  \n  i=\  / 
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36.  Con  base  en  su  respuesta  a  las  partes  (a)  y  (b)  del  problema 
34,  haga  una  conjetura  acerca  de  la  varianza  de  n  numeros  identicos. 
Derauestre  su  conjetura. 

37.  Sean  x^,  x2,  ■ . . ,  x„  cualesquiera  numeros  reales.  Encuentre  el 

n 

valor  de  c  que  minimiza  ^  (x,  —  c)2. 

/- 1 

38.  En  la  cancion  Los  doce  d(as  de  Navidad,  mi  verdadero  amor 
me  dio  1  regalo  el  primer  dia,  1+2  regalos  el  segundo  di'a,  1+2  +  3 
regalos  el  tercer  dia,  y  asf  sucesivamente  durante  12  dfas. 

(a)  Encuentre  el  numero  total  de  regalos  otorgados  en  12  dtas. 

(b)  Encuentre  una  formula  para  Tn,  el  numero  de  regalos  dados  du¬ 
rante  una  Navidad  de  n  dfas. 

39.  Un  tendero  coloco  naranjas  en  una  pila  piramidal.  Si  la  capa 
inferior  es  rectangular  con  10  hileras  de  16  naranjas  y  en  la  capa  su¬ 
perior  tiene  una  sola  hilera  de  naranjas,  ,'cuantas  naranjas  hay  en  la 
pila? 

40.  Responda  la  misma  pregunta  del  problema  39,  si  la  capa  in¬ 
ferior  tiene  50  hileras  de  60  naranjas. 

41.  Generalice  el  resultado  de  los  problemas  39  y  40  al  caso  de 
m  hileras  de  n  naranjas. 

42.  Determine  una  formula  sencilla  para  la  suma 

J_  _j_  JL  1 

1  -2  +  2-3  +  3-4  +  +  n{n  +  1) 

Sugerencia:  — — —  =  t  -  . - r. 

6  i(i  +  1)  i  i  +  1 

En  los  problemas  del  43  al  48  encuentre  el  area  del  poligono  inscrito  o 
circunscrito  que  se  indica. 

43.  44. 


47.  48. 


En  los  problemas  del  49  al  52  haga  un  bosquejo  de  la  grdfica  de  la  fun- 
cion  que  se  da  en  el  intervalo  [a,  b];  despues  divida  [a,  b]  enn  subinter- 
valos  iguales.  Por  ultimo,  calcule  el  area  del  correspondiente  poligono 
circunscrito. 

49.  f(x)  =  x  +  1;  a  =  —1,  b  =  2,  n  =  3 
-»  50.  f(x)  =  3x  —  1;  a  =  1,  ft  =  3,  n  ~  4 

El  51.  f(x)  =  x2  —  1;  a  =  2,  b  =  3,  n  =  6 

El  52.  /(x)  =  3x2  +  x  +  1;  a  =  —1,  b  =  1,  n  =  10 

En  los  problemas  del  53  al  58  encuentre  el  area  de  la  region  bajo  la 
curva  y=f(x)  en  el  intervalo  [a,  b],  Para  hacer  esto,  divida  el  intervalo 
[a,  b]  en  n  subintervalos  iguales,  calcule  el  area  del  correspondiente 
poligono  circunscrito  y  despues  haga  n  — »  oo.  (Vease  el  ejemplo  para 
y  =  x2  en  el  texto. ) 

53.  y  =  x  +  2;  a  =  0,  b  =  1 

54.  y  =  l  x2  +  1 ;  a  =  0,  b  =  1 

2  i 

55.  v  =  2x  +  2;  a  =  —  1,  b  =  1.  Sugerencia:  x,  =  —  1  H - 

n 

•=-  56.  y  =  x2;  a  =  -2,  b  =  2 

ED  57.  y  =  x3;  a  =  0,  b  —  1 
ED  58.  y  =  x3  +  x;  a  =  0,  b  =  1 

59.  Suponga  que  un  objeto  esta  viajando  a  lo  largo  del  eje  x,  de 
tal  manera  que  su  velocidad  a  los  t  segundos  es  v  =  ( +  2  pies  por  se¬ 
gundo.  i,Que  distancia  recorrio  entre  t  =  0  y  t  =  1?  Sugerencia:  vease 
el  analisis  del  problema  de  la  velocidad  al  final  de  esta  seccion  y  utili- 
ce  el  resultado  del  problema  53. 

60.  Siga  las  instrucciones  del  problema  59  dado  que  v  =  \i2  +  2. 
Puede  utilizar  el  resultado  del  problema  54. 

61.  Denotese  con  el  area  bajo  la  curva  y  =  x2  en  el  intervalo 
[a,  b). 

(a)  Demuestre  que  Aq  =  i>3/3.  Sugerencia:  Ax  =  b/n,  de  modo  que 
x,  =  ib/n;  utilice  poligonos  circunscritos. 

(b)  Demuestre  que  Aba  =  £>3/ 3  -  a3/ 3.  Suponga  que  a  a  0. 

62.  Suponga  que  un  objeto,  que  se  mueve  a  lo  largo  del  eje  x, 
tiene  velocidad  v  =  r  metros  por  segundo  a  los  t  segundos.  ^Que  dis¬ 
tancia  viajo  entre  r  =  3yf  =  5?  Vease  el  problema  61. 

63.  Utilice  los  resultados  del  problema  61  para  calcular  el  area 
bajo  la  curva  y  =  x2  en  cada  uno  de  los  siguientes  intervalos. 

(a)  [0,5]  (b)  [1,4]  (c)  [2,5] 

64.  Con  base  en  las  formulas  especiales  para  la  suma  de  la  1  a  la 
4,  podria  suponer  que 

m+\ 

lm  +  2"  +  3m  +  •  •  •  +  nm  = - +  C„ 

m  +  1 

donde  C„  es  un  polinomio  en  n  de  grado  m.  Suponga  que  esto  es  cier- 
to  (que  lo  es)  y,  para  a  a  0,  sea  Aba(xm )  el  area  bajo  la  curva  y  =  x"‘  en 
el  intervalo  [a,  b], 

bmi  1 

(a)  Demuestre  que  A^(xm)  =  - - —. 

( m  +  1 ) 

//"  + 1  am  * 1 

(b)  Demuestre  que  Ab(xm)  = - - - - 

w  M  v  '  m  +  1  m  +  1 

65.  Utilice  los  resultados  del  problema  64  para  calcular  cada  una 
de  las  siguientes  areas. 

(a)  Aq(x3)  (b)  A](x3)  (c)  +1i(x5)  (d)  Al(xv) 

66.  Deduzca  las  formulas  An  =  \nr2  sen(27r/n)  y  Bn  =»  nr 2 
tan(7r/n)  para  las  areas  de  los  poligonos  regulares  de  n  lados  inscritos 
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y  circunscritos  en  un  circulo  de  radio  r. 
lim  A„  y  lim  B„  ambos  son  -nr2. 


4.2 

La  integral  definida 


Figura  1 


Despues  demuestre  que  Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  30;  10  2.  13;  49 

3.  inscrito;  circunscrito  4.  6 


Todos  los  preparativos  estan  hechos;  estamos  listos  para  definir  la  integral  definida. 
Newton  y  Leibniz  introdujeron  las  primeras  versiones  de  este  concepto.  Sin  embargo, 
fue  Georg  Friedrich  Bernhard  Riemann  (1826-1866)  quien  nos  dio  la  definicion  mo- 
derna.  En  la  formulacion  de  esta  definicion  nos  guian  las  ideas  analizadas  en  la  seccion 
precedente.  La  primera  nocion  es  la  de  una  suma  de  Riemann. 

Sumas  de  Riemann  Considere  una  funcion /definida  en  un  intervalo  cerrado 
[a,  b\  Puede  haber  valores  tanto  positivos  como  negativos  en  el  intervalo;  incluso,  no 
necesita  ser  continua.  Su  grafica  podria  parecerse  a  la  de  la  figura  1. 

Suponga  una  particion  P  del  intervalo  [a,  b ]  en  n  subintervalos  (no  necesariamen- 
te  de  la  misma  longitud)  por  medio  de  los  puntos  a=x$<X\  <x2<  •  •  •  <v„-i  <xn=b  y 
sea  Ajc,  =  jt,  —  xM.  En  cada  subintervalo  [xhi,x,]  seleccionese  un  punto  x,  (que  puede  ser 
un  punto  frontera);  le  llamamos  punto  muestrci  para  el  /-esimo  subintervalo.  Un  ejem- 
plo  se  estas  construcciones  se  muestra  en  la  figura  2  para  n  =  6. 


Puntos 
de  la 
particion 


Una  particion  de  (a,  bj  con  puntos  muestra  x-, 


Figura  2 

A  la  suma 

Rp  =  A*,' 

i  =  l 

le  llamamos  una  suma  de  Riemann  para  /correspondiente  a  la  particion  P.  Su  interpre- 
tacion  geometrica  se  muestra  en  la  figura  3. 


Una  suma  de  Riemann  interpretada  como 
una  suma  algebraica  de  areas 


Figura  3 
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B  EJI.MIM.O  1  |  Evalue  la  suma  de  Riemann  para/(x)  =  x2  +  l,en  el  intervalo  [-1,2]; 
utilice  la  particion  de  puntos  igualmente  espaciados  -1  <  -0.5  <  0  <  0.5  <  1  <  1 .5  <  2  y 
tome  como  punto  muestral  x(-  al  punto  medio  del  i-esimo  subintervalo. 


Figura  4 


SOLUCION  Observe  la  grafica  en  la  figura  4. 

6 

Rp  =  S/(*<)  A*< 

i=l 

=  [/(— 0.75)  +  /(— 0.25)  +  /( 0.25)  +  /( 0.75)  +  /(1.25)  +  /(1.75)](0.5)  j 
=  [1.5625  +  1.0625  +  1.0625  +  1.5625  +  2.5625  +  4.0625](0.5) 

=  5.9375  ■ 

Las  funciones  en  las  figuras  3  y  4  fueron  positivas.  A  consecuencia  de  esto,  la  suma 
de  Riemann  es  simplemente  la  suma  de  las  areas  de  los  rectangulos.  Pero,  ^que  pasa  si 
/es  negativa?  En  este  caso,  un  punto  muestra,  x,  con  la  propiedad  de  que  /(  *;)  <  0 
Uevara  a  un  rectangulo  que  esta  completamente  por  debajo  del  eje  x,  y  el  producto 
/(x;)  Ax,  sera  negativo.  Esto  significa  que  la  contribution  de  tal  rectangulo  a  la  suma 
de  Riemann  es  negativa.  La  figura  5  ilustra  esto. 


Una  suma  de  Riemann  interpretada  como 


HfEJEMPLO  2 


Evalue  la  suma  de  Riemann  Rp  para 


f{x)  —  {x  +  1)(jc  —  2)(x  —  4)  =  x3  —  5x2  +  2x  +  8 


en  el  intervalo  [0, 5] ;  utilice  la  particion  P  con  puntos  de  la  particion  0<  1.1  <  2  <  3.2 
<  4  <  5  y  los  correspondientes  puntos  muestra  Xj  =  0.5,  x2  =  1-5,  x3  =  2.5,  x4  =  3.6, 
y  x5  =  5. 


SOLUCION 


Rp  =  2/(*i)  Ax< 

1=1 

=  f{x ])  Ax,  +  f(x2)  Ax2  +  /(x3)  Ax3  +  f(x4)  Ax4  +  /(x5)  Ax5 
=  /(0.5)(1.1  -  0)  +  /(1.5)(2  -  1.1)  +  /( 2.5)(3.2  -  2) 

+  /(3.6)(4  -  3.2)  +  /( 5)(5  -  4) 

=  (7.875)(1.1)  +  (3.125)(0.9)  +  (-2.625)(1.2)  +  (-2.944)(0.8)  +  18(1) 
=  23.9698 


Figura  6 


La  correspondiente  representation  grafica  aparece  en  la  figura  6. 
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Definit  ion  de  la  integral  definida  Ahora  supongase  que  P,  Arc,  y  x,  tienen 
los  significados  dados  anteriormente.  Ademas,  sea  ||P||,  llamada  la  norma  de  P,  y  que 
denota  la  longitud  del  subintervalo  mas  largo  de  la  particion  P.  Asi,  en  el  ejemplo  1, 
|P||  =  0.5;  en  el  ejemplo  2,  ||P||  =  3.2  -  2  =  1.2. 


Notation  para  integrates 

Hemos  elegido  como  nuestro  sfmbo- 
lo  para  la  integral  definida  la  misma 
“S”  alargada,  como  lo  hicimos  para 
la  antiderivada  en  el  capitulo  ante¬ 
rior.  La  “S”,  por  supuesto,  se  establece 
por  “suma”,  ya  que  la  integral  defini¬ 
da  es  el  limite  de  un  tipo  particular 
de  suma,  la  suma  de  Riemann. 

La  conexion  entre  la  antiderivada 
del  capitulo  3  y  la  integral  definida 
en  esta  section  se  aclarara  en  la 
section  4.4,  cuando  presentemos 
el  Segundo  Teorema  Fundamental 
del  Calculo. 


Definition  Integral  definida 

Sea/una  funcion  que  esta  definida  en  el  intervalo  cerrado  [a,  b].  Si 


lfm  V/(x,)  Ax,- 
Ill’ll— *o  fT\ 


fb 

existe,  decimos  que/es  integrable  en  [a,  b\.  Ademas,  /  /(x)  dx,  denominada  inte- 

J  a 

gral  definida  (o  integral  de  Riemann)  de  /  de  a  hacia  b,  entonces  esta  dada  por 


n 


lfm 

ll/’ll—o 


'Zf(Xi)  A Xi 

i=i 


El  corazon  de  la  definicion  es  la  ultima  linea.  El  concepto  capturado  en  esa  ecua- 
cion  surge  de  nuestro  analisis  del  area  en  la  section  anterior.  Sin  embargo,  hemos  modifi- 
cado  de  forma  considerable  la  notion  presentada  aqui.  Por  ejemplo,  ahora  permitimos 
que  / sea  negativa  en  parte  o  en  todo  [n,  b\,  tambien  utilizamos  particiones  con  subinter- 
valos  que  pueden  tener  longitudes  diferentes  y  permitimos  que  x,-  sea  cualquier  punto 
del  i-esimo  subintervalo.  Debido  a  que  hemos  realizado  estos  cambios,  es  importan- 
te  establecer  de  manera  precisa  como  se  relaciona  la  integral  definida  con  el  area.  En 


general,  J'  f(  x  )  dx  proporciona  el  area  con  signo  de  la  region  encerrada  entre  la  curva 

y  =/(x)  y  el  eje  x  en  el  intervalo  [a,  6],  queriendo  decir  que  se  asocia  un  signo  positivo 
a  las  dreas  de  partes  que  estan  por  arriba  del  eje  x  y  se  asocia  un  signo  negativo  a  las 
areas  de  partes  que  estan  abajo  del  eje  x.  En  sfmbolos, 


donde  Aarriba  y  Aabaj0  son  como  se  muestran  en  la  figura  7. 

El  significado  de  la  palabra  limite  en  la  definicion  de  integral  definida  es  mas  gene¬ 
ral  que  en  el  uso  que  se  ha  dado  antes  y  debe  explicarse.  La  igualdad 

n 

lfm  V/(x;)  Ax,  =  L 

significa  que,  en  correspondencia  a  cada  e  >  0,  existe  una  5  >  0  tal  que 

n 

2/(*,)  Ax,-  -  L  |  <  e 
i= 1 


n 


para  todas  las  sumas  de  Riemann  ^  f(xi )  Ax,  para/en  [a,  b],  para  las  cuales  la  norma 

;=i 

||.P||  de  la  particion  asociada  es  menor  que  S.  En  este  caso,  decimos  que  el  limite  dado 


existe  y  tiene  el  valor  L. 

Esto  fue  un  bocado  y  no  lo  digeriremos  en  un  momento  ahora.  Simplemente  afir- 
mamos  que  los  teoremas  usuales  sobre  lfmites  tambien  se  cumplen  para  esta  clase  de  lf- 
mite. 

En  cuanto  al  sfmbolo  /  /(x)  dx,  podrfamos  llamar  a  a  extremo  inferior  y  a  b 

J  a 

extremo  superior  de  la  integral.  No  obstante,  la  mayorfa  de  los  autores  utilizan  la  ter- 
minologfa  limite  inferior  de  integration  y  limite  superior  de  integration,  que  esta  bien 
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a  condition  de  que  nos  demos  cuenta  de  que  este  uso  de  la  palabra  Umite  no  tiene  na- 
da  que  ver  con  su  significado  mas  tecnico. 

[h 

En  nuestra  definition  de  /  f(x)  dx,  de  manera  implicita  supusimos  que  a  <  b. 
J  a 

Con  las  definiciones  siguientes,  eliminamos  esa  restriction. 

f  f(x)  dx  =  0 
J  a 

pb  pa 

/  f(x)  dx  —  —  /  f(x)  dx ,  a  >  b 
Ja  Jb 

Por  lo  tan  to, 


x3  dx  =  0, 


x5  dx  = 


Por  ultimo,  senalamos  que  x  es  una  variable  muda  en  el  sfmbolo  /  f(x )  dx.  Con 

J  a 

esto  queremos  decir  que  x  puede  reemplazarse  por  cualquier  otra  letra  (con  tal  que, 
por  supuesto,  esta  se  sustituya  en  cada  lugar  que  se  presente).  Por  lo  tanto. 


pb  pb  pb 

/  f{x)  dx=  f(t)  dt=  f(u)  du 
Ja  Ja  Ja 


iCuales  funciones  son  integrables?  No  toda  funcion  es  integrable  en  un  in- 
tervalo  cerrado  [a,  b].  Por  ejemplo,  la  funcion  no  acotada 

f  1 

, .  .  I  — r  si  x  ¥=  0 

f{x)  =  I  X 2 

[  1  si  x  =  0 

la  cual  se  grafica  en  la  figura  8,  no  es  integrable  en  [-2, 2].  Puede  demostrarse  que  para 
esta  funcion  no  acotada,  la  suma  de  Riemann  puede  hacerse  arbitrariamente  grande. 
Por  lo  tanto,  el  limite  de  la  suma  de  Riemann  en  [—2, 2]  no  existe. 

Incluso,  algunas  funciones  acotadas  pueden  no  ser  integrables,  pero  tienen  que  ser 
muy  complicadas  (para  un  ejemplo,  vease  el  problema  39).  El  teorema  A  (a  continua¬ 
tion)  es  el  mas  importante  respecto  a  la  integrabilidad.  Desafortunadamente,  es  dema- 
siado  dificil  demostrarlo  aquf,  lo  dejamos  para  libros  de  calculo  avanzado. 


Teorema  de  integrabilidad 

Si /es  acotada  en  [a,  b]  y  si/es  continua,  excepto  en  un  numero  finito  de  puntos,  en- 
tonces /es  integrable  en  [a,  b],  En  particular,  si/es  continua  en  todo  el  intervalo  [a, 
b\,  es  integrable  en  [a,  b]. 


Como  una  consecuencia  de  este  teorema,  las  funciones  que  estan  a  continuation 
son  integrables  en  todo  intervalo  cerrado  [a,  b]. 

1.  Funciones  polinomiales. 

2.  Funciones  seno  y  coseno. 

3.  Funciones  racionales,  con  tal  que  el  intervalo  [a,  b\  no  contenga  puntos  en  donde 
el  denominador  sea  cero. 


Calculo  de  integrales  definidas  El  saber  que  una  funcion  es  integrable  nos 
permite  calcular  su  integral  mediante  una  partition  regular  (es  decir.  una  partition  con 
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subintervalos  de  igual  longitud)  y  la  election  de  los  puntos  muestra  x,  de  cualquier  forma 
conveniente  para  nosotros.  Los  ejemplos  3  y  4  incluyen  polinomios  que,  lo  acabamos 
de  aprender,  son  integrables. 


Hi  EJEMPLO  3  Evalue  J  (x  +  3)  dx. 

SOLUCION  Divldase  el  intervalo  [—2, 3]  en  n  subintervalos  iguales,  cada  uno  de  lon¬ 
gitud  Ax  =  5/n.  En  cada  subintervalo  [x,_i,x,]  utillcese  x,  =  x,  como  el  punto  muestra. 
Entonces 

x0  =  -2 

5 

X!  =  — 2  +  Ax  =  — 2  -l — 


x2  =  -2  +  2  Ax  =  -2  +  2  - 

\n 


Xj  =  —2  +  i  Ax  =  —2  +  /  — 

\n 


x„  =  —  2  +  n  Ax  =  —  2  +  nl  —  I  =  3 


Por  lo  tanto,/(x,)  =  x,  +  3  =  1  +  /(5/n),  de  modo  que 


2/(*<)  =  S/('L)  Ax 


=  ifi  +  /(-)l- 
-  ♦  f 

5  ,  N  ,  25  T «(«  +  1) 


c  25  /  1 

—  5  +  (id - 

2  V  n 


(Formula  para  la  suma  especial  1) 


f !  L  +  3)  dx  =  a  =  I/ 


Figura  9 


Como  P  es  una  partition  regular,  ||.P||  —*  0  es  equivalente  a  n  — *  oo.  Concluimos  que 

n 

/  (x  +  3)  dx  =  Km  V/(x)  Ax 

=  hmf5+^fl+l)l 

n-»oo  2  V  n  J 


Con  facilidad  podemos  verificar  nuestra  respuesta,  ya  que  la  integral  pedida  da  el 
]  *  area  del  trapecio  de  la  figura  9.  La  conocida  formula  para  el  area  de  un  trapecio 


A  =  ~(a  +  b)h  da±(l  +  6)5  =  35/2. 


4  j  Evalue  /  ( 2x 2  -  8)  dx. 
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f3,  (2x2  -  8)  dx  =  -/t,  +  A2  =  -  f 


SOLUCION  Aquf  no  hay  formula  de  geometria  elemental  que  nos  ayude.  La  figura 
10  sugiere  que  la  integral  es  -A]  +  A2,  en  donde  A  t  y  A2  son  las  areas  de  las  regiones 
por  abajo  y  por  encima  del  eje  x ,  respectivamente. 

Sea  P  una  partition  regular  de  [-1,  3]  en  n  subintervalos,  cada  uno  de  longitud 
Ar  =  4 /n,  En  cada  subintervalo  [j q_l7jq],  elljase  x,,  como  el  punto  frontera  del  lado  dere- 
cho,  de  modo  que  x,  =  xr  Entonces, 


Xj  =  —  1  +  i  Ax  =  —  1  +  i 


/(x,)  =  2xf  -  8  =  2  -1  +  i 


,  16/  32  i2 

=  -6 - +  — r 

n  nz 


Figura  10 


En  consecuencia. 


0  Sentido  comun 

Dada  la  grafica  de  una  funcion, 
siempre  podemos  hacer  una  estima¬ 
tion  para  el  valor  de  una  integral 
definida  utilizando  el  hecho  de  que 
es  el  area  con  signo 

^arriba  —  'labajQ 

Por  lo  tanto,  en  el  ejemplo  4  podrla- 
mos  estimar  el  valor  de  la  integral 
haciendo  de  cuenta  que  la  parte  por 
arriba  del  eje  x  es  un  triangulo  y  la 
parte  por  abajo  del  eje  x  es  un  rec- 
tangulo.  Nuestra  estimacion  es 

2(1  )(10)  -  (3) (6)  =  -13 


2/(x,-)  ^xi  =  S/(x<) Aj 


Concluimos  que 


_  ,  16  .  32  ,  4 

iT\  L  n  n2  J  n 

24  A  64  ”  .  ^  128  "  ,2 

= - Z,  1 - 

n  ft  nf  m  n 5  fci 

24  64  n{n  +  1)  128  n{n  +  1)(2«  +  1 ) 

'  -  If- +  3^ - 6 - 


=  -24  -  32  1 


n  nl 


r ^  n 

/  (2x2  -  8)  dx  =  lfm  V/(x,-)  Ax,- 

J- 1  ’ 

=  hm  — 24  -  32(1  +  1)  +  -1|8-(2  +  1  +  1 
\  n)  6  V  n  n 


=  -24  -  32 


128  40 


No  es  de  sorprender  que  la  respuesta  sea  negativa,  ya  que  la  region  por  debajo  del  eje 
x  parece  ser  mayor  que  aquella  que  esta  por  encima  del  eje  x  (vease  la  figura  10).  Nuestra 
respuesta  es  cercana  a  la  estimacion  dada  en  la  nota  al  margen  sentido  comun;  esto 
nos  reafirma  que  nuestra  respuesta  probablemente  sea  correcta.  ■ 


Figura  1 1 


Propicdad  aditiva  para  intervalos  Nuestra  definicion  de  integral  definida  fue 
motivada  por  el  problema  de  areas  para  regiones  curvas.  Considerense  las  dos  regiones 
curvas  Ry  y  R2  de  la  figura  1 1  y  sea  /?  =  /?,  U  R2.  Es  claro  que 


A(R)  =  A(K,  U  R2)  =  A(R,)  +  A{R2) 


lo  cual  sugiere  que 


t*c  pb  pc 

/  f(x)  dx  =  /  f{x)  dx+  f(x)  dx 
Ja  Ja  Jb 

Rapidamente  senalamos  que  esto  no  constituye  una  demostracion  de  este  hecho  acer- 
ca  de  integrales,  ya  que,  antes  que  nada,  nuestro  analisis  de  area  en  la  seccion  4.1  fue  un 


230  Capitulo  4  La  integral  definida 


poco  informal  y,  segundo,  nuestro  diagrama  supone  que/es  positiva,  lo  cual  no  necesa- 
riamente  es  cierto.  Sin  embargo,  las  integrales  definidas  satisfacen  esta  propiedad  aditi- 
va  para  intervalos  y  no  importa  como  esten  acomodados  los  tres  puntos  a,  b  y  c. 
Dejamos  la  demostracion  rigurosa  para  trabajos  mas  avanzados. 


Por  ejemplo. 


lo  cual,  de  buena  gana,  la  mayoria  de  las  personas  cree.  Pero  tambien  es  cierto  que 


lo  cual  parece  sorprendente.  Si  usted  desconfia  del  teorema,  podria  evaluar  realmente 
cada  una  de  las  integrales  anteriores  para  ver  que  se  cumple  la  igualdad. 


Velocidad  y  posicion  Casi  al  final  de  la  section  4.1  explicamos  como  el  area  de- 
bajo  de  la  curva  de  la  velocidad  es  igual  a  la  distancia  recorrida,  siempre  que  la  funcion 
velocidad  v(t)  sea  positiva.  En  general,  la  posicion  (que  podria  ser  positiva  o  negativa) 
es  igual  a  la  integral  definida  de  la  funcion  velocidad  (que  podria  ser  positiva  o  negati¬ 
va).  Para  ser  mas  especificos,  si  v(t )  es  la  velocidad  de  un  objeto  en  el  instante  f,  donde 
t  £  0,  y  si  el  objeto  esta  en  la  posicion  0  en  el  instante  0,  entonces  la  posicion  del  objeto 
en  el  instante  a  es  f,“v(t)  dt. 

objeto  en  el  origen  en  el  instante  t  =  0  tiene  velocidad,  medida 


B  EJEMPLO  5  Un 

en  metros  por  segundo. 


Figura  12 


{</ 20,  si  0  <  t  <  40 

2,  si  40  <  r  <  60 

5  —  t/ 20  si  t  >  60 

Haga  un  bosquejo  de  la  curva  velocidad.  Exprese  la  posicion  del  objeto  en  t  =  140  co¬ 
mo  una  integral  definida  y  evaluela  mediante  formulas  de  la  geometria  plana. 

SO LIJCION  La  figura  12  muestra  la  curva  solution.  La  posicion  en  el  instante  140  es 
igual  a  la  integral  definida  f0  v{t)  dt ,  que  puede  evaluarse  por  medio  de  las  formu¬ 
las  para  el  area  de  un  triangulo  y  de  un  rectangulo;  asimismo,  con  el  uso  de  la  propie¬ 
dad  aditiva  para  intervalos  (teorema  B): 


v(t)  dt 


J/»4 0  ^  /»6 

I  ™dt + L 


2  dt  H- 


=  40  +  40  +  40  -  40  =  80 


Revision  de  conceptos 

n 

1.  Una  suma  de  la  forma  2/(*,-)  A*,-  se  denomina _ . 

<  =  i 

2,  El  h'mite  de  la  suma  anterior  para  /definida  en  [n,  ft]  se  llama 

una _ y  se  simboliza  por  medio  de _ . 
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Conjunto  de  problemas  4.2 

En  los  problemas  1  y  2  calcule  la  suma  de  Riemann  que  se  sugiere 
para  cada  figura. 


n 

En  los  problemas  del  3  al  6  calcule  la  suma  de  Riemann  ^  /(x,)  A.v, 

/=  l 

para  los  datos  que  se  dan. 

3.  f(x)  =  x  -  1;  P:  3  <  3.75  <  4.25  <  5.5  <  6  <  7; 

I,  =  3,  x2  =  4,  x3  =  4.75,  x4  =  6,  x5  =  6.5 

4.  f(x)  =  -x/2  +  3;  P :  -3  <  -1.3  <  0  <  0.9  <  2; 

=  -2,  x2  =  —0.5,  x3  =  0,  x4  =  2 

El  5.  /(x)  =  x2/2  +  a:;  [-2,  2]  se  dividio  en  ocho  subintervalos  igua- 
les,  x,  es  el  punto  medio. 

El  6.  f(x)  =  4x3  +  1;  [0,3]  se  dividio  en  seis  subintervalos  iguales,x, 
es  el  punto  del  extremo  derecho. 

En  los  problemas  del  7  al  10  utilice  los  valores  que  se  dan  de  ay  b  y  ex- 
prese  el  I unite  dado  como  una  integral  definida. 


7.  lim  (x,)3  Ax,;  a  =  1,  b  =  3 
WHO  v  ' 

n 

8.  lim  y'  (x,  +  l)3  Ax,;  a  =  0,  b  =  2 

wi-*o  ; 

9.  11m  T'  - — ^Ax,;a  =  —1,6  =  1 

WHO  1  +  x, 

n 

10.  lim  Vfsenx,)2  Ax,;  a  =  0,  b  =  tt 

wiHo,e(v 


□  En  los  problemas  del  11  al  16  evaliie  las  integrates  definidas  con 
el  uso  de  la  definicion,  como  en  los  ejemplos  3  y  4. 


U-  / 


(x  +  1)  dx 


12‘  / 


Sugerencia:  utilice  x,  =  2 i/n. 


15.  I 


(x  +  1)  dx 


(x2  +  x)  dx 


En  los  problemas  del  17  al  22,  por  medio  de  la  propiedad  aditiva  para 
intervalos  y  las  formulas  adecuadas  para  areas  de  la  geometria  plana, 

fb 

calcule  /  /(x)  dx,  donde  ay  b  son  los  extremos  izquierdo  y  derecho 
J  a 

para  los  cuales  f  esta  definida.  Comience  por  elaborar  una  grafica  de 
la  funcion  que  se  da. 

!2x  si  0  <  x  <  1 
2  si  1  <  x  s  2 

x  si  2  <  x  s  5 


-  i8.  f{x)  =  j; 

19.  fix )  =  { 

20.  fix)  =  { 

21.  fix)  =  V 

22.  f(x)  =  4 


3x  si  0  <  x  <  1 

2(x  —  1)  +  2  si  1  <  x  £  2 
Vl  -  x2  si  0  <  x  £  1 
x  —  1  si  1  <  x  £  2 
-V4  -  x2  si  -2  <  x  <  0 
— 2x  —  2  si  0  <  x  £  2 

/A2  -  x2;  -/l  £  x  =s  /I 
-  Ixl,  -4  <  x  <  4 


En  los  problemas  del  23  al  26  se  da  la  funcion  velocidad  para  un  obje- 
to.  Suponiendo  que  el  objeto  esta  en  el  origen  en  el  instante  t  =  0,  deter¬ 
mine  la  posicion  en  el  instante  t  =  4. 

23.  vit)  =  t/ 60  24.  v(t)  =  1+2 1 


25.  vit)  = 


26.  v)t) 


t/2  si  0  £  t  £  2 
1  si  2  <  t  £  4 


si  0  £  t  £  2 
si  2  <  t  £  4 


En  los  problemas  del  27  al  30  se  grafico  la  funcion  velocidad  de  un  ob¬ 
jeto.  Utilice  esta  grafica  para  determinar  la  posicion  del  objeto  en  los 
instantes  t  =20,  40,  60,  80, 100  y  120,  suponiendo  que  el  objeto  esta  en 
el  origen  en  el  instante  t  =0. 


_.|  _L  20  40  60  80  100  120 


20  40  60  80  100  120 


20  40  60  '•  ,80  l(M)  120 


20  40  60  80  KM)  120 


31.  Recuerde  que  [x]  denota  el  mayor  entero  que  es  menor  o 
igual  a  x.  Calcule  cada  una  de  las  integrales  que  estan  a  continua- 
cion.  Puede  utilizar  razonamiento  geometrico  y  el  hecho  de  que 

/  x2  dx  =  b2 / 3.  (Esto  ultimo  se  demuestra  en  el  problema  34.) 

Jo 

(a)  /Mdx  (b)  j  {xfdx 


(x  -  lx])  dx 


(x  -  [x])2  dx 
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(g) 


/; 

/; 


(e)  J  |x|  dx 


x\ Ixl  dx 


(0 


(h) 


x\x\  dx 


L 

Jx\x\ 


dx 


34.  Demuestre  que  /  x 2  dx  =  |(/>3  -  a3)  por  medio  de  un  ar- 
J  a 

gumento  parecido  al  del  problema  33, pero  utilizando  x,  =  [|(x2-,  + 

-  +  x3)]1/2.  Suponga  que  0  £  a  <  b. 


32.  Sea  /  una  funcion  impar  y  g  una  funcion  par,  y  suponga  que 


Muchos  sistemas  de  algebra  computational  (CAS,  del  ingles 
computer  algebra  sistem)  permiten  la  evaluation  de  sumas  de  Rie- 


f  \r,  .  i  ,  /  ,  .  ,  ,  rr„.,.  .  .  ,  mann  para  la  evaluacion  de  los  puntos  frontera  izquierdo,  frontera  de- 

/  \f(x)\dx=  /  g(x)  dx  =  3.  Utihce  un  razonamiento  geome-  ,  ,  '  ,  ,  . 

Jo  Jo  recho  o  medio.  Mediante  tal  sistema,  en  los  problemas  del  J5  al  d& 


trico  para  calcular  cada  una  de  las  siguientes  integrales: 


evalue  las  sumas  de  Riemann  con  10  subintervalos  utilizando  evalua- 
ciones  de  los  puntos  izquierdo ,  derecho  y  medio. 


(a) 

[  dx 

(b) 

j  gix)  dx 

35.  /  (jc3  +  1)  dx 

Jo 

36.  /  tan  x  dx 

Jo 

(c) 

[  |/(x)|  dx 

(d) 

[  [“£(*)]  dx 

37.  /  cos  x  dx 

Jo 

38.  J  (1  /x)dx 

(e)  /;  xg(x)  dx 


/; 


(0  /  /  (■*)#(■*)  dx 


39.  Demuestre  que  la  funcion  f.  definida  por 
'  \  si  x  es  racional 


fix)  = 


0  si  x  es  irracional 


33.  Demuestre  que  /  x  dx  =  j(62  —  a2)  al  completar  el  si- 
J  (l 

guiente  argumento.  Para  la  particion  a  =  x( ,  <Xj  <  •••  <x„  =  b,  elija- 

«  n 

se  x,  =  j(x,  -i  +  x{).  Entonces,  Rp  =  ^X/  Ax(  =  ^  2(-*i  +  Jt/-t) 

/=]  i=i 

( Xj  -  Xj_i).  Ahora  simpliffquese  (suma  telescdpica)  y  tomese  el 
limite. 


no  es  integrable  en  [0, 1],  Sugerencia:  demuestre  que  no  importa  que 
tan  pequena  sea  la  norma  de  la  particion  ||P||,la  suma  de  Riemann 
puede  hacerse  que  tenga  el  valor  0  o  1 . 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  suma  de  Riemann 

2.  integral  definida;  /  f{x)dx  3.  Aarriba  _  Aabajo  4.y. 

Ja 


4.3 

El  Primer  Teorema 
Fundamental  del  Calculo 


El  calculo  es  el  estudio  de  limites  y.  hasta  ahora,  la  derivada  y  la  integral  definida  son 
los  dos  limites  mas  importantes  que  hemos  estudiado.  La  derivada  de  una  funcion /es 


fix) 


f(x  +  h)  -  fix) 

lim - - - 


y  la  integral  definida  es 

[  fix)  dx  =  lfm  X/(^i) 

Ja  U“|->0j  =  l 

Parece  que  estas  dos  clases  de  limites  no  tienen  relacion  entre  si.  Sin  embargo,  hay  una 
conexion  muy  estrecha,  como  lo  veremos  en  esta  seccion. 

Es  habitual  que  a  Newton  y  Leibniz  se  les  atribuya  el  descubrimiento  del  calculo 
de  manera  simultanea.  aunque  independiente.  No  obstante,  los  conceptos  de  la  pen- 
diente  de  una  recta  tangente  (que  condujo  a  la  derivada)  se  conocian  desde  un  tiempo 
anterior  a  ellos,  pues  fue  estudiado  por  Blaise  Pascal  e  Isaac  Barrow  anos  antes  que 
Newton  y  Leibniz.  Y  Arquimedes  habia  estudiado  areas  de  regiones  curvas  1800  anos 
antes,  en  el  siglo  III  a.  C.  Entonces,  ^,por  que  se  les  adjudica  el  credito  a  Newton  y  Leib¬ 
niz?  Elios  entendieron  y  explotaron  la  intima  relacion  entre  antiderivadas  e  integrales 
definidas.  Esta  importante  relacion  se  denomina  Primer  Teorema  Fundamental  del 
Calculo. 

Primer  Teorema  Fundamental  del  Calculo  En  su  carrera  de  matematico  ha 
encontrado  varios  “teoremas  fundamentales”.  El  Primer  Teorema  Fundamental  de  la 
Aritmetica  dice  que  un  numero  entero  se  factoriza  de  manera  unica  como  un  producto 
de  primos.  El  Teorema  Fundamental  del  Algebra  dice  que  un  polinomio  de  grado  n  tie- 
ne  n  raices,  contando  las  raices  complejas  y  las  multiplicidades.  Cualquier  “teorema 
fundamental”  debe  estudiarse  con  cuidado  y  luego  consignarlo  de  manera  permanente 
en  la  memoria. 
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Casi  al  final  de  la  section  4.1  estudiamos  un  problema  en  el  que  la  velocidad  de  un 
objeto  en  el  instante  t  esta  dada  por  v  =  f(t)  =  +  1.  Encontramos  que  la  distan- 

cia  recorrida  desde  el  instante  t  =  0  y  el  instante  t=  3  es  igual  a 


"  129 

Km  2/fo)  Af  =  -7T 

Al  usar  la  terminologfa  de  la  section  4.2,  ahora  vemos  que  la  distancia  recorrida  desde 
el  instante  t  =  0  y  el  instante  t  —  3  es  igual  a  la  integral  definida 

n  /*3 

lfm  At  =  /  f(t)  dt 

n^°°  /=  l  Jo 

(Como  la  velocidad  es  positiva  para  toda  12  0,  la  distancia  recorrida  a  lo  largo  del 
tiempo  t  es  igual  a  la  position  del  objeto  en  el  instante  t.  Si  la  velocidad  fuese  negativa 
para  algun  valor  de  t,  entonces,  en  el  instante  t  el  objeto  viajarfa  hacia  atras;  en  tal  caso, 
la  distancia  recorrida  no  seria  igual  a  la  position).  Podemos  utilizar  el  mismo  razo- 
namiento  para  encontrar  que  la  distancia  s  recorrida  desde  el  instante  t  =  0  hasta  el 
instante  (=re s 

■*(*)  =  /  /(0  dt 

Jo 


Figura  1 


La  pregunta  que  ahora  planteamos  es  esta:  ^cual  es  la  derivada  de  s? 

Como  la  derivada  de  la  distancia  recorrida  (siempre  y  cuando  la  velocidad  siempre 
sea  positiva)  es  la  velocidad,  tenemos 

s'(x)  =  V  =  f(x) 

En  otras  palabras, 


1  2 

Ahora  definimos  A (x)  como  el  area  bajo  la  curva  de  la  grafica  de  y  =  por 

arriba  del  eje  t  y  entre  las  rectas  verticales  t  —  1  y  t  =  x,  donde  x  &  1  (vease  la  figura  1). 
Una  funcion  como  esta  se  denomina  funcion  de  acumulacion,  ya  que  acumula  el  area 
bajo  una  curva  desde  un  valor  fijo  (t  =  1,  en  este  caso)  a  un  valor  variable  ( t  =  x,  en  este 
caso).  ^Cual  es  la  derivada  de  A? 

El  area  A(x )  es  igual  a  la  integral  definida 


Terminologfa 


La  integral  indcfinida  j'f(x)  dx 
es  una  familia  de  funciones  de  x. 


f 

La  integral  definida  /  f(x)  dx 
Ja 

es  un  numero,  siempre  que  ay  b 
esten  fijas. 

Si  el  lfmite  superior  en  una  inte¬ 
gral  definida  es  una  variable  x , 
entonces  la  integral  definida  [por 

ejemplo,  /  f(t )  dt]  es  una  fun- 
Ja 

cion  de  x. 

Una  funcion  de  la  forma 

F(x)  =  /  f(t)  dt  se  denomina 
Ja 

funcion  de  acumulacion. 


A(x ) 


=  /'(H 


t  dt 


En  este  caso  podemos  evaluar  esta  integral  definida  mediante  un  argumento  geometri- 
co;  A( x)  es  el  area  de  un  trapecio,  de  modo  que 


A{x)  =  (x  -  1) 


1  +  (1  +  3-*)  1 


=  +  3  X 


Hecho  esto,  vemos  que  la  derivada  de  A  es 


d  ( 1  ,  2 

A'(x)=TAr  +-,x~6)‘r  3 


En  otras  palabras. 


cl  fxj 

^2 

1  > 

1  ,  2 

1 

- h  ~t 

}dt  =  - 

+  -  X 

dx  Ji  ' 

v3 

3  / 

1  3 

3 

Defina  otra  funcion  de  acumulacion  B  como  el  area  debajo  de  la  curva  y  =  f2,  por 
arriba  del  eje  t,  a  la  derecha  del  origen  y  a  la  izquierda  de  la  recta  t  ~  x,  en  donde  x  >  0 
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Figura  2 


r  7 

(vease  la  figura  2).  Esta  area  esta  dada  por  la  integral  definida  /  t  dt.  Para  encontrar 

Jo 

esta  area,  primero  construimos  una  suma  de  Riemann.  Utilizamos  una  partition  regu¬ 
lar  de  [0,  x]  y  evaluamos  la  funcion  en  el  extremo  de  la  derecha  de  cada  subintervalo. 
Entonces  A t  =  x/n  y  el  extremo  derecho  del  z-esimo  subintervalo  es  Z,  =  0  +  z'AZ  =  ix/n. 
Por  lo  tanto,  la  suma  de  Riemann  es 


n 


Em)  a  t 


x3  n(n  +  l)(2/z  +  1) 
n3  6 


La  integral  definida  es  el  limite  de  estas  sumas  de  Riemann. 


lim  ^  /('<)  Af 

”^00 

x 3  n(n  +  l)(2zz  +  1) 
lim  — - - - 

it— 00  n  o 

x 3  ,,  2 n3  +  3 n2  +  n 

—  lim - r - 

6  /!->■  0°  n 


Asi,  B(x )  =  x3/3,  de  modo  que  la  derivada  de  B  es 


B’{x) 


dx  3 


En  otras  palabras, 


V 


a 


Los  resultados  de  las  ecuaciones  dentro  de  los  ultimos  tres  recuadros  sugieren  que 
la  derivada  de  una  funcion  de  acumulacion  es  igual  a  la  funcion  que  se  esta  acumulan- 
do.  Pero,  i siempre  es  este  el  caso?  Y,  ipor  que  esto  es  asi? 

Suponga  que  estamos  utilizando  una  brocha  “retractil”  para  pintar  la  region  deba- 
jo  de  la  curva.  (Por  retractil  queremos  decir  que  la  brocha  se  hace  mas  ancha  o  mas  an- 
gosta  conforme  se  mueve  hacia  la  derecha,  de  modo  que  siempre  cubra  justamente  la 
altura  que  se  pinta.  La  brocha  es  ancha  cuando  los  valores  del  integrando  son  grandes 
y  es  angosta  cuando  los  valores  del  integrando  son  pequenos.  Vease  la  figura  3).  Con 
esta  analogia,  el  area  acumulada  es  el  area  pintada  y  la  tasa  de  acumulacion  es  la  tasa 
(velocidad)  a  la  cual  la  pintura  se  esta  aplicando.  Pero  la  velocidad  a  la  que  se  esta  apli- 
cando  es  igual  al  ancho  de  la  brocha,  en  realidad,  la  altura  de  la  funcion.  Podemos  esta- 
blecer  este  resultado  como  sigue. 


La  tasa  de  acumulacion  en  t  =  x  es  igual  al  valor  de  la  funcion  que  se  esta  acumu- 
lando  en  t  =  x. 


Figura  3 


Esto,  en  pocas  palabras,  es  el  Primer  Teorema  Fundamental  del  Cdlculo.  Es  fundamen¬ 
tal  porque  relaciona  la  derivada  y  la  integral  definida,  las  dos  clases  mas  importantes  de 
limites  que  hemos  estudiado  hasta  ahora. 
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Teorema  A 


Primer  Teorema  Fundamental  del  Calculo. 


Sea/continua  en  el  intervalo  cerrado  [a,  b ]  y  sea  x  un  punto  (variable)  en  (a,  b).  En- 
tonces, 


■f 


—  j  f(t)  dt  =  f(x) 


Bosquejo  de  la  demostracion  Por  ahora  presentamos  un  bosquejo  de  la  de¬ 
mostracion,  el  cual  muestra  las  caracterfsticas  importantes  de  la  demostracion,  pero 
una  demostracion  completa  debe  esperar  hasta  despues  que  hayamos  establecido  otros 

resultados.  Para  x  en  [a,  b ],  definimos  F(x)  =  f  f(t)  dt.  Entonces  para  x  en  (a,  b ) 


=  lfm 

h  *0 


F(x  +  h)  —  F{x) 


=  11m  — 
a— o  h 


px  +  h 


fit)  dt 


fit)  dt 


rx+h 


=  lfm  — 
h 


fit)  dt 


La  ultima  Ilnea  se  deduce  de  la  propiedad  aditiva  para  intervalos  (teorema  4.2B). 
Ahora,  cuando  h  es  pequena,/no  cambia  mucho  en  el  intervalo  [x,x  +  h\.  En  este  in¬ 
tervalo,  /  es  aproximadamente  igual  a  fix),  el  valor  de  /  se  evalua  en  el  extremo 
izquierdo  del  intervalo  (vease  la  figura  4).  El  area  bajo  la  curva  y  -  f(t)  derat  +  h 
es  aproximadamente  igual  al  area  del  rectangulo  con  ancho  h  y  altura  f(x),  esto  es, 

j-x+h 

/  /(f)  dt  ss  hf(x).  Por  lo  tanto, 


d_ 

dx 


fit)  dt 


lfm  j[hf{x)] 
h-*o  h 


fix) 


Por  supuesto,  el  error  en  este  argumento  es  que  h  nunca  es  cero,  asf  que  no  pode- 
mos  asegurar  que  / no  cambia  en  el  intervalo  [x,  x  +  h] .  Daremos  una  demostracion  for¬ 
mal  al  final  de  esta  seccion. 

Propiedades  de  comparacion  La  consideration  de  las  areas  de  las  regiones  R{ 
y  R2,  en  la  figura  5,  sugiere  otra  propiedad  de  las  integrales  definidas. 


Teorema  B 


Propiedad  de  Comparacion 

Si/y  g  son  integrables  en  [a,  b]  y  si  /(x)  =£g(x)  para  toda  x  en  [n,  £>],  entonces 


pb  pb 

/  f{x)  dx  s  /  g(x)  dx 
Ja  Ja 


En  lenguaje  informal,  pero  descriptivo,  decimos  que  la  integral  definida  preserva 
desigualdades. 


Demostracion  Sea  P:  a=x(l<xi  <x2<  —  <xn  =  b  una  partition  arbitraria  de  [a,  b] 
y  para  cada  i  sea  x,  cualquier  punto  muestra  en  el  i-esimo  subintervalo  |x,  i,x,].  De  ma- 
nera  sucesiva  podemos  concluir  que 
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/(*«) 
/(*/)  Axi 

2  /(*«)  Ax,- 


lim  Y  /(x,)  Ax, 

/••:  -0  rt 


g{xd  A x, 

n 

2  S(x/)  Ax, 
i=l 


lim  ^  A*. 


1=1 


#(*)  dx 


\;t  — 

k  .V 

M 

a  b  x 

Figura  6 


Teorema  C 


Propiedad  de  Acotamiento 

Si/es  integrable  en  [a,  f>]  y  m  ^/(x)  <  M  para  toda  x  en  [a,  6],  entonces 


£ 


m(b  —  a)  <  /  /(x)  dx  <  —  a) 


Detnostracion  La  grafica  en  la  figura  6  nos  ayuda  a  entender  el  teorema.  Observe 
que  m(b  —  a)  es  el  area  del  pequeno  rectangulo  inferior,  M{b  —  a)  es  el  area  del  rectangulo 

fh 

mayor  y  /  f(x)  dx  es  el  area  debajo  de  la  curva. 

Para  demostrar  la  desigualdad  del  lado  derecho,  sea  g(x)  =  M  para  toda  x  en  [a,  b]. 
Entonces,  por  el  teorema  B, 

pb  nb 

f(x)  dx  <  /  g(x)dx 


f 


[b 

Sin  embargo,  /  g(x)  dx  es  igual  al  area  del  rectangulo  con  ancho  b  -  a  y  altura  M. 
J  a 


Asf, 


/ 


g(x)  dx  =  M{b  —  a) 

La  desigualdad  del  lado  izquierdo  se  maneja  de  manera  analoga. 


La  integral  definida  es  tin  operador  lineal  Anteriormente  aprendimos  que 

-  „  fb 

Dx ,  J  ■  ■  ■  dx,  y  X  son  operadores  lineales.  Puede  agregar  /  -ax  a  la  lista. 

J  a 


Teorema  D 


Linealidad  de  la  integral  definida 

Suponga  que/ y  g  son  integrables  en  [a,  b]  y  que  k  es  una  constante.  Entonces  kf  y 
/+  g  son  integrables  y: 

» b  rb 

i  * 

(i) 


'  kf(x)  dx  =  k  J  f(x)  dx; 

a  J  a 


(ii) 

/W) 

(iii) 

/  (/!-<  ) 
J  a 

l f(x)  +  g{x)]dx  =  /  f(x)  dx  +  /  g(x )  dx;  y 

.A?  «/<z 

rb  pb 


Detnostracion  Las  demostraciones  de  (i)  y  (ii)  dependen  de  la  linealidad  de  X  y 
las  propiedades  de  limites.  Demostramos  (ii). 
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/ 


[/(■*)  +  g{x)]dx  =  lim  y,[f(Xi)  +  g(x,)]Ax,- 
in— u  j-  j 


=  lim 
ll/1—o 


2/(-c)  Axi  +  2s(*/)  Ax< 


=  lim  'y.f(xi)  Ax,-  +  lfm  Yrfi;)  Ax, 

M-o itf-7  v  "  M-o ''  ' 


/(x)  dx+  g(x)  dx 


La  parte  (iii)  se  deduce  de  (i)  y  (ii)  si  se  escribe /(x)  g(x)  como  /(x)  +  (— l)g(x). 


M 

i  y 

y 

■,  ~:u. 

/ 

f(x) 

X 

:  x  +  h  1 

Figura  7 


Demostracion  del  Primer  Teorema  Fundamental  del  Calculo.  Con 
estos  resultados  a  la  mano,  ahora  estamos  preparados  para  demostrar  el  Primer  Teore¬ 
ma  Fundamental  del  Calculo. 


Demostracion  En  el  bosquejo  de  la  demostracion  que  se  presento  antes,  defini- 


mos 


F{x)=  [ 

J  a 


f(t)  dt ,  y  establecimos  el  hecho  de  que 


F(x  +  h)  -  F(x) 


rX  +  h 

1  > 


fit)  dt 


Suponga  por  el  momento  que  h  >  0  y  sean  m  y  M  los  valores  rmnimo  y  maximo, 
respectivamente,  de  /en  el  intervalo  [x,x  +  h]  (vease  la  figura  7).  Por  el  teorema  C, 


ox+h 


mh 


f(t)  dt  S  Mh 


o 


mh  s  F(x  +  h)  —  F(x)  £  Mh 


A1  dividir  entre  h,  obtenemos 


Fix  +  h)  -  Fix) 

m  <  — - 7 - —  <  M 

h 


Ahora  m  y  M  en  realidad  dependen  de  h.  Ademas,  ya  que/es  continua,  tanto  m  como 
M  deben  aproximarse  a  f(x)  cuando  h  — »  0.  Asi,  por  el  Teorema  del  Emparedado, 


lim 

/!  — 0 


F(x  +  h)  ~  F(x) 
h 


fix) 


El  caso  en  donde  h<  0  se  maneja  de  manera  analoga. 


Una  consecuencia  teorica  de  este  teorema  es  que  toda  funcion  continua  /  tiene 
una  antiderivada  F  dada  por  la  funcion  de  acumulacion 


Fix)  =  [  fit)  dt 

J  a 

No  obstante,  este  hecho  no  es  util  para  obtener  una  formula  sencilla  para  cualquier 
antiderivada  particular.  La  seccion  7.6  proporciona  varios  ejemplos  de  funciones 
importantes  que  estan  definidas  como  funciones  de  acumulacion.  En  el  capitulo  6 
definiremos  la  funcion  logaritmo  natural  como  una  funcion  de  acumulacion. 
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-j  d 

r  r*.  1 

j  Encuentre  — - 
1  dx 

J  t3  dt 

SOLUCION  Por  el  Primer  Teorema  Fundamental  del  Calculo, 

d_ 
dx 


r  dt 


=  x3 


EJEMPLO  2  I  Determine 


dx 


r 

J2  Vf2  +  17 


dt 


SOLUCION  Retamos  a  cualquiera  a  que  resuelva  este  ejemplo,  evaluando  primero 
la  integral.  Sin  embargo,  por  medio  del  Primer  Teorema  Fundamental  del  Calculo,  es  un 
problema  trivial. 


d_ 

dx 


r _ t^_ 

J2  Vt2  +  17 


dt 


*-3/2 


17 


d 

f4  2  j  ~\ 

Encuentre  — 

/  tan  u  cos  u  du 

dx 

IJx  j 

7T  3 17 

,  — -  <  X  <  — . 
2  2 


SOLUCION  Utilizar  la  variable  muda  u  en  lugar  de  t  no  debe  preocupar  a  nadie.  No 
obstante,  el  hecho  de  que  x  sea  el  lfmite  inferior,  en  lugar  del  lfmite  superior,  es  moles- 
to.  He  aqui  como  manejar  esta  dificultad. 

r4 

tan2  u  cos  u  du 


d_ 

dx 


A 

dx 


A 

dx 


-  J  tan2  u  cos  u  du 
J  tan2  u  cos  u  du 


=  —tan  x  cos  x 


El  intercambio  de  los  limites  superior  e  inferior  esta  permitido  si  anteponemos  un  sig- 
no  negativo. 


(Recuerdese  que  por  definicion 


n  a  pb 

icion  /  f{x)  dx  =  -  f(x)  dx.) 

Jb  Ja 


EJEMPLO  4  Encuenlre  Dx 


[/' 


(3 1  -  1)  dt 


de  dos  formas. 


SOLUCION  Una  manera  de  encontrar  esta  derivada  es  mediante  la  aplicacion  del 
Primer  Teorema  Fundamental  del  Calculo,  aunque  ahora  tenemos  una  nueva  complica- 
cion;  el  lfmite  superior  es  x2  en  lugar  de  x.  Este  problema  puede  manejarse  por  medio 
de  la  regia  de  la  cadena.  Podemos  considerar  la  expresion  entre  parentesis  como 


i 


(3/  —  1 )  dt  donde  u 


Por  medio  de  la  regia  de  la  cadena,  la  derivada  con  respecto  a  x  de  esta  funcion  com- 
puesta  es 


D„ 


(3t  -  1  )dt 


•  Dxti  =  (3«  —  1)(  2x)  =  (3x~  —  l)(2x)  =  6xJ  —  2x 


Otra  manera  de  encontrar  esta  derivada  es  evaluar  primero  la  integral  definida  y 

/" 

despues  utilizar  nuestras  reglas  para  derivadas.  La  integral  definida  J  (3 1—  l)  dt  es 
el  area  debajo  de  la  recta  y  =  3t  —  1  entre  t=  1  y  t=x2  (vease  la  figura  8).  Como  el  area 


de  este  trapecio  es 


~~  2  ~  12  +  (3x2  -  1)]  =  ~x4  -  x2  -  3 


Figura  8 


2 


Figura  9 
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/' 


(3f  -  1)  dt 


3  4  2  1 

=  -X  —  x  —  — 
2  2 


Por  lo  tanto, 


D 


r 


(3 1  -  1  )dt  =  Dx[  |x4  -  x2  -  | 


-  <v3 


6ar  —  2jc 


La  posicion  como  velocidad  acumulada  En  la  seccion  anterior  vimos  como 
la  posicion  de  un  objeto,  que  inicialmente  esta  en  el  origen,  es  igual  a  la  integral  defini- 
da  de  la  funcion  velocidad.  Con  frecuencia,  esto  conduce  a  funciones  de  acumulacion, 
como  lo  ilustra  el  siguiente  ejemplo. 


a  EJEMPLO  5  1  Un  objeto  en  el  origen,  en  el  instante  t  =  0,  tiene  velocidad,  medi- 
da  en  metros  por  segundo. 


v(t)  =  j 

^Cuando,  si  sucede,  el  objeto  regresa  al  origen? 


t/ 20  si  0  s  r  <  40 

2  si  40  <  t  ^  60 

[  5  —  t/ 20  si  t  >  60 


SOLUCION  Denotese  con  F(a)  =  dt  a  la  posicion  del  objeto  en  el  instante 

a.  La  acumulacion  se  ilustra  en  la  figura  9.  Si  el  objeto  regresa  al  origen  en  algun  tiem- 
po  a,  entonces  a  debe  satisfacer  F(a)  =  0.  El  valor  que  se  requiere  de  a  seguramente  es 
mayor  que  100,  ya  que  el  area  debajo  de  la  curva  entre  0  y  100  debe  ser  exactamente 
igual  al  area  por  arriba  de  la  curva  y  por  debajo  del  eje  t,  entre  100  y  a.  Por  lo  tanto, 

pa  /»100  pa 

F(a)  =  /  v(t)  dt=  v(t)  dt+  v(t)  dt 
Jo  Jo  Jm 


—  —  40*2  +  20 '2  +  —40 ’2  + 
2  2 


/V 

J100 


t/ 20)  dt 


=  120  +  -  1 00 ) ( 5  -  fl/20) 


40 

Entonces  debemos  hacer  F(a)  =  0.  Las  dos  soluciones  para  esta  ecuacion  cuadratica  son 
a  =  100  ±  40  \/3.  Tomando  el  signo  de  menos  da  un  valor  menor  que  100,  que  no  pue- 
de  ser  la  solucion,  por  lo  que  se  descarta.  La  otra  solucion  es  100  +  40  V  3  ~  169.3. 
Comprobemos  esta  solucion: 


n 


a)=  f 
Jo 


100+40V3 


v(t)  dt 


100+40  V3 


v(t)  dt 


pi  UU  p 

=  /  v(0  dt  + 

Jo  J  1C 

=  120  +  ^(100  +  40V3  -  100)(5  -  (lOO  +  40V3)/20) 


=  0 


Por  lo  tanto,  el  objeto  regresa  al  origen  en  el  instante  t  =  100  +  40  V5  ~  169.3  se- 
gundos.  m 


i 
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Una  forma  de  evaluar  integrales  definidas  El  siguiente  ejemplo  muestra  la 
forma  (es  cierto  que  de  una  manera  diffcil)  para  evaluar  una  integral  definida.  Si  este 
metodo  parece  largo  y  engorroso,  sea  paciente.  La  seccion  proxima  trata  con  formas 
eficientes  para  evaluar  integrales  definidas. 

M  I  J  LMPLO  6  Sea  A{ x)  =  £  t3  dt. 

(a)  Si  y  =  yf(x),  encuentre  dy/dx  =  jr. 

(b)  Encuentre  la  solucion  de  la  ecuacion  diferencial  dy/dx  =  jc3  que  satisface  y  =  0 
cuando  x  =  1. 

(c)  Encuentre  J  V  dt. 


Revision  de  conceptos 

1.  Como  4  £  x2  £  16  para  toda  x  en  [2, 4],  la  propiedad  de  aco- 
tamiento  de  la  integral  definida  nos  permite  decir 

s  L xl  dx  ~ _ ' 


3.  Por  la  linealidad,  /  cf(x)dx  =  c  • 


J  (x  +  Vx)  dx  =  J  x  dx  +  _ . 

4.  Si  f(x)  dx  =  5  y  si  g(x)  £/(x)  para  toda  x  en  [1, 4],  en- 
tonces  la  propiedad  de  comparacion  nos  permite  decir  que 
£  g(x)  dx  <  _ . 
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Conjunto  de  problemas  4.3 

En  los  problemas  del  1  al  8  determine  una  formula  y  haga  la  grafica  de 
lafuncion  de  acumulacion  A(x)  que  es  iguat  al  area  indicada. 


1*  O 


2.  *>' 


5.  J  [V3 m  +  V2g(f)  +  rr]dt 


En  los  problemas  del  17  al  26,  encuentre  G'(x). 


1  2  3  *4  5 


Xa  K  1 


3. 


4.  ky 


1  X  1  1  / 

2  3  4 


1  '  x  1  , 

12  3  4 


5.  iv 


6.  i* 


8.  *>• 


17.  G(x)  =  J  2 1  dt 

18.  G(x)  =  j  2t  dt 

19.  G(x)  =  (2 12  +  Vi)  dt 

20.  G(x)  =  cos3  2 1  tan  t  dt\  —tt/2  <  x  <  tt/2 

/jt/4 

(s  —  2)  cot  2s  ds\  0  <  x  <  tt/2 

22.  G(x)  =  j ^  xt  dt  (Tengase  cuidado). 

2 

23.  G(x)  =  sen  f  rfr 

/jt2  +  at 

V2F  +  sen  z  dz 

rx  t2  r  r 

25.  G  ( x )  =  /  - r  dt  Sttgerencia:  I  +  / 

J  -x1  1  +  t2  J-x2  Jo 

/•sen  .v 

26.  G(x)  =  / 

./COS  X 


En  los  problemas  del  27  al  32  determine  el  o  los  intervalos  en  los  que 
la  grafica  de  y  =  f(x),  x^O,  es  (a)  creciente,  (b)  concava  hacia  arriba. 


'2  z  +  sen  z  dz 


px  pi)  px 


27.  f(x) 


J  o  V  1  +  s“ 


ds  28.  f(x) 


fx  1  +  t 

~  Jo  1  +  t2 


12  3  4  5 


29.  f{x)  =  /  cos  u  du  30.  f(x)  =  /  (t  +  sen  t)  dt 


Suponga  que  /  f(x)  dx  =  2,  f(x)  dx  =  3,  /  g(.v)  dx  —  — 1  ,y 
Jo  J  l  io 

f2 

/  g(*)  d.v  =  4.  Utilice  las  propiedades  de  las  integrates  definidas 
Jo 

(linealidad,  aditividad  para  intervalos,  etcetera).  Para  calcular  cada 
una  de  las  integrates  en  los  problemas  del  9  al  16. 

9.  2 f(x)  dx  10.  J  2 f(x)  dx 

11.  [  [2 f(x)  +  g(x)]  dx  12.  /  [2/(.v)  +  g(s)]  ds 

Jo  Jo 

13-  j  [2/(.v)  +  5g(s)]  ds  14.  ^  [3/(x)  +  2g(x)]  rfx 
15.  [  [3f(t)  +2g(t)]dt 

JO 


31.  /(*)  =  l 


32.  /(jc)  es  la  funcion  de  acumu¬ 
lacion  A(x)  del  problema  8. 


En  los  problemas  del  33  al  36  utilice  la  propiedad  aditlva  para  interva- 

f4 

los  y  la  linealidad  para  evaluar  I  f(x )  dx.  Comience  por  dibujar 

Jo 

una  grafica  de  f. 


33.  f{x)  = 


2  si  0  =s  x  <  2 
x  si  2  £  x  =£  4 


(1  si  0  £  x  <  1 

x  si  1  £  x  <  2 

4  -  x  si  2  £  x  £  4 

35.  f(x)  =  \x  -  2\ 

36.  f(x)  ~  3  +  \x  -  3 1 
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37.  Considere  la  funcion  G(x)  =  /  /(f)  dt,  donde  /(f)  oscila 

Jo 

alrededor  de  la  recta  y  =  2  sobre  la  region  [0, 10]  del  eje  x  y  esta  dada 
por  la  figura  10. 

(a)  ^En  que  valores  de  esta  region  aparecen  los  maximos  y  mi'nimos 
locales  de  G(x)7 

(b)  ^En  donde  alcanza  G(x)  su  maximo  y  su  mi'nimo  absolutos? 

(c)  ^En  que  intervalos  G(x)  es  concava  hacia  abajo? 

(d)  Bosqueje  la  grafica  de  G(x). 


Figura  10 


38.  Realice  el  nrismo  analisis  que  hizo  en  el  problema  37  para  la 
funcion  G(x)  =  /  /(f)  dt  dada  por  la  figura  1 1,  en  donde  f(t)  osci- 

i 

la  alrededor  de  la  recta  y  =  2  para  el  intervalo  [0, 10]. 


\  A  / 

X.Z..1 _ i 


Figura  1 1 

39.  Sea  F(x)  =  [  (f 4  +  1)  dt. 

Jo 

(a)  Encuentre  F(0). 

(b)  Sea  y  =  F(x).  Aplique  el  Primer  Teorema  Fundamental  del  Cdlculo 
para  obtener  dy/dx  =  F'(x)  =  x4  +  I .  Resuelva  la  ecuacion  dife- 
rencial  dy/dx  =  .v4  +  1 . 

(c)  Encuentre  la  solucion  de  esta  ecuacion  diferencial  que  satisface 
y  =  F( 0)  cuando  x  =  0. 

f 1  6 

(d)  Demuestre  que  /  (x4  +  1 )  dx  =  — . 

Jo  5 

40.  SeaG(x)  =  /  sen  f  dt. 

Jo 

(a)  Encuentre  G(0)  y  G(2tt). 

(b)  Sea  y  =  G(.r).  Aplique  el  Primer  Teorema  Fundamental  del 
Calculo  para  obtener  dy/dx  =  G'(x)  —  sen  x.  Resuelva  la  ecua¬ 
cion  diferencial  dy/dx  =  sen  x. 

(c)  Encuentre  la  solucion  a  esta  ecuacion  diferencial  que  satisface 
v  =  G(0)  cuando  x  =  0. 

r 

(d)  Demuestre  que  /  sen  x  dx  =  2. 


(e)  Encuentre  todos  los  puntos  extremos  relativos  y  de  inflexion  de 
G  en  el  intervalo  [0,47t]. 

(f)  Haga  la  grafica  de  y  =  G(x)  en  el  intervalo  [0,  4tt]. 


41.  Demuestre  que  Is  /  V 1  +  x4  dx  s  — .  Sugerencia:  ex- 


plique  por  que  1  s  VI  +  x4  s  1  +  x4  para  ,v  en  el  intervalo  cerra- 

do  [0. 1];  despues  utilice  la  propiedad  de  comparacion  (teorema  B)  y 
el  resultado  del  problema  39d. 


42.  Demuestre  que  2 
cia  para  el  problema  41). 


x 4  s  — .  (Vease  la  sugeren- 


IGQ  En  los  problemas  del  43  al  48  utilice  una  calculadora  grafica  (GC, 
del  ingles  graphic  calculator )  para  graficar  cada  integrando.  Despues 
utilice  la  propiedad  de  acotamiento  (teorema  C)  para  encontrar  una 
cota  inferior  y  una  cota  superior  para  cada  integral  definida. 

43.  J  (5  +  x3)  dx  44.  J  {x  +  6 )5  dx 

«.  «■  iVA 

"■  L  O+sA*- 

,-0A 

48.  /  (0.002  +  0.0001  cos2x)  dx 

J 0.2 

,,  1  [*1  +  t  , 

49.  Encuentre  ltm  —  /  -  dt. 

A-ft  xj 0  2  +  t 

1  fX  1  +  t  , 

50.  Encuentre  lim  -  /  - - dt. 

x-i  x  -  \  Jx  2  +  t 

51.  Encuentre /(x)  si  J  f(t)dt  =  2x  —  2. 

52.  Encuentre /(x)  si  /  f(t)dt  =  x 2. 

Jo 


50.  Encuentre  lim 


53.  Encuentre /(x)  si  /  f(t)dt  =  \x 


[  fit)  dt  =  jx3. 
Jo 


54.  ^Existe  alguna  funcion /tal  que  /  /(f)  dt  =  x  +  1?  Expli- 

Jo 

que. 

En  los  problemas  del  55  al  60  decida  si  la  afirmacion  dada  es  verdade- 
ra  o  falsa.  Despues  justifique  su  respuesta. 

55.  Si  /  es  continua  y  /(x)  >  0  para  toda  x  en  [a,  6],  entonces 

/  f(x)dxz  0. 

J  a 

56.  Si  /  /(x)  dx  a  0,  entonces  f(x)  a  0  para  toda  x  en  [a,  b\. 

J  a 

rb 

57.  Si  /  f(x)dx  =  0,  entonces /(x)  =  0  para  toda  x  en  [a,  b\ 

J  a 

fb 

58.  Si  f(x)  a  0  y  /  /(x)  dx  ~  0,  entonces  /(x)  =  0  para  toda  x 

J  a 


en  [a,  6], 


/b  pb 

f(x )  dx  >  /  g(x)  dx,  entonces 
J  a 

f  [fix)  -  gix)]dx  >  0 

J  a 
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60.  Sifyg  son  continuas  y  fix)  >  g(x)  para  toda  x  en  [a,  b],  en- 


fh 

fb 

tonces 

/  fix)  dx 

J  a 

>  | 

/  g(x)  dx 
J  a 

61.  La  velocidad  de  un  objeto  es  v(t)  =  2  —  \t  -  21.  Suponiendo 
que  el  objeto  esta  en  el  origen  en  el  instante  t  =  0,  determine  una 
formula  para  su  posicion  en  el  instante  t.  (Sugerencia:  tendra  que 
considerar  de  forma  separada  los  intervalos  0s/<  2  y  / > 2.)  ^Cuan- 
do,  si  esto  sucede,  el  objeto  regresara  al  origen? 

62.  La  velocidad  de  un  objeto  es 

{5  si  0  £  /  £  100 

6  -  t/100  si  LOO  <  /  £  700 
- 1  si  t  >  700 

(a)  Suponiendo  que  el  objeto  esta  en  el  origen  en  el  instante  0,  de¬ 
termine  una  formula  para  su  posicion  en  el  instante  t  (t  a:  0). 


(b)  ^Cual  es  la  distancia  mas  a  la  derecha  del  origen  que  alcanza  es- 
te  objeto? 

(c)  ^Cuando,  si  esto  sucede,  el  objeto  regresara  al  origen? 


63.  Sea  /  continua  en  [a,  b] 
muestre  que 


/ 


fix)  dx 


y,  por  lo  tanto,  integrable  alii.  De¬ 
ss  /  \f{x)\  dx 
J  a 


Sugerencia:  —\f{x)\  £  f(x)  —  \.f[x)  |;  utilice  el  teorema  B. 

64.  Suponga  que  /'  es  integrable  y  l/'(x)  I  £  M  para  toda  .r.  De- 
muestre  que  \f(x)  I  £  I  f(a)  I  +  M I  x  —  a  I  para  toda  a. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos: 


3. 


Vr  dx 


4.  5 


1.  8;  32  2.  sen3  x 


4.4 

El  Segundo  Teorema 
Fundamental  del 
Calculo  y  el  metodo 
de  sustitucion 


£Es  fundamental? 

El  Segundo  Teorema  Fundamental 
del  Calculo  es  importante  al  propor- 
cionar  una  herramienta  poderosa 
para  la  evaluacion  de  integrales 
definidas.  Pero  su  significado  mds 
profundo  subyace  en  la  relacion  que 
establece  entre  la  derivacion  y  la 
integracion;  entre  derivadas  e 
integrales.  Esta  relacion  es  sorpren- 
dentemente  clara  cuando  volvemos 
a  escribir  la  conclusion  del  teorema 
con  f(x)  reemplazada  por  g'(  v). 

g'{x)  dx  =  g(b)  -  g(a) 


El  Primer  Teorema  Fundamental  del  Calculo,  dado  en  la  seccion  anterior,  proporciona 
la  relacion  inversa  entre  las  integrales  definidas  y  las  derivadas.  Aunque  aun  no  es  apa- 
rente,  esta  relacion  nos  proporciona  una  herramienta  poderosa  para  evaluar  integrales 
definidas.  Esta  herramienta  se  denomina  el  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calcu¬ 
lo  y  lo  aplicaremos  con  mucho  mayor  frecuencia  que  el  Primer  Teorema  Fundamental 
del  Calculo. 


Teorema  A 


Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo 


Sea /continua  (y  de  aquf  integrable)  en  [a,  £>],  y  sea  Fcualquier  antiderivada  de/en 
fa,  b].  Entonces 


dx  =  F{b)  -  F(a) 


Demostracion  Para  x  en  el  intervalo  [a,  Z>],  deffnase  G(x)  =  /  f{t)dt.  Entonces, 

J  a 

por  el  Primer  Teorema  Fundamental  del  Calculo,  G'(x)  =f(x)  para  toda  x  en  (a,  b).  De 
esta  manera,  G  es  una  antiderivada  de  /;  pero  F  tambien  es  una  antiderivada  de  /.  Del 
teorema  3.6B,  concluimos  que  como  F'(x)  =  G'(x)  las  funciones  Fy  G  difieren  por  una 
constante.  Asf,  para  toda  x  en  (a,  b) 

F{x)  =  G{x)  +  C 

Como  las  funciones  Fy  G  son  continuas  en  el  intervalo  cerrado  [a,  b\  (vease  el  proble- 
ma  77),  tenemos  F(a)  =  G{a)  +  Cy  F{b )  =  G(b)  +  C.  Asf  que  F(x)  =  G(x)  +  C  en  el  in¬ 
tervalo  cerrado  [a,  £>]. 


(«)=  /. 

J  a 


ComoG(a)  =  /  f(t)dt  =  0,  tenemos 


F(a)  =  G(a)  +  C  =  0  +  C  =  C 


Por  lo  tanto. 


F(b)  -  F(a)  =  [G(b)  +  C]  -  C  =  G(b )  =  /  f(t)  dr 
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En  la  section  3.8  definimos  la  integral  indefinida  como  una  antiderivada.  En  la  sec- 
cion  4.2  definimos  la  integral  definida  como  el  limite  de  una  suma  de  Riemann.  Usamos  la 
misma  palabra  (integral)  en  ambos  casos,  aunque  por  el  momento  parece  que  tienen 
poco  en  comiin.  El  teorema  A  es  fundamental  porque  muestra  como  la  integration  in¬ 
definida  (antiderivation)  y  la  integration  definida  (area  con  signo)  estan  relacionadas. 
Antes  de  ir  a  los  ejemplos,  preguntese  por  que  puede  utilizar  la  palabra  cualquier  en  el 
enunciado  del  teorema. 


EJEMPLO  1  Demuestre  que  /  k  dx  =  k{b  —  a),,  donde  k  es  una  constante. 


SOLUT  ION  F(x)  =  kx  es  una  antiderivada  de  fix)  =  k.  De  esta  manera,  por  el  Segundo 
Teorema  Fundamental  del  Calculo, 

I  k  dx  =  F(b)  —  F{a)  =  kb  —  ka  =  k(b  —  a)  SS 

Ja 

. .  rh  fil  a2 

HI  LJIMPLO  2  |  Demuestre  que  /  x  dx  =  — - — . 

J  a  ^  ^ 


SOLUCION  F(x)  =  x2/2  es  una  antiderivada  de  f(x)  =  x.  Por  lo  tanto, 


xdx  =  F{b)  -  F{a)  =  y  -  y 


EJEMPLO  3  iDemuestre  que  si  r  es  un  numero  racional  diferente  de  — 1,  entonces 


fh  r  ,  br+'  ar 

Ja  r  +  1  r  H 


SOLUCION  F(x)  =  xr~l/(r  +  1)  es  una  antiderivada  de  f(x)  =  xr.  Asi  que,  por  el  Se¬ 
gundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo, 


xr  dx  =  F(b)  -  F(a)  = 


r  +  1  r  +  1 


Si  r  <  0,  requerimos  que  0  no  este  en  [a,  b],  (,Por  que? 

Es  conveniente  introducir  un  simbolo  especial  para  F(b)  —  F(a).  Escribimos 


F(b)  -  F(a)  =  [F(x)]ba 


Con  esta  notacion. 


,  ,  5  125  8  117  _ 

x2  dx  =  —  =  —  =  39 

3  o  3  3  3 


HEJEMPL0  4  ]  Evalue  J  (4x  —  6x2)  dx 


(a)  Mediante  el  uso  del  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo  de  manera  directa  y 

(b)  primero,  aplicando  la  linealidad  (teorema  4.3D). 

SOLUCION 


f2 

(a)  J  {Ax  —  6x2)  dx  =  [2x2  —  2jc3]21 


=  (8  -  16)  -  (2  +  2)  =  -12 
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(b)  A1  aplicar  primero  la  linealidad,  tenemos 


/; 


(4x  —  6x 2)  dx  =  4  x  dx  —  6  /  x2  dx 


=  4 


-  6 


-i 


i 


'4  n  /  8  i 
4  —  —  —  ]  —  61  —  +  — 
\2  2/  \3  3 

=  -12 


EJEMPLO  5  j  E value  /  (x 


-Jf 


rl/3 


4/3)  rfx. 


SOLUCION 


jf 


(x1/3  +  x4/3)  dx  =  [|x4/3  +  fx7/3]^ 

=  (1*16  +  1-128)  -  (1*1  +3yl) 


=  f  +  f  -  65.68 


/3 


EJEMPLO  6  Encuentre  v  /  3  sen  t  dt  de  dos  maneras. 


SOLUCION  La  manera  facil  es  aplicar  el  Primer  Teorema  Fundamental  del  Calculo. 


Dt  /  3  sen  t  dt  =  3  sen  x 

Jo 

Una  segunda  forma  de  resolver  este  problema  es  aplicar  el  Segundo  Teorema  Funda¬ 
mental  del  Calculo  para  evaluar  la  integral  de  0  a  x;  despues,  aplicar  las  reglas  de  las 
derivadas. 

sen  t  dt  =  [—3  cos  f]o  =  —3  cos  x  —  (—  3  cos  0)  =  —3  cos  x  +  3 

Entonces 


Dx  /  3  sen  t  dt  =  Dx(— 3  cos  x  +  3)  =  3  sen  x 


En  terminos  del  simbolo  para  la  integral  indefinida,  podemos  escribir  la  conclusion 
del  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo  como 


J  /(x)  dx  =  J /(x)  dx 


La  parte  no  trivial  de  la  aplicacion  del  teorema  es  encontrar  siempre  la  integral  indefi¬ 
nida  J  f(x)  dx.  Una  de  las  tecnicas  mas  poderosas  para  hacer  esto  es  el  metodo  de 
sustitucion. 


El  metodo  de  sustitucion  En  la  seccion  3.8  introdujimos  el  metodo  de  sustitucion 
para  la  regia  de  la  potencia.  Esta  regia  puede  extenderse  a  un  caso  mas  general,  como 
lo  muestra  el  siguiente  teorema.  Un  lector  perspicaz  vera  que  la  regia  de  sustitucion  no 
es  mas  que  la  regia  de  la  cadena  en  sentido  inverso. 
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Uso  del  Segundo  Teorema 
Fundamental  del  Calculo 

La  forma  de  utilizar  el  Segundo  Teo¬ 
rema  Fundamental  del  Calculo  para 
evaluar  una  integral  definida,  tal  como 
[b 

/  /( x)  dx ,  es 


BRByRnrBia  Regia  de  sustitucion  para  integrales  indefinidas 

Sea  g  una  funcion  derivable  y  suponga  que  F  es  una  antiderivada  de  /.  Entonces, 

I  f(g(x))g'(x)  dx  =  F{g(x))  +  C 


(1)  encontrar  una  antiderivada 
F( x)  del  integrando /(x),  y 

(2)  sustituir  los  limites  y  calcular 
F(b)  —  F(a). 

Todo  depende  de  ser  capaces  de 
encontrar  una  antiderivada.  Por  esta 
razon,  regresamos  brevemente  a  la 
evaluation  de  integrales  indefinidas. 


Detnostracion  Para  probar  este  resultado,  es  suficiente  con  demostrar  que  la  de- 
rivada  del  lado  derecho  es  el  integrando  de  la  integral  del  lado  izquierdo.  Pero  esto  es 
una  aplicacion  sencilla  de  la  regia  de  la  cadena 

DAF{g(x))  +  C]  =  F'(g(x))g'{x)  =  f(g(x))g'(x)  ■ 

Por  lo  regular,  aplicamos  el  teorema  B  como  sigue.  En  una  integral  como 
f f(g{x))g' ix)  dx.  hacemos  u  =  g(u),  de  modo  que  du/dx  =  g'(x).  Asi,  du  =  g’(x)dx. 
Entonces,  la  integral  se  transforma  en 


f(g{x)  )  g'(x)  dx 


-  If{“ 


)  du  =  F(u)  +  C  =  F(g(x))  +  C 


Por  lo  tanto,  si  podemos  encontrar  una  antiderivada  para  f(x),  podemos  evaluar 
f f(g(x))g'(x)  dx.  El  truco  para  aplicar  el  metodo  de  sustitucion  es  elegir  la  sustitu- 
cion  adecuada  que  se  debe  hacer.  En  algunos  casos,  esta  sustitucion  es  obvia;  en 
otros  no  lo  es  tanto.  El  dominio  en  la  aplicacion  del  metodo  de  sustitucion  viene  con  la 
practica. 

■TeJImploT]  Evalue  f  sen  3x  dx. 


SOLUCION  Aquf,  la  sustitucion  obvia  es  u  =  3x,  de  modo  que  du  =  3  dx.  Por  lo  tan¬ 
to. 


sen  3x  dx 


-n 


sen(  3x  )  3  dx 


1  f  .  1 

—  /  sen  u  du .  =  —  — 
3  J  3 


cos  u  +  C  =  —  —  cos  3 x  +  C 


Observe  como  tuvimos  que  multiplicar  por  —  •  3  para  tener  en  la  integral  la  expresion 
3  dx  =  du.  fl 


■pEJEMPLO  H  Evalue  /  x  sen  x2  dx. 

™  - J  J 

SOLUCION  Aqui,  la  sustitucion  apropiada  es  u  =  x2.  Esto  nos  da,  en  el  integrando, 
sen  x2  =  sen  u,  pero  mas  importante,  la  x  adicional  en  el  integrando  se  puede  poner  con 
la  diferencial,  ya  que  du  =  2x  dx.  Por  lo  tanto, 


x  sen  x2  dx  =  J  —  sen(  x2 )  2x  dx 


-1/ 


sen  u  du  =  —  —  cos  u  +  C  =  —  cos  x2  +  C 
2  2 


Ninguna  ley  dice  que  tiene  que  escribir  la  sustitucion  con  u.  Si  puede  realizar  la 
sustitucion  en  forma  mental,  esta  bien.  Enseguida,  una  ilustracion. 


Section  4.4  El  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo  y  el  metodo  de  sustitucion  247 


Ml  EJEMPLO  9  Evalue 


jfy&TTxu. 


SOLUTION  Sustituy a  mentalmente  u  =  x4  +  1 1 . 


+  11  dx  = 


+  ll),/2(4  x3dx) 


ll)3/2  +  C 


^Que  hace  que  esta 
sustitucion  funcione? 

Observe  que  en  el  ejemplo  10  la  de- 
rivada  de  u  es  precisamente  2x  +  1. 
Por  esto  funciona  la  sustitucion. 

Si  la  expresion  entre  parentesis 
fuese  3x  +  1  en  lugar  de  2x  +  1,  la 
regia  de  sustitucion  no  se  aplicarfa  y 
tendrfamos  un  problema  mucho  mas 
diffcil. 


_  /*4 

EfEMPLO  10  |  Evalue  /  Vx2  +  x  (2x  +  1)  dx. 
J  0 


SOLUCION  Sea  u  =x2  +  x,  entonces  du  =  (2x  +  \)dx.  Asi  que 

\/x2  +  x  (2x  +  1 )  dx  =  f  ul/2  du  =  f«3,/2  +  C 


/' 


~zr 


=  |(x2  +  x)3/2  +  C 


Por  lo  tanto,  con  base  en  el  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo, 

/  Vx2  +  x  (2x  +  1)  dx  =  [f(*2  +  x)7,12  +  C]g 
Jo 

=  ri(20)3/2  +  cl  -  [0  +  C] 


=  |  ( 20 ) 3/2  »  59.63 


Observe  que  la  C  de  la  integral  indefinida  se  cancela,  y  siempre  sucedera,  en  la  in- 
tegracion  definida.  Esta  es  la  razon  de  que  en  el  enunciado  del  Segundo  Teorema  Fun¬ 
damental  del  Calculo  pudimos  utilizar  la  frase  cualquier  antiderivada.  En  particular, 
siempre  podemos  elegir  C  =  0  al  aplicar  dicho  teorema. 


M  EJEMPLO  11 


Evalue 


2x  cos  2x  dx. 


SOLUCION  Sea  u  =  sen  2x,  entonces  du  =  2  cos  2x  dx.  Asf, 

J  sen3  2x  cos  2  x  dx  =  ^  J  (sen  2x)3(2  cos  2x)  dx  =  — j  «3 


du 


1  m4 
2~4 


du 

sen4  2x 

C  =  ~^  +  C 


Por  lo  tanto,  por  el  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo. 


/*7t/4 

/  S 

Jo 


sen3  2x  cos  2x  dx  = 


sen4  2x 

8 


JO  8  8 


Observe  que  en  el  procedimiento  de  dos  pasos,  ilustrado  en  los  ejemplos  10  y  11, 
debemos  estar  seguros  de  expresar  la  integral  indefinida  en  terminos  de  x  antes  de  apli¬ 
car  el  segundo  teorema  fundamental.  Esto  se  debe  a  que  los  ltmites,  0  y  4  en  el  ejemplo 
10  y  0  y  ir/4  en  el  ejemplo  11,  se  aplican  a  x,  no  a  u.  Pero,  <^que  sucede  si  al  hacer  la  sus¬ 
titucion  u  =  sen  2x  en  el  ejemplo  11,  tambien  hacemos  los  cambios  correspondientes  en 
los  limites  de  integration  para  ul 


Si  x  =  0,  entonces  u  =  sen(2  •  0)  =  0. 

Si  x  =  tt/4,  entonces  u  =  sen(2(7r/4))  =  sen(7r/2)  =  1 . 
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Sustitucion  para  integrales 
definidas 

Para  hacer  la  sustitucion  en  una  inte¬ 
gral  definida,  se  requieren  tres  cam- 
bios: 

1.  Hacer  la  sustitucion  en  el 
integrando. 

2.  Hacer  el  cambio  adecuado  en  la 
diferencial. 

3.  Cambiar  los  lfmites  de  a  y  ft  a 
g(a)y  g(/)). 


Entonces,  /.podriamas  terminar  la  integracion  con  la  integral  definida  en  terminos  de 
u?  La  respuesta  es  si. 


/.tt/4 

/  S 

Jo 


sen3  2x  cos  2x  dx  = 


1  u 4 
2~4 


1 


8 


A  continuation  esta  el  resultado  general,  que  nos  permite  sustituir  los  limites  de  inte¬ 
gracion  y,  de  este  modo,  producir  un  procedimiento  con  menos  pasos. 


Teorema  C 


Regia  de  sustitucion  para  integrales  definidas 

Suponga  que  g  tie ne  una  derivada  continua  en  [<z,  ft],  y  sea/continua  en  el  rango  de 
e.  Entonces 

/  f(g(x))g'(x)  dx=  f{u)  du 
Ja  Jg(a ) 

donde  u  =  g( x). 


Demostracion  Sea  Funa  antiderivada  de/(la  existencia  de  Festa  garantizada  por 
el  teorema  4.3A).  Entonces,  por  el  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo, 


/  1 

Jg(«) 


f(u)  du  =  [F(u)]^))  =  F{g(b))  -  F(g(a)) 

Por  otra  parte,  por  medio  de  la  regia  de  sustitucion  para  las  integrales  indefinidas  (teo¬ 
rema  B), 


/ 


f(g(x))g'(x)dx  =  F(g(x))  +  C 


y  asi,  otra  vez  por  el  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo, 

rb 

f(g(x))g'(x)dx  =  [F(g(ar))j*  =  F{g{b))  -  F(g(a )) 


f 

Ja 


|  EJEMPLO  12  I  Evalue 


f 

Jo 


X  +  1 


{x2  +  2x  +  6)2 


dx. 


SOLIJCION  Sea  u=  x2  +  2x  +  6,  de  modo  que  du  =  (2x  +  2)dx  =  2(x  +  1  )dx,  y  obser- 
vese  que  u  =  6  cuando  x  =  0  y  que  h  =  9  cuando  x  =  1 .  Asi  que 


1 


x  +  1 


o  (x"  +  2x  4-  6y 


dx  = 


1  r'  2(x  +  i) 

2  Jo  (x2  +  2x  +  6)2 

i  .  r  11 

2  u 


=  —  /  u  2  du 

2  J6 


dx 

9 

6 


1 

.1 

18 

V  12J 

36 


EJEMPLO  13  Evalue 


lue  / 

Jrr 


77/4  cos  Vx 


dx. 


:79  Vx 

SOLIJCION  Sean  =  Vx,  de  modo  que  du  =  dx/(  2Vx).Asf, 

1 


L 


77  /4cosVx 


’/9 


Vx 


dx 


-2i 


tt2/4 

COsVx - 7= 

! /9  2  V  X 

tt/2 

cos  u  du 

77/3 


dx 


=  [2senu]77^  =  2  —  V3 

j7r/3 


/3 

El  cambio  en  los  lfmites  de  integracion  ocurrio  en  la  segunda  igualdad.  Cuando 
x  =  i72/9,  u  =  Vtt2/9  =  tt/3;  cuando  x  =  7t2/4,  w  =  7t/2-  ■ 
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g  EJEMPLO  14  I  La  figura  1  muestra  la  grafica  de  una  funcion /que  tiene  tercera 
derivada  continua.  Las  lmeas  discontinuas  son  tangentes  a  la  grafica  de  y  =  f(x)  en 
(1, 1)  y  en  (5,  1).  Con  base  en  lo  que  se  muestra,  diga,  si  es  posible,  si  las  siguientes 
integrates  son  positivas,  negativas  o  cero. 


(a)  ^  f(x)  dx 

(c)  J^f"(x)dx 

SOLUCION 


f'(x)  dx 


f"'(x)dx 


(a)  La  funcion /es  positiva  para  toda  x  en  el  intervalo  [1, 5],  y  la  grafica  indica  que  hay 
cierta  area  por  arriba  del  eje  x.  Por  lo  tanto,  J ^  fix )  dx  >  0. 

(b)  Por  el  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo, 

Jf'(x)dx  =  f( 5)  -/( 1)  =  1-1=0 

(c)  Otra  vez  mediante  el  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo  (ahora  con  /' 
como  una  antiderivada  de/"),  vemos  que 

/  f"(x)  dx  =  /'(5)  -  /'(l)  =  0  —  (-1)  =  1 

(d)  La  funcion  /es  concava  hacia  arriba  en  x  =  5,  de  modo  que  /"( 5)  >  0,  y  es  concava 
hacia  abajo  en  x  =  1,  de  modo  que/"(l)  <  0.  Asf  que 


J  f'"{x)dx  =  /"(5)  -/"(l)  >  0  ■ 

Este  ejemplo  ilustra  la  notable  propiedad  de  que  todo  lo  que  necesitamos  conocer 
para  evaluar  una  integral  definida  son  los  valores  de  una  antiderivada  en  los  puntos  fron- 

tera  ay  b.  Por  ejemplo,  para  evaluar  f"{x )  dx,  todo  lo  que  necesitabamos  saber 

eran  /'( 5)  y/'(l);no  necesitabamos  conocer  /'  y  f”  en  los  puntos  del  intervalo  abierto 
(a,b). 


Tasa  de  cambio  acumulada  El  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo 
puede  volver  a  enunciarse  de  esta  manera: 


/  F'(t)  dt  =  F{b )  -  F{a) 

J  a 

Si  F{t)  mide  el  total  de  alguna  cantidad  en  el  instante  t,  entonces  el  Segundo  Teorema 
Fundamental  del  Calculo  dice  que  la  tasa  de  cambio  acumulada  del  instante  t  =  a  al  ins¬ 
tante  t  =  b  es  igual  al  cambio  neto  en  esa  cantidad  en  el  intervalo  [a,  ft],  esto  es,  el  total 
presente  en  el  instante  t  =  b  menos  el  total  presente  en  el  instante  t  =  a. 


||  EJEMJPI  O  15  Sale  agua  de  un  deposito,  cuya  capacidad  es  de  55  galones,  a  una 
tasa  de  V'(t)  =  11  -  Lit,  en  donde  t  se  mide  en  horas  y  V  en  galones.  (Vease  la  figura  2). 
Al  principio,  el  deposito  esta  lleno.  (a)  ^.Cuanta  agua  sale  del  tanque  entre  t  =  3  y  t  =  5 
horas?  (b)  ^Cuanto  tiempo  pasa  para  que  queden  exactamente  5  galones  en  el  tanque? 

SOLUCION  V(t)  representa  la  cantidad  de  agua  que  ha  salido  hasta  el  instante  t. 
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Figura  3 


(a)  La  cantidad  que  ha  salido  entre  t  =  3  y  t  =  5  horas  es  igual  al  area  debajo  de  la  cur- 
va  V'(t)  de  3  a  5  (figura  3).  Asi, 


V(5)  -  V(3)  =  [  V'(t)  dt  =  [  (11-1.1  t)dt=  lit  -  ^-t2  =13.2 

J3  J3  L  2  J3 


Por  lo  tanto,  han  salido  13.2  galones  en  las  dos  horas  entre  los  instantes  t  =  3  y  t  = 
5. 

(b)  Denotese  con  q  el  instante  en  que  queden  5  galones  en  el  deposito.  Entonces,  la 
cantidad  que  ha  salido  es  igual  a  50,  por  lo  que  V(t\)  =  50.  Como  al  principio,  el  de¬ 
posito  estaba  Ileno  (es  decir,  no  habia  salido  agua),  tenemos  V(0)  =  0.  Por  consi- 
guiente, 

V{h)  -  E(0)  =  /  (11  -  l.lf)  dt 
Jo 

1  1  l'1 

50  -  0  =  lit  -  —t2 

2  Jo 

0  =  -50  +  llq  -  0.55?j 

Las  soluciones  de  esta  ultima  ecuacion  son  10  (ll  ±  VT7)/11,  aproximadamen- 
te  6.985  y  13.015.  Observe  que  como  JQ  (11  -  1.10  dt  =  55,  el  deposito  esta 
drenado  en  el  instante  t  =  10,  llevandonos  a  descartar  la  ultima  solution.  Asi  que  al 
cabo  de  6.985  horas  quedan  5  galones.  ■ 


Revision  de  conceptos 

1.  Si /es  continua  en  [a,  b]  y  si  alii  Fes  cualquier _ 

entonces  J^f(x)  dx  =  _ . 

2.  El  simbolo  ]  F(x)]*  se  establece  para  la  expresion 


3.  Con  base  en  el  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo, 

fcF'(x )  dx  =  _ . 

4.  Con  la  sustitucion  u  =  x3  +  1,  la  integral  definida 
f0x2(x 3  +  1  )4dx  se  transforma  en  la  nueva  integral  definida 


Conjunto  de  problemas  4.4 

En  los  problemas  del  1  al  14  utilice  el  Segundo  Teorema  Fundamental 
del  Calculo  para  evaluar  cada  integral  definida. 


r  i  , 

5.  /  — r  dw 

J  i  vr 

1.  [Vtdt 

fn/2 

1.  /  cos  x  dx 

Jo 


cos  x  dx 


13.  /  (2x4  -  3x2  + 


En  los  problemas  de 1 15  al  34  utilice  el  metodo  de  sustitucion  para  de¬ 
le  rminar  cada  una  de  las  siguientes  integrates  indefinidas. 


2x  —  4  dx 


2. 

j  x4  dx 

15. 

J  V3x  +  2  dx 

16. 

4. 

[  (4x3  +  7)  dx 

17. 

j cos(3x  +  2)  dx 

18. 

6. 

r> 

19. 

! sen(6x  —  7)  dx 
r  _ 

20. 

8. 

/  Jfw  dw 

21. 

/  xv  x2  +  4  dx 

22. 

10. 

00 8  * 

23. 

[ x(x2  +  3)“12/7  dx 

24. 

J  t  s2 

1 

12. 

nir/2 

/  2  sen  t  dt 

Jir/6 

25. 

j x  sen(x2  +  4)  dx 

26. 

14. 

f  (x4/3  -  2x1/3)  dx 

Jo 

27. 

f  x  sen  Vx2  +  4 

/  / -  dx 

1  Vx2  +  4 

28. 

J COS^TTV  ~  V7)  dv 


J-t  -L  , 


'z  cos(^ z2  +  3) 

(^7T3)2 
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29.  /  x2(xi  +  5)8cos[(x3  +  5)9]  dx 


/» 

o  cero. 

30.  /  x6(7x7  +  tt)8  sen[(7x7  +  tt)9]  dx 

f3 

(a)  /  f(x)  dx 

Jo 

(b) 

31.  J x  cos(x2  +  4)  Vsen(x2  +  4)  dx 
/» 

f 3 

(c)  /  f"(x)dx 

Jo 

(d) 

de  y  —f(x)  en  los  puntos  (0, 2)  y  (3. 0).  Con  base  en  lo  que  se  muestra, 
diga,  si  es  posible,  si  las  siguientes  integrales  son  positivas,  negativas 


(b)  /  f'(x)  dx 

Jo 

(d)  [  f"'(x)  dx 

Jo 


33.  J x2sen(x3  +  5)  cos9(x3  +  5)  dx 

34.  J x~4sec2(x“3  +  1)5^ tan(x~3  +  1)  dx 
Sugerencia:  Dx  tan  x  =  sec2  x 

En  los  problemas  del  35  al  58  utilice  la  regia  de  sustitucion  para  inte¬ 
grales  definidas  para  evaluar  cada  integral  definida. 

r  1  rO _ 

35.  Jf  (x2  +  1)10(2 x)  dx  36.  j  V/x3~TT(3 x2)  dx 


1 

37.  /  - -r  dt 

J- 1  (t  +  2  2 


J- 1  (t  +  2)2 

39.  jf  \/3x  +  1  dx  40.  J 

41.  J  V7  +  2?  (8t)  dt  42.  J 

f-r/2  , 

43.  /  cos2  x  sen  x  dx  44. 

Jo  Jo 

45.  (x  +  1)  (x2  +  2 x)2  dx  46.  j" 

!“*/(>  ,■ 

47.  /  sen3  8  cos  8  dd  48. 

Jo  Jo 


c° 

J  Vx3  +  l(3x2 

/10 

Vy  -  1  dy 

L  f  J- -  dx 

Ji  V2x  +  2 


r3 _  r3  x2  ,  1 

41.  /  V7  +  2t2  (8r)  t/f  42.  /  -----  =  ■:  dx 

7-3  J  l  Vx3  +  3x 

/•ir/2  y.ir/2 

43.  /  cos2  x  sen  x  dx  44.  /  sen2  3x  cos  3x  dx 


x  -  l)3 


/•i  rW2 

49.  /  cos(3x  —  3)  dx  50.  /  sen(2-n-x)  dx 

Jo  Jo 

51.  /  x  sen(77X2)  dx  52.  /  x4  cos(2x5)  dx 

Jo  Jo 

/•V  4 

53.  /  (cos  2x  +  sen  2x)  dx 


f-v 

3- 

2 

\(L2) 

1  - 

Vvx 

r  s,% 

\ 

i  i  , 

o 

1  2  3 

Figura  4 

^ 1  I  \  2  3  4 

Figura  5 


60.  La  figura  5  muestra  la  grafica  de  una  funcion  /  que  tiene  ter- 
cera  derivada  continua.  Las  h'neas  discontinuas  son  tangentes  a  la 
grafica  de  y  =/(x)  en  los  puntos  (0, 2)  y  (4, 1).  Con  base  en  lo  que  se 
muestra,  diga,  si  es  posible,  si  las  siguientes  integrales  son  positivas, 
negativas  o  cero. 

(a)  [  f(x)  dx  (b)  [  f'(x)  dx 

Jo  Jo 

(C)  [  f"(x)  dx  (d)  [  f"'(x)  dx 

Jo  Jo 

61.  De  un  deposito,  que  tiene  capacidad  para  200  galones  (ini- 
cialmente  lleno),  sale  agua  a  razon  de  V'(t)  =  20  -  t,  donde  t  se  mide 
en  horas  y  V  en  galones.  (,Cuanta  agua  sale  entre  la  hora  10  y  la  20? 
^Cuanto  tardard  el  deposito  en  vaciarse  por  completo? 

62.  De  un  deposito,  inicialmente  lleno  con  55  galones,  sale  petro- 
leo  a  razon  de  V'(t)  =  1  -  f/110.  (,Cuanto  petroleo  sale  durante  la  pri- 
mera  hora?  /Y  durante  la  decima  hora?  ;,Cuanto  tarda  en  quedar 
vacfo  el  deposito? 

63.  El  agua  que  se  utiliza  en  una  pequena  poblacion  se  mide  en 
galones  por  hora.  En  la  figura  6  se  muestra  una  grafica  de  esta  tasa  de 
uso,  desde  la  medianoche  hasta  el  mediodfa  de  un  dfa  particular. 
Estime  la  cantidad  total  de  agua  consumida  durante  este  periodo  de 
12  horas. 


54.  /  (cos  3x  +  sen  5x)  dx 

J-ir/2 

/■it/2 

55.  /  sen  x  sen(cos  x)  dx 
Jo 

/■tt/2 

56.  /  cos  8  cos(7r  sen  8)  dd 

J-irtl 


57.  /  x  cos3(x2)  sen(x2)  dx 
Jo 

/■tt/2 

58.  /  x2  sen2(x3)  cos(x3)  dx 

J  ~tt/2 

59.  La  figura  4  muestra  la  grafica  de  una  funcion /que  tiene  terce- 
ra  derivada  continua.  Las  h'neas  discontinuas  son  tangentes  a  la  grafica 


2  4  6  8  10 

Tiempo  (horas  a  partir  de  la  medianoche) 


Figura  6 
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64.  La  figura  7  muestra  la  tasa  de  consumo  de  petroleo,  en  millo- 
nes  de  barriles  por  ano,  para  Estados  Unidos  desde  1973  hasta  2003. 
De  forma  aproximada,  /.cuantos  barriles  de  petroleo  se  consumieron 
entre  1990  y  2000? 


65.  La  figura  8  muestra  el  uso  de  potencia  electrica,  medido  en 
megawatts,  para  una  pequena  poblacion  para  un  dfa  (medido  de  me- 
dianoche  a  medianoche).  Estime  la  energfa  electrica  usada  durante  el 
dfa,  medida  en  megawatts-hora.  Sugerencia:  la  potencia  es  la  deriva- 
da  de  la  energia. 


0  (>  12  18  24 


Tiempo  (horas  a  partir  de  la  medianoche) 

Figura  8 


66.  La  masa  de  una  varilla,  medida  en  kilogramos,  desde  el  extre- 
mo  izquierdo  al  punto  ,r,  en  metros,  es  m(x)  =  x  +  x2/ft.  ^Cual  es  la 
densidad  5(x)  de  la  varilla,  medida  en  kilogramos  por  metro?  Supo- 
niendo  que  la  varilla  tiene  un  largo  de  2  metros,  exprese  la  masa  total 
de  la  varilla  en  terminos  de  su  densidad. 


(a)  Utilice  la  figura  9  para  justificar  esto  mediante  un  argumento 
geometrico. 

(b)  Demuestre  el  resultado  usando  el  Segundo  Teorema  Funda¬ 
mental  del  Calculo. 

(c)  Demuestre  que  An  =  nB„. 

68.  Con  base  en  el  metodo  sugerido  en  el  ejemplo  6  de  la  seccion 
4.3,  demuestre  el  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo. 


En  los  problemas  del  69  al  72  primero  identifique  el  limite  dado  como 
una  integral  definida  y  luego  evalue  la  integral  por  medio  del  Segundo 
Teorema  Fundamental  del  Calculo. 


[c]  73.  Explique  por  que,  para  n  grande,  (1  /«3)2'2  debe  ser  una 

t  1  =  1 

buena  aproximacion  para  /  x2  dx.  Ahora  calcule  la  expresion  de  la 
J  o 

suma  para  n  =  10  y  evalue  la  integral  por  medio  del  Segundo  Teorema 
Fundamental  del  Calculo.  Compare  sus  valores. 

74.  Evalue  J  (2[x]  -  3|jc| )  dx. 

75.  Demuestre  que  \x\x\  es  una  antiderivada  de  IjcI  y  utilice  es- 

te  hecho  para  obtener  una  formula  sencilla  para  /  Ul  dx. 

J  a 

rh 

76.  Encuentre  una  fdrmula  sencilla  para  /  [x\dx,b>0. 

Jo 


77.  Suponga  que/es  continua  en  [a,  b\. 


67.  Aseguramos  que 


(a)  Sea  G(x)  =  /  /(f)  dt.  Demuestre  que  G  es  continua  en 
J  a 


'  dx  4  /  dy  =  b ' 


,n+l  _  +  l 


(b)  Sea  F(x)  cualquier  antiderivada  de/en  [n,  b ].  Demuestre  que  F 


es  continua  en  [ a ,  6], 

78.  Proporcione  un  ejemplo  para  demostrar  que  la  funcion  de 

acumulacion  G(x)  =  /  f(x)  dx  puede  ser  continua  aun  si/ no  es 
J  a 

continua. 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  antiderivada; 

F(b)  -  F(a)  2.  F{b)  -  F(a)  3.  F(d)  -  F{c) 

f2  i 

4.  /  —u4  du 

J  \  3 


Figura  9 


Seccion  4.5  El  teorema  del  valor  medio  para  integrales  y  el  uso  de  la  simetria  253 


4.5  Sabemos  lo  que  significa  el  promedio  de  un  conjunto  de  n  numeros,  yt,  y2 . y„: 

El  teorema  del  valor  simplemente  los  sumamos  y  dividimos  entre  n 

medio  para  integrales  _  =  yi  +  y2  +  •  •  ■  +  y„ 

y  el  uso  de  la  simetria  >  n 

^Podemos  dar  significado  al  concepto  del  promedio  de  una  funcion /en  un  interva- 
lo  [a,  b]l  Bueno,  suponga  que  tomamos  una  partition  regular  de  [a,  b],  digamos 
P:  a  —  jc0  <  a:!  <  x2  <  <  *„-]  <xn  —  b,  con  A x  =  (b  —  a)jn.  El  promedio  de  los  n  valores 

f(xi),f(x2),...,f(xn)  es 


f(x  l)  +  f{x2)  +  ■■■  +  f(x„) 
n 


n 


2  /(*<) 


/=  1 


2  /(•*<) 


i=i 


a 


1  n 
-  y 

b  -  a 


fi*i) 


Esta  ultima  es  una  suma  de  Riemann  para/en  [a,  b]  y,  por  lo  tanto, 

f{x  l)  +  f(x2)  +  +  f(x„) 

n 


Esto  sugiere  la  siguiente  definicion. 


IT—  S  f(x,)  Ax 

o  a  i=i 


1 


aJa 


f(x)  dx 


Figura  1 


/  \ 


0.5  I 


Definicion  Valor  promedio  de  una  funcion 

Si  /  es  integrable  en  el  intervalo  [a,  b\,  entonces  el  valor  promedio  de  fen  [a,  b\  es 


1 

b  —  a 


f(x)  dx 


EJEMPLO  1  [  Determine  el  valor  promedio  de  la  funcion  definida  por  f(x)  =  x 


sen  x2  en  el  intervalo  [0,  Vtt].  (Vease  la  figura  1.) 
SOLUCION  El  valor  promedio  es 

i 


l  5  VS  2  *'  “  0/o 


sen  x~  dx 


Para  evaluar  esta  integral,  hacemos  la  sustitucion  u  =  x2,  de  modo  que  du  =  2x  dx. 
Cuando  x  —  0,  u  =  0  y  cuando  x  =  Vtt,  u  =  tt.  Asf, 


1 


ca/tt 


1 


r-  ,  x  sen  x2  dx=  „ 

Vtt  Jo  Vtt  Jo  2 


1  ,  1 

sen  u du  = 


1 


- ;=  —  COS  U  „  = - 

2VttL  Jo  2  Vtt 


(2) 


B  EJEMPLO  2  1  Suponga  que  la  temperatura,  en  grados  Fahrenheit,  de  una  barra 
metalica  de  longitud  de  2  pies,  depende  de  la  posicion  x,  de  acuerdo  con  la  funcion 
T(x )  =  40  +  20x(2  —  x).  Determine  la  temperatura  promedio  en  la  barra.  ^.Existe  algun 
punto  en  donde  la  temperatura  real  sea  igual  a  la  temperatura  promedio? 
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SOLUCION  La  temperatura  promedio  es 


Figura  2 


~  f  [40  +  20x(2  -  x)]  dx  =  [  (20  +  20x  -  10x2)  dx 
2  Jo  Jo 

10  l2 

=  20x  +  10x2 - ~x3 

-(*+«•- f)4- 

La  figura  2,  que  muestra  la  temperatura  T  como  una  funcion  de  x ,  indica  que  debemos 
esperar  dos  puntos  en  los  que  la  temperatura  real  sea  igual  a  la  temperatura  promedio. 
Para  determinar  estos  puntos,  hacemos  T(x)  igual  a  160/3  e  intentamos  resolver  para  x. 


40  +  20x(2  -  x)  = 


3jr  —  6x  +  2  =  0 


La  formula  cuadratica  da 


x  =  |(3  -  %/5)  *  0.42265  y  x  =  |(3  +  V5)  «  1.5774 

Ambas  soluciones  estan  entre  0  y  2,  por  lo  cual  existen  dos  puntos  en  los  que  la  tempe¬ 
ratura  es  igual  a  la  temperatura  promedio.  ■ 

Parece  como  si  siempre  debiese  existir  un  valor  de  x  con  la  propiedad  de  que  /(x) 
sea  igual  al  valor  promedio  de  la  funcion.  Esto  es  cierto  solo  con  que  la  funcion  / sea 
continua. 


Los  dos  teoremas  del  valor  medio 

El  teorema  del  valor  medio  para 
derivadas  dice  que  existe  algun  pun- 
to  c  en  el  intervalo  [a,  b ]  en  el  que 
la  tasa  promedio  de  cambio  de  /, 

( f(b )  -  f(a))/(b  -  a),  es  igual  a  la  tasa 
instantanea  de  cambio /'(c). 

El  teorema  del  valor  medio  para  in¬ 
tegrates  dice  que  existe  algun  punto 
c  en  el  intervalo  [«,  b]  en  el  que  el 
valor  medio  de  la  funcion 

1  fh 

— -  /  /(/)  dt  es  igual  al  valor 

u  ja 

real  de  la  funcion, /(c). 


Teorema 


Teorema  del  valor  medio  para  integrates 

Si/es  continua  en  [a,  b],  entonces  existe  un  numero  c  entre  a  y  b,  tal  que 


f(c)  =  - - /  /(f)  dt 

b  ~  aja 


Demostraciott  Para  a  ^  x  s  b  definase  G  (x)  =  /  f(t)  dt.  Por  el  teorema  del  va- 

J  a 

lor  medio  para  derivadas  (aplicado  a  G)  existe  una  c  en  el  intervalo  (a,  b ),  tal  que 

G(b)  ~  G(a) 

C'(c)  =  n~ 

b  —  a 

pit  pb 

Como  G(a)  =  /  f(t)  dt  =  0,  G(b)  =  /  f(t)dt,G'(c)=f(c),e sto  lleva  a 
J  a  J  a 


G’{c)  =  /(c) 


b  —  a 


m  ^ 


Con  frecuencia,  el  teorema  del  valor  medio  para  integrates  se  expresa  como  sigue: 
si  /es  integrable  en  [a,  b],  entonces  existe  una  c  en  (a,  £>],  tal  que 

[  /(f)  dt  =  {b  ~  a)  /(c) 

Ja 

Cuando  se  ve  de  esta  manera,  el  teorema  del  valor  medio  para  integrates  dice  que  exis¬ 
te  alguna  c  en  el  intervalo  [a,  b],  tal  que  el  area  del  rectangulo  con  altura/(c)  y  ancho 
b  -  a  es  igual  al  area  bajo  la  curva.  En  la  figura  3  el  area  bajo  la  curva  es  igual  al  area 
del  rectangulo. 


Figura  3 


Seccion  4.5  El  teorema  del  valor  medio  para  integrales  y  el  uso  de  la  simetria  255 


0  Estimacion  de  integrales 

Esta  version  del  teorema  del  valor 
medio  para  integrales,  con  la  figura  3 
junto  a  ella,  sugiere  una  buena  ma- 
nera  de  estimar  el  valor  de  una  inte¬ 
gral  definida.  El  area  de  la  region 
bajo  la  curva  es  igual  al  area  de  un 
rectangulo.  Uno  puede  hacer  una 
buena  estimacion  de  este  rectangulo 
simplemente  “echando  un  vistazo” 
a  la  region.  En  la  figura  3,  el  area  de 
la  parte  sombreada  por  arriba  de  la 
curva  debe  coincidir  con  el  area  de 
la  parte  en  bianco  por  debajo  de  la 
curva. 


EJEMPLO  3 


Determine  todos  los  valores  de  c  que  satisfacen  el  teorema  del 
valor  medio  para  integrales,  para  /(x)  =  x2  en  el  intervalo  [—3, 3]. 


SOLUCION  La  grafica  de/(x)  que  se  muestra  en  la  figura  4  indica  que  podrfa  haber 
dos  valores  de  c  que  satisfacen  el  teorema  del  valor  medio  para  integrales.  El  valor  pro- 
medio  de  la  funcion  es 


f 3  ,  1 

x3' 

/  x  dx  =  — 

/— 3  6 

.  3  _ 

-3 


1 

18 


[27  -  (-27)]  =  3 


Para  determinar  los  valores  de  c,  resolvemos 


3  =  f(c)  =  c2 
c  =  ±V3 


Tanto  —  \/3  como  V3  estan  en  el  intervalo  [—3, 3],  asf  que  ambos  valores  satisfacen  el 
teorema  del  valor  medio  para  integrales.  ■ 


\ 

\ 

\ 

4- 

\ 

/ 

/ 

-  /  J 

/  ^  1 

\ 

L 

J - _|_2 - I — — 

A  2 

-  \  y  =  i 

i. 

!  ,  . . 

1  1  1 

-3  -2  -1 

-vT 

1  1  1  Y  _ i 

1  2  3  * 

vT 

- ' — 1 - ^7 

-1+VT  l  2 

Figura  4 

Figura  5 

■  EJEMPLO  4 

~]  Determine  todos  los  valores  de  c  que  satisfacen  el  teorema  del  va- 

lor  medio  para  integrales  para  /(x) 


1 


(x  +  1)- 


en  el  intervalo  [0, 2]. 


SOLUCION  La  grafica  de  /(x)  que  se  muestra  en  la  figura  indica  que  debe  haber  un 
valor  de  c  que  satisface  el  teorema  del  valor  medio  para  integrales.  El  valor  promedio 
de  la  funcion  se  determina  haciendo  la  sustitucion  u  =  x  +  1,  du  =  dx,  en  donde  cuando 
x  =  0,  u  —  1  y  cuando  x  —  2,u  =  3: 


1  f2 _ 1 

2-0 1  (x  +  1)2 


dx  = 


1 

2 


1 

3 


Para  determinar  el  valor  de  c,  resolvemos 


c2  +  2c  +  1  =  3 


c  = 


-2  ±  V22  -  4(1)(— 2) 


=  -1  ±  V3 


Observe  que  —1  —  V3  ~  —2.7321  y  —  1  +  V3  ~  0.73205.  La  unica  de  estas  solu- 
ciones  que  esta  en  el  intervalo  [0,  2]  es  c  =  - 1  -I-  asf,  este  es  el  unico  valor  de  c 
que  satisface  el  teorema  del  valor  medio  para  integrales.  W 


Uso  de  la  simetria  en  la  evaluation  de  integrales  definidas  Recuerde 
que  una  funcion  par  es  aquella  que  satisface  /(— x)  =  /(x),  mientras  que  una  funcion 
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impar  satisface  /(— x)  =  ~f(x).  La  grafica  de  la  primera  es  simetrica  respecto  al  eje  x\  la 
grafica  de  la  segunda  es  simetrica  respecto  al  origen.  A  continuation,  esta  un  util  teore- 
ma  de  integration  para  tales  funciones. 


Demostracion  para  funciones  pares  La  interpretation  geometrica  de  este 
teorema  se  muestra  en  las  figuras  6  y  7.  Para  justificar  analiticamente  los  resultados, 
primero  escribimos 


Funcion  par  Funcion  impar 

Area  de  la  izquierda  =  area  de  la  derecha  El  drea  de  la  izquierda  neutraliza  el  area  de  la  derecha 


Figura  6  Figura  7 

En  la  primera  de  las  integrales  de  la  derecha  hacemos  la  sustitucion  u  =  —x,  du  =  -dx.  Si 
/es  par,/(u)  =/(-*)  =f{x )  y 

/0  r  0  nil  pCl 

f{x)dx  =  -  f(-x)(-dx)  =  —  /  f(u)du  =  /  f(u)du  =  /  f(x)dx 

a  J~a  J  a  J 0  J  0 

Por  lo  tanto. 


f{x)  dx 


f{x)  dx  =  2  J  f(x )  dx 


La  demostracion  para  funciones  impares  se  deja  como  un  ejercicio  (problema  60).  ■ 


Asegurese  de  observar  las  hipotesis 
del  teorema  de  simetn'a.  El  integran 
do  debe  ser  par  o  impar  y  el  interva- 
lo  de  integration  debe  ser  simetrico 
con  respecto  al  origen.  Estas  son 
condiciones  restrictivas,  pero  es  sor- 
prendente  como  se  cumplen  en  las 
aplicaciones.  Cuando  se  cumplen, 
pueden  simplificar  en  gran  medida 
las  integraciones. 


9[  EJEMPLO  5  i  Lvalue 


SOLI  OON  Puesto  que  cos(— x/4)  =  cos(.r/4),  f(x)  =  cos(x/4)  es  una  funcion  par. 
Asi  que 
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U  E)  EM  1*1.0  6 


Evalue 


dx. 


SOLUCION  /(x )  =  x5/(x 2  +  4)  es  una  funcion  impar.  Por  lo  tanto,  la  integral 
anterior  tiene  el  valor  cero.  * 


EJEMPLO  7]  Evalue  J  (x  sen4x  +  a:3  -  x4)  dx. 


SOLUCION  Los  primeros  dos  terminos  en  el  integrando  son  impares,  el  ultimo  es 
par.  Por  eso  podemos  escribir  la  integral  como 


/: 


(x  sen4x  +  x3)  dx  — 


J  x4  dx  =  0  —  2  x4  dx 


~2J 


2  -  _64 

o  “  5 


B~EJEMPLO  8  1  Evalue  f  sen3x  cos5x  dx. 

J  —IT 

SOLUCION  La  funcion  sen  x  es  impar  y  cos  x  es  par.  Una  funcion  impar  elevada  a  una 
potencia  impar  es  impar,  por  lo  que  sen3  x  es  impar.  Una  funcion  par  elevada  a  cual- 
quier  potencia  entera  es  par,  por  lo  que  cos5  x  es  par.  Una  funcion  impar  por  una  funcion 
par  es  impar.  Por  lo  tanto,  el  integrando  en  esta  integral  es  una  funcion  par  y  el  intervalo 
es  simetrico  respecto  al  origen,  asf  que  el  valor  de  esta  integral  es  0.  W 

Uso  de  la  periodicidad  Recuerdese  que  una  funcion  /  es  periodica  si  existe  un 
niimero  p,  tal  que  /(x  +  p)  =  /(x)  para  toda  x  en  el  dominio  de  /.  El  numero  positivo 
mas  pequeno  p  que  cumple  con  lo  anterior  se  denomina  periodo  de  /.  Las  funciones 
trigonometricas  son  ejemplos  de  funciones  periodicas. 


/'  \ 

r  \ 

A 

B 

a  b  a  +  p  b  + 

Area  (A)  =  Area  ( B ) 

Figura  8 


Teorema  C 


Si/es  periodica  con  periodo  p,  entonces 


rb+p 


f(x)  dx  =  /  /(x)  dx 


Ja+p 


Demostracion  La  interpretacion  geometrica  puede  verse  en  la  figura  8.  Para  de- 
mostrar  el  resultado,  sea  u=x—p  de  modo  que  x  =  u  +  p  y  du  =  dx.  Entonces 


rb+p 


f(x)  dx 


f{u  +  p)  du 


fa  +  p 


=  f  f(u)  du  =  f  f(x)  dx 
J  a  J  a 


y 


Podrfamos  reemplazar/(w  +  p)  por  /(«),  ya  que  /es  periodica. 


('ll T 


■>  1007T 


j  EJEMPLO  9  j  Evalue  (a)  /  |sen  x|  dx  y  (b) 


sen  x\  dx. 


SOLUCION 

(a)  Observe  que  /(x)  =  I  sen  x  I  es  periodica  con  periodo  it  (vease  la  figura  9).  Asi  que 
la  integral  en  (a)  es 


Figura  9 
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pZTT  p  7T  pL 

/  |senx|dx  =  /  \sen  x\  dx  + 

J0  JO  J  77 

p  IT  pTi 

=  /  |sen  x\  dx  + 

Jo  Jo 


sen  x\  dx 


2  f  sen  x  dx  =  l\—  cos  x]^"  =  2[1  —  (  —  1)]  =4 

Jo 


(b)  La  integral  en  (b)  es 

(*10077 


p  IOO77  piT  p2rr 

I  |senx|dx  =  /  |senx|dx-f  /  | 

Jo  Jo  J77 


r»  1 0077 


sen  x\  dx  4-  ■  •  •  + 


sen  x\  dx 


l99ir 


r 

100  integrales  iguales  a  /  sen  x  dx 
Jo 

/IT 

sen  x  dx  =  100[  —  cos  x]^  =  100(2)  =  200  ■ 

Observe  que  en  el  ejemplo  9  tuvimos  que  utilizar  la  simetria  porque  no  podemos  en- 
contrar  una  antiderivada  para  I  sen  xl  en  el  intervalo  [0,  IOOjt], 


Revision  de  conceptos 

1.  El  valor  promedio  de  una  funcion /en  el  intervalo  [a,  1)]  es 


2.  El  teorema  del  valor  medio  para  integrales  dice  que  existe 
una  c  en  el  intervalo  (a,  b),  tal  que  el  valor  promedio  de  la  funcion  en 
[a,  b]  es  igual  a _ . 


3.  Si  /  es  una  funcion  impar. 


una  funcion 


dx  = 


si  /  es 


4.  La  funcion  /  es  periodica  si  existe  un  numero  p,  tal  que 

_ para  toda  .v  en  el  dominio  de  /.  El  numero  positivo  mas  pe- 

queno  de  tal  p  se  denomina  el  (la) _ de  la  funcion. 


Con  junto  de  problemas  4.5 

En  los  problemas  del  1  al  14  determine  el  valor  promedio  de  la  fun- 
cion  en  el  intervalo  dado. 

1.  /(x)=4x3;  [1.3]  2.  f(x)  =  5x2;  [1,4] 


3.  f(x)  = 


=:  [0,3] 


Vx2  +  16 

4 . /(*)  = -7==;  [0,2] 

\/V  +  16 

5.  /( x)  =  2  +  |x|;  [-2, 1]  6.  /(x)  =  x  +  |x|;  [—3,2] 

7.  /(x )  =  cos  x;  [0,  t r]  8.  f(x)  =  sen  x;  [0,  tt] 

9.  f(x)  =  x  cos  x2;  [o,  Vrr] 

10.  f(x)  =  sen2  x  cos  x;  [0,  7r/2] 

11.  F(y)  =y{  1  +  .v2)3;  [1,2] 

12.  g(x)  =  tan  x  sec2  x;  [0,  7t/4] 

13.  h(z)  -  [7r/4,  tt/2] 


.  sen  p cost) 

14.  G(v)  =  [0,  tt/2] 


En  los  problemas  del  15  al  28  encuentre  todos  lo  valores  de  x  que  satis- 
facen  el  teorema  del  valor  medio  para  integrales  en  el  intervalo  dado. 


V. 

x  +  1: 

;  [0,3] 

16. 

fix)  = 

=  x2; 

[-1.1] 

1  - 

-  x2; 

[“4,3] 

18. 

fix)  = 

=  41 

-  x);  [0, 1] 

w 

;  [0, 

2] 

20. 

fix)  - 

=  lx|; 

[“2,2] 

sen  z\ 

[  —  77,  77] 

22. 

g{y )  = 

=  cos  2 y;  [0,  77] 

v2 

—  v ; 

[0,2] 

24. 

T(x)  - 

=  x3; 

[0,2] 

ax 

+  b; 

[1,4] 

26. 

s(y)  - 

=  y2; 

[0,6] 

ax 

+  b ; 

[A,  B] 

28. 

q{y)  - 

2 

=  ay ; 

[0,6] 

vT 


4-  COS  V 


Kiel  [3  Utilice  una  calculadora  grafica  para  hacer  la  grafica  del  inte- 
grando  en  los  problemas  del  29  a  32.  Luego  estime  la  integral,  como  se 
sugiere  en  la  nota  al  margen  que  acompaha  al  teorema  B. 

/2tt  />2 

(5  +  sen  x)A  dx  30.  J[ 3  4-  sen(x2)]  dx 

f'-L-2  „  n.  f  (>  ♦  1 

J  1  1  +  xz  J 10  V  x 


dx 
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33.  La  figura  10  muestra  la  humedad  relativa  H  como  una  fun- 
cion  del  tiempo  t  (medido  en  dfas,  a  partir  del  domingo)  para  un  edi- 
ficio  de  oficinas.  Aproxime  la  humedad  relativa  promedio  para  la 
semana. 

34.  La  figura  1 1  muestra  la  temperatura  T  como  una  funcion  del 
tiempo  t  (medido  en  horas  despues  de  la  medianoche)  para  un  dfa  en 
San  Luis,  Missouri. 

(a)  Aproxime  la  temperatura  promedio  para  el  dla. 


(b)  ^Debe  existir  algun  instante  cuando  la  temperatura  es  igual  a  la 
temperatura  promedio  para  el  dfa?  Explique. 


Tiempo  (dias)  Tiempo  (horas  a  partir  de  la  medianoche) 

Figura  10  Figura  11 


En  los  problemas  del  35  al  44  utilice  la  simetria  para  ayudarse  a  eva- 
luar  la  integral  dada. 


35.  /  (sen  x  +  cos  x )  dx  36. 


>  £< 

/■al'. 

tt/'I 


£<ttW 

r^a 


I  sen  x  /  v  7  ,  ,.  , 

(  , - dx  38.  /  x 2  cos(jr)  dx 

—n/2  1  +  COS  X 


39.  /  (sen  x  3-  cos  xy  dx  40.  /  z  serr(z3)  cos(z3)  dz 

J-7T  J-ir/2 

41.  J  (1  +  x  +  x2  +  x3)  dx 

/too 

(v  +  sen  v  +  v  cos  v  +  sen3  v )5  dv 

100 

43.  J  (|x3|  +  x3)  dx 

/rr/4 

( I jc |  sen5  x  +  \x\2  tan  x)  dx 

7t/4 

/— a  r>b 

f(x)  dx  comparada  con  /  f{x)  dx,  cuando 
b  Ja 

/es  una  funcion  par?  cuando /es  una  funcion  impar? 


50.  Utilice  el  resultado  del  problema  49  para  calcular 


I  sen  2x|  dx. 


51.  Calcule 


/1  +  TT 

I  cos  x\  dx. 


52.  Demuestre  o  refute  que  la  integral  del  valor  promedio  es 

fh _ 

igual  a  la  integral  de  la  funcion  en  el  intervalo:  /  f  dx  — 

/b  J  a 

f(x)  dx,  donde  /  es  el  valor  promedio  de  la  funcion 
/en  el  intervalo  [a,b]. 


Ppy  53.  Suponga  que  u  y  v  puedan  integrarse  en  el  intervalo  [a,  b]  y 
que  los  valores  promedio  en  el  intervalo  se  denotan  por  u  y  v,  de¬ 
muestre  o  refute  que 

(a)  u  +  v  =  u  +  v\ 

(b)  ku  =  ku,  donde  k  es  cualquier  constante; 

(c)  si  u  s  v  entonces  u  £  v. 

54.  La  corriente  electrica  domiciliaria  puede  modelarse  por  me¬ 
dio  del  voltaje  V=  V  sen(1207rr  +  d>).  donde  t  se  mide  en  segundos,  V 
es  el  valor  maximo  que  V  puede  alcanzar  y  </>  es  el  angulo  de  fase.  Por 
lo  comun,  tal  voltaje  es  de  60  ciclos,  ya  que  en  1  segundo  el  voltaje  da 
60  oscilaciones.  El  voltaje  cuadrado  medio,  por  lo  comun  denotado 
por  V/ms,  se  define  como  la  raiz  cuadrada  del  V2.  De  aqul  que 

V  = 

v  rms 

Una  buena  medida  de  cuSnto  calor  puede  producir  un  voltaje  dado 
esta  determinado  por  Vrms. 

(a)  Calcule  el  voltaje  promedio  durante  un  segundo. 

(b)  Calcule  el  voltaje  promedio  en  1/60  de  un  segundo. 

V  Vl 

(c)  Demuestre  que  =  — - —  calculando  la  integral  para  Krms. 

f  2,1  1 

Sugerencia:  /  sen‘  t  dt  =  '~2C0S  1  sen  1  +  2*  +  (~- 

(d)  Si  por  lo  regular  el  Urms  para  la  corriente  domiciliaria  es  120 
volts,  (,cual  es  el  valor  V  en  este  caso? 

55.  Proporcione  una  demostracion  del  teorema  del  valor  medio 
para  integrales  (teorema  A)  que  no  utilice  el  Primer  Teorema  Funda¬ 
mental  del  Calculo.  Sugerencia:  aplique  el  teorema  de  existencia  ma- 
ximo-rmnimo  y  el  teorema  del  valor  intermedio. 


46.  Demuestre  (por  medio  de  sustitucion)  que 


[  f{—x)dx~  I  f(x)dx 

Ja  J-b 

pAlT 

47.  Utilice  periodicidad  para  calcular  /  |cosx!dx. 

Jo 

[-Air 

48.  Calcule  /  |sen2x|r ix. 

J o 

49.  Si  /es  periodica,  con  periodo  p,  entonces 

Jra+P  rp 

'  f(x)  dx=  f(x)  dx 
a  Jo 

Convenzase  de  que  esto  es  cierto:  trace  una  grafica  y  luego  utilice  el 

/1+7T 

|sen  x\  dx. 


56.  integrales  que  aparecen  con  frecuencia  en  las  aplicaciones 

["2tt  ["2tt 

son  /  cos2  x  dx  y  /  sen2  x  dx. 

Jo  Jo 

(a)  Por  medio  de  una  identidad  trigonometrica,  muestre  que 


(sen2  x  +  cos2  x)  dx  =  27t 


(b)  Muestre,  a  partir  de  consideraciones  geometricas,  que 


cos2  x  dx  =  /  sen2  x  dx 


(c)  Concluya  que  /  cos2  x  dx  =  /  sen2  x  dx 


260  Capltulo  4  La  integral  definida 


[GCj  57.  Sea  f(x)  =  I  sen  x  I  sen(cos  x). 

(a)  ^,Es  par,  impar  o  ninguna  de  los  dos? 

(b)  Observe  que /es  periodica,  ^.cual  es  su  periodo? 

(c)  Evalue  la  integral  definida  de  /  para  cada  uno  de  los  intervalos 
siguientes:  [0,  it/ 2],  [-7r/2,  7t/2],  [0,  37r/2],  [  -3v/2,  37t/2], 
[0,  2-77],  [77/6,  1377/6],  [77/6,  477/3],  [1377/6,  1077/3]. 

58.  Repita  el  problema  57  para  f(x )  —  sen  x  I  sen(sen  x)  I. 

59.  Complete  la  generalization  del  Teorema  de  Pitagoras,  iniciado 
en  el  problema  59  de  la  section  0.3,  mediante  la  demostracion  de  que 
A  +  B  =  C  en  la  figura  12,  estas  son  las  areas  de  regiones  semejantes 
construidas  sobre  los  dos  catetos  y  la  hipotenusa  de  un  triangulo 
rectangulo. 

(a)  Convenzase  de  que  semejanza  significa 


*<*>  =  cf 


a  J  c 


(b)  Demuestre  que  /  g(*)  dx  + 


/*. 


60.  Demuestre  el  teorema  de  simetrfa  para  el  caso  de  funciones 
impares. 


1  /' 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  - -  / 

b  -  aja 

r2 


f(x)  dx 

2.  /(c)  3.  0;  2  /  f(x)  dx  4.  f(x  +  p)  =  f(x);  periodo. 

Jo 


Figura  12 


4.6 

Integration  numerica  Sabemos  que  si  /es  continua  en  un  intervalo  cerrado  [a,  b],  entonces  la  integral  defini- 

fb 

da  /  f(x)  dx  debe  existir.  La  existencia  es  una  cosa;  la  evaluacion  es  un  asunto  muy 
J  a 

distinto.  Hay  muchas  integrales  definidas  que  no  se  pueden  evaluar  mediante  los  metodos 
que  hemos  aprendido;  es  decir,  usando  el  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo. 
For  ejemplo,  las  integrales  indefinidas 


/ 


sen(x2)  dx. 


/ 


sen  x 
x 


dx 


no  pueden  expresarse  algebraicamente  en  terminos  de  funciones  elementales;  es  decir, 
en  terminos  de  funciones  estudiadas  en  un  primer  curso  de  calculo.  Aunque  algunas  in¬ 
tegrales  indefinidas  elementales  se  pueden  encontrar,  con  frecuencia  conviene  usar  los 
metodos  de  aproximacion  de  esta  seccion,  pues  estos  conducen  a  algoritmos  eficientes 
que  se  pueden  programar  directamente  en  una  calculadora  o  computadora.  En  la  sec¬ 
cion  4.2  vimos  como  usar  las  sumas  de  Riemann  para  aproximar  una  integral  definida. 
En  esta  seccion  revisamos  estas  sumas  de  Riemann  y  presentamos  dos  metodos  mas:  la 
regia  del  trapecio  y  la  regia  de  la  parabola. 


Sumas  de  Riemann  En  la  seccion  4.2  introducimos  el  concepto  de  suma  de  Rie¬ 
mann.  Suponga  que  /esta  definida  en  [a,  b]  y  que  dividimos  el  intervalo  [a,  £>]  en  n  in¬ 
tervalos  mas  pequenos  con  puntos  extremos  a  =  x0<x j  <  •••  <x„_|  <  xn  =  b.  Entonces, 
la  suma  de  Riemann  esta  definida  como 

i/(^)  AX; 

1=1 

en  donde  x,  es  algun  punto  (incluso,  posiblemente  un  extremo)  en  el  intervalo  [x,  |,x,j 
y  Ax,  =x,  —  xH.  Por  ahora,  supondremos  que  la  particion  es  regular,  esto  es,  Ax,  =  (h  -  a)!n 
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para  toda  i.  Las  sumas  de  Riemann  se  introdujeron  en  la  seccion  4.2,  con  el  objetivo  de 
expresar  la  integral  definida  como  el  h'mite  de  la  suma  de  Riemann.  Aqui  vemos  a  la 
suma  de  Riemann  como  una  forma  de  aproximar  una  integral  definida. 

Consideramos  los  tres  casos:  en  donde  el  punto  muestra,  x,-,  es  el  extremo  izquier- 
do,  el  extremo  derecho  o  el  punto  medio  de  El  extremo  izquierdo,  el  extremo 

derecho  y  el  punto  medio  del  intervalo  [x,_1?x,]  son 


extremo  izquierdo  =  x,_]  =  a  +  (i  —  1) 


b  —  a 


extremo  derecho  =  xt  =  a  +  i 


b  —  a 


n 


x  .  +  x  ■  u  +  (/  —  1)  - - 11  +  a  +  /  - - - 

punto  medio  = - - - = - - - =  a  +  (;  - 


b  -  a 
n 


Para  una  suma  de  Riemann  del  punto  izquierdo  tomamos  x,  como  x,_|,  el  extremo 
izquierdo: 


Suma  de  Riemann  del  punto  izquierdo  =  ^ /(•*<)  Ax, 

/= i 


b~a  r(  ,  b~a 


Para  una  suma  de  Riemann  del  punto  derecho  tomamos  x,  como  x,,  el  extremo  derecho: 

"  _  b  -  a  n 

Suma  de  Riemann  del  punto  derecho  =  ^/( x, )  Ax,  = - 2/ 

(=1  n  i=i 

Para  la  suma  de  Riemann  del  punto  medio  tomamos  x,  como  (x,_|  +  x,)/2,  el  punto  medio 
del  intervalo  [x,_[,x,]: 

Suma  de  Riemann  del  punto  medio  =  ^/(x,)  Ax,-  = - +  ^  _  2) - J 


Las  figuras  en  la  gran  tabla  de  la  pagina  siguiente  ilustran  como  funcionan  cstas  apro- 
ximaciones  (y  otras  dos,  que  introduciremos  posteriormente  en  esta  seccion). 


EJEMPLO  1  !  Aproxime  la  integral  definida 


1:^ 


x  dx\  use  las  sumas  de 


Riemann  del  punto  izquierdo,  del  punto  derecho  y  del  punto  medio  con  n  =  4. 


SOLUCION  Sea  f(x)  =  V4  —  x.  Tenemos  a  =  1,  b  =  3  y  n  =  4,  por  lo  que  (b  —  a)/n  = 
0.5.  Los  valores  x,  y  /(x,)  son 

x0  =  1.0  f  (x0)  =  /(1.0)  =  V4  -  1  «  1.7321 

X\  =  1.5  /(xO  =  /( 1.5)  =  V4  -  1.5  «  1.5811 

x2  =  2.0  /(x2)  =  /( 2.0)  =  V4  -  2  «  1.4142 

x3  =  2.5  f  (x3)  =  /(2.5)  =  V4  -  2.5  «  1.2247 

x4  =  3.0  f  (x4)  =  /( 3.0)  =  V4  -  3  =  1.0000 


Mediante  la  suma  de  Riemann  del  punto  izquierdo  tenemos  la  siguiente  aproxi- 
macion: 

V4  —  x  dx  ~  Suma  de  Riemann  del  punto  izquierdo 

=  0)  +  /(x  1)  +  /(xz)  +  /(*3)  ] 

=  0.5[/(1.0)  +/(1.5)  +/(2.0)  +  y  (2.5)] 

«  0.5(1.7321  +  1.5811  +  1.4142  +  1.2247) 


2.9761 
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Metodos  para  aproximar  /  f(x)  dx 


1.  Suma  de  Riemann  del  punto  izquierdo 

Area  del  1-esimo  rectangulo  =  /(x,_,)  Ax,  =  - —  f^a  +  ( 1  -  1)— - 

rb  b-«  "  /  c 

- 2jf\  a  +  {i  ~  1) - 

n  fr\  \  n 

( b  -  a)2 

En  =  — - - f'(c)  para  alguna  c  en  [a,  b] 

2  n 


f  fix)  dx 

J a 


2.  Suma  de  Riemann  del  punto  derecho 

Area  del  1-esimo  rectangulo  =  /(x,)  Ax;  =  — - -/(  a  +  i— - — 

«  \  /! 

ffix)dX™  h-^tf{a  +  ih— 

Ja  n  fr[  \  n 

( b  -  a)2 

En  = - - - /'(c)  Para  alguna  c  en  [a,  b] 

2  n 


3.  Suma  de  Riemann  del  punto  medio 

,  /  X,  _!  +  X,\ 

Area  del  1-esimo  rectangulo  =  / 1 - - -  1  Ax, 


/ 


£„  = 


(b  "  a)3 

24  «2 


/''(c)  para  alguna  c  en  [a,  6] 


*  X 


4.  Regia  del  trapecio 

Area  del  trapecio  1-esimo  = 


b  -  a/(*,-i)  +  /(*,) 


f\,  w  b  -  a^f(xi-i)  +  /(*,-) 

/(*)  dx  =r  — -  2 - - 


/=! 


b  —  a 


E„  =  - 


In 

( b  —  «)3 


/(a)  +  2 2/fa  +  i~r- )  +  fib) 


12  n2 


fr\  \  » 

/"(c)  para  alguna  c  en  [a,  b] 


5.  Regia  de  la  parabola  (w  debe  ser  par) 


/(x)  dx 


b  —  a 


3n 


[fix  o)  +  4/(X|)  +  2/(x2)  +  4/(x3)  +  2/(x4)  + 


+  4  /(x„_3)  +  2  /(x„_2)  +  4/(x„„,)  +  /(x„)] 


h  —  a  ”/2  /  h  -  n\  (  h  -  cd 

[/(«)  +  42/  a  +  (21  -  1) - )  +  2  2  /(«  +  21 - )  +  /(b)] 

,1  V  n  /  ,_i  \  « 


3n 


E„  =  - 


(b  ~  a)5 
180m4 


/(4)(c)  para  alguna  c  en  [a,  b] 


Ajustar  una  parabola  a  estos 
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La  suma  de  Riemann  del  punto  derecho  lleva  a  la  aproximacion  siguiente: 


'4  —  x  dx  ~  Suma  de  Riemann  del  punto  derecho 


b  -  a 


[/(*i)  +  /(*  2)  +  f(x  3)  +  f(x4)] 


=  0.5[/(1.5)  +  /(2.0)  +  /( 2.5)  +  /  (3.0)  J 
«  0.5(1.5811  +  1.4142  +  1.2247  +  1.0000) 

«  2.6100 

Por  ultimo,  la  aproximacion  de  la  suma  de  Riemann  del  punto  medio  para  la  integral 
definida  es 


—  x  dx  «  Suma  de  Riemann  del  punto  medio 


b  ~  a  \f(X°  +  Xl 

n  2 


X\  +  x2 
2 


Xj  +  aA  +  J  x3  +  x4 


=  0.5  [/( 1.25)  +  /(1.75)  +  /( 2.25)  +  /(2.75)] 

«  0.5(1.6583  +  1.5000  +  1.3229  +  1.1180) 

«  2.7996  • 

En  este  ultimo  ejemplo  no  eran  necesarias  las  aproximaciones,  ya  que  podrfa- 
mos  haber  evaluado  esta  integral  por  medio  del  Segundo  Teorema  Fundamental  del 
Calculo: 

/  V4  -  xdx  =  — f  (4  -  x)3/2  3  =  -|(4  -  3)3/2  4-  |(4  -  I)3/2 
J 1  L  3  Ji  3  3 

=  2V3  -  |  ~  2.7974 

La  aproximacion  mediante  la  suma  de  Riemann  del  punto  medio  resulto  ser  la  mas 
cercana.  Las  figuras  en  la  tabla  de  la  pagina  anterior  sugieren  que,  con  frecuencia,  este 
sera  el  caso. 

El  ejemplo  siguiente  es  mas  realista,  en  el  sentido  de  que  no  es  posible  aplicar  el- 
Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo. 

^EJEMPLO  jTj  Aproxime  la  integral  definida  J  sen  x2  dx,  mediante  la  suma  de 
Riemann  del  punto  derecho,  con  n  =  8. 

SOLUCION  Sea  f(x)  =  sen  x2.  Tenemos  a  =  0,  b  =  2  y  n  =  8,  de  modo  que  ( b  —  a)/n  = 
0.25.  A1  usar  la  suma  de  Riemann  del  punto  derecho  tenemos  la  siguiente  aproxima- 


sen  x2  dx  ~  Suma  de  Riemann  del  punto  derecho 


b  —  a 


Xm  a  +  ' 


b  —  a 


=  0.25(sen  0.252  +  sen  0.52  +  sen  0.752  +  sen  L 


sen  1.252  +  sen  1.52  +  sen  1.752  +  sen  22) 


0.69622 
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Figura  2 


La  regia  del  trapecio  Suponga  que  unimos  las  parejas  de  puntos  /(jc^))  y 
(xj ,/(*,))  mediante  segmentos  de  recta, como  se  muestra  en  la  figura  l,y  asf  se  forman 
rt  trapecios.  Entonces,  en  lugar  de  aproximar  el  area  debajo  de  la  curva  mediante  la 
suma  de  areas  de  rectdngulos ,  la  aproximamos  mediante  la  suma  de  las  areas  de  los  tra¬ 
pecios.  Este  metodo  se  denomina  regia  del  trapecio. 

A1  recordar  la  formula  para  el  area  que  aparece  en  la  figura  2  podemos  escribir  el 
area  del  trapecio  como 

a< = |  la*/- i) + /(*,•)] 

Mas  precisamente,  deberiamos  hablar  del  area  con  signo,  pues  A,  sera  negativa  en  un 

/■h 

subintervalo  donde  (j>  sea  negativa.  La  integral  definida  /  f(x)dx  es  aproximadamente 

J  a 

igual  a  A  i  +  A2  + - F  A„,  es  decir,  igual  a 


2  [/(*<>)  +/(*i)]  +  f[/(*i)  +  /(* 2)]  +  ••■ 

Esto  se  simplifica  a  la  regia  del  trapecio: 

Regia  del  trapecio 

r b  1 

/  f(x)  dx  «  -[/(x0)  +  2 /(*,)  +  2 f(x2)  + 


+  ^[/(-^n-t)  +  f(xn)\ 


2 

b  —  a 


2  n 


_ J  f  h  —  q 

f(a)  +  22/  a  +  i 


i~\ 


n 

r*2 


y{xn-\)  +  /(*«)] 

^  m 


sen  dx 


b  —  a 


/o 


2  n 


/(«)  +  22/(« +  ‘b 


a 


fib) 


J  t  )  1M  I* I  t)  3  |  Aproxime  la  integral  definida  /  sen  x2  dx  por  medio  de  la  regia 
del  trapecio  con  n  —  8.  ”'° 

SOLUCION  Este  es  el  mismo  integrando  e  intervalo  como  en  el  ejemplo  2. 

i-i 


=  0.125[sen  02  +  2(sen  0.252  +  sen  0.52  +  sen  0.752  +  sen  l2 
+  sen  1.252  +  sen  1.52  +  sen  1.752)  +  sen  22 
«  0.79082  11 

Es  de  suponer  que  podriamos  obtener  una  mejor  aproximacion  al  elegir  una  n  ma¬ 
yor;  esto  seria  facil  si  usaramos  una  computadora.  Sin  embargo,  aunque  al  considerar  n 
mayor  se  reduce  el  error  del  metodo,  al  menos  potencialmente  aumenta  el  error  de 
calculo.  Por  ejemplo,  no  seria  adecuado  considerar  n  =  1,000,000,  pues  los  errores  po¬ 
tentiates  por  el  redondeo  harian  mas  que  compensar  el  hecho  de  que  el  error  del  me¬ 
todo  fuese  minusculo.  En  breve,  hablaremos  mas  sobre  los  errores. 
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La  regia  de  la  parabola  (regia  de  Simpson)  En  la  regia  del  trapecio  apro- 
ximamos  la  curva  y  =  /(x)  por  medio  de  segmentos  de  recta.  Parece  probable  que 
podriamos  hacerlo  mejor  utilizando  segmentos  parabolicos.  A1  igual  que  antes,  dividi- 
mos  el  intervalo  [a,  b]  en  n  subintervalos  de  longitud  h  =  (b  —  a)/n,  pero  esta  vez  con  n 
un  numero  par.  Entonces  ajustamos  segmentos  parabolicos  a  tres  puntos  adyacen- 
tes,  como  se  muestra  en  la  figura  3. 


El  uso  de  la  formula  del  area  en  la  figura  4  (vease  el  problema  17  para  la  deduc¬ 
tion)  conduce  a  una  aproximacion  denominada  regia  de  la  parabola.  Tambien  se  le 
llama  regia  de  Simpson,  en  honor  del  matematico  ingles  Thomas  Simpson  (1710-1761). 


Regia  de  la  parabola  (n  par) 


f 


f(x)dx  «  ~[f{x 0)  +  4/(xx)  +  2 f(x2)  +  ■■■  +  4/(x„_,)  +  f{xn)] 


b  —  a 


3n 


«/ 2  /  b  -  a 

/(«)  +  4S/(«  +  ( 2i  - 

;= l  V  n 

n/ 2-1 


+ 


2  X  f [a  +  2i 


i=i 


b  —  a 


+  m 


El  patron  de  los  coeficientes  es  1,4, 2, 4, 2, 4, 2,...,  2, 4, 1. 


j  EJEMPLO  4  |  Aproxime  la  integral  definida 


gla  de  la  parabola  con  n  =  6. 


f- 

Jo  1  + 


dx  por  medio  de  la  re- 


SOLUCION  Sea  f(x)  =  1/(1  +  x2).  a  =  0,  ft  =  3  y  n  =  6.  Las  jc,  son  xa  =  0,  X]  =  0.5, 
x2  =  1.0,...,x6  =  3.0 


Jo  1  +  x2 


dx 


[/(0)  +  4/(0. 5)  +  2/(1.0)  +  4/(1. 5)  +  2/(2. 0)  + 

4/(2. 5)  +  /(3.0)] 

7(1  +  4-0.8  +  2-0.5  +  4-0.30769  + 

6 


2-0.2  +  4-0.13793  +  0.1) 


m 


=  1.2471 
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Analisis  del  error  En  cualquier  uso  practico  de  los  metodos  de  aproximacion  des- 
critos  en  esta  seccion,  necesitamos  tener  alguna  idea  del  tamano  del  error  incluido.  Por 
fortuna,  los  metodos  descritos  en  esta  seccion  tienen  formulas  de  error  sencillas,  siem- 
pre  que  el  integrando  tenga  un  numero  suficiente  de  derivadas.  Llamamos  a  En  el  error 
si  satisface 

fb 

/  f(x)  dx  =  aproximacion  con  base  en  n  intervalos  +  En 
Ja 

Las  formulas  del  error  se  dan  en  el  siguiente  teorema.  Las  demostraciones  de  estos  re- 
sultados  son  muy  diffciles  y  aqui  las  omitiremos. 


Suponiendo  que  existen  las  derivadas  necesarias  en  el  intervalo  [a,  b],  los  errores 
para  la  suma  de  Riemann  del  punto  izquierdo,  la  suma  de  Riemann  del  punto  de- 
recho,  la  suma  de  Riemann  del  punto  medio,  la  regia  del  trapecio  y  la  regia  de  la 
parabola  son 

( b  —  a)2 

Suma  de  Riemann  del  E„  =  — - - /'(c)  para  alguna  c  en  [a,  b\ 


Suma  de  Riemann  del 
punto  izquierdo: 

Suma  de  Riemann  del 
punto  derecho: 

Suma  de  Riemann  del 
punto  medio: 

Regia  del  trapecio: 
Regia  de  la  parabola: 


( b  —  a)2 

En  = - - - /'(c)  para  alguna  c  en  [a,  b ] 

2  n 

( b  —  a)2 

En  = - ~z —  /"(c)  para  alguna  c  en  [a,  b] 

24  n 

( b  -  a)3 

En  = - Yin2  /"(c)  Para  alSuna  c  en  [«’  b] 

( b  —  a )5  .  . 

E„  =  -  ;  4  /w(c)  para  alguna  c  en  [a,  b] 


La  cosa  mas  importante  de  ser  observada  acerca  de  estas  formulas  de  errores  es  la 
position  de  n,  el  numero  de  subintervalos.  En  todos  los  casos,  la  n  aparece  elevada  a  algu¬ 
na  potencia  en  el  denominador.  Por  lo  tanto,  cuando  n  aumenta,  el  error  disminuye.  Ade- 
mas,  entre  mas  grande  sea  el  exponente  en  n,  el  termino  de  error  se  aproximara  mas 
rapido  a  cero.  Por  ejemplo,  el  termino  del  error  en  la  regia  de  la  parabola  incluye  una 
n 4  en  el  denominador.  Como  n 4  crece  mucho  mas  rapido  que  n2,  el  termino  del  error 
para  la  regia  de  la  parabola  se  aproximara  a  cero  mas  rapido  que  el  termino  del  error  pa¬ 
ra  la  regia  del  trapecio  o  la  regia  de  la  suma  de  Riemann  del  punto  medio.  De  forma 
analoga,  el  termino  del  error  para  la  regia  del  trapecio  se  aproximara  a  cero  mas  rapi¬ 
do  que  el  termino  del  error  para  las  reglas  de  la  suma  de  Riemann  del  punto  izquierdo 
o  derecho.  Otra  cosa  que  se  debe  notar  acerca  de  estas  formulas  del  error  es  que  se 
cumplen  “para  alguna  c  en  [a,  i>]’\  En  la  mayor  parte  de  las  situaciones  practicas,  nunca 
podemos  decir  cual  es  el  valor  de  c.Todo  lo  que  podemos  hacer  es  obtener  una  cota  su¬ 
perior  sobre  que  tan  grande  puede  ser  el  error.  Los  siguientes  ejemplos  ilustran  esto. 

_  /•*  | 

H  I  J IM PI  P  5  j  Aproxime  la  integral  definida  J  — — dx  por  medio  de  la  regia 

de  la  parabola  con  n  =  6  y  proporcione  una  cota  para  el  valor  absoluto  del  error. 
SOLUCION  Sea /( jc)  =  a  =  l,b  =  4yn  =  6.  Entonces 


b  —  a 


1  +  x 


[fix  o)  +  4  /(*,)  +  2  f(x2)  +  4  f(x3)  +  2/(x4)  + 


4 /(*5)  +  /K)] 


=  [/(1.0)  +  4/(1. 5)  +  2/ (2.0)  +  4/(2. 5)  +  2/(3.0)  + 


(5.4984)  «  0.9164 


4/(3. 5)  +  /  (4.0)] 
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El  termino  del  error  para  la  regia  de  la  parabola  incluye  la  cuarta  derivada  del  in- 
tegrando: 


/'(*) 

/'(*) 


1 

(1  +  x)2 


2 

(1  +  x)3 

6 


(1  +  x)4 


/(4)M 


24 

(1  +  x)5 


La  pregunta  a  la  que  ahora  nos  enfrentamos  es  ^que  tan  grande  puede  ser  |/*-4,(x)  |  en 
el  intervalo  [1,  4]?  Es  claro  que  /*4)(x)  es  una  funcion  decreciente  no  negativa  en  este 
intervalo,  as!  que  su  valor  absoluto  alcanza  su  valor  mayor  en  el  extremo  izquierdo,  es- 
to  es,  cuando  x  =  1.  El  valor  de  la  cuarta  derivada  en  x  =  1  es/(4^(l)  =  24/(1  +  l)5  =  3/4. 
As!  que 


I  £6 


(b  —  a)5  ... 

180m4  f  ^ 


(4-1)5|/^(c)|,(4-1)53 


180  •  64 


180 -64  4 


0.00078 


Por  lo  tanto,  el  error  no  es  mayor  que  0.00078. 


En  el  siguiente  ejemplo  damos  vuelta  a  las  cosas.  En  lugar  de  especificar  n  y  pre- 
guntar  por  el  error,  damos  el  error  deseado  y  preguntamos  que  tan  grande  debe  ser  n. 


M  EJEMPLO  6  1  ^Que  tan  grande  debe  ser  n  para  garantizar  que  el  valor  absolu¬ 
to  del  error  sea  menor  que  0.00001,  cuando  utilizamos  (a)  la  suma  de  Riemann  del 
punto  derecho,  (b)  la  regia  del  trapecio  y  (c)  la  regia  de  la  parabola  para  estimar 

4  1 

dxl 


/ 


1  +  x 


SOLUCION  Las  derivadas  del  integrando/(x)  =  1/(1  +x)  estan  dadas  en  el  ejemplo 
anterior. 

(a)  El  valor  absoluto  del  termino  del  error  para  la  suma  de  Riemann  del  punto  dere¬ 
cho  es 


\En\  = 


(4-1)!  „ 


2  n 


f'(c) 


_  32 

1 

9  1  9 

— ■ "  — 

2  n 

(1  +  c)2: 

2 n  (1  +  l)2  8 n 

Queremos  IZs„l  s  0.00001,  as!  que  necesitamos 


—  <  0.00001 
8  n 


8  •  0.00001 

(b)  Para  la  regia  del  trapecio  tenemos 


=  112,500 


I EJ  = 


12«2  f  C 


33 

2 

54  9 

^ —  .  .  — 

12«2 

(1  +  c)3 

~  12m2(1  +  l)3  16m2 

Necesitamos  que  I  En  I  <  0.00001,  as!  que  n  debe  satisfacer 

9 


16  nz 


<  0.00001 


rr  > 


56,250 


16-0.00001 
n  >  V 56,250  «  237.17 


Velocidad  (millas/hora) 
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Asi  que,  n  =  238  debe  hacerlo. 
(c)  Para  la  regia  de  la  parabola, 


Minutos 

Velocidad 

0 

0 

10 

55 

20 

57 

30 

60 

40 

70 

50 

70 

60 

70 

70 

70 

80 

19 

90 

0 

100 

59 

110 

63 

120 

65 

130 

62 

140 

0 

150 

0 

160 

0 

170 

22 

180 

38 

190 

35 

200 

25 

210 

0 

Tiempo  (horas) 


Observe  cuan  diferentes  fueron  las  respuestas  para  las  tres  partes  del  ejemplo  an¬ 
terior.  jDieciocho  subintervalos  para  la  regia  de  la  parabola  dara  casi  la  misma  preci¬ 
sion  que  100,000  subintervalos  para  la  suma  de  Riemann  del  punto  derecho!  En 
realidad,  la  regia  de  la  parabola  es  un  metodo  muy  poderoso  para  aproximar  integrales 
definidas. 

Funciones  definidas  por  medio  de  una  tabla  En  todos  los  ejemplos  an- 
teriores,  la  funcion  que  hemos  integrado  se  ha  definido  siempre  en  el  intervalo  completo 
de  integration.  Existen  muchas  situaciones  en  donde  este  no  es  el  caso.  Por  ejemplo, 
la  velocidad  se  mide  cada  minuto,  el  flujo  de  agua  de  un  tanque  se  mide  cada  10  segundos 
y  el  area  de  la  section  transversal  se  mide  cada  0.1  milimetros.  En  todos  estos  casos, 
la  integral  tiene  un  significado  claramente  definido.  Aunque  no  podemos  obtener  la 
integral  de  manera  exacta,  podemos  utilizar  las  sumas  de  Riemann  para  aproximar 
la  integral. 

jjTjEMPtxTy]  Mientras  su  padre  conducia  desde  San  Luis  hasta  la  ciudad  de  Jef¬ 
ferson,  Chris  observo  la  velocidad  del  automovil  cada  10  minutos,  esto  es,  cada  sexto  de 
hora.  La  tabla  al  margen  muestra  estas  lecturas  del  velocfmetro.  Utilice  la  regia  del  tra- 
pecio  para  aproximar  cuanto  viajaron. 

SOLUCION  Sea  v(t )  la  velocidad  del  automovil  en  el  instante  r,  en  donde  t  se  mide 
en  horas,  contadas  a  partir  del  inicio  del  viaje.  Si  conocemos  v(t)  para  toda  t  en  el  inter- 

,3.5 

valo  [0,  3.5]  podemos  encontrar  la  distancia  recorrida  tomando  /  v(t)  dt.  El  pro- 

J  o 

blema  es  que  solo  conocemos  v(t)  para  22  valores  de  t;  tk  =  k/6,  donde  k  =  0, 1, 2, ...,  21. 
La  figura  5  muestra  una  grafica  de  la  information  que  nos  dan.  Dividimos  el  intervalo 
[0, 3.5]  en  intervalos  de  ancho  |  (ya  que  10  minutos  es  un  sexto  de  una  hora).  Entonces, 
la  regia  del  trapecio  da 

f3'5  35-OT  20/  35_q\ 

i,  dt  ~  '~2-21  +  +  '^21 — j  +  V ^ 

3  5 

=  —[0  +  2(55  +  57  +  60  +  70  +  70  +  70  +  70  +  19  +  0  +  59 

+  63  +  65  +  62  +  0  +  0  +  0  +  22  +  38  +  35  +  25)  +  0] 

=  140 


Figura  5 


Elios  condujeron  aproximadamente  140  millas 
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Revision  de  conceptos 

1.  El  patron  de  coeficientes  en  la  regia  del  trapecio  es _ . 

2.  El  patron  de  coeficientes  en  la  regia  de  la  parabola  es _ . 

3.  El  error  en  la  regia  del  trapecio  tiene  n2  en  el  denominador, 

mientras  que  el  error  en  la  regia  de  la  parabola  tiene _ en  el 


denominador,  de  modo  que  esperamos  que  la  segunda  proporcione 
una  mejor  aproximacion  a  una  integral  definida. 

4.  Si  /es  positiva  y  concava  hacia  arriba,  entonces  la  regia  del 

fb 

trapecio  dara  siempre  un  valor  de  /  /(*)  dx  demasiado _ . 

J  a 


Conjunto  de  problemas  4.6 

E]  En  los  problemas  1  alb  utilice  los  metodos  de  (1)  suma  de  Riemann 
del  panto  izquierdo,  (2)  suma  de  Riemann  del  punto  dereclio,  (3)  regia 
del  trapecio,  (4)  regia  de  la  parabola ,  con  n  =  8,  para  aproximar  la  in¬ 
tegral  definida.  Luego  utilice  el  segundo  teorema  fundamental  del 
calculo  para  determinar  el  valor  exacto  de  cada  integral. 


E]  En  los  problemas  del  7  al  10  utilice  los  metodos  de  (1)  suma  de 
Riemann  del  punto  izquierdo,  (2)  suma  de  Riemann  del  punto  derecho, 
(3)  suma  de  Riemann  del  punto  medio,  (4)  regia  del  trapecio,  (5)  regia 
de  la  parabola,  con  n  =  4, 8, 16.  (Observe  que  ninguna  de  estas  integra¬ 
tes  puede  evaluarse  mediante  el  Segundo  Teorema  Fundamental  del 
Calculo,  con  las  tecnicas  que  ha  aprendido  hasta  aqul).  Presente  sus 
aproximaciones  en  una  tabla,  como  la  siguiente: 


SRPI 

SRPD 

SRPM 

Trapecio 

Parabola 

n  =  4 

«  =  8 

n  =  16 

f3  1 

7.  /  - r  dx 

J  i  1  +  -v2 

9.  /  V.r2  +  1  dx 

JO 


EH  En  los  problemas  del  11  al  14  determine  una  n  de  modo  que  la  re¬ 
gia  del  trapecio  aproximara  a  la  integral  con  un  error  En,  que  satisface 
\En\  £  0.01 .  Luego,  utilizando  esa  n,  aproxime  la  integral. 


11. 

13. 


jVxdx 


12. 


/V-*> 

J 1  1  +  * 


14. 


V x  +  1  dx 


E]  En  los  problemas  15  y  16  determine  una  n  de  modo  que  la  regia  de 
la  parabola  aproximara  a  la  integral  con  un  error  En,  que  satisface 
\En\  s  0.01.  Luego,  con  esa  n,  aproxime  la  integral. 


15. 


rg 

16.  j  V x  +  1  dx 


17.  Let  f(x)  =  ax 2  +  bx  +  c.  Demuestre  que 


f 


n  h 

f{x)  dx  y  ~[f(m  -  h)  +  4 f(m)  +  f{m  +  h )] 
h  3 


tienen  el  valor  (h/3)[a(6m2  +  2 h2)  +  b(6m)  +  6c],  Esto  establece  la 
formula  del  area,  en  la  que  esta  basada  la  regia  de  la  parabola. 

18.  De  dos  formas  distintas,  muestre  que  la  regia  de  la  parabola 
es  exacta  para  cualquier  polinomio  cubico. 

(a)  Por  medio  de  calculo  directo. 

(b)  Demostrando  que  E„  =  0. 


Justifique  sus  respuestas  a  los  problemas  19  a!  22,  de  dos  maneras:  (1) 
mediante  las  propiedades  de  la  grafica  de  la  funcion,  y  (2)  por  medio 
de  las  formulas  del  error  del  teorema  A. 

19.  Si  una  funcion  /es  creciente  en  el  intervalo  [«,  b],  la  suma  de 


/ 


Riemann  del  punto  izquierdo  ^sera  mayor  o  menor  que  /  f(x)dx ? 


20.  Si  una  funcion  / es  creciente  en  el  intervalo  [a,  b],  la  suma  de 

fh 

Riemann  del  punto  derecho  (-,sera  mayor  o  menor  que  /  f(x)dx‘l 

J  a 

21.  Si  una  funcion  /es  concava  hacia  abajo  en  el  intervalo  [a,  f>], 
la  suma  de  Riemann  del  punto  medio  ^,sera  mayor  o  menor  que 


J  a 


f(x)  dxl 


22.  Si  una  funcion  /  es  concava  hacia  abajo  en  el  intervalo 
[n.  b ],  la  suma  de  la  regia  del  trapecio  (',sera  mayor  o  menor  que 

[  f(x)  dxl 
J  a 

23.  Muestre  que  la  regia  de  la  parabola  proporciona  el  valor 

exacto  de  /  xk  dx  siempre  que  k  sea  impar. 

J  -a 

24.  Es  interesante  que  una  version  modificada  de  la  regia  del  tra¬ 
pecio  sea  mas  precisa,  en  general,  que  la  regia  de  la  parabola.  Esta 
version  dice  que 

,  ,  ,,  [f'(b)  ~  f'(a)]h2 

fix)  dx  «  r - — - 


J  a 


donde  T  es  la  estimation  usual  por  medio  de  trapecios. 


(a)  Utilice  esta  formula  con  n  =  8  para  estimar  /  x 4  dx  y  observe 
su  notable  precision. 


i: 


(b)  Utilice  esta  formula  con  n  =  12  para  estimar  /  sen  x  dx. 


r- 

Jo 
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25.  Sin  hacer  calculo  alguno,  clasifique  de  la  mas  pequena  a  la  mas 


grande  las  aproximaciones  de 


'x2  +  1  dx,  para  los  siguientes 


metodos:  suma  de  Riemann  del  punto  izquierdo,  suma  de  Riemann  del 
punto  derecho,  suma  de  Riemann  del  punto  medio,  regia  del  trapecio. 

26.  Sin  hacer  calculo  alguno,  clasifique  de  la  mas  pequena  a  la 

mas  grande  las  aproximaciones  de  (x3  +  x2  +  x  +  1)  dx,  para 

los  siguientes  metodos:  suma  de  Riemann  del  punto  izquierdo,  suma 
de  Riemann  del  punto  derecho,  regia  del  trapecio,  regia  de  la  parabola. 


27.  Utilice  la  regia  del  trapecio  para  aproximar  el  area  del  terre- 
no  a  orillas  del  lago  que  se  muestra  en  la  figura  6.  Las  dimensiones 
estan  en  pies. 


[c]  29.  La  figura  8  muestra  la  profundidad,  en  pies,  del  agua  en  un 
rfo,  medida  a  intervalos  de  20  pies  por  la  anchura  del  rfo.  Si  el  no  flu- 
ye  a  4  rnillas  por  hora,  durante  un  dfa,  ^cuanta  agua  (en  pies  cubicos) 
fluye  pasando  por  el  lugar  en  donde  se  tomaron  estas  medidas?  Uti¬ 
lice  la  regia  de  la  parabola. 

H20  h- 

\  7 

""S  12 

X I  j 


Figura  8 


H 10  X 


Figura  6 

28.  Utilice  la  regia  de  la  parabola  para  aproximar  la  cantidad  de 
agua  necesaria  para  llenar  una  piscina,  cuya  figura  se  muestra  en  la  fi¬ 
gura  7,  a  una  profundidad  de  6  pies.  Todas  las  dimensiones  estan  en 
pies. 


30.  En  un  dfa  de  trabajo.Terf  anoto  su  velocidad  cada  3  minutos. 
Los  resultados  se  muestran  en  la  siguiente  tabla.  ^Que  distancia  ma- 
nejo? 

Tiempo 


(minutos) 

0 

3 

6 

9 

12 

15 

18 

21 

24 

Velocidad 

(mi/h) 

0 

31 

54 

53 

52 

35 

31 

28 

0 

31.  Cada  12  minutos.  entre  las  4:00  p.  m.  y  las  6:00  p.  m.,  se  midio 
la  razon  (en  galones  por  minuto)  a  la  cual  flufa  el  agua  del  deposito 
de  agua  de  un  pueblo.  Los  resultados  se  muestran  en  la  siguiente  ta¬ 
bla.  ^Cuanta  agua  fue  utilizada  en  este  periodo  de  2  horas? 


Tiempo 

4:00 

4:12 

4:24 

4:36 

4:48 

5:00 

Flujo  (gal/min) 

65 

71 

68 

78 

105 

111 

Tiempo 

5:12 

5:24 

5:36 

5:48 

6:00 

Flujo  (gal/min) 

108 

144 

160 

152 

148 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  1,2,2,  —  2,1 

2.  1,  4,  2,  4,  2, . . . ,  4,  1  3.  n4  4.  grande 


4.7  Repaso  del  capitulo 

Examen  de  conceptos 

Responda  con  verdadero  o  falso  a  cada  una  de  las  siguientes  afirma- 
ciones.  Justifique  su  respuesta. 

1.  La  integral  indefinida  es  un  operador  lineal. 

2-  I lf(x)g'(x)  +  g{x)f'{x)]dx  =  f{x)g(x)  +  C. 

3.  Todas  las  funciones  continuas  deben  tener  antiderivadas. 


4.  Si  las  segundas  derivadas  de  dos  funciones  son  iguales,  enton- 
ces  las  funciones  difieren  a  lo  mas  por  una  constante. 

5.  f  f'(x)  dx  =  f(x)  para  toda  funcion  derivable /. 


6.  Sis  =  — 16/2  +  v0t  da  la  altura  en  el  instante  t  de  una  pelota  lan- 
zada  directamente  hacia  arriba  desde  la  superficie  de  la  Tierra,  en- 
tonces  la  pelota  llegara  al  suelo  con  velocidad  —v0. 
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8.  2(2/  -  1)  =  10,000. 

1  =  1 

10  10  10 

9.  Si  2^?  =  100  y  2ai  =  20,  entonces  2  +  l)2  =  150. 

i-i  i=i  i=i 

10.  Si/esta  acotada  en  [a,  fo],  entonces  /es  integrable  alii. 

11.  f  f(x)  dx  =  0. 

J  a 

fh 

12.  Si  /  f{x)  dx  =  0.  entonces  /(x)  =  0  para  toda  x  en  [a,  b]. 

J  a 

13.  Si  /  [/(x)]2dx  =  0,  entonces  /(x)  =  0  para  toda  jc  en 

J  a 

b). 

14.  Sia>xyG(x)  =  /  /(z)  dz,  entonces  G'(x)  =  —f(x). 

J  a 

/x+2ir 

(sen  t  +  cos  t)  dt  es  independiente  de  x. 

16.  El  operador  lfm  es  lineal. 

17.  f  sen13  x  dx  =  0. 

J  ~  TT 

18.  sen2  x  dx  =  j  sen2  x  dx  +  J  sen2  x  dx. 

19.  Si/es  continua  y  positiva  en  todas  partes,  entonces 


J  f(x)  dx  es  positiva. 

20.  Dx\  f  — — t  dt]  = 

L7o  i  +  t2  J 

Jl>2n  /»2i 

'  |sen  x\  dx  =  /  |cosx|dx. 
o  Jo 

22.  /  |  sen  x|  dx  =  4 

Jo  Jo 


sen  x  dx. 


23.  La  antiderivada  de  funciones  impares  son  funciones  pares. 

24.  Si  F(x)  es  una  antiderivada  de  /(x),  entonces  F( 5x)  es  una  an¬ 
tiderivada  de  /( 5x). 

25.  Si  F(x)  es  una  antiderivada  de  /(x),  entonces  F(2x  +  1)  es  una 
antiderivada  de  /( 2x  +  1). 

26.  Si  F(x)  es  una  antiderivada  de  /(x),  entonces  F(x)  +  1  es  una 
antiderivada  de/(x)  +  1. 

27.  Si  F(x)  es  una  antiderivada  de  /(x),  entonces 


J f(v(x))  dx  =  F(v(x))  +  C 

28.  Si  F(x)  es  una  antiderivada  de  /(x),  entonces 
J f2(x)  dx  =  ^F3(x)  +  C 


29.  Si  F(x)  es  una  antiderivada  de  /(x),  entonces 

/  f^lbcdX  =  2FV)  +  C 


30.  Si/(x)  =  4  en  [0,3],  entonces  toda  suma  de  Riemann  para/en 
el  intervalo  dado  tiene  el  valor  12. 

31.  Si  F'(x)  =  G'(x)  para  toda  x  en  [o,  fo],  entonces  F(b )  —  F(a)  = 

G(b)  —  G(a). 

32.  Si  /(x)=/(-x)  para  toda  xen  [-a, a], entonces  /  f(x)  dx  =  0. 

J —a 


33.  Si  z  =  2  j  z(t)  dt,  entonces  z(t)  —  z  es  una  funcion  impar 
para  -1  s  r  <  1. 

fb 

34.  Si  F'(x)  =/(x)  para  toda  x  en  [0, 6],  entonces  /  /(x)dx  = 

J  0 


/*99  />99 

35.  /  (ax3  +  fox2  +  cx)  dx  =  2  /  fox2  dx. 


36.  Si  /(x)  <  g(x)  en  [a,  fo],  entonces 


f  \g(x)\dx. 
J  a 


/V(x)  I 

J  a 


37.  Si  /(*)  ^  g(x)  en  [a,  6],  entonces  /  /(jc)rfx  £ 


38.  |2ai|  -  Ski- 

rb 

39.  Si  /  es  continua  en  [a,  fo],  entonces  /  /(x)  dx  £ 

/•£>  J  a 

/  l/(x)(  dx. 

J  a 

"  (2i\  2  f2 

40.  lfm  Ssen  — )■—  =  /  sen  x  dx. 

\n )  n  Jo 

41.  Si  j|P||  — »  0,  entonces  el  numero  de  subintervalos  en  la  parti- 
cion  tiende  a  oo. 

42.  Siempre  podemos  expresar  la  integral  indefinida  de  una  fun¬ 
cion  elemental  en  terminos  de  funciones  elementales. 

43.  Para  una  funcion  creciente.  la  suma  de  Riemann  de!  punto  iz- 
quierdo  siempre  sera  menor  que  la  suma  de  Riemann  del  punto  de- 
recho. 

44.  Para  una  funcion  lineal  f(x),  la  suma  de  Riemann  del  punto 


medio  siempre  dara  el  valor  exacto  de 
valor  de  n. 


[  /(x)  dx,  si 
J  a 


sin  importar  el 


45.  La  regia  del  trapecio  con  n  =  10  dara  una  estimation  para 
x3  dx  que  es  menor  al  valor  verdadero. 


46.  La  regia  de  la  parabola  con  n  —  10  dara  el  valor  exacto  de 


/  x3  dx. 
Jo 


Problemas  de  exanien 

En  los  problemas  del  1  al  12  evalue  las  integrales  que  se  indican. 

1.  J\x‘  -  3*2  +  3Vx)  dx  z  -  -di 

3.  /V-  9,se«,  +  26y-<  ^ 

dt  y  ,/4 

/8  /*7r/2 

z(2z2  -  3)1/3  dz  6.  J  cos4  x  sen  x  dx 

7.  /  (x  +  1)  tan2(3x2  +  6x)  sec2(3x2  +  6x)  dx 
Jo 

8.  [  — ,  [  —  dt  9.  [  t4(t5  +  5)2^3  dt 

Jo  Vr  +  9  J l 
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r 3  y2  -  i 

— I - 1  dy 

i  (y3  ~  3l) 


Sugerencia:  primero  bosqueje  una  grafica  en  las  partes  (a)  y  (b). 

25.  Suponga  que  f(x)  =  f(-x),  f(x)  <  0,  g(~x)  =  -g(x). 


U.  J  (x  +  0  sen  (x2  +  2x  +  3)  dx 

fn 

X 

a. 

x 

II 

1 

'C 

f2 

1  g(x)  dx  =  5.  Evalue  cada  integral 

0 

12.  f  * 

./i  v  2y3  +  3y2  +  6y 

(a)  J 

[  fix)  dx 

-2 

(b) 

/l/(x)l  dx 

13.  Sea  P  una  partition  regular  del  intervalo  [0,  2]  en  cuatro  su¬ 
bintervalos  iguales,  y  sea  /(x)  =  x2  —  1 .  Escriba  la  suma  de  Riemann 

(c) 

j 

/  g{x)  dx 

'-2 

(d) 

j ^  [fix)  +  /(“■*)]  dx 

para/sobre  P,  en  la  que  x,  es  el  extremo  de  la  derecha  de  cada  subin- 

f2 

A) 

tervalo  de  P,  i  =  1, 2,  3,  4.  Determine  el  valor  de  esta  suma  de  Rie¬ 
mann  y  bosqueje  la  grafica. 

(e) 

j 

/  [2g(x)  +  3 /( 
r0 

x)]  dx  (f) 

J  j(x)  dx 

fx  1 

14.  Si/(x)  =  J  t  +  ^  dt>  ~2  s  x,  encuentre  /'(7). 

15.  Evalue  [  (2  -  Vx  +  1  )2  dx. 

Jo 

16.  Si  /(x)  =  3x2\/x3  —  4,  encuentre  el  valor  promedio  de  / 
en  [2. 5], 


17.  Evalue  J 


4  5x2  -  1 


J  2  X 

18.  Evalue  £  (3'  -  3,_1). 


19.  Evalue  2  (6*2  ~  8i). 

;=  i 

20.  Evalue  cada  suma. 


o  ifi 


(b)  2(2-0 
1=1 


(c)  2cos(^ 

ik=0  V  4 


m  =  2\m/  /=1  Ar=0  V  4  / 

21.  Escriba  en  notacion  sigma 

,  v  1  1  1  1 

(a)  j  +  J  +  4  +  "■  +  78 

(b)  x2  +  2x4  +  3x6  +  4x8  +  •  •  •  +  50x11KI 

22.  Haga  un  bosquejo  de  la  region  bajo  la  curva  y  =  16  -x2  entre 
x  =  0  y  x  =  3,  muestre  el  poligono  inscrito  correspondiente  a  una  par¬ 
tition  regular  de  [0, 3]  en  n  subintervalos.  Encuentre  una  formula  pa¬ 
ra  el  area  de  este  poligono  y  despues  encuentre  el  area  debajo  de  la 
curva  tomando  un  limite. 

23.  If  f  f(x)  dx  =  4,  f  f(x)  dx  =  2,  y  f  g(x)  dx  =  —3, 

Jo  Jo  Jo 

evalue  cada  integral. 


(a)  f(x)  dx 

(c)  [  3 f(u)  du 

Jo 

(e)  f  /(— x)  dx 
Jo 

24.  Evalue  cada  integral. 

(a)  f  \x  —  1 1  dx 
Jo 

fc)  [  (x  -  |x])  dx 
Jo 


(b)  J  f(x)dx 


f  [2g{ 

Jo 


x)  —  3 f(x)]  dx 


j  [X]. 

Jo 


/100 

(x3  +  sen5  x)  dx. 

100 

27.  Encuentre  c,  del  teorema  del  valor  medio  para  integrales,  pa¬ 
ra  /(x)  =  3x2  en  [-4,-1]. 


28.  Encuentre  G'(x)  para  cada  funcion  G. 

r  1 

G(x)  =  /  -z - dt 


(,)  cw  - /  ^ 
r2  i 

(b)  =  J 

rx>  i 

(0  GW  -  l  ^ 


29.  Encuentre  G'(x)  para  cada  funcion  G. 
(a)  G(x)  =  j  sen2  z  dz 

/X+\ 

m  dZ 


(C)  G(X] 


=v 

xjo 


f{z)  dz 


(d)  G(x)  =  f(t)dt^jdu 

(e)  G{x)  =  L 

(f)  G(x)=  [  f(-t)dt 

Jo 

30.  Evalue  cada  uno  de  los  siguientes  lfmites,  reconociendolos 
como  una  integral  definida. 


n  [4  i  4 

(a)  lim  2yp-- 


(b)  lfm  2(  1  +  -)  ~ 
«-><»  "  \  n  J  n 


r5x  i 

31.  Demuestre  que  si  /(x)  =  /  —  dr,  entonces/es  una  fun- 

cion  constante  en  (0,  oo). 

f2  1 

32.  Aproxime  J  — - — -  dx  utilizando  las  sumas  de  Riemann 
del  punto  izquierdo,  del  punto  derecho  y  del  punto  medio,  con  n  =  8. 


f2  1 

33.  Aproxime  /  - j  dx  utilizando  la  regia  del  trapecio,  con 

J  l  1  +  x4 

n  =  8,  y  proporcione  una  cota  superior  para  el  valor  absoluto  del  error. 
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34.  Aproxime 


f— 

Jo  1  + 


2x 


dx  mediante  la  regia  de  la  parabola, 


con  n  =  8,  y  proporcione  una  cota  superior  para  el  valor  absoluto  del 
error. 


36.  ^Que  tan  grande  debe  ser  n ,  en  la  regia  de  la  parabola,  para 

fA  1 

i  ^  dx  con  un  error  no  mayor  que  0.0001? 

J  o  1  +  Zx 


aproximar 


35.  ^.Oue  tan  grande  debe  ser  n,  en  la  regia  del  trapecio,  para 


aproximar 


l 


dx  con  un  error  no  mayor  que  0.0001? 


37.  Sin  realizar  calculo  alguno,  clasifique  de  menor  a  mayor  las 


aproximaciones  de 


r  i 

J 1  X 


dx  por  los  metodos  siguientes:  suma  de 


Riemann  del  punto  izquierdo,  suma  de  Riemann  del  punto  medio,  regia 
del  trapecio. 


PROBLEMAS  En  los  problemas  del  1  al  6  determine  la  longitud  de  la  It'nea  continua  gris. 

DE  REPASO  E  2 

INTRODUCCION 


Para  cada  una  de  las  siguientes  figuras,  el  volumen  del  solido  es  igual  al  area  de  la  base  por  la 
altura.  Proporcione  el  volumen  de  cada  uno  de  estos  solidos. 


CAPITULO 


c  Aplicaciones 
ID  de  la  integral 


5.1  El  area  de  una 
region  plana 

5.2  Volumenes  de 
solidos:  capas, 
discos,  arandelas 

5.3  Volumenes  de 
solidos  de  revolu¬ 
tion:  cascarones 

5.4  Longitud  de 
una  curva  plana 

5.5  Trabajo  y  fuerza 
de  un  fluido 

5.6  Momentos  y 
centro  de  masa 

5.7  Probabilidad  y 
variables  aleatorias 

5.8  Repaso  del  capitulo 


Figura  1 


El  area  de  una  region  plana 


El  breve  estudio  de  areas  en  la  section  4.1  sirvio  para  motivar  la  definition  de  la  inte¬ 
gral  definida.  Ahora,  con  la  ultima  notion  firmemente  establecida,  utilizamos  la  integral 
definida  para  calcular  areas  de  formas  cada  vez  mas  complejas.  Como  es  nuestra  cos- 
tumbre,  iniciamos  con  casos  sencillos. 

Una  region  por  arriba  del  eje  x  Supongase  que  y  =/(x)  determina  una  curva 
en  el  piano  xy  y  supongase  que  /es  continua  y  no  negativa  en  el  intervalo  a^x^b 
(como  en  la  figura  1).  Considerese  la  region  R  acotada  por  las  graficas  de  y  =f(x),x  =  a, 
x  =  b  y  y  =  0.  Nos  referiremos  a  R  como  la  region  bajo  y  —f(x)  entre  x  =  ay  x  =  b.  Su 
area  A(R)  esta  dada  por 

A(R)  =  [  f(x)  dx 


Encuentre  el  area  de  la  region  R  bajo  y  =  x4  —  2.r  +  2  entre  x  =  — 1 


y  x -2. 


ED  SOLUCION  La  grafica  de  R  se  muestra  en  la  figura  2.  Una  estimacion  razonable 
para  el  area  de  R  es  su  base  por  una  altura  promedio,  digamos  (3)(2)  =  6.  El  valor  exac- 
to  es 


A(R)  =  J  (x4  -  2xi  +  2)  dx  =  -  y  +  2x 


x5  x4 


32  16  \  (l  1  \  51 

- +  4  - - 2  =  —  =  5.1 

5  2  J  \  5  2  J  10 


El  valor  calcuiado  de  5.1  es  suficientemente  cercano  a  nuestra  estimacion,  6,  para  dar- 
nos  confianza  de  su  validez.  ■ 

Una  region  debajo  del  eje  X  El  area  es  un  numero  no  negativo.  Si  la  grafica  de 


5- 

y 

:  4- 

- 

\ 

\  3  - 

- 

2” 

1- 

\ 

R  j 

l 

- 

1 

y  =f(x)  esta  por  debajo  del  eje  x, entonces  /  f{x)  dx  es  un  numero  negativo  y,  por  lo 

J  a 

tanto,  no  puede  ser  un  area.  Sin  embargo,  solo  es  el  negativo  del  area  de  la  region  aco¬ 
tada  por  y  —  /(x), x  =  a,x  =  b  y  y  =  0. 

g|  I.JI  MPl.O  2  Encuentre  el  area  de  la  region  R  acotada  por  y  =  x2/3  -  4,  el  eje  x, 
x  =  — 2  y  x  =  3. 

ED  SOLUCION  La  region  R  se  muestra  en  la  figura  3.  Nuestra  estimacion  preliminar 
para  su  area  es  (5)(3)  =  15.  El  valor  exacto  es 

a(r) = ~jC(t  " 4) dx  ~  Li^+A) dx 


Figura  2 


Estamos  tranquilos  por  la  cercanfa  de  16.11  a  nuestra  estimacion. 
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3x2  —  x  +  3, 


Figura  3 


Figura  4 


■  ETEMPLO  3  I  Encuentre  el  area  de  la  region  R  acotada  por  y  =  x3  - 
el  segmento  del  eje  x  entre  x  =  — 1  y  x  =  2,  y  la  recta  x  =  2. 

SOLUCION  La  region  R  esta  sombreada  en  la  figura  4.  Observe  que  una  parte  de 
ella  esta  arriba  del  eje  x  y  otra  esta  debajo.  Las  areas  de  estas  dos  partes,  R j  y  R2,  deben 
calcularse  por  separado.  Puede  verificar  que  la  curva  cruza  el  eje  x  en  — 1, 1  y  3.  Asf  que 

MR)  =  MRi)  +  a(r2) 

=  J  (x3  -  3x2  —  x  +  3)  dx  —  (x3  —  3x2  —  x  +  3)  dx 

2 


=  4 


x4 5  ,  x2 

1 

x4  ,  X2 

- x3  — --  +  3x 

— 

- x3  — —  +  3x 

L  4  2 

-1 

L  4  2  J 

23 

4 


Note  que  podrfamos  haber  escrito  esta  area  como  una  integral  utilizando  el  sfmbo- 
lo  de  valor  absoluto. 

A(R)  =  J  |x3  —  3x2  —  x  +  3|  dx 

pero  esta  no  es  una  simplification  real,  ya  que  para  evaluar  esta  integral  tendrfamos 
que  separarla  en  dos  partes,  justo  como  lo  hicimos  antes.  ■ 

Una  manera  util  de  pensar  Para  regiones  sencillas  del  tipo  considerado  ante- 
riormente,  es  muy  facil  escribir  la  integral  correcta.  Cuando  consideremos  regiones 
mas  complicadas  (por  ejemplo,  regiones  entre  dos  curvas),  la  tarea  de  seleccionar  la  in¬ 
tegral  correcta  es  mas  diffcil.  Sin  embargo,  hay  una  manera  de  pensar  que  puede  ser 
muy  util.  Regrese  a  la  definition  de  area  y  de  integral  definida.  Aquf  esta  en  cinco 
pasos. 

Paso  1:  Bosqueje  la  region. 

Paso  2:  Cortela  en  pedazos  delgados  (tiras);  marque  una  pieza  representativa. 

Paso  3:  Aproxime  el  area  de  esta  pieza  representativa  como  si  fuese  un  rectangulo. 
Paso  4:  Sume  las  aproximaciones  a  las  areas  de  las  piezas. 

Paso  5:  Tome  el  limite  cuando  el  ancho  de  las  piezas  se  aproxima  a  cero,  obteniendo 
asf  una  integral  definida. 

Para  ilustrar,  consideramos  otro  ejemplo,  aun  sencillo. 


EJEMPLO  4  Formule  la  integral  para  el  area  de  la  region  bajo  y  =  1  +  Vx 


entre  x  =  0  y  x  =  4  (vease  la  figura  5). 


1.  Bosqueje 


2.  Rebane 


3.  Aproxime  el  area  de  una  pieza  representativa: 
A  Aj »  (1  +  y*,)  Ax(- 

4.  Sume:  A  *»  2  0  +  V*,)  Ax,- 

!=  l  r  4 

5.  Tome  el  lfmite:  A  =  J  (1  +  \A)  dx 


Figura  5 
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SOLUCION  Una  vez  comprendido  este  procedimiento  de  cinco  pasos,  podemos 
reducirlo  a  tres:  rebane,  aproxime  e  integre.  Considere  la  palabra  integre  como  la  incor¬ 
poration  de  dos  pasos:  (1)  sumar  las  areas  de  las  piezas  y  (2)  tomar  el  limite  cuando  el 
ancho  de  las  piezas  tiende  a  cero.  En  este  proceso  2  . . .  Ax  se  transforma  en  f  ...  dx 
cuando  tomamos  el  limite.  La  figura  6  proporciona  la  forma  abreviada  para  el  mismo 
problema. 


Aproxime 

A  A  =  (1  +  V*)  Ax 
Integre 


■■  [  (1+ Vi) 

*  0 


dx 


Una  region  entre  dos  curvas  Considere  las  curvas  y  =  f(x)  y  y  =  g(x)  con 
g(x)  <  f(x)  en  a  <  x  <  b.  Ellas  determinan  la  region  que  se  muestra  en  la  figura  7.  Uti- 
lizamos  el  metodo  rebane,  aproxime,  integre  para  encontrar  su  area.  Asegurese  de  notar 
que  f(x)  —  g(x )  da  la  altura  correcta  para  la  tira  delgada,  aun  cuando  la  grafica  de  g 
esta  por  debajo  del  eje  x.  En  este  caso,  g(x)  es  negativa;  de  modo  que  restar  g(x)  es  lo 
mismo  que  sumar  un  numero  positivo.  Puede  verificar  que/(x)  —  g(x)  tambien  da  la  al¬ 
tura  correcta,  incluso  cuando /(x)  y  g(x)  son  negativas. 


AA  =  [/(*)-§(*)]  Ax 
|  A  =  f*lf(x)-g(x)]dx 


B  EJEMPLO  5 


Encuentre  el  area  de  la  region  entre  las  curvas  y  =  x4  y  y  =  2x  -  x2. 


SOLUCION  Empezamos  por  encontrar  en  donde  se  intersecan  las  dos  curvas.  Para 
hacer  esto,  necesitamos  resolver  2x  —  x2  =  x4,  una  ecuacion  de  cuarto  grado,  la  cual  por 
lo  regular  es  diffcil  de  resolver.  No  obstante,  en  este  caso  x  =  0yx  =  l  son  soluciones 
obvias.  Nuestro  bosquejo  de  la  region,  junto  con  la  aproxintacion  apropiada  y  la  inte¬ 
gral  correspondiente,  se  muestra  en  la  figura  8. 


Figura  8 
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Queda  una  tarea:  evaluar  la  integral. 
1.1 


/ 


(2x  —  x2  —  x4)  dx  = 


£1 

T 


T 


=  i 


i  _  _i_ 

3  5  15 


Figura  9 


m  LJ1.MPLO  6  ]  Rebanadas  horizontales  Encuentre  el  area  de  la  region  entre  la 
parabola  y2  =  4x  y  la  recta  4x  —  3 y  =  4. 

SOLUCION  Necesitaremos  los  puntos  de  intersection  de  estas  dos  curvas.  Las  orde- 
nadas  de  estos  puntos  pueden  determinarse  escribiendo  la  segunda  ecuacion  como 
4x  =  3y  +  4  y  luego  igualando  las  dos  expresiones  para  4x. 


y2  =  3y  +  4 
y2  -  3y  -  4  =  0 

(y  -  4 )(y  +  l)  =  o 

y  =  4,-1 

Cuando  y  =  4,  x  =  4  y  cuando  y  =  —  1,  x  =  — ,  concluimos  que  los  puntos  de  intersec¬ 
cion  son  (4,4)  y  —  l).  La  region  entre  las  curvas  se  muestra  en  la  figura  9. 


Ahora  imagine  que  se  rebana  esta  region  de  forma  vertical.  Nos  enfrentamos  a  un 
problema,  ya  que  la  frontera  inferior  consiste  en  dos  curvas  diferentes.  Las  rebanadas 
en  el  extremo  izquierdo  van  de  la  rama  inferior  de  la  parabola  a  su  rama  superior. 
Para  el  resto  de  la  region,  las  rebanadas  se  extienden  desde  la  recta  hasta  la  parabo¬ 
la.  Para  resolver  el  problema  con  rebanadas  verticales  se  requiere  que  primero  dividamos 
nuestra  region  en  dos  partes,  configurando  una  integral  para  cada  parte  y  evaluando 
ambas  integrales. 

Un  enfoque  mas  apropiado  es  rebanar  la  region  de  manera  horizontal,  como  se 
muestra  en  la  figura  10,  y  por  eso  usamos  como  variable  de  integracion  a  y  en  lugar  de 
x.  Observe  que  las  rebanadas  horizontales  siempre  van  de  la  parabola  (a  la  izquierda) 
a  la  recta  (a  la  derecha).  La  longitud  de  tal  rebanada  es  el  valor  mas  grande  de 
(x  =  |(3 y  +  4))  menos  el  valor  mas  pequeno  de  (x  =  \y2)- 


Figura  10 

A  = 


-1  L 


3y  +  4  -  y2 


dy 


-u: 


i 

4 

1 
4 
125 
24 


(3y  +  4  —  y2)  dy 

2  ,,3  “|4 


3  y~  y 

—  +  4y  -  — 
2  ’  3 


24  +  16  - 


64 


~  2  ~  4 


5.21 
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Hay  dos  puntos  a  observar:  (1)  El  integrando  que  resulta  de  las  rebanadas  horizontales 
incluye  a  y,  no  a  x;  (2)  para  obtener  el  integrando,  se  despeja  x  de  ambas  ecuaciones  y 
se  resta  el  valor  mas  pequeno  de  x  del  mayor.  ■ 


Distancia  y  desplazamiento  Considere  un  objeto  que  se  mueve  a  lo  largo  de 

,b 

una  recta  con  velocidad  v(t)  en  el  instante  t.  Si  v(t)  >  0,  entonces  /  v(t)  dt  proporciona 

J  a 

la  distancia  recorrida  durante  el  intervalo  de  tiempo  Sin  embargo, si  algunas 

veces  v(t )  es  negativa  (que  corresponde  a  que  el  objeto  se  mueva  en  sentido  inverso), 
entonces 

v(t)  dt  =  s(b)  —  s(a) 


mide  el  desplazamiento  del  objeto,  esto  es,  la  distancia  dirigida  desde  su  posicion  inicial 
s(a)  hasta  su  posicion  final  s(b).  Para  obtener  la  distancia  total  que  el  objeto  recorrio 

[b 

durante  a  <  /  <  b,  debemos  calcular  /  |v(r)|  dt,  el  area  entre  la  curva  de  la  velocidad 

J  a 

y  el  eje  t. 


M  I  JI  MPLO  7  j  Un  objeto  se  encuentra  en  la  posicion  s  =  3  en  el  instante  t  =  0.  Su 
velocidad  en  el  instante  t  es  v(t)  =  5  sen  6 ir/.  ^Cual  es  la  posicion  del  objeto  en  el  instan¬ 
te  t  =  2  y  cuanto  recorrio  durante  este  tiempo? 


SOLUCION  El  desplazamiento  del  objeto,  esto  es,  el  cambio  en  su  posicion,  es 


s(2)  -  s( 0)  =  /  v(t)  dt  =  5  sen  67 Tl  dt  = 


12 


6l T 


COS  67 Tt 


=  0 


Por  lo  tanto,  s(2)  =  s(0)  +  0  =  3  +  0  =  3.El  objeto  se  encuentra  en  la  posicion  3,  en  el  ins¬ 
tante  t  =  2.  La  distancia  total  recorrida  es 


Revision  de  conceptos 

1.  Sea  R  la  region  entre  la  curva  y  =f(x)  y  el  eje  x  en  el  interva¬ 
lo  [«, £>].  Si/(x)  a0  para  todax  en  [a,  b], entonces  A(R)  = _ , pero 

si/(x)  s  0  para  toda  x  en  [a,  />],  entonces  A(R)  = _ . 

2.  Para  determinar  el  area  de  la  region  entre  dos  curvas,  es  bue- 

no  recordar  la  siguiente  frase  de  tres  palabras: _ . 

3.  Suponga  que  las  curvas  y  =  fix)  y  y  =  g(x)  acotan  a  una  re¬ 
gion  R  en  la  que  f(x)  s  g(x).  Entonces  el  area  de  R  esta  dada  por 


[b 

A(R)  =  /  dx.  donde  a  \  b  se  determinan  resolviendo  la 

J  a 

ecuacion _ . 

4.  Si  p(y)  £  q{y)  para  toda  y  en  [c,  d],  entonces  el  area  A(R)  de 
la  region  R  acotada  por  las  curvas  x  =  p(y)  y  x  =  q(y)  entre  y  =  cyy~ 
d  esta  dada  por  A(R)  = _ . 
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Conjunto  de  problemas  5.1 

En  los  problemas  del  1  al  10  utilice  el  procedimiento  de  tres  pasos  fre- 
banar ,  aproximar,  integrar)  para  configurar  y  evaluar  una  integral 
(o  integrates)  para  el  area  de  la  region  que  se  indica. 


0  En  los  problemas  del  1 1  al  28  dibuje  la  region  acotada  por  las  gra- 
ftcas  de  las  ecuaciones  que  se  dan,  muestre  una  rebanada  representati- 
va,  aproxime  su  area,  formule  una  integral  y  calcule  el  area  de  la 
region.  Haga  una  estimacion  del  area  para  confirmar  su  respuesta. 

11.  y  =  3  -  ^x2,  y  =  0,  entre  x  =  0  y  x  =  3 

12.  y  —  5x  —  x1,  y  =  0,  entre  x  =  1  y  x  =  3 


13.  y  =  (x  —  4)(x  +  2),  y  =  0,  entre  x  =  0  y  x  =  3 

14.  y  =  x2  —  4x  —  5,  y  =  0,  entre  x=-lyx=4 

15.  y  =  |(x2  —  7),  y  =  0,  entre  x  =  0  y  x  =  2 

16.  y  =  x3,  y  =  0,  entre  x  =  —  3  y  x  =  3 

17.  y  =  y  —  0,  entre  x  =  —  2  y  x  =  2 

18.  y  =  Vr  —  10,  y  =  0,  entre  x  =  0  y  x  =  9 

19.  y  =  (x  —  3)(x  —  1  ),y  =  x 

20.  y  =  Vx,  y  -  x  -  4,  x  =  0 

21.  y  =  x2  —  2x,  y  =  —x2 

22.  y  —  x2  —  9,  y  =  (2x  -  l)(x  +  3) 

23.  x  =  8y  -  y2,  x  =  0 

24.  x  =  (3  —  y)(y  +  1),  x  =  0 

25.  x  =  —6 y2  +  4y,  x  +  3y  -  2  =  0 

26.  x  =  y2  -  2y,  x  -  y  -  4  =  0 

27.  4 y2  -  2x  =  0,  4y2  +  4x  -  12  =  0 

28.  x  =  4y4,  x  =  8  -  4 / 

29.  Haga  un  bosquejo  de  la  region  R  acotada  por  y  =  x  +  6,  y  =  x3 
y  2y  +  x  =  0.  Despues  encuentre  su  area.  Sugerencia:  divida  R  en  dos 
partes. 

30.  Por  medio  de  integracion,  encuentre  el  area  del  triangulo  con 
vertices  en  (-1 , 4),  (2,  -2)  y  (5, 1 ). 

31.  Un  objeto  se  mueve  a  lo  largo  de  una  recta,  de  modo  que  su 
velocidad  en  el  instante  t  es  v(t)  =  3t2-  24 1  +  36  pies  por  segundo.  En¬ 
cuentre  el  desplazamiento  y  la  distancia  total  que  recorre  el  objeto 
para  -lsi<9. 

32.  Siga  las  instrucciones  del  problema  31 , si  v(t)  =  \  +  sen  2t  y 
el  intervalo es0s/< 3tt/2. 

33.  Iniciando  en  s  =  0  cuando  t  =  0,  un  objeto  se  mueve  a  lo  largo  de 
una  recta  de  modo  que  su  velocidad  en  el  instante  t  es  v(t)  —  2t  -  4  cen¬ 
timetres  por  segundo.  ^Cuanto  tiempo  le  toma  llegar  a  .v  =  12?  ^Cuanto 
tiempo  le  toma  recorrer  una  distancia  total  de  12  centimetres? 

34.  Considere  la  curva  y  =  1/x2  para  l£rs6. 

(a)  Calcule  el  area  debajo  de  esta  curva. 

(b)  Determine  c  de  modo  que  la  recta  x  =  c  biseque  el  area  de  la 
parte  (a). 

(c)  Determine  d  de  modo  que  la  recta  y  =  d  biseque  el  area  de  la 
parte  (a). 

35.  Calcule  las  areas  A,  B,  C  y  D  en  la  figura  12.  Verifique  calcu- 
lando  A  +  B  +  C  +  De  n  una  sola  integracion. 


Figura  12 
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36.  Demuestre  el  principio  de  Cavalieri.  (Bonaventura  Cavalieri 
— 1598-1647 —  desarrollo  este  principio  en  1635).  Si  dos  regiones  tie- 
nen  la  misma  altura  en  cada  x  en  [a,  b],  entonces  tienen  la  misma  area 
(vease  la  figura  13). 


ax  b 


Figura  13 

37.  Utilice  el  principio  de  Cavalieri  (no  integre;  vea  el  problema 
36)  para  demostrar  que  las  regiones  sombreadas  en  la  figura  14  tie¬ 
nen  la  misma  area. 


2- 

- 

2- 

- 

1- 

~AiUVi 

/  i 

Vs 

/ 

/ 

1 

1  i 

1  2 

X 

-!  - 

\ 

1 

1  2 

k  y  v.  .  .  .j 

X 

Figura  14 


38.  Encuentre  el  area  de  la  region  encerrada  entre  y  =  sen  x  y 
y  —  2'  0  s  s  17ir/6. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1. 

pb  pb 

/  f(x)dx\—  /  f(x)dx  2.  rebane,  aproxime,  integre. 

J  a  J  a 

3-  [g(*)  -  /(*)];/(•*)  =  g(x)  4.  J  [q{y)  -  P(y)]dy 


5.2 

Volumenes  de  solidos: 
capas,  discos,  arandelas 


El  volumen  de  una  moneda 

Considere  una  moneda  ordinaria,  di- 
gamos,  de  25  centavos  de  dolar. 


Esta  tiene  un  radio  de  aproximada- 
mente  1  centfmetro  y  un  grosor  de 
casi  0.2  centimetros.  Su  volumen  es 
el  area  de  la  base,  A  =  tt(12)  por  el 
grosor  h  =  0.2;  esto  es 

V  =  (1tt)(0.2)  ~  0.63 
centimetros  cubicos. 


No  es  sorprendente  que  la  integral  definida  pueda  utilizarse  para  calcular  areas:  se  in- 
vento  para  ese  proposito.  Pero  los  usos  de  la  integral  van  mucho  mas  alia  de  esa  aplica- 
cion.  Muchas  cantidades  pueden  considerarse  como  el  resultado  de  rebanar  algo  en 
pequenos  pedazos,  aproximar  cada  pedazo,  sumarlos  y  tomar  el  limite  cuando  los  peda- 
zos  disminuyen  su  tamaiio.  Este  metodo  de  rebanar,  aproximar  e  integrar  puede  utili¬ 
zarse  para  encontrar  los  volumenes  de  solidos,  siempre  y  cuando  el  volumen  de  cada 
pedazo  sea  facil  de  aproximar. 

i Que  es  el  volumen?  Comenzamos  con  solidos  sencillos  denominados  cilindros 
rectos  cuatro  de  los  cuales  se  muestran  en  la  figura  1.  En  cada  caso  el  solido  se  genera 
moviendo  una  region  plana  (la  base)  a  lo  largo  de  una  distancia  h  en  direction  perpen¬ 
dicular  a  esa  region.  Y  en  cada  caso  el  volumen  del  solido  se  define  como  el  area  A  de 
la  base  por  la  altura  h ;  esto  es. 


V  =  A-h 


Figura  1 


Ahora  considere  un  solido  con  la  propiedad  de  que  su  seccion  transversal  perpen¬ 
dicular  a  una  recta  dada  tiene  area  conocida.  En  particular,  supongase  que  la  recta  es  el 
eje  x  y  que  el  area  de  la  seccion  transversal  en  x  es  A(x),  a-&x^b  (vease  la  figura  2). 
Dividimos  el  intervalo  [a,  b]  insertando  los  puntos  a  =  <  x,  <  x2  <  <  xn  =  b.  Despues, 

a  traves  de  estos  puntos,  pasamos  pianos  perpendiculares  al  eje  x,  con  lo  que  rebana- 
mos  el  solido  en  capas  delgadas  o  rebanadas  (vease  la  figura  3).  El  volumen  t\Vt  de  una 
rebanada  debe  ser  aproximadamente  el  volumen  de  un  cilindro;  esto  es. 


AVj  ~  A(xi)  A Xj 
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(Recuerdese  que  xn  denominado  punto  muestra ,  es  cualquier  ntimero  en  el  intervalo 

k-i.  a])- 


Figura  2  Figura  3 

El  “volumen”  V  del  solido  debe  estar  dado,  de  manera  aproximada,  por  la  suma  de 
Riemann. 

V  «  ^A(Xi)  Axj 

i=i 

Cuando  hacemos  que  la  norma  de  la  partition  tienda  a  cero,  obtenemos  una  integral 
definida;  esta  se  define  como  el  volumen  del  solido. 


V  =  f  A{x)  dx 


En  lugar  de  aplicar  de  manera  mecanica  la  formula  en  el  recuadro  para  obtener 
volumenes,  le  sugerimos  que  en  cada  problema  vaya  a  traves  del  proceso  que  conduce 
a  ella.  A1  igual  que  para  areas,  llamamos  a  este  proceso  rebane,  aproxime,  integre.  Se 
ilustra  en  los  siguientes  ejemplos. 


Solidos  de  revolucion:  Metodo  de  los  discos  Cuando  una  region  plana  esta 
por  completo  en  un  lado  de  una  recta  fija  en  su  piano  y  se  hace  girar  alrededor  de  esa 
recta,  genera  un  solido  de  revolution.  La  recta  fija  se  denomina  eje  del  solido  de  revo¬ 
lucion. 

A  manera  de  ilustracion,  si  la  region  acotada  por  un  semicfrculo  y  su  diametro  se 
hace  girar  alrededor  de  ese  diametro,  barre  un  solido  esferico  (vease  la  figura  4).  Si  la 
region  dentro  de  un  triangulo  rectangulo  se  hace  girar  alrededor  de  uno  de  sus  catetos, 
genera  un  solido  conico  (vease  la  figura  5).  Cuando  una  region  circular  se  hace  girar 
alrededor  de  una  recta  en  su  piano  y  que  no  interseque  al  cfrculo  (vease  la  figura  6),  ba¬ 
rre  un  toro  (dona).  En  cada  caso  es  posible  representar  el  volumen  como  una  integral 
definida. 


Figura  4 


Figura  5 


Figura  6 
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Sf  EJ  EMPLO  Y]  Encuentre  el  volumen  del  solido  de  revolucion  obtenido  al  hacer  gi- 
rar  alrededor  del  eje  x  la  region  plana  R,  acotada  por  y  =  Vx,  el  eje  x  y  la  recta  x  =  4. 

SOLUCION  La  region  R ,  con  una  rebanada  representativa,  se  muestra  como  la 
parte  de  la  izquierda  de  la  figura  7.  Cuando  se  hace  girar  en  torno  al  eje  x,  esta  region 
genera  un  solido  de  revolucion  y  la  rebanada  genera  un  disco,  un  objeto  delgado  en 
forma  de  moneda. 


Figura  7 


Al  recordar  que  el  volumen  de  un  cilindro  circular  recto  es  aproximamos  el 
volumen  AL  de  este  disco  con  AL  «  7r(  \Y)2  Ax  y  entonces  integramos 


V  = 


77  16  =  877 
2 


25.13 


0  <^Es  razonable  esta  respuesta?  El  cilindro  circular  recto  que  contiene  al  solido  tiene 
volumen  V  =  tt22  ■  4  =  1677.  La  mitad  de  este  numero  parece  razonable.  S 


EJEMPLO  2 


Encuentre  el  volumen  del  solido  generado  al  hacer  girar  la  region 
acotada  por  la  curva  y  =  x3,  el  eje  y  y  la  recta  y  =  3  en  torno  al  eje  y  (vease  la  figura  8). 


SOLUCION  Aqui  rebanamos  de  manera  horizontal,  lo  cual  hace  que  y  sea  la  elec- 
cion  como  la  variable  de  integration.  Observe  que  y  =  x3  es  equivalente  a  x  =  YY  y 
AL  «  Tr(y~y)2  Ay. 

Por  lo  tanto,  el  volumen  es 


V  = 


„5/3 


11.76 


AV  =  7t(vY)2  Av 
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V  -  A‘  h 
~n(r\-r\)h 


Figura  9 


Metodo  de  las  arandelas  Algunas  veces,  al  rebanar  un  solido  de  revolucion  se 
obtienen  discos  con  agujeros  en  medio.  Les  llamamos  arandelas.  Observe  el  diagrama 
y  la  formula  de  volumen  que  la  acompana,  los  cuales  se  muestran  en  la  figura  9. 


a  EJEMPLO  3  |  Encuentre  el  volumen  del  solido  generado  al  hacer  girar  la  region 
acotada  por  las  parabolas  y  =  x2  y  y2  =  8x  en  torno  al  eje  x. 


SOLUCION  Las  palabras  clave  siguen  siendo  rebane,  aproxime,  integre  (vease  la  fi¬ 
gura  10). 


EJEMPLO  4  ]  La  region  semicircular  acotada  por  la  curva  x  =  v4  —  y2  y  el  eje 


y  se  hace  girar  alrededor  de  la  recta  x  =  —  1 .  Configure  la  integral  que  representa  su  vo¬ 
lumen. 


SOLUCION  Aqui  el  radio  exterior  de  la  arandela  es  1  +  V4  —  y2  y  el  radio  inte¬ 
rior  es  1.  La  figura  11  muestra  la  solucion.  Se  puede  simplificar  la  integral.  La  parte  que 
esta  por  arriba  del  eje  x  tiene  el  mismo  volumen  que  la  parte  por  debajo  de  el  (que  se 
manifiesta  por  si  mismo  en  un  integrando  par).  Por  eso  podemos  integrar  desde  0 
hasta  2  y  multiplicar  el  resultado  por  dos.Tambien,  el  integrando  se  simplifica. 


V  = 


+  V4  -  y2f 


l2]  dy 


y2]  dy 


Ahora,  vease  el  problema  35  para  considerar  una  forma  de  evaluar  esta  integral. 
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AV  =  K  [(1  +  V't-.v2  ) 2  -I2]  Ay 


Figura  1 1 


Otros  solidos  con  secciones  transversales  conocidas  Hasta  ahora,  nues- 
tros  solidos  habian  tenido  secciones  transversales  circulares.  Sin  embargo,  el  metodo  de 
encontrar  el  volumen  funciona  tambien  para  solidos  cuyas  secciones  transversales  son 
cuadrados  o  triangulos.  En  realidad,  todo  lo  que  se  necesita  es  que  las  areas  de  las 
secciones  transversales  puedan  determinarse,  ya  que,  en  este  caso,  tambien  podemos 
aproximar  el  volumen  de  la  rebanada  — una  capa —  con  esta  section  transversal. 
Entonces,  el  volumen  se  encuentra  mediante  integration. 


EJEMPLO  5 


Sea  la  base  de  un  solido  la  region  plana  en  el  primer  cuadrante 
x2/4,  el  eje  x  y  el  eje  y.  Supongase  que  las  secciones  transversales 


acotada  por  y  =  1 

perpendiculares  al  eje  x  son  cuadrados.  Encuentre  el  volumen  del  solido. 


SO  LEGION  Cuando  rebanamos  este  solido  de  manera  perpendicular  al  eje  x,  obte- 
nemos  las  delgadas  cajas  cuadradas  (vease  la  figura  12),  conio  rebanadas  de  queso. 
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A 


\ 


u/  j  \  u 


Figura  13 


(pjEMPio  6  La  base  de  un  solido  es  la  region  entre  un  arco  de  y  =  sen  x  y  el  eje 
x.  Cada  section  transversal  perpendicular  al  eje  x  es  un  triangulo  equilatero  apoyado 
en  esta  base.  Encuentre  el  volumen  del  solido. 

SOLUCION  Necesitamos  el  resultado  de  que  el  area  de  un  triangulo  equilatero  de  la- 
do  u  es  V3  «2/4  (vease  la  figura  13).  Procedemos  como  se  muestra  en  la  figura  14. 
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E  =  I  1  -  sen2  x )  dx 


Figura  14 


Para  realizar  la  integration  indicada,  usamos  la  formula  para  el  medio  angulo  sen2 
x  =  (1  -  cos  2x)/2. 


cos  2x)  dx 


Revision  de  conceptos 

1.  El  volumen  de  un  disco  de  radio  r  y  grosor  h  es _ . 

2.  El  volumen  de  una  arandela  con  radio  interno  r ,  radio  exter- 

noSy  grosor  It  es _ . 


3.  Si  la  region  R.  acotada  por  y  =  x1,  y  =  0  y  x  =  3,  se  hace  girar 

en  torno  al  eje  x,  el  disco  en  x  tendra  un  volumen  4F  « _ . 

4.  Si  la  region  R  de  la  pregunta  3  se  hace  girar  en  torno  a  la  rec¬ 
ta  y  =  —2,  la  arandela  en  x  tendra  volumen  A V  «  _ . 


Con  junto  de  problemas  5.2 

En  los  problemas  (lei  1  al  4  encuentre  el  volumen  del  solido  generado 
cuando  la  region  que  se  indica  se  hace  girar  alrededor  del  eje  especifi- 
cado;  rebane,  aproxime,  integre. 

1.  Eje  A  2.  Eje  .v 


3.  (a)  Eje  x 
(b)  Eje  y 


4.  (a)  Eje  x 
(b)  Eje  y 

+  >' 
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S  En  los  problemas  del  5  al  10  dibuje  la  region  R  acotada  por  las 
graficas  de  las  ecuaciones  dadas  y  muestre  una  rebanada  vertical  re- 
presentativa.  Despues  encuentre  el  volumen  del  solido  generado  al  ha- 
cer  girar  R  en  torno  al  eje  x. 

x2 

5.  y  =  — ,  x  =  4,  y  =  0 

7 T 

6.  y  —  x3,  x  =  3,  y  =  0 

7.  y  =  -,  x  =  2,  x  =  4,  y  =  0 

x 

8.  y  =  x3/2,  y  =  0,  entre  x  =  2  y  x  =  3 

9.  y  =  V9  -  x2,  y  =  0,  entre  x  =  -2  y  x  =  3 

10.  y  =  x2/3,  y  =  0,  entre  x  =  1  y  x  =  27 

@  En  los  problemas  del  11  al  16  haga  un  dibujo  de  la  region  R  aco¬ 
tada  por  las  graficas  de  las  ecuaciones  dadas  y  muestre  una  rebanada 
horizontal  representativa.  Determine  el  volumen  del  solido  generado 
al  hacer  girar  R  alrededor  del  eje  y. 

11.  x  =  y2,  x  =  0,  y  =  3 

2 

12.  x  =  — ,  y  =  2,  y  =  6,  x  =  0 

13.  x  =  2  Vy,  y  =  4,  x  =  0  14.  x  =  y2/3,  y  =  27,  x  =  0 

15.  x  =  y3?2,  y  =  9,  x  =  0  16.  x  =  V4  —  y2,  x  =  0 

17.  Encuentre  el  volumen  del  solido  generado  al  hacer  girar  en 
torno  al  eje  x  la  region  acotada  por  la  mitad  superior  de  la  elipse 


y  el  eje  x;  de  esta  manera,  encuentre  el  volumen  de  un  esferoide  alar- 
gado.  Aqui'  ay  b  son  constantes  positivas,  con  a  >  b. 

18.  Encuentre  el  volumen  del  solido  que  se  genera  al  hacer  girar, 
en  torno  al  eje  x,  la  region  acotada  por  la  recta  y  =  6x  y  la  parabola 
y  =  6x2. 

19.  Encuentre  el  volumen  del  solido  que  se  genera  al  hacer  girar, 
en  torno  al  eje  x,  la  region  acotada  por  la  recta  x  —  2y  =  0  y  la  parabo¬ 
la  y2  =  4x. 

20.  Encuentre  el  volumen  del  solido  que  se  genera  al  hacer  girar, 
en  torno  al  eje  x,  la  region  en  el  primer  cuadrante  acotada  por  el 
circulox'  +  y2  =  r2.  el  eje  x  y  la  recta  x  =  r-  h,0  <  h<r,  calculando  asi 
el  volumen  de  un  casquete  esferico  de  altura  h,  de  una  esfera  de  radio  r. 

21.  Encuentre  el  volumen  del  solido  que  se  genera  al  hacer  girar, 
en  torno  al  eje  y,  la  region  acotada  por  la  recta  y  =  4x  y  la  parabola 
y  =  4x2. 

22.  Encuentre  el  volumen  del  solido  que  se  genera  al  hacer  girar, 
en  torno  a  la  recta  y  =  2,  la  region  en  el  primer  cuadrante  acotada  por 
las  parabolas  3.x2  -  16y  +  48  =  0  y  x2  -  1 6y  +  80  =  0  y  el  eje  y. 

23.  La  base  de  un  solido  es  la  region  interior  del  circulo  x2  +  y2  = 
4.  Encuentre  el  volumen  del  solido  si  cada  seccion  transversal  a  un 
piano  perpendicular  al  eje  x  es  un  cuadrado.  Sugerencia:  veanse  los 
ejemplos  5  y  6. 


24.  Resuelva  el  problema  23  suponiendo  que  cada  seccion  trans¬ 
versal  a  un  piano  perpendicular  al  eje  x  es  un  triangulo  isosceles  con 
base  en  el  piano  xy  y  altura  4.  Sugerencia:  para  completar  la  evalua- 


ci6n,  interprete 


jy 


xz  dx  como  el  area  de  un  semicirculo. 


25.  La  base  de  un  solido  esta  acotada  por  un  arco  de  y  =  V cos  x, 
— ir/2  £  x  £  77/2,  y  el  eje  x.  Cada  seccion  transversal  perpendicu¬ 
lar  al  eje  x  es  un  cuadrado  apoyado  en  esta  base.  Encuentre  el  volu¬ 
men  del  solido. 

26.  La  base  de  un  solido  es  la  region  acotada  por  y  =  1  -  x2  y 
y  =  1  —  x4.  Las  secciones  transversales  del  solido,  que  son  perpendicu- 
lares  al  eje  x,  son  cuadrados.  Encuentre  el  volumen  del  solido. 

27.  Encuentre  el  volumen  de  un  octante  (un  octavo)  de  la  region 
solida  comun  a  dos  cilindros  circulares  rectos  de  radio  1  cuyos  ejes  se 
intersecan  en  angulos  rectos.  Sugerencia:  las  secciones  transversales 
horizontales  son  cuadradas.  Vease  la  figura  15. 


Figura  15 


28.  Encuentre  el  volumen  dentro  de  la  “cruz”  que  se  muestra  en 
la  figura  16.  Suponga  que  ambos  cilindros  tienen  radio  de  2  pulgadas 
y  largo  de  12  pulgadas.  Sugerencia:  el  volumen  es  igual  al  volumen 
del  primer  cilindro  mas  el  volumen  del  segundo  cilindro  menos  el  vo¬ 
lumen  de  la  region  comun  a  ambos.  Utilice  el  resultado  del  problema 
27. 

29.  Encuentre  el  volumen  interior  a  la  “cruz"  de  la  figura  16,  su¬ 
poniendo  que  ambos  cilindros  tienen  radio  r  y  largo  L. 


Figura  16 


Figura  17 


30.  Encuentre  el  volumen  interior  de  la  “T”  en  la  figura  17,  supo¬ 
niendo  que  cada  cilindro  tiene  radio  r  =  2  pulgadas  y  que  las  longitu¬ 
des  son  =  12  pulgadas  y  L2  =  8  pulgadas. 

31.  Repita  el  problema  30  para  r,  Lx  y  L2  arbitrarias. 

32.  La  base  de  un  solido  es  la  region  R  acotada  por  y  =  Vx  y 
y  =  x2.  Cada  seccion  transversal  perpendicular  al  eje  x  es  un  semicirculo 
cuyo  diametro  se  extiende  a  lo  largo  de  R.  Encuentre  el  volumen  del 
solido. 


33.  Encuentre  el  volumen  del  solido  generado  al  hacer  girar  la 
region  en  el  primer  cuadrante  acotada  por  la  curva  y2  =  x3,  la  recta 
x  =  4  y  el  eje  x: 

(a)  en  torno  a  la  recta  x  =  4;  (b)  en  torno  a  la  recta  y  =  8. 

34.  Encuentre  el  volumen  del  solido  generado  al  hacer  girar  la 
region  en  el  primer  cuadrante  acotada  por  la  curva  y:  =  x3,  la  recta 
y  =  8  y  el  eje  y: 

(a)  en  torno  a  la  recta  x  =  4;  (b)  en  torno  a  la  recta  y  =  8. 
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35.  Complete  la  evaluacion  de  la  integral  del  ejemplo  4,  obser- 
vando  que 


Ahora  interprete  la  primera  integral  como  el  area  de  un  cuarto  de 
circulo. 

36.  Un  barril  abierto  de  radio  r  y  altura  h,  al  inicio  esta  lleno  de 
agua.  Se  inclina  y  el  agua  se  derrama  hasta  que  el  nivel  del  agua 
coincide  con  el  diametro  de  la  base  y  toca  exactamente  el  borde  su¬ 
perior.  Encuentre  el  volumen  del  agua  que  queda  en  el  barril.  Vease 
la  fieura  18. 


Figura  18  Figura  19 

37.  Se  corta  una  cuna  de  un  cilindro  circular  recto  de  radio  r  (vea¬ 
se  la  figura  19).  La  superficie  superior  de  la  cuna  esta  en  un  piano  que 
pasa  por  el  diametro  de  la  base  circular  y  forma  un  angulo  9  con  la 
base.  Encuentre  el  volumen  de  la  cuna. 

38.  (El  reloj  de  agua)  Un  tanque  de  agua  se  obtiene  haciendo  gi- 
rar,  en  torno  al  eje  y,  la  curva  y  =  kx 4,  k  >  0. 

(a)  Encuentre  V(y),  el  volumen  de  agua  en  el  tanque  como  una  fun- 
cion  de  su  profundidad  y. 

(b)  El  agua  sale  a  traves  de  un  pequeno  orificio  de  acuerdo  con  la 
Ley  de  Torricelli  ( dV/dt  =  —  m  Vyj.  Demuestre  que  el  nivel 
del  agua  desciende  a  una  velocidad  constante. 

39.  Demuestre  que  el  volumen  de  un  cono  general  (vease  la  figura 
20)  es  3  Ah,  donde  A  es  el  area  de  la  base  y  h  es  la  altura.  Utilice  este 
resultado  para  dar  la  formula  para  el  volumen  de: 


(a)  Un  cono  circular  recto  de  radio  r  y  altura  h; 

(b)  Un  tetraedro  regular  con  arista  de  longitud  r. 


Figura  20 


40.  Formule  la  version  del  principio  de  Cavalieri  para  el  volu¬ 
men  (vease  el  problema  36  de  la  seccion  5.1). 

41.  Aplique  el  principio  de  Cavalieri  para  volumenes  a  los  dos 
solidos  que  se  muestran  en  la  figura  21 .  (Uno  es  una  semiesfera  de  ra¬ 
dio  r;  el  otro  es  un  cilindro  de  radio  r  y  altura  r,  del  que  se  elimino  un 
cono  circular  recto  de  radio  r  y  altura  r).  Suponiendo  que  el  volumen 
de  un  cono  circular  recto  es  |  irr2h ,  encuentre  el  volumen  de  una  se¬ 
miesfera  de  radio  r. 


Figura  21 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  7 rr2h 
2.  7 t(R2  —  r2)h  3.  ttx4  Ax  4.  tt[(xz  +  2)2  -  4]  Ax 


5.3 

Volumenes  de  solidos  de 
revolucion:  cascarones 


Existe  otro  metodo  para  encontrar  el  volumen  de  un  solido  de  revolucion:  el  metodo 
de  los  cascarones  cilindricos.  Para  muchos  problemas,  es  mas  facil  de  aplicar  que  el  me¬ 
todo  de  los  discos  o  el  de  las  arandelas. 

Un  cascaron  ciltndrico  es  un  solido  acotado  por  dos  cilindros  circulares  rectos  con- 
centricos  (vease  la  figura  1).  Si  el  radio  interno  es  rl5  el  radio  externo  es  r2  y  la  altura  es 
h,  entonces  su  volumen  esta  dado  por 

V  =  (area  de  la  base)  •  (altura) 

=  (-nr2  —  77  r\)h 
=  Tr{r2  +  n)(r2  -  rx)h 


Figura  1 


=  277\  2  ')h^2  ~  Y d 
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La  expresion  ( r j  +  r2)/ 2,  que  denotaremos  con  r,  es  el  promedio  de  rx  y  r2.  Por  lo  tanto, 
V=  2tt  •  (radio  promedio)<(altura)-(grosor) 

=  2irrh  A r 

He  aquf  una  buena  forma  de  recordar  esta  formula:  si  el  cascaron  fuera  muy  delga- 
do  y  flexible  (como  papel),  podriamos  cortarlo  por  un  lado,  abrirlo  para  formar  una  ho- 
ja  rectangular  y  despues  calcular  su  volumen,  suponiendo  que  esta  hoja  forma  una 
delgada  caja  rectangular  de  largo  2-rrr,  altura  h  y  grosor  A r  (vease  la  figura  2). 


A  r 


A. 

A  r 


Figura  2 

El  metodo  de  los  cascarones  Ahora,  considere  una  region  del  tipo  que  se 
muestra  en  la  figura  3.  Rebanela  de  manera  vertical  y  hagala  girar  en  torno  al  eje  y. 
Generara  un  solido  de  revolucion  y  cada  rebanada  generara  una  pieza  que  es  aproxi- 
madamente  un  cascaron  cilfndrico.  Para  obtener  el  volumen  de  este  solido,  calculamos 
el  volumen  A  V  de  un  cascaron  representative,  sumamos  y  tomamos  el  lfmite  cuando  el 
grosor  de  los  cascarones  tiende  a  cero.  Por  supuesto,  lo  ultimo  es  una  integral.  De  nuevo, 
la  estrategia  es  rebane,  aproxime,  integre. 


y 


EJEMPLO  1  La  region  acotada  por  y  =  l/Vx,  el  eje  x,x  =  1  y  x  =  4  se  hace 


gi¬ 


rar  en  torno  al  eje  y.  Encuentre  el  volumen  del  solido  resultante. 


SOLUCION  Con  base  en  la  figura  3,  vemos  que  el  volumen  del  cascaron  que  se  ge¬ 
nera  por  la  rebanada  es 


AC  ~  27 rxf(x)  Ax 

que,  para /(jt)  =  1/ Vx,  se  convierte  en 

AC  ~  27 tx — i=Ax 

Vx 
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Entonces,  el  volumen  se  encuentra  por  medio  de  integration. 
V  =  2tt  f  x~^J=  dx  =  2tt  x 1/2  dx 


=  277  — 


f 4  1  , 

Jx  Vx 

= 

U  Jx 


(2  2 

=  2t 7  --8  -  --1 

V3  3 


g|  EJEMPLO  2  La  region  acotada  por  la  recta  y  =  ( r/h)x ,  el  eje  x  y  x  =  h  se  hace 
girar  alrededor  del  eje  jc,  y  por  ello  se  genera  un  cono  (suponga  que  r  >  0,  h  >  0).  En- 
cuentre  su  volumen  por  el  metodo  de  los  discos  y  por  el  metodo  de  los  cascarones. 

SOLUCION 

Metodo  de  los  discos  Siga  los  pasos  sugeridos  por  la  figura  4;  esto  es,  rebane,  aproxi- 
me,  integre. 

r 2  fh  2  r2[x3f  7 rr2h3  1  2 

V  =  7T  r  /  X  dx  =  7 T—t;  —  =  - 7—  =  “777  AT 

h2J0  h2  L  3  Jo  3h2  3 


r2/i3  1 


=  ~Trr2h 
3 


Metodo  de  los  cascarones  Siga  los  pasos  sugeridos  por  la  figura  5.  Entonces  el  volu¬ 
men  es 


Figura  5 

Como  era  de  esperarse,  ambos  metodos  dan  la  bien  conocida  formula  para  el  volumen 
de  un  cono  circular  recto.  ■ 


H  EJEMPLO  3  Encuentre  el  volumen  del  solido  generado  al  hacer  girar  en  torno 
al  eje  y,  la  region  en  el  primer  cuadrante  que  esta  por  encima  de  la  parabola  y  =  x2  y  por 
debajo  de  la  parabola  y  =  2  -  x2. 
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SOLUCION  Un  vistazo  a  la  region  (parte  izquierda  de  la  figura  6)  debe  convencerle 
de  que  las  rebanadas  horizontales  que  conducen  al  metodo  de  los  discos  no  son  la 
mejor  election  (ya  que  la  frontera  de  la  derecha  consta  de  dos  partes  de  dos  curvas,  ha- 
ciendo  necesario  usar  dos  integrales).  Sin  embargo,  las  rebanadas  verticales,  que  resul¬ 
tan  en  cascarones  esfericos,  funcionaran  bien. 

V  =  f  2ttx(2  —  2x2)  dx  =  4 it 
Jo 


=  477 


>v 

2 


.411 


=  477 


3.14 


y 


2-jfi-  *2_ L  J 


V. 


X*  ’  ■ ' 1 


/ 

K  V  =  r 


.r 


AV  =  2ti.v(2  -x2  -  x1)  A.v 
V  =  [  2nx  (2-2 x2)dx 


Figura  6 


Figura  7 


Reuniendo  todo  Aunque  la  mayorfa  de  nosotros  puede  dibujar  razonablemente 
bien  una  figura  plana,  algunos  lo  haran  menos  bien  al  dibujar  solidos  en  tres  dimensio- 
nes.  Pero  no  existe  una  ley  que  diga  que  tenemos  que  dibujar  un  solido  para  calcular  su 
volumen.  Por  lo  comun,  bastara  con  una  figura  plana,  siempre  que  podamos  visualizar 
en  nuestras  mentes  el  solido  correspondiente.  En  el  ejemplo  siguiente  vamos  a  imagi- 
nar  que  hacemos  girar,  respecto  a  varios  ejes,  la  region  R  de  la  figura  7.  Nuestra  tarea  es 
formular  y  evaluar  una  integral  para  el  volumen  del  sdlido  resultante  y  vamos  a  hacerlo 
viendo  la  figura  plana. 


EJEMPLO  4  Formule  y  evalue  una  integral  para  el  volumen  del  solido  que  re- 


sulta  cuando  la  region  R,  que  se  muestra  en  la  figura  7,  se  hace  girar  en  torno 


(a)  el  eje  x, 

(c)  la  recta  y  =  — 1, 


SOLUCION 

(a) 


(b)  el  eje  y, 

(d)  la  recta  x  =  4. 


Metodo  de  los  discos 
AV  ~  7t(3  +  2x  -  x2)2  Ax 

3 

V  =  K  |  (3  +  2x  -  x2)2  dx 


'=JC  f( 

Jo 


x2)2  dx  ~ 


153 


77  «  96.13 
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V 


x1)  dx 


70.69 


Tecnologia 

En  las  cuatro  partes  de  este  ejemplo, 
el  integrando  resulto  ser  un  polino- 
mio;  pero  encontrar  el  polinomio 
implica  algunos  desarrollos  largos. 
Una  vez  que  las  integrales  estan 
configuradas,  evaluarlas  es  una  tarea 
ideal  para  un  CAS. 


Metodo  de  las  arandelas 
j  AV~  Jl[(4  +  2x-x2)2-  l2]  A.V  j 

i  V  =  Jtj '  [(4  + Zx-x2)2-  1]  dx  \ 


x2)2  —  1]  dx 


152.68 


V  =  2tt  f  (4  - 

Jo 


99 

x)(3  +  2jc  —  x 2)  dx  =  —77 


155.51 


Observe  que  en  los  cuatro  casos  los  limites  de  integration  son  los  mismos;  es  la  region 
plana  original  la  que  determina  estos  limites.  H 
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Revision  de  conceptos 

1.  El  volumen  AF  de  un  cascaron  delgado  cillndrico  de  radio  x, 

altura/(x)  y  grosor  Ax  esta  dado  por  AF  ~ _ . 

2.  La  region  triangular  R  acotada  por  y  =  x,  y  =  0  y  x  =  2,  se  ha- 

ce  girar  en  torno  al  eje  y,  generando  un  solido.  El  metodo  de  los 
cascarones  produce  la  integral _ como  su  volumen;  el  meto¬ 
do  de  las  arandelas  da  la  integral  _ _ como  su  volumen. 


3.  La  region  R  de  la  pregunta  2  se  hace  girar  en  torno  a  la  recta 

x  =  —  1,  generando  un  solido.  El  metodo  de  los  cascarones  da  la  inte¬ 
gral  _ como  su  volumen. 

4.  La  region  R  de  la  pregunta  2  se  hace  girar  en  torno  a  la  recta 

y  —  —  1,  generando  un  solido.  El  metodo  de  los  cascarones  da  la  inte¬ 
gral  _ como  su  volumen. 


Conjunto  de  problemas  5.3 

En  los  problemas  del  1  al  12  encuentre  el  volumen  del  solido  que  se  ge¬ 
nera  cuando  la  region  R,  acotada  por  las  curvas  dadas,  se  hace  girar  en 
torno  al  eje  que  se  indica.  Haga  esto  mediante  los  siguientes  pasos. 

(a)  Dibitje  la  region  R. 

(b)  Muestre  una  rebanada  rectangular  representativa  marcada  de 
manera  adecuada. 

(c)  Escriba  una  formula  para  aproximar  el  volumen  del  cascaron  ge- 
nerado  por  esta  rebanada. 

(d)  Formule  la  integral  correspondiente. 

(e)  Evah'ie  la  integral. 


1.  y 

2. 

3. 


— ,  x  =  l,x 

X 

X 2,  X 


4,  y  =  0;  alrededor  del  eje  y 
—  1,  y  =  0;  alrededor  del  eje  y 
Vx,  x  =  3,  y  =  0;  alrededor  del  eje  y. 

9  -  x2(x  a  0),  x  =  0,  y  -  0;  alrededor  del  eje  y 
Vx,  x  =  5.  y  =  0;  alrededor  de  la  recta  x  =  5 
9  -  x2(x  s0),t  =  0,)'  =  0;  alrededor  de  la  recta 


7.  y  = 

8.  y  = 


9.  x 

10.  x 

11.  x 

X 


-  „2 


;jx3  +  1,  y  =  1  —  x,  x  =  1;  alrededor  del  eje  y 
x2,  y  =  3x;  alrededor  del  eje  y 
y~,  y  =  1,  x  =  0;  alrededor  del  eje  x 
Vy  +  1,  y  =  4,  x  =  0,  y  =  0;  alrededor  del  ejex 
y2,  y  =  2,  x  =  0;  alrededor  de  la  recta  y  =  2 
\Zly  +  1,  y  =  2,  x  =  0,  y  =  0;  alrededor  de  la  recta 


12. 

y  =  3 

13.  Considere  la  region  R  (vease  la  figura  8).  Formule  una  inte¬ 
gral  para  el  volumen  del  solido  que  se  obtiene  cuando  se  hace  girar  R 
alrededor  de  la  recta  dada,  utilice  el  metodo  que  se  indica. 

(a)  El  eje  x  (arandelas)  (b)  El  eje  y  (cascarones) 

(c)  La  recta  x  =  a  (cascarones)  (d)  La  recta  x  =  b  (cascarones) 

i-v 


y 


3 

d-\ 


Figura  8 


Figura  9 


14.  En  la  figura  9  se  muestra  una  region  R.  Formule  una  integral 
para  el  volumen  del  solido  que  se  obtiene  cuando  se  hace  girar  R  al¬ 
rededor  de  cada  recta.  Utilice  el  metodo  que  se  indica. 


(a)  El  eje  y  (arandelas)  (b)  El  eje  x  (cascarones) 

(c)  La  recta  y  =  3  (cascarones) 

15.  Dibuje  la  region  R  acotada  por  y  =  1/x3,  x—  1 ,  x  =  3  y  y  =  0. 
Formule  (pero  no  evalue)  integrales  para  cada  uno  de  lo  siguiente. 

(a)  El  area  de  R. 

(b)  El  volumen  del  solido  que  se  obtiene  cuando  se  hace  girar  R  en 
torno  al  eje  y. 

(c)  El  volumen  del  solido  que  se  obtiene  cuando  se  hace  girar  R  al¬ 
rededor  de  la  recta  y  =  -1 . 

(d)  El  volumen  del  solido  que  se  obtiene  cuando  se  hace  girar  R  al¬ 
rededor  de  la  recta  x  =  4. 

16.  Siga  las  instrucciones  del  problema  15  para  la  region  acotada 
por  y  =  x3  +  1  y  y  =  0  y  entre  x  =  0  y  x  =  2. 

17.  Encuentre  el  volumen  del  solido  que  se  genera  al  hacer  girar 
la  region  R  acotada  por  las  curvas  x  =  Vy  y  x  =  y3/ 32  alrededor  del 
eje  x. 

18.  Siga  las  instrucciones  del  problema  17,  pero  haga  girar  R  al¬ 
rededor  de  la  recta  y  =  4. 

19.  Se  perfora  un  agujero  redondo  de  radio  a  que  pasa  por  el 
centro  de  una  esfera  solida  de  radio  b  (suponga  que  b  >  a).  Encuen¬ 
tre  el  volumen  del  solido  que  queda. 

20.  Establezca  la  integral  (utilizando  cascarones)  para  el  volu¬ 
men  del  toro  que  se  obtiene  al  hacer  girar,  alrededor  de  la  recta  x  =  b, 
la  region  interior  del  cfrculo  x2  +  y2  =  a2,  en  donde  b  >  a.  Despues 
evalue  esta  integral.  Sugerencia:  cuando  simplifique,  le  puede  ayudar 
considerar  una  parte  de  esta  integral  como  un  area. 

21.  La  region  en  el  primer  cuadrante  acotada  por  x  =  0,y  =  sen(x2) 
y  y  =  cos(x2)  se  hace  girar  alrededor  del  eje  y.  Encuentre  el  volumen 
del  solido  resultante. 

22.  La  region  acotada  por  y  =  2  +  sen  x,  y  =  0,  x  =  0  y  x  =  2ir,  se 
hace  girar  en  torno  al  eje  y.  Encuentre  el  volumen  que  resulta. 

Sugerencia:  J x  sen  x  dx  =  sen  x  -  x  cos  x  +  C. 

23.  Sea  R  la  region  acotada  por  y  =  x2  y  y  =  x.  Encuentre  el  volu¬ 
men  del  solido  que  resulta  cuando  R  se  hace  girar  alrededor  de: 

(a)  el  ejex;  (b)  el  eje y;  (c)  la  recta y  =  x. 

24.  Suponga  que  conocemos  la  formula  S  =  Airr  para  el  area  de 
la  superficie  de  una  esfera,  pero  no  conocemos  la  formula  correspon¬ 
diente  para  su  volumen  V.  Obtenga  esta  formula  rebanando  la  esfera 
solida  en  delgados  cascarones  esfericos  concentricos  (vease  la  figura 
10).  Sugerencia:  el  volumen  AF  de  un  cascaron  delgado  esferico  de 
radio  exterior  x  es  AF »  4-7rx2Ax. 
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25.  Considere  una  region  de  area  5  en  la  superficie  de  una  esfera 
de  radio  r.  Encuentre  el  volumen  del  solido  que  resulta  cuando  cada 
punto  de  esta  region  se  conecta  con  el  centra  de  la  esfera  mediante 
un  segmento  de  recta  (vease  la  figura  11).  Sugerencia:  utilice  el  meto- 
do  de  cascarones  esfericos  mencionado  en  el  problema  24. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  2 vxf(x)  Ax 


2.  2tt 


/  X 2  dx\  7 T 
Jo  Jo 


(4  —  y~)  dy  3.  27r  /(1  +  x)x  dx 


f 


4.  277 

Jo 


(1  +  >’)(2  -  y)  dy 


5.4 

Longitud  de 
una  curva  plana 


/C'ual  es  la  longitud  de  la  curva  espiral  que  se  muestra  en  la  figura  1?  Si  fuese  un  pedazo 
de  cuerda,  la  mayorta  de  nosotros  la  estirarfamos  y  la  medirtamos  con  una  regia.  Pero 
si  es  la  grafica  de  una  ecuacion,  resulta  mas  diffcil  de  hacer. 

Un  poco  de  reflexion  sugiere  una  pregunta  previa.  ,;,Que  es  una  curva  plana?  Hasta 
ahora  hemos  utilizado  el  termino  curva  de  manera  informal,  con  frecuencia,  en  refe¬ 
renda  a  la  grafica  de  una  funcion.  Este  es  el  momento  de  ser  mas  precisos,  aun  para 
curvas  que  no  son  graficas  de  funciones.  Comenzaremos  con  varios  ejemplos. 

La  grafica  de  y  =  sen  x,  0  <  x  <  7r  es  una  curva  plana  (vease  la  figura  2).  Tambien  lo 
es  la  grafica  de  x  =  y2,  -2  <  y  <  2  (vease  la  figura  3).  En  ambos  casos,  la  curva  es  la 
grafica  de  una  funcion,  la  primera  de  la  forma  y  =f(x),  la  segunda  de  la  forma  x  =  g(y). 
Sin  embargo,  la  curva  espiral  no  se  ajusta  a  ninguno  de  estos  patrones.Tampoco  la  cir- 
cunferencia  x2  +  y2  =  a 2,  aunque  en  este  caso  podrfamos  considerarla  como  la  grafica 
combinada  de  las  dos  funciones  y  —  f(x)  =  V«2  —  x2  y  y  —  g(x)  =  —  Va2  —  x2. 


Figura  1 


Figura  2  Figura  3 


0  <  i  <  2tc 


La  circunferencia  sugiere  otra  manera  de  pensar  con  respecto  a  las  curvas.  De  tri- 
gonometrfa,  recuerde  que 

x  =  a  cos  t,  y  —  a  sen  t,  0  s  t  <  27t 

describen  la  circunferencia  x2  +  y2  =  a2  (vease  la  figura  4).  Considere  a  t  como  el  tiem- 
po  y  que  x  y  y  dan  la  posicion  de  una  partfcula  en  el  instante  t.  La  variable  t  se  denomi- 
na  parametro. Tanto  x  como  y  se  expresan  en  terminos  de  este  parametro.  Decimos  que 
x  —  a  cos  t,y  =  a  sen  f,  0  <  f  <  27r,  son  ecuaciones  parametricas  que  describen  a  la  circun¬ 
ferencia. 

Si  tuviesemos  que  graficar  las  ecuaciones  parametricas  x  =  t  cos  t,y  =  t  sen  t,Ost< 
577,  obtendrfamos  una  curva  parecida  a  la  espiral  con  la  que  iniciamos.  Incluso,  pode- 
mos  pensar  en  la  curva  seno  (figura  2)  y  la  parabola  (figura  3)  en  forma  parametrica. 
Escribimos 


Figura  4 


x  =  t. 


y  =  sen  t , 


0  s  (  <  jt 
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6  + 


4  + 


2  + 


x  =  2t  +  1 ,  y  =  t2  -  1 
0  <  r  <  3 


t 

X 

y 

0 

1 

-i 

1 

3 

0 

2 

5 

3 

3 

7 

8 

-Hi  f 

/ 


,.-2" 


Figura  5 


y 

x  =  t2,  y  =  t,  -2  <  f  <  2 

Asf,  para  nosotros,  una  curva  piana  esta  determinada  por  un  par  de  ecuaciones  pa- 
rametricasx  =/(/), y  =  g(t),  n  donde  suponemos  que/y  g  son  continuas  en  el 

intervalo  dado.  Conforme  t  aumenta  deaafe,  el  punto  (x,y)  traza  una  curva  en  el  pia¬ 
no.  He  aquf  otro  ejemplo. 

B  EJEMPLO  1  1  Dibuje  la  curva  determinada  por  las  ecuaciones  parametricas 
x  =  2t  +  \,y  =  t2—  l,0s(<3. 

SOLUCION  Construimos  una  tabla  de  valores,  con  tres  columnas,  despues  trazamos 
las  parejas  ordenadas  (x,y),  y  por  ultimo  conectamos  estos  puntos  en  el  orden  crecien- 
te  de  t ,  como  se  muestra  en  la  figura  5.  Para  producir  tal  grafica,  puede  utilizarse  una 
calculadora  grafica  o  un  CAS  (del  ingles  computer  algebra  sistem:  sistema  de  algebra 
computacional).  Por  lo  regular,  tal  software  produce  una  grafica  creando  una  tabla,  al 
igual  que  nosotros,  y  conecta  los  puntos.  ■ 


En  realidad,  la  definition  que  hemos  dado  es  demasiado  amplia  para  los  proposi- 
tos  que  tenemos  en  mente,  as!  que  de  inmediato  nos  restringiremos  a  lo  que  se  denomi- 
na  curva  suave.  El  adjetivo  suave  se  eligio  para  indicar  eso  como  un  objeto  que  se 
mueve  a  lo  largo  de  la  curva,  de  modo  que  su  position  en  el  instante  f,  que  es  ( x ,  y),  no 
sufrira  cambios  repentinos  de  direction  (la  continuidad  de  /'  y  de  g',  aseguran  esto)  y 
no  se  detiene  ni  regresa  por  la  misma  curva  (esto  se  asegura  si /'(f)  y  g'(t)  no  son  cero 
de  manera  simultanea). 


Definition 

Una  curva  plana  es  suave  si  esta  determinada  por  un  par  de  ecuaciones  parametri¬ 
cas  x  =f(t),y  =g(t),  as  f  =£  b,  en  donde/'  y  g'  existen  y  son  continuas  en  [a,b],y  f(t) 
y  g'( t)  no  son  cero  de  manera  simultanea  en  (a.  b). 


x  —  t  sen?,  y  =  1  -  cos/ 
0  —  /  —  4  71 


t 

x(t) 

yd) 

0 

0.00 

0 

31/2 

0.57 

l 

jr 

3.14 

2 

3jc/2 

5.71 

1 

2jt 

6.28 

0 

53t/2 

6.85 

1 

9.42 

2 

73i/2 

10.00 

1 

4jt 

12.57 

0 

La  forma  en  que  una  curva  se  parametriza,  esto  es,  la  forma  en  que  se  eligen  las 
funciones /(f)  y  g(f)  y  el  dominio  para  f,  determina  una  direction  positiva.  Por  ejemplo, 
cuando  f  =  0,  en  el  ejemplo  1  (figura  5), la  curva  esta  en  el  punto  (1,-1), y  cuando  f  =  1, 
la  curva  esta  en  (3,  0).  Cuando  f  aumenta  desde  1  =  0  hasta  f  =  3,  la  curva  sigue  una 
trayectoria  de  (1,-1)  a  (7,  8).  Esta  direction,  que  a  menudo  se  indica  por  medio  de 
una  flecha  en  la  curva,  como  se  muestra  en  la  figura  5,  se  denomina  la  orientation  de  la 
curva.  La  orientation  de  una  curva  es  irrelevante  para  la  determination  de  su  longitud, 
pero  en  problemas  que  encontraremos  mas  adelante  en  el  texto,  la  orientation  es 
importante. 

BPjTjTEMPL O  2~j  Dibuje  la  curva  determinada  por  medio  de  las  ecuaciones  para¬ 
metricas  x  =  f  —  sen  t,y  =  1  —  cos  f,  0  <  t  <  477.  Indique  la  orientation.  ^La  curva  es  suave? 

SOLUCION  La  tabla  que  muestra  los  valores  de  x  y  y  para  varios  valores  de  f,  desde 
0  hasta 477, gufa  a  la  grafica  de  la  figura  6. Esta  curva  no  es  suave  aunque xy y  son  fun¬ 
ciones  diferenciables  de  f.  El  problema  es  que  dx/dt  =  1  —  cos  f  y  dy/dt  =  sen  f  son  0  de 
forma  simultanea  cuando  f  =  27r.  El  objeto  baja  lentamente  hasta  detenerse  en  el  ins¬ 
tante  f  =  277,  luego  empieza  a  subir  en  una  nueva  direction.  #1 

La  curva  descrita  en  el  ejemplo  2  se  denomina  cicloide.  Describe  la  trayectoria  de 
un  punto  fijo  en  el  borde  de  una  rueda  de  radio  1,  cuando  la  rueda  se  hace  rodar  a  lo 
largo  del  eje  x.  ( Vease  el  problema  18  para  una  deduction  de  este  resultado). 


Figura  6 


Longitud  de  arco  Por  ultimo,  estamos  preparados  para  la  pregunta  principal. 
^,Que  significa  la  longitud  de  la  curva  suave  dada  de  forma  parametrica  por  x  =f{t), 
y  =  g(f),  a  <  f  <  bl 
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y 


X 


Divida  el  intervalo  [a,  b]  en  n  subintervalos  por  medio  de  los  puntos  t,: 

a  =  t0  <  tx  <  t2  <  ■■■  <  tn  =  b 

Esto  corta  a  la  curva  en  n  pedazos  con  correspondientes  puntos  extremos  Q0,  Qh 
Q2 , . . . ,  Q,„  como  se  muestra  en  la  figura  7. 

Nuestra  idea  es  aproximar  la  curva  por  medio  del  segmento  de  linea  poligonal 
indicada,  calcular  su  longitud  total  y  despues  tomar  el  limite  cuando  la  norma  de  la  par¬ 
tition  tiende  a  cero.  En  particular,  aproximamos  la  longitud  As,  del  /-esimo  segmento 
(vease  la  figura  7)  por 


As,-  «  Air,  =  V(Ax,)2  +  (Ay,)2 

=  V[/(t;)  -  f(t,^)]2  +  [g(f,-)  -  git^)]2 

Del  teorema  del  valor  medio  para  derivadas  (teorema  3.6A),  sabemos  que  existen 
puntos  tj  y  ?,  en  (t,_ j,  t,)  tales  que 


Figura  7 


rn  -  fin- 1)  =  f’(W  A t, 


g(t<)  -  g{ti- 1)  =  g'Qi)  A ti 


en  donde  At,  =  /,  —  f,_] .  Por  lo  tanto. 


A  =  V[f'(li)  At,]2  +  [g'(?<)  A  ti]2 
=  V[/'(t,)]2  +  [^'(f,)]2  At,- 

y  la  longitud  total  del  segmento  de  linea  poligonal  es 


2aw,-=  ^Vlrm2  +  [^'(?,)]2  At,. 

i=i  (=i 

La  ultima  expresion  es  casi  una  suma  de  Riemann,  la  unica  dificultad  es  que  t,-  y  t, 
no  parecen  ser  el  misrno  punto.  Sin  embargo,  se  demuestra  en  textos  de  calculo  avanza- 
do  que  en  el  limite  (cuando  la  norma  de  la  particion  tiende  a  0)  esto  no  importa.  Por  es¬ 
to,  podemos  definir  la  longitud  de  arco  L  de  la  curva  como  el  limite  de  la  expresion 
anterior  cuando  la  norma  de  la  particion  tiende  a  cero;  es  decir, 


Dos  casos  especiales  son  de  gran  interes.  Si  la  curva  esta  dada  por  y  =/(x),  a  <r  <  b, 
tratamos  a  x  como  el  parametro  y  el  resultado  del  recuadro  toma  la  forma 


De  manera  analoga,  si  la  curva  esta  dada  por  x  =  g(y), c<y^d,  consideramos  a  y  como 
el  parametro,  obteniendo 


Estas  formulas  dan  los  resultados  conocidos  para  circulos  y  segmentos  de  recta, 
como  lo  ilustran  los  siguientes  dos  ejemplos. 
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Figura  8 


Figura  9 


||  EJEMPLO  3 


Encuentre  el  perfmetro  de  la  circunferencia  x2  +  v2  =  a2. 


SOLUCION  Escribimos  la  ecuacion  de  la  circunferencia  en  forma  parametrica:  x  =  a 
cos  r.  y  =  a  sen  (,0s(<  2i t.  Entonces  dx/dt  =  - a  sen  t,  dy/dt  =  a  cos  ?,  y  por  la  primera 
de  nuestras  formulas. 


Iff  EJEMPLO  4 


Encuentre  la  longitud  del  segmento  de  recta  de  yl(0, 1)  a  B(5, 13). 


SOLUCION  El  segmento  de  recta  dado  se  muestra  en  la  figura  8.  Observe  que  la 
ecuacion  de  la  recta  correspondiente  es  y  =  yx  +  1,  de  modo  que  dy/dx  =  y;  y  asi, 
por  la  segunda  de  las  tres  formulas  para  la  longitud, 


=  13 


Esto  coincide  con  el  resultado  que  se  obtiene  por  medio  de  la  formula  de  distancia.  Si 


B  IJIMPIO  5  Encuentre  la  longitud  del  arco  de  la  curva  y  =  x ^2,  desde  el  punto 
(1,  1)  hasta  el  punto  (4,8)  (vease  la  figura  9). 


E3  SOLUCION  Empezamos  por  estimar  esta  longitud  encontrando  la  longitud  del 
segmento  que  va  de  (1, 1)  a  (4,8):  ^(4  —  l)2  +  (8  —  l)2  =  V58  ~  7.6.  La  longitud 
real  debe  ser  un  poco  mayor. 

Para  el  calculo  exacto,  observamos  que  dy/dx  =  |jt1//2,  de  modo  que 

L~  l  V1  +  (I'1'2)  dx~  j 'J' +  rdx 

Sea  u  —  1  +  |x:  entonces  du  =  \dx.  De  aqui  que, 


/ 


1  +  —x  dx 
4 


u 


4  ? 

Vt<  du  =  7.yw3/2  +  C 
9  3 


s  /  9  y/2 

~VV  +  4X'  +C 


Por  lo  tanto, 

r4 


1  +  —x  dx  = 

i  v  4 


27 


9  W2 

4X 


*-( io-v2  - 

27  V  8  / 


7.63 


Para  la  mayor  parte  de  los  problemas  de  longitud  de  arco  es  facil  configurar  la  in¬ 
tegral  definida  que  proporciona  la  longitud.  Solo  es  cosa  de  sustituir  las  derivadas  ne- 
cesarias  en  la  formula.  Sin  embargo,  con  frecuencia  es  diffcil,  si  no  imposible,  evaluar 
estas  integrates  por  medio  del  Segundo  Teorenta  Fundamental  del  Calculo,  a  conse- 
cuencia  de  la  dificultad  de  determinar  las  antiderivadas.  Para  muchos  problemas  debe- 
mos  recurrir  a  una  tecnica  numerica  tal  como  la  regia  de  la  parabola,  descrita  en  la 
seccion  4.6,  para  obtener  una  aproximacion  a  la  integral  definida. 


|B1  I  J  EM  Pl.O  6  j  Dibuje  la  grafica  de  la  curva  dada  de  forma  parametrica  porx  =  2 
cos  t,y  =  4  sen  t,  0=£  t  <  ir.  Establezca  una  integral  definida  que  proporcione  la  longitud 
del  arco  y  aproxime  esta  integral  definida  por  medio  de  la  regia  de  la  parabola  con 
n  =  8. 
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x  =  2  cosr,  y  =  4  sen t 
0<t<n 


i 

0 

n/6 

71/3 

71/2 

27t/3 
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Figura  10 
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SOLUCION  La  grafica  (vease  la  figura  10)  se  dibujo,  como  en  los  ejemplos  anterio- 
res,  construyendo  primero  una  tabla  de  valores  con  tres  columnas.  La  integral  definida 
que  proporciona  la  longitud  del  arco  es 


L  = 


dx\2 
~dt  ) 


dy\ 2 

dt) 


dt 


=  /  V(  —  2  sen  t )2  +  (4  cos  t )2  c/r 
Jo 

=  PlVic 

Jo 

=  2  Tvr 

Jo 


sen*1 1  +  4  cos2 1  dt 


3  cos2 1  dt 


Esta  integral  definida  no  puede  evaluarse  por  medio  del  Segundo  Teorema  Fundamen¬ 
tal  del  Calculo.  Sea  f(t)  =  Vl  +  3  cos2 1.  La  aproximacion  por  medio  de  la  regia  de 
la  parabola  con  n  =  8  es 


77  —  0 


3-8 


m  +  4/(  - )  +  2/ 


IT 


(  h 4-  Af(  3E 


577  \ 


+  4^  T  +2f 


Vs  J 

f  677 


V  8 


4/ 

4/ 


8 

n 77 
V  8 
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/  477 

V  8“ 


+  /(^) 


2  —  [2.0  +  4-1.8870  +  2-1.5811  +  4-1.1997  +  2-1.0 


+  4-1.1997  +  2-1.5811  +  4-1.8870  +  2.0)] 


9.6913 


u 
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Figura  1 1 


Diferencial  de  la  longitud  de  arco  Sea  / continuamente  diferenciable  en  [ a , 
b],  Para  cada  x  en  (a,  b),  definase  s(tt)  como 


s(x)  =  f  Vl  +  [f'{u)]2  du 

J  a 


Entonces,  s(x)  da  la  longitud  del  arco  de  la  curva  y  —f(u)  desde  el  punto  ( a,f(a ))  hasta 
(x,f(x))  (vease  la  figura  11).  Por  medio  del  Primer  Teorema  Fundamental  del  Calculo 
(teorema  4.3A), 


,/  s  ds 

s  w  ‘  Tx 


VT+Irw? 


Por  lo  que  ds,  la  diferencial  de  la  longitud  del  arco.  puede  escribirse  como 


ds  —  / 1  +  (  -p-']  dx 
dx  J 


dx 


En  efecto,  dependiendo  de  como  se  parametrice  una  grafica,  llegamos  a  tres  formulas 
para  ds: 


Algunas  personas  prefieren  recordar  estas  formulas  escribiendo  (vease  la  figura 

12) 


Figura  12 


{ds)2  -  {dx)2  +  { dy )2 
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Figura  13 


Figura  14 


Figura  15 


Las  tres  formas  surgen  de  dividir  y  multiplicar  el  lado  derecho  por  (dx)2,  ( dy )2  y  (dtj2, 
respectivamente.  Por  ejemplo, 


(ds)2 


’( dx )2 
.  {dx)2 


( dy)2' 
{dx)2_ 


{dx)2 


{dx)2 


que  da  la  primera  de  las  tres  formulas. 

Area  de  una  superficie  de  revolucion  Si  se  hace  girar  una  curva  plana  suave 
alrededor  de  un  eje  en  su  piano,  genera  una  superficie  de  revolucion,  como  se  ilustra  en 
la  figura  13.  Nuestra  meta  es  determinar  el  area  de  tal  superficie. 

Para  empezar,  introducimos  la  formula  para  el  area  de  un  tronco  o  cono  truncado. 
Un  tronco  o  cono  truncado  es  la  parte  de  la  superficie  de  un  cono  comprendida  entre 
dos  pianos  perpendiculares  al  eje  del  cono  (sombreado  en  la  figura  14).  Si  un  cono 
truncado  tiene  radios  de  sus  bases  r1  y  r2,  y  altura  oblicua  /,  entonces  su  area  A  esta 
dada  por 

( rj  +  ri\ 

A  =  27rl  — - — -  1  €  =  2-77-(radio  promedio)  •  (altura  oblicua) 


La  deduction  de  este  resultado  solo  depende  de  la  formula  para  el  area  de  un  tirculo 
(vease  el  problema  31). 

Supongase  que  y  =/( jc),  a<x^b  determina  una  curva  suave  en  la  mitad  superior 
del  piano  xy,  como  se  muestra  en  la  figura  15.  Dividase  el  intervalo  [ a ,  b ]  en  n  pedazos 
por  medio  de  los  puntos  a  =  x 0  <  X]  <  •••  <  xn  =  b,  y  por  ello  tambien  se  divide  a  la 
curva  en  n  partes.  Denotese  con  As,  a  la  longitud  del  i-esimo  pedazo  y  sea  yt  la  orde- 
nada  de  un  punto  de  ese  pedazo.  Cuando  la  curva  se  hace  girar  alrededor  del  eje  x, 
genera  una  superficie  y  el  pedazo  representative  genera  una  banda  angosta.  El  “area” 
de  esta  banda  podrfa  aproximarse  a  la  de  un  cono  truncado,  esto  es,  aproximadamente 
2-7ry(As,.  Cuando  sumamos  las  contribuciones  de  todos  los  pedazos  y  tomamos  el  limite 
cuando  la  norma  de  la  partition  tiende  a  cero,  obtenemos  lo  que  definimos  como  el 
area  de  la  superficie  de  revolucion.  Todo  esto  esta  indicado  en  la  figura  16.  Asi,  el  area 
de  la  superficie  es 

n 

[b 

=  2-7 t  J  y  ds 

J  a 

rb  _ 

=  2tt-  /  f(x)V  1  +  [f'{x)f  dx 

J  a 


B  EJEMPLO  7 

cer  girar  la  curva  y 


Encuentre  el  area  de  la  superficie  de  revolucion  generada  al  ha- 
=  V^,0  <  x  £  4,  en  torno  al  eje  x  (vease  la  figura  17). 


SOLUCION  Aqui,/(*)  =  Vxyf'(x)  =  1/(2  Vx).  Asf, 


A  =  2tt  I  VxJ  1  +  —  dx  =  277 
4x 


Vx 


4x  +  1 


V 4x  +  1  dx  = 


+  i)w 


4x 

4 


dx 


4  3 


o 


=  ~(173/2  -  l3/2)  =4  36.18 
6 


Figura  17 


Si  la  curva  se  da  en  forma  parametrica  por  x  =  f(t),y  =  g(t),  a-^t<b,  entonces  la 
formula  para  el  area  de  la  superficie  se  transforma  en 


pb  pb 

A  =  2ir  yds  =  2it  g{t)V[f  (f)]2  +  [g'(t)]2dt 

J  a  J  a 
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Revision  de  conceptos 

1.  La  grafica  de  las  ecuaciones  parametricas  x  =  4  cos  t,  y  =  4 

sen  t,  0  £  t <  2i7,  es  una  curva  denominada _ . 

2.  La  curva  determinada  por  y  =  x2  +  L  0  —  x  ■&  4,  puede  poner- 
se  en  forma  parametrica  mediante  x  como  el  parametro  al  escribir  x 

= - ,y  = - — • 


3.  La  formula  para  la  longitud  L  de  la  curva  x  =  /(r),  y  =  g(t), 

a&t^b,esL  = _ . 

4.  La  demostracion  de  la  formula  para  la  longitud  de  una  curva 

depende  fuertemente  de  un  teorema  anterior  llamado  _ _ . 


Con  junto  de  problemas  5.4 

[5]  En  los  problemas  del  1  al  6  encuentre  la  longitud  de  la  curva  que 
se  indica. 

1.  y  —  4x3^2  entre  x  =  1/3  y  x  =  5 

2.  y  =  |(x2  +  l)3/2  entre  x  —  1  y  x  —  2 

3.  y  =  (4  —  x2/3)3/2  entre  x  —  1  y  x  =  8 

4.  y  =  ( x 4  +  3)/(6x)  entre  x  =  1  y  x  =  3 

5.  x  -  y4/16  +  1/ (2_y2)  entre  y  =  -3  y  y  =  -2 

Sugerencia:  observe  los  signos  Vu2  =  —  u  cuando  u  <  0. 

6.  30xy3  -  ys  =  15  entre  y  =  1  y  y  =  3 

En  los  problemas  del  7  al  10  dibuje  la  grafica  de  la  ecuacion  parame¬ 
trica  dada  y  determine  su  longitud. 

1.  x  =  t3/ 3,  y  =  f2/2;  0  <  t  <  1 

8.  x  —  3t2  +  2,  y  =  2 13  -  1/2;  1  <  r  <  4 

9.  x  =  4  sen  f,  y  =  4  cos  t  -  5;  0  ^  t  s  -n 

10.  x  =  V5  sen  2t  -  2,  y  =  V5  cos  2t  -  V3;  Osis  7r/4 

11.  Utilice  una  integracion  en  x  para  determinar  la  longitud  del 
segmento  de  la  recta  y  =  2x  +  3,  entre  x  =  1  y  x  =  3.  Verifique  por  me¬ 
dio  de  la  formula  de  distancia. 

12.  Utilice  una  integracion  en  y  para  encontrar  la  longitud  del 
segmento  de  recta  2y  -  2x  +  3  =  0,  entre  y  =  1  y  y  =  3.  Verifique  por 
medio  de  la  formula  de  distancia. 

En  los  problemas  del  13  al  16  establezca  una  integral  definida  que 
proporcione  la  longitud  del  arco  de  la  curva  dada.  Aproxime  la  inte¬ 
gral  por  medio  de  la  regia  de  la  parabola  con  n  =  8. 

13.  *  =  ?,  y  =  f2;  0  <  t  <  2 

14.  jt  =  t2,  y  =  Vr;  1  s  t  <  4 

15.  jc  =  sen  t,  y  =  cos  2(;  0  s  i  <  7r/2 

16.  x  =  t,  y  =  tan  f;  0  ^  t  <  7r/4 

17.  Dibuje  la  grafica  de  la  hipocicloide  de  cuatro  vertices  x  =  a 
sen3  r, y  =  a  cos3  (,0sts 2 ir, y  encuentre  su  longitud.  Sugerencia:  por 
simetrfa,  usted  puede  multiplicar  por  cuatro  la  longitud  de  la  parte  en 
el  primer  cuadrante. 

18.  Inicialmente,  un  punto  P  en  el  horde  de  una  rueda  de  radio  a 
esta  en  el  origen.  Conforme  la  rueda  avanza  a  la  derecha  a  lo  largo 
del  eje  .r,  P  describe  una  curva  denominada  cicloide  (vease  la  figura 
18).  Deduzca  las  ecuaciones  parametricas  para  la  cicloide,  como  si- 
gue.  El  parametro  es  9. 

(a)  Demuestre  que  OT  =  aB. 

(b)  Convenzasc  de  que  PQ  =  a  sen  9 ,  QC  =  a  cos  ir/2. 

(c)  Demuestre  que  x  =  a(6  -  sen  0). y  =  a(l  -  cos  6). 


19.  Encuentre  la  longitud  de  un  arco  de  la  cicloide  del  problema 
18.  Sugerencia:  primero  demuestre  que 


20.  Suponga  que  la  rueda  del  problema  18  gira  a  una  velocidad 
constante  de  <o  =  d6/dt.  donde  t  es  el  tiempo.  Entonces  0  =  cat. 

(a)  Demuestre  que  la  rapidez  ds/dt  de  P  a  lo  largo  de  la  cicloide  es 


(b) 

(c) 


—  =  2  aa> 
dt 


^.Cuando  la  rapidez  es  maxima  y  cuando  es  minima? 

Explique  por  que  un  insecto  en  la  rueda  de  un  automovil  que  va 
a  60  millas  por  hora,  en  algunos  momentos  viaja  a  120  millas  por 
hora. 


21.  Encuentre  la  longitud  de  cada  curva. 


(a)  y  =  ^  ^ 


1  du,  1  s  x  £  2 


(b)  x  =  t  —  sen  t,  y  =  1  —  cos  t,  0  £  t  s  477 

22.  Encuentre  la  longitud  de  cada  curva. 


(a)  y  = 


[  Vm 


sen  u  cos4  u  —  1  du,  <  x  <  — 


(b)  x  ~  a  cos  t  +  at  sen  t,y  =  a  sen  t  -  at  cos  — 1  £  I  s  1 


En  los  problemas  del  23  a!  30  encuentre  el  area  de  la  superficie  genera- 
da  al  hat  er  girar  la  curva  dada  alrededor  del  eje  x. 

23.  y  =  6.v,  0  <  x  <  1 

24.  y  =  V25  -  x2,  -2  <  x  <  3 

25.  y  =  V/3,  l<.t<V7 

26.  y  =  (x6  +  2)/(8x2),  1  <  x  <  3 

27.  x  =  t,  y  =  t3,  0  <  t  <  1 
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28.  a-  =  1  -  f2,  y  =  2t,  0  <  t  <  1 

29.  y  =  Vr2  -  x2,  -r  <  x  =£  r 

30.  x  =  r  cos  t,y  =  r  sen  t,  0  <  r  <  7r 

31.  Si  la  superficie  de  an  cono  de  altura  oblicua  (  y  radio  de  la 
base  r  se  corta  a  lo  largo  de  un  lado  y  se  extiende  en  el  piano,  se  con- 
vierte  en  el  sector  de  un  ci'rculo  de  radio  /'y  angulo  central  6  (vease  la 
figura  19). 

(a)  Demuestre  que  9  =  27 rr/  €  radianes. 

(b)  Utilice  la  formula  \f2d  para  el  area  de  un  sector  de  radio  £ y  an¬ 
gulo  central  0  para  demostrar  que  el  area  de  la  superficie  lateral 
de  un  cono  es  irr£. 

(c)  Utilice  el  resultado  de  la  parte  (b)  para  obtener  la  formula 
A  =  27r[(r1  +  rj)/2\/(  para  el  area  lateral  de  un  cono  truncado 
con  radios  de  las  bases  rt  y  r2  y  altura  oblicua  (. 


Figura  19 


32.  Demuestre  que  el  area  de  la  parte  de  la  superficie  de  una 
esfera  de  radio  a  entre  dos  pianos  paralelos  separados  h  unidades 
(h  <  2a)  es  2vah.  Asi,  demuestre  que  si  un  cilindro  circular  recto  esta 
circunscrito  alrededor  de  una  esfera,  entonces  dos  pianos  paralelos  a 
la  base  del  cilindro  acotan  regiones  de  la  misma  area  en  la  esfera  y  en 
el  cilindro. 

33.  La  figura  20  muestra  un  arco  de  una  cicloide.  Sus  ecuaciones 
parametricas  (vease  el  problema  18)  estan  dadas  por 

x  =  a(t  -  sen  t),  y  =  a(l  —  cos  t),  0  s  t  <  2?r 

(a)  Demuestre  que  cuando  esta  curva  se  hace  girar  alrededor  del 
eje  x  el  area  de  la  superficie  generada  es 

/2tt 

(1  -  cos  f)3/2  dt 


(b)  Con  la  ayuda  de  la  formula  para  la  mitad  de  un  angulo,  1  -  cos  t 
—  2  sen2(t/2),  evalue  A . 


/ 


Figura  20 


2na 


3  na 
2  ' 


34.  La  circunferencia  x  —  a  cos  (,y  =  a  sen  t,  0  £  t  s  277  se  hace  gi¬ 
rar  en  torno  a  la  recta  x  =  b,  0  <  a  <  b,  con  lo  que  genera  un  toro  (do¬ 
na).  Encuentre  el  area  de  su  superficie. 

[GCj  35.  Dibuje  las  graficas  de  cada  una  de  las  siguientes  ecuaciones 
parametricas. 

(a)  x  =  3  cos  t,  y  =  3  sen  (,  0  £  (  s  2ir 

(b)  x  =  3  cos  t,  y  =  sen  (,0  £  1  £  27r 

(c)  x  =  t  cos  t,y  =  t  sen  t,0  ■&  t  &  6tt 

(d)  x  =  cos  t,  y  =  sen  2f,  0  =s  t  =s  277 

(e)  x  =  cos  3/,  y  =  sen  2t,  0  s  t  <  277 

(f)  x  =  cos  t,  y  =  sen  tt(,  0  £  (  £  40 

lCAS]  36.  Encuentre  las  longitudes  de  cada  una  de  las  curvas  del  pro¬ 
blema  35.  Primero  tiene  que  formular  la  integral  apropiada  y  despues 
utilizar  una  computadora  para  evaluarla. 

EM!  37.  Con  el  uso  de  los  mismos  ejes  dibuje  las  graficas  de  y  =  x"  en 
[0. 1  ]  para  n  =  1 . 2, 4. 1 0  y  1 00.  Encuentre  la  longitud  de  cada  una  de 
estas  curvas.  Haga  una  conjetura  de  la  longitud  cuando  n  =  10,000. 


Re.spuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  circunferencia 

2.  x;x2  +  1  3.  /  +  [g'(f)]2rfr  4.  teorema  del  va- 

J  a 

lor  medio  para  derivadas. 


5.5 

Trabajo  y  fuerza 
de  un  fluido 


En  fisica  aprendimos  que  si  un  objeto  se  mueve  una  distancia  d,  a  lo  largo  de  una  linea, 
mientras  se  encuentra  sujeto  a  una  fuerza  constante  F  en  la  direccion  del  movimiento, 
entonces  el  trabajo  realizado  por  la  fuerza  es 

Trabajo  =  (Fuerza)-(Distancia) 


Esto  es 


W  =  F-D 

Si  la  fuerza  se  mide  en  newtons  (fuerza  que  se  requiere  para  darle  a  una  masa  de  1  ki- 
logramo  una  aceleracion  de  1  metro  por  segundo  por  segundo),  entonces  el  trabajo 
esta  en  newton-metros,  tambien  llamados  joules.  Si  la  fuerza  se  mide  en  libras  y  la 
distancia  en  pies,  entonces  el  trabajo  esta  en  libras-pie.  Por  ejemplo,  una  persona  que 
levanta  un  peso  (fuerza)  de  3  newtons  una  distancia  de  2  metros,  realiza  3-2  =  6  joules 
de  trabajo  (vease  la  figura  1).  (Hablando  estrictamente,  se  necesita  una  fuerza  ligera- 
mente  mayor  que  3  newtons  para  una  distancia  corta  a  fin  de  que  el  paquete  se  man- 
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p - 20  pies - 

Trabajo  =  (150)(20)  =  3000  libras-pie 

Figure  2 


tenga  en  movimiento  hacia  arriba;  y  cuando  el  paquete  esta  cerca  de  los  2  metros,  se 
necesita  una  fuerza  un  poco  menor  que  3  newtons  para  hacer  que  se  detenga  en  una 
distancia  pequena.  Incluso  en  este  caso,  el  trabajo  es  de  6  newtons,  pero  es  diflcil  de  de- 
mostrar).  De  forma  analoga,  un  trabajador  que  empuja  un  carro  con  una  fuerza  constante 
de  150  libras  (para  veneer  la  friccion)  una  distancia  de  20  pies,  realiza  150  •  20  =  3000 
libras-pie  de  trabajo  (vease  la  figura  2). 

En  muchas  situaciones  practicas,  la  fuerza  no  es  constante,  sino  que  varfa  confor- 
me  el  objeto  se  mueve  a  lo  largo  de  la  lfnea.  Suponga  que  el  objeto  se  esta  moviendo  a 
lo  largo  del  eje  x  desde  a  hasta  b  sujeto  a  una  fuerza  variable  de  magnitud  F(x)  en  el 
punto  x,  en  donde  F  es  una  funcion  continua.  Entonces,  ^cuanto  trabajo  se  hizo?  Una 
vez  mas,  la  estrategia  de  rebane,  aproxime  e  integre  nos  lleva  a  la  respuesta.  Aquf,  rebanar 
significa  dividir  el  intervalo  [a,  b]  en  pedazos  pequenos.  Aproximar  significa  suponer 
que,  en  una  parte  representativa  derart  Ax,  la  fuerza  es  constante  con  valor  F(x).  Si 
la  fuerza  es  constante  (con  valor  F(x,-))  en  el  intervalo  [x,  b  xj,  entonces  el  trabajo  re- 
querido  para  mover  el  objeto  desde  ^  a  x,  es  F(xl)(xl  -  x, ,)  (vease  la  figura  3).  Inte- 
grar  significa  sumar  todos  los  pequenos  trabajos  y  despues  tomar  el  h'mite  cuando  la 
longitud  de  los  pedazos  tiende  a  cero.  De  esta  manera,  el  trabajo  realizado  al  mover  el 
objeto  desde  a  hasta  b  es 


dx 


a  x,  x2 


AW~F(x)Ax 
W=  f  F(x)dx 


•*71-1 


Figura  3 


Longitud  natural 


Estirado  x  unidades 


r?o 

Os 

ry 

o ,  , 

j  [p 

1  l 

[•  i  f 

J  2  3  4 

Figura  4 


Aplicacion  a  resortes  De  acuerdo  con  la  Ley  de  Hooke  en  ffsica,  la  fuerza  F(x) 
necesaria  para  mantener  un  resorte  estirado  (o  comprimido)  x  unidades  alargado  (o 
acortado)  de  su  longitud  natural  (vease  la  figura  4)  esta  dada  por 

F(x)  =  kx 

Aqul,  la  constante  k,  la  constante  del  resorte,  es  positiva  y  depende  del  resorte  particu¬ 
lar  bajo  consideration.  Entre  mas  rigido  sea  el  resorte  mayor  sera  el  valor  de  k. 


EJEMPLO  1  1  Si  la  longitud  natural  de  un  resorte  es  0.2  metros  y  si  es  necesaria 


una  fuerza  de  12  newtons  para  mantenerlo  estirado  0.04  metros,  encuentre  el  trabajo 
realizado  al  estirar  el  resorte  de  su  longitud  natural  a  una  longitud  de  0.3  metros. 


SOLUCION  Por  la  Ley  de  Hooke,  la  fuerza  requerida  para  mantener  el  resorte 
estirado  x  pulgadas  esta  dada  por  F(x)  =  kx.  Para  evaluar  la  constante  del  resorte,  k, 
para  este  resorte  en  particular,  observamos  que  F(0.04)  =  12.  Por  lo  que  k-0.04  =  12, 
o  k  =  300,  de  modo  que 


F(x)  =  300x 
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Cuando  el  resorte  tiene  su  longitud  natural  de  0.2  metros,  x  =  0;  cuando  tiene  una  lon- 
gitud  de  0.3  metros,  x  =  0.1.  Por  lo  tanto,  el  trabajo  hecho  al  estirar  el  resorte  es 


W  =  J  300 x  dx  —  [150jc2]o  =  1.5  joules  ■ 

Aplicacion  al  bombeo  de  un  liquido  Para  bombear  agua  de  un  tanque  se  re- 
quiere  trabajo,  como  lo  sabra  cualquiera  que  ha  utilizado  una  bomba  de  mano  (vease  la 
figura  5).  Pero,  ^cuanto  trabajo?  La  respuesta  a  esta  pregunta  tiene  como  base  los  mis- 
mos  principios  basicos  que  se  presentaron  en  el  analisis  anterior. 


Hi  EJEMPLO  2  Un  deposito,  con  forma  de  un  cono  circular  recto  (vease  la  figura  6), 
esta  lleno  de  agua.  Si  la  altura  del  tanque  es  de  10  pies  y  el  radio  en  la  parte  superior  es 
de  4  pies,  encuentre  el  trabajo  hecho  (a)  al  bombear  el  agua  hasta  el  borde  superior  del  de¬ 
posito,  y  (b)  al  bombear  el  agua  hasta  una  altura  de  10  pies  por  encima  del  borde  supe¬ 
rior  del  deposito. 


AH'  «•  Aji  (-jjj)  2(  10  —  v)  Ay 
10  J  , 

W=dxJ  (-$  (10 -y)  dy 


Figura  6 


SOLUCION 

(a)  Coloque  el  deposito  en  un  sistema  de  coordenadas,  como  se  muestra  en  la  figura  6. 
Se  muestran  las  vistas  en  tres  dimensiones  y  una  seccion  transversal  en  dos  dimen- 
siones.  Imagine  que  se  rebana  el  agua  en  delgados  discos  horizontales,  cada  uno  de 
los  cuales  debe  elevarse  al  borde  del  deposito.  Un  disco  de  grosor  A y  a  la  altura  y 
tiene  radio  4y/10  (por  triangulos  semejantes).  Asf,  su  volumen  es  aproximada- 
mente  77-(4y/10)2Ay  pies  cubicos,  y  su  peso  es  alrededor  de  5rr(4y/10)2Ay,  en  donde 
S  =  62.4  es  la  densidad  (peso)  del  agua  en  libras  por  pie  cubico.  La  fuerza  necesaria 
para  elevar  este  disco  de  agua  es  igual  a  su  peso,  y  el  disco  debe  elevarse  una  dis- 
tancia  de  10  —y  pies.  Asf  que  el  trabajo  AW  hecho  sobre  este  disco  es  aproximada- 
mente 


AW  =  (fuerza)  •  (distancia) 


,'A  y\2 

M  A>"(10  _  y) 


Por  lo  tanto. 


W  = 


/to 

5 


4y 


f!0 


M  (10  -  y)  dy  =  8n~  ^  (10y2 


y3)  dy 


(4tt)(62.4) 


25 


10y3 


z_ 

4 


to 


Jo 


26,138  libras-pie 


(b)  Esta  parte  es  igual  a  la  parte  (a),  excepto  que  cada  disco  de  agua  ahora  debe  ele¬ 
varse  una  distancia  de  20  —  y,  en  lugar  de  10  —  y.  Por  lo  tanto, 


W  =  Sir 

Jo 

(4rr)(62.4) 


pIO 


(20  -  y)  dy  =  8ir  ^  ^  (20y2  -  y3)  dy 


25 


20y3 


Z_ 

4 


10 


Jo 


130,690  libras-pie 
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Observe  que  los  lfmites  aun  son  0  y  10  (no  0  y  20).  ^Por  que?  ■ 

n  EJEMPLO  3  Encuentre  el  trabajo  realizado  al  bombear  agua  hasta  el  borde 
superior  de  un  deposito,  que  es  de  50  pies  de  largo  y  tiene  extremos  semicirculares 
de  radio  10  pies,  si  el  deposito  esta  lleno  hasta  una  profundidad  de  7  pies  (vease  la  fi- 
gura  7). 

SOLUCION  Colocamos  el  extremo  del  tanque  en  un  sistema  de  coordenadas,  como 
se  muestra  en  la  figura  8.  Una  rebanada  horizontal  representativa  se  muestra  en  este 
dibujo  de  dos  dimensiones  y  en  la  de  tres  dimensiones  de  la  figura  7.  Esta  rebanada  es 
aproximadamente  una  caja  delgada,  de  modo  que  calculamos  su  volumen  multiplican- 
do  su  largo,  ancho  y  grosor.  Su  peso  es  su  densidad,  S  =  62.4,  por  su  volumen.  Por  ulti¬ 
mo,  notamos  que  esta  rebanada  debe  elevarse  una  distancia  de  — y  (el  signo  de  menos 
resulta  del  hecho  que,  en  nuestro  diagrama,y  es  negativa). 


W  =  8 


r(- y)  dy 


=  50S 


y2)1/2(-2y)  dy 


=  [(50S)(|)(100  -  y2)3/2]:'0 
=  ^(91)3/26  «  1,805,616  libras-pie 


Fuerza  de  un  fluido  Imagine  que  el  deposito  mostrado  en  la  figura  9  se  llenara  a 
una  profundidad  h  con  un  fluido  de  densidad  8.  Entonces,  la  fuerza  ejercida  por  el  flui¬ 
do  sobre  un  rectangulo  horizontal  de  area  A  en  la  parte  inferior  es  igual  al  peso  de  la 
columna  del  fluido  que  esta  directamente  por  encima  de  ese  rectangulo  (figura  10), 
esto  es  F—  8hA. 

Es  un  hecho,  que  establecio  por  primera  vez  Blaise  Pascal  (1623-1662),  que  la  pre- 
sion  (fuerza  por  unidad  de  area)  ejercida  por  un  fluido  es  la  misma  en  todas  direccio- 
nes.  Por  lo  tanto,  la  presion  en  todos  los  puntos  de  la  superficie,  si  esa  superficie  es 
horizontal,  vertical  o  en  otro  angulo,  es  la  misma,  siempre  que  los  puntos  se  encuentren 
a  la  misma  profundidad.  En  particular,  la  fuerza  contra  cada  uno  de  los  tres  pequenos 


Figura  9 


Figura  10 
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rectangulos  de  la  figura  9  es  aproximadamente  la  misma  (suponiendo  que  tienen  la 
misma  area).  Decimos  “aproximadamente  la  misma”,  ya  que  no  todos  los  puntos  de  los 
dos  lados  de  rectangulo  estan  a  la  misma  profundidad;  aunque  entre  mas  estrechos 
sean  estos  rectangulos,  esto  esta  mas  cercano  de  ser  verdadero.  Esta  aproximacion  es  la 
que  nos  permite  calcular  la  fuerza  total  ejercida  por  el  fluido  contra  un  extremo  del  de¬ 
posito. 

jfflj  F.TF.MPLO  4  Suponga  que  el  extremo  vertical  del  deposito  en  la  figura  9  tiene 
la  forma  que  se  muestra  en  la  figura  11  y  que  el  deposito  esta  lleno  con  agua  (8  =  62.4 
libras  por  pie  cubico)  con  una  profundidad  de  5  pies.  Determine  la  fuerza  total  ejercida 
por  el  agua  contra  el  extremo  del  deposito. 

SOLUCION  Coloque  el  extremo  del  deposito  en  el  sistema  de  coordenadas  que 
se  muestra  en  la  figura  12.  Observe  que  el  lado  recto  tiene  pendiente  3  y,  por  lo  tan- 
to,  tiene  ecuacion  y  —  0  =  3(x  —  8)  o,  de  forma  equivalente,  x  =  | y  +  8.  La  fuerza  en 
contra  de  un  rectangulo  angosto  a  una  profundidad  de  5  —  y  es  aproximadamente 
ShA  =  8(5  —  y)(|y  +  8)  Ay. 


A F~«5  (5  - y)  (y y  +  8)  Ay  1 

F=f  <5  (5  - y)  (y  .V  +  8^  dy 

Jo 


y  =  3x-  24 


Figura  12 


F  =  sj  (40  -  f  y  -  b2)  dy  =  s[40y  -  f  y2  -  |y3]f, 


=  62.4(200  - 


’)  «  6673  libras 


S  EJEMPLO  5  I  Un  barril  lleno  de  petroleo  hasta  la  mitad  descansa  de  lado  (figu¬ 
ra  13).  Si  cada  extremo  es  circular,  de  8  pies  de  diametro,  determine  la  fuerza  total 
ejercida  por  el  petroleo  contra  un  extremo.  Suponga  que  la  densidad  de  petroleo  es 
5  =  50  libras  por  pie  cubico. 

SOEUCION  Coloque  el  extremo  circular  en  el  sistema  de  coordenadas,  como  se 
muestra  en  la  figura  14.  Luego  proceda  como  en  el  ejemplo  4. 

F  =  8  fj  16  -  y2b\-2ydy)  =  s[|(16  -  y2)3/2]", 

=  (50)(|)(16)3/2  ~  2133  libras  13 


AF  =>  A  (-  y)  (2\/ 16  —  y2)  Ay 


F=fj(~y)  (2^l6-y2)d>” 


Figura  14 

gl  JEMPEO  6  El  lado  del  agua  de  una  presa  es  un  rectangulo  inclinado  a  60° 
respecto  a  la  horizontal,  con  dimensiones  de  200  por  100  pies,  como  se  muestra  en  la 
figura  15.  Determine  la  fuerza  total  ejercida  por  el  agua  contra  la  presa,  cuando  el  nivel 
del  agua  llega  a  la  parte  superior  de  la  presa. 
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AE~<5(86.6  -  y)(200)(  1 .155  Ay) 

86.6 

F=J  d  (86.6  -y)(20())(l.  155)  dy 


SOLO  CION  Coloque  el  extremo  de  la  presa  en  el  sistema  de  coordenadas,  como 
se  muestra  en  la  figura  16.  Observe  que  la  altura  vertical  de  la  presa  es  100  sen  60°  » 
86.6  pies. 


F  =  (62.4)  (200)  (1.155) 
=  (62.4)(200)(1.155) 


a86.6 

L  < 


(86.6  —  v)  dy 


86.6  y  — 


86.6 


JO 


54,100,000  libras 


Revision  de  conceptos 

1.  El  trabajo  realizado  por  una  fuerza  F ,  al  mover  un  objeto  a  lo 

largo  de  una  linea  recta  desde  a  hasta  b,  es _ , si  Fes  constan- 

te;  pero  es _ si  F=  F(x)  es  variable. 

2.  El  trabajo  realizado  al  levantar  un  objeto,  que  pesa  30  libras, 

desde  el  nivel  del  suelo  hasta  una  altura  de  10  pies  es _ libras- 

pie. 


3.  La  fuerza  ejercida  sobre  una  parte  pequena  de  una  superfi- 

cie  dada  por  un  fluido,  solo  depende  de _ . 

4.  El  peso  de  una  columna  de  fluido  sobre  una  region  con  area 

A  a  una  profundidad  de  h  es _ . 


Con  junto  de  problemas  5.5 

1.  Se  requiere  una  fuerza  de  6  libras  para  mantener  estirado  un 
resorte  j  pie  de  su  longitud  normal.  Encuentre  el  valor  de  la  constan- 
te  del  resorte  y  el  trabajo  realizado  al  estirar  el  resorte  \  pie  de  su 
longitud  normal. 

2.  Para  el  resorte  del  problema  1,  ^cuanto  trabajo  se  realiza  al 
estirarlo  2  pies? 

3.  Se  requiere  una  fuerza  de  0.6  newtons  para  mantener  un  re¬ 
sorte,  de  longitud  natural  de  0.08  metros,  comprimido  a  una  longitud 
de  0.07  metros.  Encuentre  el  trabajo  realizado  para  comprimir  el  re¬ 
sorte  de  su  longitud  natural  a  la  longitud  de  0.06  metros.  (La  Ley  de 
Hooke  se  aplica  a  la  compresion,  igual  que  al  estiramiento). 

4.  Se  requieren  0.05  joules  (newtons-metro)  de  trabajo  para  es¬ 
tirar  un  resorte  desde  una  longitud  de  8  a  9  centimetros,  y  otros  0.10 
joules  para  estirarlo  de  9  a  10  centimetros.  Determine  la  constante 
del  resorte  y  encuentre  la  longitud  natural  del  resorte. 

5.  Para  cualquier  resorte  que  cumple  la  Ley  de  Hooke,  demues- 
tre  que  el  trabajo  realizado  para  estirar  el  resorte  una  distancia  d  es¬ 
ta  dado  por  W  =  \kd2. 

6.  Para  cierto  tipo  de  resorte  no  lineal,  la  fuerza  requerida  pa¬ 
ra  mantenerlo  estirado  una  distancia  s  esta  dada  por  la  formula 
F  ks 4'<3.  Si  la  fuerza  requerida  para  mantenerlo  estirado  8  pulgadas 
es  de  2  libras,  ^cuanto  trabajo  se  realiza  para  estirar  27  pulgadas  este 
resorte? 


7.  Un  resorte  es  tal  que  la  fuerza  requerida  para  mantenerlo  es¬ 
tirado  s  pies  esta  dada  por  F=  9s  libras.  ^Cuanto  trabajo  se  hace  para 
estirarlo  2  pies? 

8.  Dos  resortes  similares  fq  y  S2.  cada  uno  de  3  pies  de  longitud, 
son  tales  que  la  fuerza  requerida  para  mantener  a  cualquiera  de  ellos 
estirado  una  distancia  de  s  pies  es  F=  6s  libras.  Un  extremo  de  uno  de 
los  resortes  se  sujeta  a  un  extremo  del  otro,  y  la  combination  se  estira 
entre  las  paredes  de  un  cuarto  de  10  pies  de  ancho  (vease  la  figura  17). 


^Cuanto  trabajo  se  hace  al  mover  el  punto  medio,  P,  un  pie  hacia  la 
derecha? 


Figura  17 


En  cada  uno  de  los  problemas  del  9  al  12  se  muestra  una  seccion  trans¬ 
versal  vertical  de  un  deposito.  Supongase  que  el  deposito  tiene  10  pies 
de  largo,  esta  lleno  de  agua  y  se  bombea  este  llquido  hasta  una  altura 
de  5  pies  por  encima  del  horde  superior  del  deposito.  Encuentre  el  tra¬ 
bajo  hecho  para  vaciar  el  tanque. 


9. 


A 

/  \ 


5  pies 


-  4  pies  - 


11. 


-  6  pies  - 


4  pies 


|-«-3  pies-»-j 


10. 


T! 

3  pies 

1 


-4  pies- 
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13.  Encuentre  el  trabajo  realizado  al  bombear  todo  el  aceite  (den- 
sidad  3  =  50  libras  por  pie  cubico)  sobre  el  borde  de  un  deposito  cilfn- 
drico  que  esta  apoyado  sobre  una  de  sus  bases.  Suponga  que  el  radio 
de  la  base  es  de  4  pies,  la  altura  es  de  10  pies  y  el  tanque  esta  lleno  de 
aceite. 

14.  Resuelva  el  problema  13,  suponiendo  que  el  deposito  tiene 
secciones  transversales  circulares  de  radio  4  +  x  pies  a  la  altura  de  x 
pies  por  arriba  de  la  base. 

15.  Un  volumen  v  de  gas  esta  confinado  en  un  cilindro,  un  extre- 
mo  del  cual  esta  cerrado  por  medio  de  un  pistdn  movil.  Si  A  es  el  area 
en  pulgadas  cuadradas  de  la  cara  del  piston  y  x  es  la  distancia  en 
pulgadas  desde  la  cabeza  del  cilindro  al  piston,  entonces  v  =  Ax.  La 
presion  del  gas  confinado  es  una  funcion  continua  p  del  volumen, 
p(v)  =  p(Ax)  se  denotara  por  f(x).  Demuestre  que  el  trabajo  hecho 
por  el  piston  al  comprimir  el  gas  desde  un  volunten  V\  =Axt  a  un  vo¬ 
lumen  v2  =  Ax2  es 

W  =  A  I  f(x)  dx 

J  *2 

Sugerencia:  la  fuerza  total  en  la  cara  del  piston  es  p(v)  ■  A  =  p(Ax) 
■  A  =A  -/(x). 

GO  16.  Un  cilindro  y  piston,  cuya  area  de  seccion  transversal  es  de  1 
pulgada  cuadrada,  contiene  16  pulgadas  cubicas  de  gas  bajo  una  pre¬ 
sion  de  40  libras  por  pulgada  cuadrada.  Si  la  presion  y  el  volumen  del 
gas  se  relacionan  de  manera  adiabatica  (es  decir,  sin  perdida  de 
calor)  por  la  ley  pv' 4  =  c  (una  constante),  ^cuanto  trabajo  hace  el  pis¬ 
ton  al  comprimir  el  gas  a  2  pulgadas  cubicas? 

0  17.  Encuentre  el  trabajo  realizado  por  el  piston  del  problema 
16,  si  el  area  de  la  cara  del  piston  es  de  2  pulgadas  cuadradas. 

18.  Un  pie  cubico  de  aire  bajo  una  presion  de  80  libras  por  pulga¬ 
da  cuadrada  se  expande  adiabaticamente  a  4  pies  cubicos,  de  acuerdo 
con  la  ley  pv<A  =  c.  Encuentre  el  trabajo  realizado  por  el  gas. 

19.  Un  cable  que  pesa  2  libras  por  pie  se  utiliza  para  levantar  una 
carga  de  200  libras  hasta  la  parte  superior  de  un  pozo  que  tiene  500 
pies  de  profundidad.  ^Cuanto  trabajo  se  realiza? 


ED  24.  Ciudad  Central  acaba  de  construir  una  nueva  torre  de  agua 
(vease  la  figura  18).  Sus  elementos  principales  consisten  en  un  tan¬ 
que  esferico  que  tiene  un  radio  interno  de  10  pies  v  un  tubo  de  30 
pies  de  largo  para  llenar.  El  tubo  para  llenar  es  cih'ndrico  con  diarne- 
tro  interno  de  1  pie.  Suponga  que  se  bombea  agua  desde  el  nivel  del 
piso  hasta  el  tanque,  por  medio  del  tubo.  ^Cuanto  trabajo  se  realiza 
para  llenar  el  tubo  y  el  tanque  con  agua? 


Figura  18 

En  los  problemas  de!  25  al  30  suponga  que  la  region  sombreada  es 
parte  de  un  lado  vertical  de  un  deposito  con  agua  (5  =  62.4  libras  por 
pie  cubico )  en  el  nivel  que  se  muestra.  Determine  la  fuerza  total  ejerci- 
da  por  el  agua  contra  esta  region. 


Nivel  del  agua 


j 

2  pies 

1 

1  1  I. 

6  pies 


20.  Un  mono  de  10  libras  cuelga  del  extremo  inferior  de  una  ca- 
dena  de  20  pies,  la  cual  pesa  |  libra  por  pie.  ^Cuanto  trabajo  realiza  al 
trepar  por  la  cadena  hasta  su  extremo  superior?  Suponga  que  el  ex¬ 
tremo  inferior  de  la  cadena  esta  sujeto  al  mono. 

21.  Una  capsula  espacial  que  pesa  5000  libras  es  impulsada  a  una 
altura  de  200  millas  por  arriba  de  la  superficie  de  la  Tierra.  (,Cuanto 
trabajo  se  realiza  en  contra  de  la  fuerza  de  gravedad?  Suponga  que 
la  Tierra  es  una  esfera  de  radio  de  4000  millas  y  que  la  fuerza  de 
gravedad  es  f(x )  —  —k/x2,e n  donde  x  es  la  distancia  desde  el  centro 
de  la  Tierra  a  la  capsula  (ley  inversa  del  cuadrado).  Por  lo  tanto,  la 
fuerza  de  elevacion  que  se  requiere  es  k/x2,  y  esta  es  igual  a  5000 
cuando  x  =  4000. 

22.  De  acuerdo  con  la  Ley  de  Coulomb,  dos  cargas  electricas 
iguales  se  repelen  entre  sf  con  una  fuerza  que  es  inversamente  pro- 
porcional  al  cuadrado  de  la  distancia  entre  ellas.  Si  la  fuerza  de  repul¬ 
sion  es  de  10  dinas  (1  dina  =  10~5  newton)  cuando  estan  separadas  2 
centimetros,  encuentre  el  trabajo  realizado  para  llevar  las  cargas  de 
una  separacion  de  5  centimetros  a  una  separacion  de  1  centi'metro. 

23.  Un  deposito  con  peso  de  100  libras  se  llena  con  arena,  la  cual 
pesa  500  libras.  Una  grua  levanta  el  deposito  desde  el  piso  hasta  un 
punto  a  80  pies  a  una  velocidad  de  2  pies  por  segundo,  pero  al  mismo 
tiempo  la  arena  sale  por  un  agujero  a  razon  de  3  libras  por  segundo. 
Sin  tomar  en  cuenta  la  friccion  ni  el  peso  del  cable,  determine  cuanto 
trabajo  se  realiza.  Sugerencia:  comience  por  estimar  A W,  el  trabajo 
requerido  para  elevar  el  deposito  desde  y  hasta  y  +  Ay. 


27. 


\  6  pies 

6  pies  \  /  6  pies 


28. 


4  pies 


1 3  pies 

3  pies- 

5  pies 


31.  Demuestre  que  si  una  presa  vertical,  con  forma  rectangular, 
se  divide  a  la  mitad,  por  medio  de  una  diagonal,  la  fuerza  total  ejerci- 
da  por  el  agua  sobre  la  mitad  de  la  presa  es  el  doble  que  en  la  otra  mi- 
tad.  Suponga  que  el  lado  superior  de  la  presa  esta  al  mismo  nivel  que 
la  superficie  del  agua. 

32.  Determine  la  fuerza  total  ejercida  por  el  agua  sobre  todos  los 
lados  de  un  cubo,  con  lado  de  2  pies  de  longitud,  si  su  tapa  es  horizon¬ 
tal  y  100  pies  debajo  de  la  superficie  de  un  lago. 
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33.  Determine  la  fuerza  total  ejercida  por  el  agua  contra  la  parte 
inferior  de  la  alberca  que  se  muestra  en  la  figura  19,  suponiendo  que 
esta  llena  de  agua. 


34.  Determine  la  fuerza  total  ejercida  por  el  fluido  contra  la  su- 
perficie  lateral  de  un  cilindro  circular  recto,  con  altura  de  6  pies,  que 
esta  apoyado  sobre  su  base  circular  con  5  pies  de  radio,  si  esta  lleno 
de  aceite  (5  =  50  libras  por  pie  cubico). 

35.  Una  boya  conica  pesa  m  libras  y  flota  con  su  vertice  V  hacia 
abajo  y  h  pies  por  debajo  de  la  superficie  del  agua  (vease  la  figura 
20).  Un  bote  grua  eleva  la  boya  hasta  la  cubierta,  de  modo  que  V 
esta  15  pies  por  arriba  de  la  superficie  del  agua.  ^Cuanto  trabajo  se 
realiza?  Su gerencia:  utilice  el  principio  de  Arqufmedes,  el  cual  dice 
que  la  fuerza  requerida  para  mantener  la  boya  y  pies  por  arriba  de  su 
posicion  original  (0  <  y  <  h)  es  igual  a  su  peso  menos  el  peso  del  agua 
desplazada  por  la  boya. 

36.  A1  principio,  el  deposito  inferior  en  la  figura  21  estaba  lleno 
de  agua  y  el  tanque  de  arriba  estaba  vacio.  Encuentre  el  trabajo  rea- 
lizado  al  bombear  toda  el  agua  al  tanque  de  arriba.  Las  dimensiones 
estan  en  pies. 


Figura  20 


Figura  21 


37.  En  lugar  de  elevar  la  boya  del  problema  35  y  figura  20  fuera 
del  agua,  suponga  que  intentamos  empujarla  hasta  que  su  extremo 
superior  este  al  ras  del  nivel  del  agua.  Suponga  que  h  =  8,  que  el  ex¬ 
tremo  superior  originalmente  esta  a  2  pies  por  arriba  del  nivel  del 
agua,  y  que  la  boya  pesa  300  libras.  ^Cuanto  trabajo  se  requiere?  Su- 
gerencia:  no  necesita  conocer  a  (el  radio  al  nivel  del  agua).  pero  es 
util  saber  que  ir«2)(8)  =  300.  El  principio  de  Arquimedes  impli- 
ca  que  la  fuerza  necesaria  para  mantener  la  boya  z  pies  (0  £  t  s  2) 
por  debajo  de  su  posicion  de  flotation  es  igual  al  peso  del  agua  adi- 
cional  desplazada. 


Kespuestas  a  la  revision  de  conceptos: 

1.  F  ■  (b  -  a)\  /  F(x)  dx  2.  300  3.  la  profundidad  de  esa 

J  a 

parte  con  respecto  a  la  superficie  4.  ShA 


5.6 

Momentos  y  centro 
de  masa 


Supongase  que  dos  masas  de  tamanos  m,  y  m2  se  colocan  en  un  sube  y  baja  a  distan¬ 
ces  respectivas  d\  y  d2  del  punto  de  apoyo  (fulcro)  y  en  lados  opuestos  a  el  (vease  la 
figura  1).  El  sube  y  baja  se  equilibrara  si  y  solo  si  d\m\  =  d2m2. 

Un  buen  modelo  matematico  para  esta  situacion  se  obtiene  al  reemplazar  el  sube 
y  baja  por  un  eje  coordenado  horizontal  que  lenga  su  origen  en  el  fulcro  (vease  la  figu¬ 
ra  2).  Entonces  la  coordenada  x  (abscisa)  de  es  x2  =  —d\,  la  de  m2  esx2  =  d2,  y  la  con- 
dicion  de  equilibrio  es 


X\m\  +  x2m2  =  0 


▲ 


Fulcro 


Figura  1 


El  producto  de  la  masa  m  de  una  partfcula  por  su  distancia  dirigida  desde  un  pun¬ 
to  (su  brazo  de  palanca)  se  denomina  momento  de  la  partfcula  respecto  a  ese  punto 
(vease  la  figura  3).  Asimismo,  mide  la  tendencia  de  la  masa  a  producir  una  rotation  al- 
rededor  de  ese  punto.  La  condition  para  que  dos  masas  a  lo  largo  de  esta  recta  esten  en 
equilibrio  es  que  la  suma  de  sus  momentos  con  respecto  al  punto  sea  cero. 


m  |  m2 


0  x2 


▲ 


m 

i 


Momento  =  (brazo  de  palanca)  x  (masa) 


Figura  2 


Figura  3 


La  situacion  que  se  acaba  de  describir  puede  generalizarse.  El  momento  total  M 
(con  respecto  al  origen)  de  un  sistema  de  n  masas  mum2, ....  m„  ubicados  en  los  pun- 
tos  .v1,x2, . . .  ,x„  a  lo  largo  del  eje  x  es  la  suma  de  los  momentos  individuals;  esto  es, 

n 

M  =  X\rtl\  +  *2^2  +  **•  +  Xnmn  =  ^lximi 

i= 1 
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La  condition  para  el  equilibrio  en  el  origen  es  que  M  =  0.  Por  supuesto,  no  debemos  es- 
perar  equilibrio  en  el  origen,  excepto  en  circunstancias  especiales.  Pero  seguramente 
un  sistema  de  masas  se  equilibrara  en  alguna  parte.  La  pregunta  es  donde.  ^Cual  es  la 
abscisa  del  punto  en  donde  el  fulcro  debe  colocarse  para  que  el  sistema  en  la  figura  4 
este  en  equilibrio? 


m,  m2  m3  m4  mn  ,  m„ 


Figura  4 


Llamese  x  a  la  coordenada  deseada.  El  momento  total  con  respecto  a  esta  debe  ser 
cero;  esto  es, 


(jt|  —  x)m]  +  (x2  —  x)m2  +  •  •  •  +  ( xn  —  x)mn  =  0 
o 

x,  mi  +  x2m2  +  •••  +  xnmn  —  xm2  +  xm2  +  •••  +  xmn 
Cuando  despejamos  a  x,  obtenemos 


M 

n 

2 XifHi 
;'=1 

m 

n 

i=l 

El  punto  Jt,  que  se  denomina  centro  de  masa.  es  el  punto  de  equilibrio.  Observe  que  s6- 
lo  es  el  momento  total  con  respecto  al  origen  dividido  entre  la  masa  total. 


6 

4  imm 

H  mm 

mm  7  mm 

m«  ms» 

mm  asps*  mmt. 

7 

fem 

wm> 

mm 

l  as 

~ T - T  T~ 

0  1  2 

H  T 

3  4 

Figura  5 

f  i- . -i.  .4  ' 

Ax 

0  1111 
a 

^ - X - *1 

I- TTl - 

b 

Am  *»<5(x)  Ax  AA/ «  x<5(x)  Ax 

b  b 

m  ~ ^ d(x)dx  M  -  xd{x)dx 


Figura  6 


JQ^jnEMPLX)T]  En  los  puntos  0, 1, 2  y  4,  a  lo  largo  del  eje  x ,  hay  masas  de  4, 2, 6  y 
7  kilogramos,  respectivamente  (vease  la  figura  5).  Encuentre  el  centro  de  masa. 


SOLUCION 


(0)(4)  +  ( 1 )  (2)  +  (2) (6)  +  (4) (7) 


42 

19 


2.21 


4  +  2  +  6  +  7 

S  Su  intuicion  debe  confirmarle  que  x  =  2.21  es  casi  el  punto  de  equilibrio  correcto. 


Distribution  continua  de  masa  a  lo  largo  de  una  recta  Ahora  considere 
un  segmento  recto  de  un  alambre  delgado  de  densidad  variable  (masa  por  unidad  de 
longitud)  para  el  que  queremos  encontrar  el  punto  de  equilibrio.  Colocamos  un  eje 
coordenado  a  lo  largo  del  alambre  y  seguimos  nuestro  procedimiento  usual  de  rebanar, 
aproximar  e  integrar.  Suponiendo  que  la  densidad  en  x  es  S(x),  primero  obtenemos  la 
masa  total  m  y  despues  el  momento  total  M  con  respecto  al  origen  (vease  la  figura  6). 
Esto  lleva  a  la  formula 


-  M  J 

rb 

x5(x)  dx 

m 

J 

(  <5( jc)  dx 

a 

Son  pertinentes  dos  comentarios.  Primero,  recuerdese  esta  formula  por  analogfa 
con  la  formula  para  masas  puntuales: 
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Ik 

k 


Jjs 

2W<  2Am  Js(x)dx 


Segundo,  observe  que  hemos  supuesto  que  los  momentos  de  todos  los  pedazos  peque- 
nos  de  alambre  se  suman  para  obtener  el  momento  total,  tal  como  en  el  caso  de  las 
masas  puntuales.  Esto  debe  parecerle  razonable  si  imagina  que  la  masa  del  pedazo  re¬ 
presentative  de  longitud  Ax  esta  concentrada  en  el  punto  x. 


o 

Figura  7 


fj§  EJEMPLO  2  j  La  densidad  8(x)  de  un  alambre  en  el  punto  a  x  centimetros  de 
uno  de  los  extremos  esta  dada  por  8(x)  =  3x2  gramos  por  centimetro.  Encuentre  el  cen¬ 
tra  de  masa  del  pedazo  entre  x  =  0yx=10. 

SOLUCiON  13  Esperamos  que  x  sea  mas  cercana  a  10  que  a  0,  ya  que  el  alambre  es 
mucho  mas  pesado  (denso)  hacia  el  extremo  derecho  (vease  la  figura  7). 


Figura  8 


x  •  3x2  dx 


3x2  dx 


r~3i10 


=  7.5  cm 


Distribuciones  de  masa  en  un  piano  Considere  n  masas  puntuales  de  magni- 
^  tudes  ml,m2,  ■  .  .  ,m„  situadas  en  los  puntos  (xj.yq),  (x2,  y2),  ■  ■  ■ ,  ( xn,y„ )  en  el  piano  coor- 

x  denado  (vease  la  figura  8).  Entonces,  los  momentos  totales  My  y  M x  respecto  al  eje  v  y  al 

eje  x,  respectivamente,  estan  dados  por 


My  = 

i=i  <=i 


Las  coordenadas  (x,  y )  del  centra  de  masa  (punto  de  equilibrio)  son 


:l 

£ 

1  =  1 

i= 1 

m 

i>, 

y  m 

±«H 

i= 1 

i= 1 

B  EJEMPLO  3  ]  Cinco  partfculas  de  masas  1, 4, 2, 3  y  2  unidades,  estan  colocadas  en 
los  puntos  (6,  -1),  (2, 3),  (-4, 2),  (—7, 4)  y  (2,  -2),  respectivamente.  Encuentre  el  centra 
de  masa. 


SOLUCION 


Figura  9 


_  (6)(1)  +  (2)(4)  +  (~4)(2)  +  (  7) (3)  +  (2)(2)  11 

X  1+4  +  2  +  3  +  2  12 

_  (-1)(1)  +  (3)(4)  +  (2)(2)  +  (4)  (3)  +  (— 2)(2)  23 

y  1+4  +  2  +  3  +  2  12 

Ahora  consideramos  el  problema  de  encontrar  el  centra  de  masa  de  una  lamina 
(hoja  plana  delgada).  Por  simplicidad,  suponemos  que  es  homogenea;  esto  es,  tiene 
densidad  constante  5.  Para  una  hoja  rectangular  homogenea,  el  centra  de  masa  (en 
ocasiones  denominado  centra  de  gravedad)  esta  en  el  centra  geometrico,  como  lo  su- 
gieren  los  diagramas  (a)  y  (b)  en  la  figura  9. 
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Considere  la  lamina  homogenea  acotada  por  x  =  a,x  =  b,y  =  /(x)  y  y  =  g(x),  con 
g(x)  =£/(x).  Rebane  esta  lamina  en  delgadas  tiras  paralelas  al  eje  y,  las  cuales  por  lo  tan- 
to  tienen  forma  casi  rectangular,  e  imagine  la  masa  de  cada  tira  concentrada  en  su  cen¬ 
tra  geometrico.  Despues  aproxime  e  integre  (vease  la  figura  10).  Con  base  en  esto 
podemos  calcular  las  coordenadas  (x,  y)  del  centra  de  masa  utilizando  las  formulas 

_  My  _  Mx 

x  = -  y  = - 

m  m 


Am -6  [/(*)-#(*)]  Ax 

AM,  -  x  6  [  f(x)  -  g(.v)]  Ar 

AM,~|  l(/(x))2-(gW)2l  Ax 

m  =  6 ^ [/(*)  -  j?Wl  dx 

My  =  6 ^ X  [  f(x)  -  g(*)]  dx 

M,  =  |  £  [f\x)-gHx))dx 

Figura  10 


Cuando  lo  hacemos,  se  cancela  el  factor  8  del  numerador  y  del  denominador,  y  obte- 
nemos 


x 


-  g(x)]  dx 


~  #(*)]  dx 


i 


'f(x)  +  g(x) 


[/(*)  -  g(x)]  dx 


f  if(x)  -  g(x)]dx 
J  a 


(g(x))2]  dx 


g(x)]  dx 


Algunas  veces,  rebanar  en  direction  paralela  al  eje  x  funciona  mejor  que  rebanar 
en  direction  paralela  al  eje  y.  Esto  conduce  a  formulas  para  x  y  y  en  la  que  y  es  la 
variable  de  integration.  No  intente  memorizar  todas  estas  formulas.  Es  mucho  mejor 
recordar  como  se  dedujeron. 

El  centra  de  masa  de  una  lamina  homogenea  no  depende  de  su  masa  o  densidad, 
sino  solo  de  la  forma  de  la  region  correspondiente  en  el  piano.  Asi  que  nuestro  pro- 
blema  se  convierte  en  un  problema  geometrico  en  lugar  de  uno  ffsico.  En  consecuen- 
cia,  frecuentemente  hablamos  del  centroide  de  una  region  plana  en  lugar  del  centra  de 
masa  de  una  lamina  homogenea. 


B  EJEMPLO  4 

y  y  =  Vx. 


Encuentre  el  centroide  de  la  region  acotada  por  las  curvas  y  =  x3 


312  Capitulo  5  Aplicaciones  de  la  integral 


Figura  1 1 


y 


25 


Figura  12 


Figura  1 3 


SOLUCION  Observe  el  diagrama  en  la  figura  1 1 . 


J'  x( Vx  —  x 3)  dx 
o _ 

L 
L 


lx5/2  _ 


1^3/2  _  X 


_5_  _  12 
_5_  “  25 
12 


(Vjc  —  x3)  dx 

+  x3)(VJc  -  X3)  dx  \  [ ’[( V x)2  -  (x3)2]  dx 
o  2  2  Jo 


/w  -  ^ 


X 

y 


_5_ 

12 


28 

j5^ 

12 


dx 


J  ( Vx  —  x3)  dx 


El  centroide  se  muestra  en  la  figura  12. 


H  EJEMPLO  5  |  Encuentre  el  centroide  de  la  region  bajo  la  curva  y  =  sen  x,  0  <  x  <  -n- 
(vease  la  figura  13). 

SOLUCION  Esta  region  es  simetrica  respecto  a  la  recta  x  =  ir/2,  de  lo  cual  concluimos 
(sin  integrar)  que  x  =  rr/2.  En  efecto,  es  tanto  intuitivamente  obvio  como  cierto  que  si 
una  region  tiene  una  recta  vertical  u  horizontal  de  simetrfa,  entonces  el  centroide  estara 
en  esa  recta. 

Su  intuicidn  tambien  debe  decide  que  y  sera  menor  a  5,  ya  que  una  mayor  canti- 
dad  de  la  region  esta  por  debajo  de  \  que  por  encima  de  Pero  para  encontrar  de  ma- 
nera  exacta  este  numero,  debemos  calcular 


y  = 


f 


1  a  1  r  2  . 

-sen  x  •  sen  t  dx  -  sen  x  dx 

2  2  ,/n 


f 


sen  x  dx 


sen  x  dx 


El  denominador  es  facil  de  calcular,  tiene  valor  2.  Para  calcular  el  numerador,  utiliza- 
mos  la  formula  del  angulo  medio  sen2  x  =  (1  —  cos  2x)/2. 


El  teorema  de  Pappus  Alrededor  de  300  a.  C.,  el  geometra  griego  Pappus  esta- 
1  blecio  un  novedoso  resultado,  el  cual  relaciona  centroides  con  volumenes  de  solidos  de 

Figura  14  revolucion  (vease  la  figura  14). 


Teorema  A 


Teorema  de  Pappus 

Si  una  region  R ,  que  esta  de  un  lado  de  una  recta  en  su  piano,  se  hace  girar  alrede¬ 
dor  de  esa  recta,  el  volumen  del  solido  resultante  es  igual  al  area  de  R  multiplicada 
por  la  distancia  recorrida  por  su  centroide. 


Seccion  5.6  Momentos  y  centra  de  masa  313 


y 

_ ». 

— 

X 

/ 

\ 

y — v — ' 

*  X 

X 

Figura  15 


En  lugar  de  demostrar  este  teorema,  que  en  realidad  es  muy  sencillo  (vease  el  pro- 
blema  28),  lo  ilustraremos. 


EJEMPLO  6j  Verifique  el  teorema  de  Pappus  para  la  region  bajo  y  =  sen  x. 


Osx<ir, cuando se  hacer  girar  alrededor  del  eje x  (vease  la  figura  15). 


SOLUCION  Esta  es  la  region  del  ejemplo  5,  para  la  cual  y  =  tt/8.  El  area  A  de  esta 
region  es 


A  = 


f 


sen  x  dx  =  \  —cos  x\  —  2 


El  volumen  V  del  solido  de  revolution  correspondiente  es 


-/* 


■l 


sen2  x  dx  =  —  /  [1  —  cos  2x]  dx  =  — 


2  Jo  J  2 

Para  verificar  el  teorema  de  Pappus,  debemos  demostrar  que 

A  ■  (27 ry)  =  V 

Pero  esto  equivale  a  demostrar  que 


a*!  -T 


x  —  —sen  2x 
2 


77 

T 


que  claramente  es  cierto. 


Revision  de  conceptos 


1.  Un  objeto  de  masa  4  esta  en  x  =  1  y  un  segundo  objeto  de  ma¬ 
sa  6  esta  en  x  =  3.  La  simple  intuicion  geometrica  nos  dice  que  el  centro 
de  masa  estara  a  la _ de  x  =  2.  De  hecho,  esta  en  x  =  _ . 


2.  Un  alambre  homogeneo  se  encuentra  a  lo  largo  del  eje  x,  en- 

tre  x  =  0  y  x  =  5,  se  balanceara  en  x  =  _ .  Sin  embargo,  si  el 

alambre  tiene  densidad  5(x)  =  1  +  x,  se  equilibrara  a  la _ de 

-  r 

2.5.  De  hecho,  se  equilibrara  en  x,  donde  x  =  /  _ 

_  dx. 


dx 


3.  La  lamina  homogenea  rectangular  con  vertices  en  los  puntos 

(0.  0),  (2, 0),  (2.  6)  y  (0,  6)  se  equilibrara  en  x  =  _ ,  y  =  _ . 

4.  Una  lamina  rectangular  con  vertices  en  (2.  0),  (4,  0),  (4, 2)  y 

(2, 2)  esta  sujeta  a  la  lamina  de  la  pregunta  3.  Suponiendo  que  ambas 
iaminas  tienen  la  misma  densidad  constante,  la  lamina  resultante  en 
forma  de  L  se  equilibrara  en  x  =  _ _,  y  =  _ . 


Con  junto  de  problemas  5.6 


1.  Particulas  con  masas  nt\  =  5,  m2  =  1  y  m3  =  9,  estan  ubicadas 
en  x1  =  2,  x2  =  -2  y  x3  =  1  a  lo  largo  de  una  recta.  ^En  donde  esta  el 
centro  de  masa? 

2.  Juan  y  Maria  pesan  180  y  110  libras,  respectivamente,  se  sien- 
tan  en  extremos  opuestos  de  un  sube  y  baja  de  12  pies  de  largo,  con  el 
fulcro  a  la  mitad.  (lEn  donde  debe  sentarse  su  hijo  Tom,  de  80  libras, 
para  que  se  equilibre  el  sube  y  baja? 

3.  Un  alambre  recto  de  7  unidades  de  largo  tiene  densidad 
S(x)  =  Vx  en  un  punto  a  x  unidades  de  un  extremo.  Encuentre  la 
distancia  desde  este  extremo  al  centro  de  masa. 

4.  Resuelva  el  problema  3  si  8(x)  =  1  +  x3. 

5.  Las  masas  y  las  coordenadas  de  un  sistema  de  particulas  en 
el  piano  coordenado  estan  dadas  por:  2,  (1, 1);  3,  (7, 1);  4,  (—2,  —5); 

6,  (-1,0);  2,  (4, 6).  Encuentre  los  momentos  de  este  sistema  respec- 
to  a  los  ejes  coordenados  y  encuentre  las  coordenadas  del  centro  de 
masa. 


6.  Las  masas  y  coordenadas  de  un  sistema  de  particulas  estan 
dadas  por:  5,  (-3, 2);  6,  (-2,  -2);  2,  (3, 5);  7,  (4, 3);  1,  (7,  -1).  Encuentre 
los  momentos  de  este  sistema  respecto  a  los  ejes  coordenados  y  en¬ 
cuentre  las  coordenadas  del  centro  de  masa. 

7.  Verifique  las  expresiones  para  A My,  A  A?,,  My  y  Mx  en  el  re- 
cuadro  que  esta  en  la  parte  inferior  de  la  figura  10. 

En  los  problemas  del  8  al  16  encuentre  el  centroide  de  la  region  acota- 
da  por  las  curvas  dadas.  Haga  un  dibujo  y,  cuando  sea  posible,  utilice 
simetrla. 

8.  y  =  2  -  x,  y  =  0,  x  =  0  9.  y  =  2  -  x2,  y  =  0 

10.  y  =  |x2,  y  =  0,  x  —  4  11 .  y  =  x3 4 5 6,  y  =  0,  x  -  1 

12.  y  =  |(x2  -  10),  y  =  0,  y  entre x  =  —2yx  =  2 

13.  y  =  2x  -  4,  y  =  2  Vx,  x  =  1 

14.  y  =  x2,  y  =  x  +  3  15.  x  =  y2,  x  =  2 

16.  x  =  y2  -  3y  -  4,  x  =  — y 
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17.  Para  cada  lamina  homogenea  Rty  R2  que  se  muestra  en  la  fi- 
gura  16,  encuentre  m,  M  y,  Mx,  x,  y  y. 


18.  Para  la  lamina  homogenea  que  se  muestra  en  la  figura  17,  en¬ 
cuentre  m,  My,  M x,  x,  y  y. 


19.  Considere  las  laminas  homogeneas  R,  y  R2,  que  se  muestran 
en  la  figura  18,  y  la  lamina  homogenea  R3,  que  es  la  union  de  Rt  y 
R2.  Para  f  =  1,2,3,  sean  m(Ri),  My(Rj )  y  Mx(Ri)  denote  la  masa,  el 
momento  respecto  al  eje  y  y  el  momento  con  respecto  al  eje  x,  res- 
pectivamente,  de  Demuestre  que 

rn(R3)  =  m(R{)  +  m(R2) 

My(Ri)  =  My(Rt)  +  My(R2) 

MX{R,)  =  MX(R i)  +  Mx(R2) 


a  hex 


Figura  18 

20.  Repita  el  problema  19  para  las  laminas  y  R2  que  se  mues¬ 
tran  en  la  figura  19. 


21. 
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Figura  19 


En  los  problemas  del  21  al  24  divida  la  region  que  se  muestra  en  piezas 
rectangulares  y  suponga  que  los  momentos  Mx  y  My  de  toda  la  region 
pueden  determinarse  sumando  los  momentos  correspondientes  de  las 
piezas.  (Veanse  los  problemas  19  y  20.)  Utilice  esto  para  determinar  el 
centroide  de  cada  region. 


25.  Utilice  el  teorema  de  Pappus  para  encontrar  el  volumen  del 
solido  obtenido  cuando  la  region  acotada  por  y  =  r3,y  =  0yj:=l  se 
hace  girar  alrededor  del  eje  y  (vease  el  problema  1 1  para  el  centroi¬ 
de).  Resuelva  el  mismo  problema  por  medio  del  metodo  de  los  casca- 
rones  cilfndricos  para  verificar  su  respuesta. 

26.  Utilice  el  teorema  de  Pappus  para  encontrar  el  volumen  del 
toro  que  se  obtiene  cuando  la  region  dentro  de  la  circunferencia  x 2  + 
y 2  =  a 2  se  hace  girar  alrededor  de  la  recta  x  =  2a. 

27.  Utilice  el  teorema  de  Pappus  junto  con  el  volumen  conocido 
de  una  esfera  para  determinar  el  centroide  de  una  region  semicircu¬ 
lar  de  radio  a. 
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28.  Demuestre  el  teorema  de  Pappus  suponiendo  que  la  region 
de  area  A,  en  la  figura  20,  se  hace  girar  alrededor  del  eje  y.  Sugerencia: 

fb 

V  =  2tt  xh(x)  dx  y  x  = 

Ja 

29.  La  region  de  la  figura  20  se  hace  girar  alrededor  de  la  recta 
y  =  K,  generando  un  solido. 

(a)  Utilice  cascarones  cilmdricos  para  escribir  una  formula  para  el 
volumen  en  terminos  de  o)(y). 

(b)  Demuestre  que  la  formula  de  Pappus,  cuando  se  simplifica,  pro- 
porciona  el  mismo  resultado. 


K  + 


/L. 

r . 


/ 

f 

V 

++ 

a  x 

Figura  20 


30.  Considere  el  triangulo  T  de  la  figura  21. 

(a)  Demuestre  que  y  =  h/ 3  (y,  por  lo  tanto,  que  el  centroide  de  un 
tridngulo  esta  en  la  interseccion  de  las  medianas). 

(b)  Encuentre  el  volumen  del  sdlido  que  se  obtiene  cuando  T  se  ha¬ 
ce  girar  alrededor  de  y  =  k  (teorema  de  Pappus). 


y 


Figura  21 


31.  Un  polfgono  regular  P  con  2 n  lados  esta  inscrito  en  un  circu¬ 
it)  de  radio  r. 

(a)  Encuentre  el  volumen  del  solido  que  se  obtiene  cuando  P  se  ha¬ 
ce  girar  alrededor  de  uno  de  sus  lados. 

(b)  Verifique  su  respuesta  haciendo  n  — »  oo. 

32.  Sea /una  funcion  continua  y  no  negativa  en  [0, 1], 

r”  i-t 

(a)  Demuestre  que  /  x/(sen  x)  dx  =  (tt/2)  /  /(sen  x)  dx. 

Jo  Jo 

(b)  Utilice  la  parte  (a)  para  evaluar  /  x  sen  x  cos4  x  dx. 

Jo 

33.  Sea  0  </(x)  <g(x)  para  toda  x  en  [0, 1],  y  sean  R  y  S  las  regio- 
nes  bajo  las  graficas  de  /  y  g,  respectivamente.  Demuestre  o  refute 
que  yR  <  ys. 


[c]  35.  Se  taladra  un  agujero  con  radio  de  2.5  centimetros  en  la  lamina 
que  se  describe  en  el  problema  34.  La  ubicacion  del  agujero  se  mues- 
tra  en  la  figura  23.  Encuentre  el  centroide  de  la  lamina  resultante. 
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Figura  22  Figura  23 


ED  36.  El  centro  geografko  de  una  region  (condado,  estado,  pais) 
se  define  como  el  centroide  de  esa  region.  Utilice  el  mapa  de  la  fi¬ 
gura  24  para  aproximar  el  centro  geografico  de  Illinois.  Todas  las 
distancias  estan  aproximadas  y  estan  en  millas.  Las  distancias  dadas, 
este-oeste,  estan  separadas  20  millas.  Tambien  necesitara  las  distan¬ 
cias  entre  la  frontera  este  del  estado  y  la  linea  que  va  de  norte  a  sur, 
la  cual  forma  la  frontera  este  en  el  centro  del  estado.  Comenzando 
con  las  dimensiones  situadas  mas  al  norte,  las  distancias  son  de  13  y 
10  millas;  e  iniciando  con  las  dimensiones  ubicadas  mas  al  sur.  las  dis¬ 
tancias  son  85  (en  la  punta  sur),  50. 30, 25. 15  y  10  millas.  Suponga  que 
las  demas  dimensiones  este-oeste  se  miden  a  partir  de  la  frontera 
que  esta  mas  al  este. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  derecha; 


0  34.  Aproxime  el  centroide  de  la  lamina  que  se  muestra  en  la  fi-  (4  •  1  +  6  •  3)/(4  +  6)  =  2.2  2.  2.5;  derecha;x(l  +  x);  (1  +  x) 

gura  22.  Todas  las  medidas  estan  en  centimetros  y  las  medidas  hori-  3  1-3  4  —■  — 

zontales  estan  separadas  5  centimetros  una  de  la  otra.  - i-1.-!-1 - 
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5.7 

Probabilidad  y  variables 
aleatorias 


En  muchas  situaciones,  el  resultado  de  un  experimento  varia  de  un  ensayo  al  siguiente. 
Por  ejemplo,  al  lanzar  una  moneda  algunas  veces  caera  cara  y  otras,  cruz;  un  lanzador 
de  las  ligas  mayores  puede  lanzar  2  entradas  en  un  juego  y  7  en  otro;  una  baterfa  de  un 
automovil  puede  durar  20  meses  y  otra,  40  meses.  Decimos  que  el  resultado  de  un  experi¬ 
mento  es  aleatorio  si  el  resultado  varia  de  un  ensayo  a  otro,  pero  que  a  la  larga,  esto  es, 
despues  de  un  numero  grande  de  repeticiones,  existe  una  distribucion  regular  de  los  re- 
sultados. 

Algunos  resultados  ocurren  de  forma  frecuente,  tal  como  la  llegada  segura  a  su 
destino  despues  de  un  vuelo,  mientras  que  algunos  eventos  ocurren  rara  vez,  como  ga- 
nar  en  la  loteria.  Utilizamos  la  probabilidad  para  medir  que  tan  probables  son  los  re¬ 
sultados  o  eventos  (conjunto  de  resultados).  Un  evento  que  es  casi  seguro  que  suceda 
tiene  una  probabilidad  cercana  a  1.  Un  evento  que  raramente  ocurre  tiene  probabili¬ 
dad  cercana  a  cero.  Un  evento  que  es  tan  probable  que  suceda  como  de  que  no  ocurra, 
como  obtener  una  cara  en  el  lanzamiento  de  una  moneda  balanceada,  tendra  una  pro¬ 
babilidad  de  2-  En  general,  la  probabilidad  de  un  evento  es  la  proportion  de  veces  que 
el  evento  ocurrira  en  una  sucesion  grande  de  ensayos.  Si  A  es  un  evento,  esto  es,  un  con- 
junto  de  posibles  resultados,  entonces  denotamos  la  probabilidad  de  A  por  P(A).  Las 
probabilidades  deben  satisfacer  las  siguientes  propiedades: 


1.  0  ^  P(A)  ^  1  para  todo  evento  A. 

2.  Si  S  es  el  conjunto  de  todos  los  resultados  posibles,  denominado  espacio  muestral, 
entonces  P(S)  =  1. 

3.  Si  los  eventos  Ay  B  son  disjuntos,  esto  es,  no  tienen  resultados  en  comun,  enton¬ 
ces  P(A  o  B)  =  P(A)  +  P(B).  (En  realidad,  se  requiere  una  condition  mas  fuerte, 
pero  por  ahora  esto  funcionara). 


Con  estos  enunciados  podemos  deducir  lo  siguiente:  si  Ac  denota  al  complemento  del 
evento  A ,  esto  es,  el  conjunto  de  todos  los  resultados  en  el  espacio  muestral  S  que  no 
estan  en  el  evento  A ,  entonces  P(A‘)  =  1  —  P(A).  Ademas,  si  AI,A2,...,An  son  disjun¬ 
tos,  entonces  P(A,  o  A2  o  •••  o  An)  =  P(A,)  +  P{A2)  +  •••  +  P(An). 

Una  regia  que  asigna  un  valor  numerico  al  resultado  de  un  experimento  se  de- 
nomina  variable  aleatoria.  Es  costumbre  utilizar  letras  mayusculas  para  denotar  a  las 
variables  aleatorias  y  letras  minusculas  para  denotar  valores  posibles  o  reales  para 
las  variables  aleatorias.  Por  ejemplo.  nuestro  experimento  podria  ser  el  lanzamiento  de 
tres  monedas  balanceadas.  En  este  caso,  el  espacio  muestral  es  el  conjunto  ( HHH , 
HHT,  HTH,  THH,  HPT,  THT,  TTH,  TTT ).  Podriamos  definir  la  variable  aleatoria  X 
como  el  numero  de  caras  en  los  tres  lanzamientos.  La  distribucion  de  probabilidad  de 
X,  esto  es,  una  lista  de  todos  los  valores  posibles  de  X,  junto  con  sus  probabilidades 
correspondientes,  se  mostrara  en  una  tabla  como  la  siguiente. 


X 

0  12  3 

P(X  =  x) 

13  3  1 

8  8  8  8 

Un  concepto  importante  en  probabilidad  y  estadfstica  es  el  de  la  esperanza  de  una 
variable  aleatoria.  Para  motivar  la  definicion,  que  se  dara  mas  adelante,  considere  el  si¬ 
guiente  experimento.  Imagine  el  lanzamiento  repetido  de  tres  monedas  a  la  vez.  Para 
ilustrar  esto,  suponga  que  las  tres  monedas  se  lanzaran  10,000  veces.  Por  medio  de 
nuestra  definicion  de  probabilidad,  “esperamos”  ver  cero  caras  un  octavo  de  las  veces 

en  los  ensayos,  esto  es  |  •  10,000  =  1250  veces  en  una  secuencia  de  10,000.  De  forma 
analoga,  esperariamos  g  •  10,000  =  3750  ocurrencias  de  una  cara,  ^  •  10,000  =  3750 
ocurrencias  de  dos  caras  y  |  ■  10,000  =  1250  ocurrencias  de  tres  caras.  ^Cuantas  caras 
en  total  esperariamos  ver  en  10,000  lanzamientos  de  3  monedas?  Esperariamos 

cero  caras  1250  veces,  para  un  total  de  0  caras, 
una  cara  3750  veces,  para  un  total  de  3750  caras, 
dos  caras  3750  veces,  para  un  total  de  7500  caras, 
tres  caras  1250  veces,  para  un  total  de  3750  caras. 
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En  total,  esperariamos  0  4-  3759  +  7500  +  3750  =  15,000  caras.  Por  lo  tanto,  esperamos 
15,000/10,000  =  1.5  caras  por  ensayo  (lanzamiento  de  tres  monedas).  Un  poco  de  re¬ 
flexion  sobre  los  calculos  sugiere  que  10,000  es  arbitrario  y  que  se  eliminara  de  todos 
modos.  Multiplicamos  cada  probabilidad  por  10,000  para  obtener  la  frecuencia  espera- 
da,  pero  luego  dividimos  entre  10,000.  Esto  es, 

.  __  15,000 

3  '  10,000 

=  — - — [0  P(X  =  0)  10,000  +  1  P(X  =  1)  10,000 

10,000 1  v  v  ’ 

+  2  P(X  =  2)  10,000  +  3 P(X  =  3)  10,000] 
=  0  P(X  =  0)  +  1  P(X  =  1)  +  2  P(X  =  2)  +  3  P(X  =  3) 

Esta  ultima  linea  es  lo  que  queremos  decir  con  esperanza. 


Definition  Esperanza  de  una  variable  aleatoria 

Si  X  es  una  variable  aleatoria  con  distribution  de  probabilidad 


X 

Xl 

x2 

Xn 

P{X  =  x) 

Pi 

P2 

Pn 

entonces  la  esperanza  de  X,  denotada  por  E(X),  que  tambien  se  denomina  media  de 
X  y  se  denota  con  /x,  es 

n 

M  =  E(X)  =  x{pi  +  x2p2  +  ■■■  +  xnp„  = 

1=1 


Como  ^  Pi  (todas  las  probabilidades  deben  sumar  1),  la  formula  para  E(X)  es  la 

i=  1 

misma  para  el  centro  de  masa  de  un  conjunto  finito  de  particulas  que  tienen  masas  ph 
p2,...,p„  ubicadas  en  las  posiciones  xhx2,...,  xn: 

n  n 

M  ^xiPi  2*,A 

Centro  de  masa  =  —  =  L-~ - =  — - =  T'x.p,  =  E(X) 

ZjPi 

1=1 


EJEMPLO  1  1  Se  fabrican  20  piezas  de  plastico  a  la  vez,  por  medio  de  la  inyeccion 


de  plastico  a  un  molde.  Se  inspeccionan  las  20  piezas  para  buscar  defectos  tales  como 
huecos  (burbujas  dentro  de  la  pieza)  y  fracturas.  Suponga  que  la  distribution  de  proba¬ 
bilidad  para  el  numero  de  piezas  defectuosas  de  las  20  esta  dada  en  la  siguiente  tabla. 


X; 

0 

1 

2 

3 

Pi 

0.90 

0.06 

0.03 

0.01 

Determine  (a)  la  probabilidad  de  que  un  lote  de  20  piezas  tenga  al  menos  una  pieza  de- 
fectuosa  y  (b)  el  numero  esperado  de  piezas  defectuosas  por  lote  de  20. 

SOIICION 

(a)  P(X  >  1)  =  P{X  =  1)  +  P(X  =2)  +  P(X  =  3) 

=  0.06  +  0.03  +  0.01  =  0.10 

(b)  El  valor  esperado  para  el  numero  de  piezas  defectuosas  es 

E{X)  =  0-0.90  +  1-0.06  +  2-0.03  +  3-0.01  =  0.15 
Por  lo  tanto,  en  promedio  esperariamos  0.15  piezas  defectuosas  por  lote.  SC 
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Modelos 

Una  vez,  un  famoso  estadfstico  dijo: 
"Ningiin  modelo  es  correcto,  pero 
muchos  son  utiles”.  Los  modelos 
probabilfsticos,  como  los  de  esta 
section,  deben  considerarse  como 
aproximaciones  al  mundo  real,  no 
como  representaciones  perfectamen 
te  exactas  del  mundo  real. 


Figura  1 


Hasta  ahora,  en  esta  seccion  hemos  tratado  con  variables  aleatorias  en  donde  el 
numero  de  valores  posibles  es  finito;  esta  situation  es  analoga  a  tener  masas  puntuales 
en  la  seccion  anterior.  Existen  otras  situaciones  en  donde  hay  un  numero  infinito  de 
posibles  resultados.  Si  el  conjunto  de  valores  posibles  de  una  variable  aleatoria  X  es 
finito,  tal  como  (jq,  x2, . . . ,  xn },  o  es  infinito,  pero  puede  ponerse  en  una  lista,  tal  como 
{jci,  x2, . . .),  entonces  se  dice  que  la  variable  aleatoria  X  es  discreta.  Si  una  variable  aleato¬ 
ria  X  puede  tomar  cualquier  valor  en  algun  intervalo  de  numeros  reales,  entonces  decimos 
que  X  es  una  variable  aleatoria  continua.  Existe  una  gran  cantidad  de  situaciones  en 
donde,  al  menos  teoricamente,  el  resultado  puede  ser  cualquier  numero  real  en  un  in¬ 
tervalo:  por  ejemplo,  el  tiempo  de  espera  para  la  luz  de  alto,  la  masa  de  una  pieza  mol- 
deada  o  el  tiempo  de  vida  de  una  baterfa.  En  la  practica,  por  supuesto,  cada  medida  se 
redondea;  por  ejemplo,  al  segundo,  miligramo,  dia,  etcetera,  mas  cercano.  En  situaciones 
como  esta,  la  variable  aleatoria  en  realidad  es  discreta  (con  muchos  posibles  resultados), 
pero,  con  frecuencia,  una  variable  aleatoria  continua  es  una  buena  aproximacion. 

Las  variables  aleatorias  continuas  se  estudian  de  una  manera  analoga  a  la  distribu¬ 
tion  continua  de  masa  de  la  seccion  anterior.  Para  una  variable  aleatoria  continua 
debemos  especificar  la  funcion  de  densidad  de  probabilidad  (FDP).  Una  FDP  para 
una  variable  aleatoria  X  que  toma  valores  en  el  intervalo  [A,B]  es  una  funcion  que  sa- 
tisface 


1.  /w>o 

2.  [  f(x)  dx  =  1 
Ja 

3.  P{a  <  X  <  b)  = 


para  toda  a,b  (a^  b)  en  el  intervalo  [A,  B] 


La  tercera  propiedad  dice  que  podemos  determinar  probabilidades  para  una  variable 
aleatoria  continua  determinando  areas  bajo  la  FDP  (vease  la  figura  1).  Es  costumbre 
definir  a  la  FDP  como  cero  fuera  del  intervalo  [A,  B], 

El  valor  esperado,  o  media,  de  una  variable  aleatoria  continua  X  es 

[i  =  E(X)  =  J  x  f{x)  dx 

Al  igual  que  en  el  caso  de  las  variables  aleatorias  discretas,  6sta  es  analoga  al  centra  de 
masa  de  un  objeto  con  densidad  variable: 


dx  =  E{X) 


Una  variable  aleatoria  continua  X  tiene  FDP 


si  0  s  x  £  10 
en  otro  caso 


Determine  (a)  P(1  <  X  =£  9)  (b)  P{X  >  4)  (c)  E(X). 

SOLUCION  La  variable  aleatoria  X  toma  valores  en  [0, 10]. 

(a)  PilsXS9).  f"Edx,±.s.i 

(b)  P(X*4)-  J*  -dx  =  -.6-- 

fW  1  Tjc2]10 

<c)  E(X)  =  l  'To  dx  ■  [20L  *  5 

0  ^Son  razonables  estas  respuestas?  La  variable  aleatoria  X  se  distribuye  de  manera 
uniforme  en  el  intervalo  [0. 10],  por  lo  que  80%  de  la  probabilidad  debe  estar  entre  1  y 
9,  al  igual  que  80%  de  la  masa  de  una  varilla  uniforme  estarfa  entre  1  y  9.  Por  simetria, 
esperariamos  que  la  media,  o  esperanza,  de  X  sea  5,  al  igual  que  esperariamos  que  el 
centro  de  masa  de  una  barra  uniforme  de  longitud  10  se  encuentre  a  5  unidades  de 
cualquiera  de  los  extremos.  a 


Section  5.7  Probabilidad  y  variables  aleatorias  319 


,y 

Fix) 

/  \ 

/ 

.  / 

/ 

1  J 

1 

- - *7 

A  x  B 

Figura  2 


Una  funcion  relacionada  estrechamente  con  la  FDP  es  la  funcion  de  distribution 
acumulada  (FDA)  que,  para  una  variable  aleatoria  X ,  es  la  funcion  F  definida  por 

F(x)  =  P(X  <  x ) 

Esta  funcion  esta  definida  tanto  para  variables  aleatorias  discretas  como  continuas. 
Para  una  variable  aleatoria  discreta  como  la  dada  en  el  ejemplo  1,  la  FDA  es  una  fun¬ 
cion  escalonada  que  da  un  salto  de  pt  =  P(X  =  Xj)  en  el  valor  x,  (vease  el  problema  33). 
Para  una  variable  aleatoria  continua  X  que  toma  valores  en  el  intervalo  [A,  B\  y  que 
tiene  FDP/(x),  la  FDA  es  igual  a  la  integral  definida  (vease  la  figura  2), 

F(x)  =  j  f(t)  dt,  A  <  x  S  B 

Para  x  <  A,  la  FDA  F(x)  es  cero,  ya  que  la  probabilidad  de  que  sea  menor  o  igual  a  un 
valor  menor  que  A  es  cero.  De  forma  analoga,  para  x>  B,  la  FDA  es  uno,  ya  que  la  pro¬ 
babilidad  de  que  sea  menor  o  igual  a  un  valor  que  es  mayor  a  B  es  uno. 

En  el  capitulo  4  utilizamos  el  termino  funcion  de  acumulacion  para  referirnos  a 
una  funcion  definida  de  esta  manera.  La  FDA  se  define  como  el  area  acumulada  bajo 
la  FDP,  por  lo  que  es  una  funcion  de  acumulacion.  El  siguiente  teorema  da  varias  propie- 
dades  de  la  FDA.  Las  demostraciones  son  sencillas  y  se  dejan  como  ejercicios.  (Vease 
el  problema  19). 


Teorema  A 


Sea  X  una  variable  aleatoria  continua  que  toma  valores  en  el  intervalo  [A,  B]  y  que 
tiene  FDP/(x)  y  FDA  F(x).  Entonces 

1.  F'(x)  =  f(x) 

2.  F(A)  =  Oy  F(B)  =  1 

3.  P(fl<I<ii)  =  F{b)  -  F(a) 


0.25 


I  2 

Figura  3 


EJEMPLO  3  I  En  teorfa  de  confiabilidad,  con  frecuencia  la  variable  aleatoria  es 


el  tiempo  de  vida  de  algun  artfculo,  tal  como  la  baterfa  de  una  laptop.  La  FDP  puede 
usarse  para  determinar  las  probabilidades  y  esperanzas  respecto  al  tiempo  de  vida.  En¬ 
tonces,  suponga  que  el  tiempo  de  vida.  en  horas,  de  una  baterfa  es  una  variable  aleato¬ 
ria  continua  X  que  tiene  FDP 


f(x)  = 


x2(5  -  x), 


siO  s  r  <  5 
en  otro  caso 


(a)  Verifique  que  esto  es  una  FDP  valida  y  dibuje  su  grafica. 

(b)  Determine  la  probabilidad  de  que  la  baterfa  dure  al  menos  tres  horas. 

(c)  Determine  el  valor  esperado  del  tiempo  de  vida. 

(d)  Determine  y  dibuje  una  grafica  de  la  FDA. 


SOLUCION  Una  calculadora  grafica  o  un  CAS  puede  ser  un  auxiliar  en  la  evalua- 
cion  de  las  integrates  de  este  problema. 

(a)  Para  toda  x,f(x)  es  no  negativa  y 

l  - x)  dx  =  H  /  (5.<2  -  u  *■- 

12  [5  3  1  415 

-  rnslv  “  r  1,  ■ 1 

Una  grafica  de  la  FDP  se  da  en  la  figura  3. 

(b)  La  probabilidad  se  determina  por  medio  de  integration: 


P(X  z  3) 


J  3 
12 
625 
328 
625 


12 

625 


x2(5  —  x)  dx 


1 


.3  4' 

=  0.5248 
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(c)  El  tiempo  de  vida  esperado  es 


E(X) 


f , 

625  J0 

12 

625 


12 

625 

5 


x2(5  —  x) 


dx 


(5x3  —  x4)  t/x 

5 


5  4  1  5 

4*  “5X 


=  3  horas 


Jo 


(d)  Para  x  entre  0  y  5, 


./ 


f 


F (x)  =  I  ^,2(5  _  0  dt 


-K — I — h 


1  2  3  4  5 


4  3  3  4 

- v  — - r 

125  625 


Figura  4 


Para  x  <  0,  F(x)  =  0  y  para  x  >  5,  F(x)  =  1 .  Se  da  una  grafica  en  la  figura  4. 


■ 


Revision  de  conceptos 

1.  Una  variable  aleatoria  cuyo  conjunto  de  posibles  resultados 
es  finito,  o  puede  ponerse  en  una  lista  infinita,  se  denomina  variable 

aleatoria _ .  Una  variable  aleatoria,  cuyo  conjunto  de  posibles 

resultados  lo  constituye  un  intervalo  de  numeros  reales  se  denomina 
variable  aleatoria _ . 

2.  Para  variables  aleatorias  discretas,  las  probabilidades  y  espe- 

ranzas  se  determinan  evaluando  un(a) _ ,  mientras  que  para 


variables  aleatorias  continuas,  las  probabilidades  y  esperanzas  se  de¬ 
terminan  mediante  la  evaluation  de  un(a) _ . 

3.  Si  una  variable  aleatoria  continua  X  toma  valores  en  [0, 20]  y 

tiene  FDP/(x), entonces  P(X £  5)  se  determina  evaluando _ . 

4.  La  funcion  de  acumulacion  J"  f(t)  dt,  que  acumula  la  pro- 

babilidad  (area  bajo  la  FDP),se  denomina  la  (el) _ . 


Conjunto  de  probleinas  5.7 


En  los  problemas  del  1  al  8  se  da  una  distribucion  de  probabilidades 
discretas  para  una  variable  aleatoria  X.  Utilice  la  distribucion  dada 
para  determinar  (a)  P(X  a  2)  y  (b)  E(X). 


1. 

Xi 

0 

1 

2 

3 

Pi 

0.80 

0.10 

0.05 

0.05 

2. 

Xi 

0 

1 

2 

3 

4 

Pi 

0.70 

0.15 

0.05 

0.05 

0.05 

3. 

Xi 

-2 

-1 

0 

1 

2 

Pi 

0.2 

0.2 

0.2 

0.2 

0.2 

4. 

Xi 

-2 

-1 

0 

1 

2 

Pi 

0.1 

0.2 

0.4 

0.2 

0.1 

5. 

Xj 

1 

2 

3 

4 

Pi 

0.4 

0.2 

0.2 

0.2 

6. 

Xi 

-0.1 

100 

1000 

Pi 

0.980 

0.018 

0.002 

7. 

Pi  = 

(5  - 

-  /)/10,  X, 

=  i,  i 

=  1,2,  3,  4 

8. 

Pi  " 

(2  - 

-  /)2/ 10,  x, 

;  —  1,  f 

=  0,  1,2,3, 

4 

En  los  problemas  del  9  al  18  se  da  una  FDP  para  una  variable  aleato¬ 
ria  continua  X.  Utilice  la  FDP  para  determinar  (a)  P(X  a  2),  (b)  E(X) 


y  (c)  la  FDA. 

9.  f(x)  =  \ 

f-L 

1  20’ 

lo, 

si  0  s  x  s  20 

en  otro  caso 

10.  f{x)  =  | 

1  40’ 
,0, 

si  —20  £rs20 

en  otro  caso 

11.  f(x)  =  \ 

f^x(8  -  x), 

lo, 

si  0  <  r  <  8 

en  otro  caso 

12-  f(x)  =  \ 

r  3 

1  4000 

lo, 

x(20  —  x), 

,  si  0  <  X  <  : 

en  otro  caso 

13.  f(x)  =  \ 

lo. 

2(4  -  x), 

siO  £  x  £  4 

en  otro  caso 

14.  fix)  =  \ 

1(8 

lo. 

-  x)/32. 

si  0  £  r  £  8 

en  otro  caso 

15.  fix)  =  j 

(■fsin(7rx/4), 

lo. 

si  0  <  x  <  4 

en  otro  caso 

16.  fix)  =  j 

ff  cos(7rx/8), 

lo. 

si  0  £  x  £  4 

en  otro  caso 
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(*x  2,  si  1  <  *  <  4 
\0,  en  otro  caso 

j 40 x  ,  silsjr<9 
lo,  en  otro  caso 

19.  Demuestre  las  tres  propiedades  de  la  FDA  en  el  teorema  A. 

20.  Se  dice  que  una  variable  aleatoria  continua  X  tiene  distribu¬ 
tion  uniforme  en  el  intervalo  {a,  b],  si  la  FDP  tiene  la 

I  — - - — ,  si  a  <  x  <  b 
fix)  =  {b  -  a 

0,  en  otro  caso 

(a)  Encuentre  la  probabilidad  de  que  el  valor  de  X  sea  mas  cercano 
a  a  que  a  b. 

(b)  Determine  el  valor  esperado  de  X. 

(c)  Determine  la  FDA  de  X. 

21.  La  mediana  de  una  variable  aleatoria  continua  X  es  un  valor 
Xd  tal  que  P(X  £  xt))  =  0.5.  Determine  la  mediana  de  una  variable 
aleatoria  uniforme  en  el  intervalo  [a,  b\. 

22.  Sin  realizar  integracion  alguna,  determine  la  mediana  de  la 
variable  aleatoria  que  tiene  FDP  fix)  =  jj^*2(4  -  x)2,  0  £  x  <  4. 
Sugerencia:  utilice  simetrfa. 

23.  Determine  el  valor  de  k  que  hace  a  f(x)  =  kx( 5  -  x),  0  s  x  £  5, 
una  FDP  valida.  Sugerencia:  la  FDP  debe  tener  integral  igual  a  1. 

24.  Determine  el  valor  de  k  que  hace  a  f(x)  =  kx2{ 5  -  x)2, 0  s  jc  =£ 
5,  una  FDP  vdlida. 

25.  El  tiempo,  en  minutos,  que  le  toma  a  un  trabajador  completar 
una  tarea  es  una  variable  aleatoria  con  FDP,  f(x)  =  k( 2  -  lx  -  21), 
0<jc£4. 

(a)  Determine  el  valor  de  k,  que  hace  de/(jc)  una  FDP  valida. 

(b)  ^Cual  es  la  probabilidad  de  que  tarde  mas  de  3  minutos  en  com¬ 
pletar  la  tarea? 

(c)  Determine  el  valor  esperado  del  tiempo  en  completar  la  tarea. 

(d)  Determine  la  FDA,  Fix). 

(e)  Denotese  con  Y  el  tiempo  requerido,  en  segundos,  para  comple¬ 
tar  la  tarea.  (.Cual  es  la  FDA  de  Y?  Sugerencia:  P(  Y  s  y)  = 
P(60X^y). 

26.  El  fndice  diario  de  calidad  del  aire  en  verano  (ICA)  en  San 
Luis,  Missouri,  es  una  variable  aleatoria  cuya  FDP  es  f(x)  =  kx2(  1 80  - 
r),0srs  180. 

(a)  Determine  el  valor  de  k  que  hace  de  f(x )  una  FDP  valida. 

(b)  Cierto  dfa  es  de  “alerta  anaranjada”,  si  el  ICA  esta  entre  100  y  150. 
^Cual  es  la  probabilidad  de  que  un  dia  de  verano  sea  de  alerta 
anaranjada? 

(c)  Determine  el  valor  esperado  del  ICA  de  verano. 

12511  27.  Los  agujeros  que  se  perforan  por  medio  de  una  maquina  tie- 
nen  un  diametro,  medido  en  milfmetros,  que  es  una  variable  aleatoria 
con  FDP  f(x)  =  kx\ 0.6  -  xf,  0<r<0.6. 

(a)  Determine  el  valor  de  k  para  que  f(x)  sea  una  FDP  valida. 

(b)  Ciertas  especificaciones  requieren  que  el  diametro  del  agujero 
este  entre  0.35  y  0.45  mm.  Se  desechan  las  unidades  que  no  cum- 
plen  con  este  requisito.  ^Cual  es  la  probabilidad  de  que  una  uni- 
dad  sea  desechada? 

(c)  Determine  el  valor  esperado  del  diametro  del  agujero. 

(d)  Determine  la  FDA,  F(x). 

(e)  Denotese  con  Y  al  diametro  del  agujero  en  pulgadas  (1  pulgada  = 
25.4  mm).  ^Cual  es  la  FDA  de  Y? 


lCAS1  28.  Una  companfa  monitorea  el  total  de  impurezas  en  los  lotes 
de  productos  quimicos  que  recibe.  La  FDP  para  el  total  de  impurezas 
X  en  un  lote,  medido  en  partes  por  millon  ( PPM),  tiene  la  FDP  f(x)  = 
/cjc2 ( 200  —  jc)s,  0sr<  200. 

(a)  Determine  el  valor  de  k  que  hace  de  fix)  una  FDP  valida. 

(b)  La  companfa  no  acepta  lotes  cuyo  total  de  impurezas  sea  100  o 
superior.  ,;_Cual  es  la  probabilidad  de  que  un  lote  no  sea  aceptado? 

(c)  Determine  el  valor  esperado  del  total  de  impurezas  en  PPM. 

(d)  Determine  la  FDA,  F(x). 

(e)  Denotese  con  Y  al  total  de  impurezas,  en  porcentaje,  en  lugar  de 
PPM.  iCual  es  la  FDA  de  Y? 

29.  Suponga  que  X  es  una  variable  aleatoria  que  tiene  distribu- 
cion  uniforme  en  el  intervalo  [0, 1],  (Vease  el  problema  20.)  Se  traza 
el  punto  (1,  X)  en  el  piano.  Sea  Y  la  distancia  de  (1,  A)  al  origen. 
Determine  la  FDA  y  la  FDP  de  la  variable  aleatoria  Y.  Sugerencia: 
primero  determine  la  FDP. 

30.  Suponga  que  X  es  una  variable  aleatoria  continua.  Explique 
por  que  P(X  =  x)  =  0.  (iCuales  de  las  siguientes  probabilidades  son 
iguales?  Explique. 

P(a  <  X  <  b),  P{a<  X  <  b), 

P{a  <  X  <  b ),  P(a  <  X  <  b) 

31.  Demuestre  que  si  Ac  es  el  complemento  de  A,  esto  es,  el  con- 
junto  de  todos  los  resultados  en  el  espacio  muestral  S  que  no  estan  en 
A,  entonces  P(AC)  =  1  -  P(A). 

32.  U-tilice  el  resultado  del  problema  31  para  determinar  P(X  a  1) 
en  los  problemas  1 , 2  y  5. 

33.  Si  X  es  una  variable  aleatoria  discreta,  entonces  la  FDA  es 
una  funcion  escalonada.  Considerando  los  valores  de  x  menores  que 
cero,  entre  0  y  1,  etcetera,  determine  y  grafique  la  FDA  para  la  varia¬ 
ble  aleatoria  X  del  problema  1. 

34.  Determine  y  grafique  la  FDA  de  la  variable  aleatoria  X  del 
problema  2. 

35.  Suponga  que  una  variable  aleatoria  Y  tiene  FDA 


[°, 

si  y  <  0 

Fiy)  =  {  2 y/iy  +  l), 

si  0  rS  y  s  1 

u 

si  y  >  1 

Determine  cada  uno  de  lo  siguiente: 

(a) 

P{Y  <  2) 

(b) 

P{ 0.5  <Y<  0.6) 

(c) 

la  FDP  de  Y 

(d) 

Utilice  la  regia  de  la  parabola. 

con  n  — 

8,  para  aproximar  E(Y). 

36.  Suponga  que  una  variable  aleatoria 

Z  tiene  FDA 

[0, 

si  z  < 

0 

Fiz)  = 

z2/  9, 

si  0  < 

z  '  3 

1 

U 

si  z  > 

3 

Determine  cada  uno  de  lo  siguiente: 

(a)  P(Z>  1) 

(b)  P{1  <  Z  <  2) 

(c)  la  PDF  de  Z 

(d)  E(Z) 


17-  fix) 
18.  f{x) 
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1CAS)  37.  El  valor  esperado  de  una  funcion  g(X)  de  una  variable  alea- 
toria  continua  X,  que  tiene  FDP  f(x),  se  define  como  E[g(X)\  = 
f ^  g(x)f(x)  dx.  Sila  FDP  de  Xes  f(x)  =  g^x2(4  -  x)2, 0£x^s4, 
determine  E(X)  y  E(X2). 

[CAS]  38.  Una  variable  aleatoria  continua  X  tiene  FDP  f(x)  = 
2^x(8  -  jc),  0  <  I  <  8.  Determine  E(X2)  y  E(X 3). 

EAl]  39.  La  varianza  de  una  variable  aleatoria  continua,  denotada 
con  V(X)  o  a2,  se  define  como  V(X)  =  £[( X  -  p)2\,  en  donde  p.  es  el 


valor  esperado,  o  media  de  la  variable  aleatoria  X.  Determine  la  va¬ 
rianza  de  la  variable  aleatoria  del  problema  37, 

1£A§J  40.  Determine  la  varianza  de  la  variable  aleatoria  del  problema  38. 

41.  Demuestre  que  la  varianza  de  una  variable  aleatoria  es  igual 
a  E(X2)  —  p2y  utilice  este  resultado  para  determinar  la  varianza  de  la 
variable  aleatoria  del  problema  37. 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  discreta;  continua 

2.  suma;  integral  3.  f0f(x)dx  4.  funcion  de  distribu¬ 
tion  acumulada 


5.8  Repaso  del  capitulo 

Examen  de  conceptos 

Responda  con  verdadero  o  falso  a  cada  una  de  las  siguientes  afirma- 
ciones.  Justifique  su  respuesta. 


es 


1.  El  area  de  la  region  acotada  por  y  =  cos  x,  y  =  0,x  =  0y  x  =  tt 


l 


7T 

cos  x  dx. 


2.  El  area  de  un  cfrculo  de  radio  a  es  4  /  va2  -  x2  dx. 

Jo 


3.  El  area  de  la  region  acotada  por  y  =  f(x), y  =  g(x ), x  =  a  y  x  = 

fb 

be  s  [f  (x)  -  g(.r)]  dx  o  bien  su  negativo. 

./  a 

4.  Todos  los  cilindros  rectos  cuyas  bases  tienen  la  misma  area  y 
cuyas  alturas  son  las  mismas  tienen  volumenes  identicos. 

5.  Si  dos  solidos  con  bases  en  el  mismo  piano  tienen  secciones 
transversales  de  la  misma  area  en  todos  los  pianos  paralelos  a  sus  ba¬ 
ses,  entonces  tienen  el  mismo  volumen. 

6.  Si  el  radio  de  la  base  de  un  cono  se  duplica,  mientras  la  altura 
se  divide  entre  dos,  entonces  el  volumen  permanecerd  constante. 

7.  Para  calcular  el  volumen  del  solido  obtenido  al  hacer  girar  la 
region  acotada  por  y  =  —x2  +  x  v  y  =  0  alrededor  del  eje  y,  uno  debe 
utilizar  el  metodo  de  las  arandelas,  de  preferencia  sobre  del  metodo 
de  los  cascarones. 

8.  Los  solidos  que  se  obtienen  al  hacer  girar  la  region  del  pro¬ 
blema  7  alrededor  de  x  =  0  y  x  =  1  tiene  el  mismo  volumen. 

9.  Cualquier  curva  suave  en  el  piano  que  se  encuentre  por  com¬ 
plete  dentro  del  cfrculo  unitario  tendra  longitud  finita. 

10.  El  trabajo  que  se  requiere  para  estirar  un  resorte  2  pulgadas 
mas  de  su  longitud  normal  es  el  doble  del  que  se  necesita  para  esti- 
rarlo  una  pulgada  (supongase  que  se  cumple  la  Ley  de  Hooke). 

11.  Se  requerira  la  misma  cantidad  de  trabajo  para  vaciar  un  de- 
posito  de  forma  cdnica  y  un  deposito  cilfndrico  de  agua,  bombeando- 
la  hasta  su  borde  superior  si  ambos  depositos  tienen  la  misma  altura 
y  volumen. 

12.  Un  bote  tiene  ventanas  circulares  de  radio  de  6  pulgadas  que 
estan  bajo  la  superficie  del  agua.  La  fuerza  ejercida  por  el  agua  sobre 
una  ventana  es  la  misma  sin  importar  la  profundidad. 

13.  Si  x  es  el  centro  de  masa  de  un  sistema  de  masas  m,,  m2,.. . , 
m„  distribuidas  a  lo  largo  de  una  recta  en  los  puntos  con  coordenadas 

n 

xi,x2,.  ••  ,x„,  respectivamente,  entonces  ^  (xi  ~  x)ml  =  0. 

/=i 


14.  El  centroide  de  la  region  acotada  por  y  -  cos  x,  y  =  0,  x  =  0  y 
x  =  2ir  esta  en  (ot,  0). 

15.  De  acuerdo  con  el  teorema  de  Pappus,  el  volumen  del  solido 
obtenido  al  hacer  girar  la  region  (de  area  2)  acotada  por  y  =  sen  x, 

y  =  0,a:  =  0  yx  =  77  alrededor  del  eje  y  es  2 (2'lr)^y^  =  2ir2. 

16.  El  area  de  la  region  acotada  por  y  =  V*,  y  =  0,y  =  0y  x  =  9 

es  /  (9  -  y2)  dy. 

Jo 

17.  Si  la  densidad  de  un  alambre  es  proporcional  al  cuadrado  de 
la  distancia  a  su  punto  medio,  entonces  su  centro  de  masa  esta  en  el 
punto  medio. 

18.  El  centroide  de  un  triangulo  con  base  en  el  eje  x  tiene  orde- 
nada  (coordenada  y)  igual  a  un  tercio  de  la  altura  del  triangulo. 

19.  Una  variable  aleatoria  que  toma  solo  un  numero  finito  de  va- 
lores  es  una  variable  aleatoria  discreta. 

20.  Considere  un  alambre  con  densidad  5(x),  Ostssy  una  va¬ 
riable  aleatoria  con  FDP/(x),  0  £  x  =£  a.  Si  S(x)  =f(x)  para  toda  x  en 
[0,  a],  entonces  el  centro  de  masa  del  alambre  sera  igual  a  la  esperan- 
za  de  la  variable  aleatoria. 

21.  Una  variable  aleatoria  que  toma  el  valor  5  con  probabilidad 
uno  tendra  esperanza  igual  a  5. 

22.  Si  F(x)  es  la  FDA  de  una  variable  aleatoria  continua  X,  en¬ 
tonces  F'(x)  es  igual  a  la  FDP/(.t). 

23.  Si  X  es  una  variable  aleatoria  continua,  entonces  P(X  =  1)  =  0. 

Problemas  de  examen 

Los  problemas  del  1  al  7  se  refieren  a  la  region  plana  R  acotada  por  la 
curva  y  =  x  —  x2  y  el  eje  x  ( vease  la  figura  1 ). 

1.  Encuentre  el  area  de  R. 


Figura  1 
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2.  Encuentre  el  volumen  del  solido  generado  al  hacer  girar  la 
region  R  alrededor  del  eje  x. 

3.  Utilice  el  metodo  de  los  cascarones  para  determinar  el  volu¬ 
men  del  solido  S2,  generado  al  hacer  girar  R  alrededor  del  eje  y. 

4.  Encuentre  el  volumen  del  solido  S3,  generado  al  hacer  girar  R 
alrededor  de  la  recta  y  =  —2. 

5.  Encuentre  el  volumen  del  solido  S4  generado  al  hacer  girar  R 
alrededor  de  la  recta  x  =  3. 

6.  Encuentre  las  coordenadas  del  centroide  de  R. 

7.  Utilice  el  teorema  de  Pappus  y  los  problemas  del  1  al  6  para 
determinar  los  volumenes  de  los  solidos  Sb  S2,  S3  y  S4  anteriores. 

8.  La  longitud  natural  de  cierto  resorte  es  de  16  pulgadas,  y  se 
requiere  de  una  fuerza  de  8  libras  para  mantenerlo  estirado  8  pulga¬ 
das.  Encuentre  el  trabajo  realizado  en  cada  caso. 

(a)  Estirarlo  desde  una  longitud  de  18  pulgadas  a  una  longitud  de 
24  pulgadas. 

(b)  Comprimirlo  desde  su  longitud  natural  hasta  una  longitud  de  12 
pulgadas. 

9.  Un  tanque  cilfndrico  vertical  tiene  10  pies  de  diametro  y  10 
pies  de  altura.  Si  el  agua  del  tanque  tiene  una  profundidad  de  6  pies, 
<,cuanto  trabajo  se  realiza  al  bombear  toda  el  agua  hasta  el  borde  su¬ 
perior  del  deposito? 

10.  Un  objeto  que  pesa  200  libras  esta  suspendido  desde  la  parte 
superior  de  un  edificio  por  medio  de  un  cable  uniforme.  Si  el  cable  es 
de  100  pies  de  largo  y  pesa  120  libras,  ^cuanto  trabajo  se  hace  al  tirar 
del  objeto  y  del  cable  hasta  lo  alto? 

11.  Una  region  R  estd  acotada  por  la  recta  y  =  4x  y  la  parabola 
y  =x2.  Encuentre  el  area  de  R: 

(a)  considerando  a  x  como  la  variable  de  integration,  y 

(b)  tomando  a  y  como  la  variable  de  integration. 

12.  Encuentre  el  centroide  de  R  en  el  problema  11. 

13.  Determine  el  volumen  del  solido  de  revolution  generado  al 
hacer  girar  la  region  R  del  problema  1 1  alrededor  del  eje  x.  Verifique 
mediante  el  teorema  de  Pappus. 

14.  Encuentre  la  fuerza  total  ejercida  por  el  agua  dentro  de  un  ci- 
lindro  circular  recto  con  altura  de  3  pies  y  radio  de  8  pies 

(a)  sobre  la  superficie  lateral,  y 

(b)  sobre  la  superficie  inferior. 

15.  Encuentre  la  longitud  del  arco  de  la  curva  y  =  x?/3  +  1/(4*) 
desde  x  =  1  hasta  *  =  3. 

16.  Bosqueje  la  grafica  de  las  ecuaciones  parametricas 

x  =  t 2,  y  =  |(f3  —  3 1) 

Despues  encuentre  la  longitud  del  rizo  de  la  curva  resultante. 


17.  Un  solido  con  base  semicircular  acotada  por  V9  —  x2  y  y  =  0 
tiene  secciones  transversales  perpendiculares  al  eje  x  que  son  cuadra- 
dos.  Encuentre  el  volumen  de  este  solido. 

En  los  problemas  del  18  al  23  escriba  una  expresion  que  incluya  inte¬ 
grates  para  representar  el  concepto  requerido.  Haga  referenda  a  la  fi- 
gura  2. 


Figura  2 


18.  El  area  de  R. 

19.  El  volumen  del  solido  obtenido  cuando  R  se  hace  girar  alre¬ 
dedor  del  eje  x. 

20.  El  volumen  del  solido  obtenido  cuando  R  se  hace  girar  alre¬ 
dedor  de  *  =  a. 


21.  Los  momentos  Mx  y  My  de  una  lamina  homogenea  con  forma 
R ,  suponiendo  que  su  densidad  es  8. 

22.  La  longitud  total  de  la  frontera  de  R. 

23.  El  area  de  la  superficie  total  del  solido  del  problema  19. 

24.  Sea  X  una  variable  aleatoria  continua  con  FDP 

f  8  -  x3 


/(■*) 


12 


.  0, 


si  0  s  ,r  s  2 
en  otro  caso 


(a)  Determine  P(X  s  1). 

(b)  Determine  la  probabilidad  de  que  X  este  mas  cerca  de  0  que  de 

1. 


(c)  Determine  E(X). 

(d)  Determine  la  FDA  de  X. 


25.  Una  variable  aleatoria  X  tiene  FDA 


si  x  <  0 
si  0  <  x  £  6 
si  *  >  6 

(a)  Determine  P(X  £  3). 

(b)  Determine  la  FDP /(x). 

(c)  Determine  E{X). 


F(x)  =  { 


(6 
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Determine  las  siguientes  antiderivadas. 


dx 


dx 


fx™  dX  4‘  /t"w 

fx  1 

Para  los  problemas  del  5  al  8  defina  F{x)  =  /  dt  y  determine  lo  siguiente. 

J 1  r 

5.  F(l)  6.  F'{x) 

7.  DxF(x2)  8.  DxF(x3) 

En  los  problemas  del  9  al  12  evalue  las  expresiones  en  los  valores  dados. 

9(1+  h)1/h ■  h  =  1  -  —  — - 

1  ’  ’  ’5’  10’  50’  100 


10.  1  + 


IV. 

- )  ;n  = 

nj 


1, 10, 100, 1000 


.  ,  .  h\2'h  ,  1111 

11,1  +  27  ,h  ~  h5'  10’ 50’  100 

2\"/2 

12.  II  +  nJ  ;  n  =  1, 10, 100, 1000 

En  los  problemas  del  13  al  16  determine  todos  los  valores  de  x  que  satisfacen  la  relacion  dada. 

1 


13.  sen  x 


15.  tan  x  =  l 


14.  cos  x  =  —  1 
16.  sec  x  =  0 


Para  los  triangulos  que  se  muestran  en  los  problemas  del  17  al  20  determine  todo  lo  siguiente,  en 
terminos  de  x:  sen  0,  cos  8,  tan  8,  cot  8,  sec  9  y  esc  8. 


18. 


En  los  problemas  21  y  22  resuelva  la  ecuacion  diferencial  sujeta  a  la  condition  dada. 

21.  y’  =  xyr,  y  =  1  cuando  x  =  0 

COS  X 

22.  y’  = - ,  y  =  4  cuando  x  =  0 
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6.1 

La  funcion  logaritmo  natural 

La  potencia  del  calculo,  tanto  de  derivadas  como  de  integrales,  ya  ha  sido  demostrada 
ampliamente.  Aunque  solo  hemos  empezado  a  tratar  el  problema  de  aplicaciones  po- 
tenciales.  Para  ahondar,  necesitamos  expandir  la  clase  de  funciones  con  las  que  pode- 
mos  trabajar.  Ese  es  el  objetivo  de  este  capitulo. 

Comenzamos  pidiendole  que  observe  un  vacio  peculiar  en  nuestro  conocimiento 
de  derivadas. 

£>t(y)  =  x\  Dx(x)  =  A  DA??)  =  x~\  Ov(-^)  =  JT2,  Dx(-  j  =  ,-3 

^Existe  una  funcion  cuya  derivada  sea  1/jr?  De  manera  alternativa,  ^existe  una  antide- 
rivada  Jl/x  dxl  El  Primer  Teorema  Fundamental  del  Calculo  establece  que  la  fun¬ 
cion  de  acumulacion 

F(x)  =  f  f{t)dt 

J a 

es  una  funcion  cuya  derivada  es  f(x),  con  tal  que  /sea  continua  en  un  intervalo  7  que 
contenga  aayar.En  este  sentido,  podemos  encontrar  una  antiderivada  de  cualquier 
funcion  continua.  La  existencia  de  una  antiderivada  no  significa  que  la  antiderivada 
pueda  expresarse  en  terminos  de  funciones  que  hemos  estudiado  hasta  el  momento. 
En  este  capitulo  introduciremos  y  estudiaremos  varias  funciones  nuevas. 

Nuestra  primera  funcion  nueva  se  elige  para  llenar  el  hueco  observado  anteriormen- 
te.  Le  Uamamos  funcion  logaritmo  natural  y  tiene  que  ver  con  el  logaritmo  estudiado  en 
algebra,  pero  esta  relation  solo  aparecera  mas  adelante.  Por  el  momento,  solo  acepte  el 
hecho  de  que  vamos  a  definir  una  nueva  funcion  y  estudiaremos  sus  propiedades. 


Definition  Funcion  logaritmo  natural 

La  funcion  logaritmo  natural,  denotada  por  In,  se  define  por 


In  x  = 


dt, 


x  >  0 


El  dominio  de  la  funcion  logaritmo  natural  es  el  conjunto  de  los  numeros  reales 
positivos. 


Los  diagramas  en  la  figura  1  indican  el  significado  geometrico  de  In  x.  La  funcion 
logaritmo  natural  (o  log  natural)  mide  el  area  debajo  de  la  curva  y  =  1/f  entre  1  y  x, 
si  x  >  1  y  el  negativo  del  area  si  0  <x  <  1.  El  logaritmo  natural  es  una  funcion  de  acumula¬ 
cion,  ya  que  acumula  el  area  bajo  la  curva  y  =  1/f.  Claramente,  In  x  esta  bien  definida 


y 


2 


Si  x  >1 .  In  x  =  area  de  R 


R 


X  I  2 

Si  0<jc<I,  In  x-  -  area  de  R 


I 


Figura  1 
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para  x  >  0;  In  x  no  esta  definida  para  x  s  0  porque  esta  integral  definida  no  existe  en  un 
intervalo  que  incluya  a  0. 

cual  es  la  derivada  de  esta  nueva  funcion?  Esto  es  exactamente  lo  que  quere- 

mos. 

Derivada  de  la  l'uncion  logaritmo  natural  Con  base  en  el  Primer  Teorema  Funda¬ 
mental  del  Calculo,  tenemos 


Esto  puede  combinarse  con  la  regia  de  la  cadena.  Si  u  =  fix)  >  0  y  si/es  derivable,  en- 
tonces 

1 

Dx  In  u  =  —  Dxu 


EJEMPLO  1  Encuentre  Dx  In  Vx. 


SO  LU  Cl  ON  Sea  u  =  Vx  =  x1/,2_  Entonces 


Dx\n  =  ~Dx{x'/2)  =  ~\x  l/2  =  ~ 


Sabemos  que  para  cada  formula  de  derivation  existe  una  formula  correspondiente 
de  integration.  Por  esto,  el  ejemplo  3  implica  que 

J ^  dx  =  ln]x|  +  C,  x  5*  0 
o,  con  u  reemplazando  a  x. 


Esto  llena  el  viejo  hueco  en  la  regia  de  la  potencia:  J  ur  du  =  ur+l/{r  +  1 ),  de  la  cual 
habiamos  excluido  el  exponente  r=—l. 
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x-2 

x  +  1  |  x1  -  x 
x1  +  x 
-2x 
-2x-  2 
2 

Figura  2 


Logaritmos  comunes 

Las  propiedades  (ii)  y  (iii)  de  los 
logaritmos  comunes  (logaritmos  de 
base  10)  fueron  las  que  motivaron  la 
invencion  de  los  logaritmos.  John 
Napier  (1550-1617)  querta  simplifi- 
car  los  complicados  calculos  que 
surgi'an  en  astronomi'a  y  navegacion. 
Su  objetivo  era  reemplazar  multipli¬ 
cation  por  suma  y  division  por 
sustraccion,  exactamente  lo  que  rea- 
lizan  (ii)  y  (iii).  Durante  350  aflos,  los 
logaritmos  comunes  fueron  una 
ayuda  esencial  en  los  calculos,  pero 
ahora,  para  este  proposito  utilizamos 
calculadoras  y  computadoras.  Sin 
embargo,  los  logaritmos  naturales 
conservan  su  importancia  por  otras 
razones,  como  vera. 


EJEMPLO  4  Encuentre 


/ 


2x  +  1 


dx. 


SOLUCION  Sea  u  =  2x  +  7,  por  lo  que  du  =  2  dx.  Entonces 


J  2x  +  7  2  J  2x  +  7  2  J 


du 


=  ^  ln|w|  +  C  =  ^  ln|2x  +  l\  +  C 


EJEMPLO  5  j  Evalue 


dx. 

AO  -  x1 

SOLUCION  Sea  u  —  10  —  x2,  por  lo  que  du  =  2x  dx.  Entonces 
x  .  1  /  — 2x 


/ 


10  -  x2 


dx  = 


\f 


dx  = 


2J  10  -  x2  2 


i/i 

2./  u 


du 


=  ~~  ln|«| 


C  =  —  —  In  1 10 


+  C 


A 

[  — -■*—  dx  = 

-  1  In 1 1 0  -  x2| 

/-!  10  -  X2 

2  J 

Ast,  por  el  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo, 

I3  1  1  1 

=  —  —In  1  +  -In  9  =  -In  9 

2  2  2 

Para  que  los  calculos  anteriores  sean  validos,  10  -  x2  nunca  debe  ser  cero  en  el  interva- 
lo  [-1, 3].  Es  facil  verificar  que  esto  es  cierto.  ■ 

Cuando  el  integrando  es  el  cociente  de  dos  polinomios  (esto  es,  una  funcion  racio- 
nal)  y  el  numerador  es  de  grado  igual  o  mayor  que  el  denominador,  siempre  div'uia pri- 
mero  el  denominador  entre  el  numerador. 


Determine 


fx2-x 

J  X  +  1 


dx. 


SOLUCION  Mediante  una  division  larga  (vease  la  figura  2), 


x  —  x 


2  + 


De  aquf  que. 


/  TTT  dx  ~  /<*  -  2)  dx  + 

:x  +  2  f — 

J  X  +  1 


dx 


x 

y 


~  ~2  2x 


dx 

2  lnlx  +  1|  +  C 


Propiedades  del  logaritmo  natural  El  siguiente  teorema  lista  varias  propie¬ 
dades  importantes  de  la  funcion  logaritmo  natural. 


Teorema  A 


Si  a  y  b  son  numeros  positivos  y  r  es  cualquier  numero  racional,  entonces 
(i)  In  1  =  0;  (ii)  In  ab  =  In  a  +  In  b\ 

(iii)  In  7  =  In  a  —  In  b\  (iv)  In  ar  =  r  In  a. 

b 
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Demostracion 


(i)  In  1  =  J  y  dt  =  0. 

(ii)  Ya  que  para  x  >  0, 


Dr  In  ax  =  —  •  a  =  — 
ax  x 


Dr  In  x  = 


se  deduce,  con  base  en  el  teorema  acerca  de  dos  funciones  con  la  misma  derivada 
(teorema  3.6B),  que 

In  ax  =  In  x  +  C 


Para  determinar  C ,  hagase  x  =  1,  obteniendose  In  a  =  C.  Por  lo  tanto. 


In  ax  =  In  x  +  In  a 


Por  ultimo,  sea  x  =  b. 


(iii)  Reemplace  a  por  l/b  en  (ii)  para  obtener 


In  ^  +  In  b  =  InT ^  •  b  )  =  In  1  =  0 


In  =  —In 
b 


Aplicando  (ii),  nuevamente,  obtenemos 


In—  =  ln(  a  •—  =  In  a  +  In—  =  In  a  —  In  b 


(iv)  Como,  para  x  >  0, 


DA\nxr)  =  —7  •  rxr~x  =  - 
K  '  xr  x 


1  r 

Dx(r  In  x)  =  /••—  =  — 
a:  ^ 


se  deduce,  por  el  teorema  3.6B  que  se  utilizo  en  (ii),  que 

In  xr  =  r  In  x  +  C 
Sea  a:=l,lo  cual  da  C  =  0.  Por  lo  que 


In  xr  =  r  In  x 


Por  ultima,  sea  x  =  a. 


EJFMPLO  7  ]  Encuentre  dy/dx,  si  y  —  \n  v  (x  —  \)/x2,x  >  1. 


SOLUCION  Nuestra  tarea  es  mas  sencilla,  si  primero  utilizamos  las  propiedades  del 
logaritmo  natural  para  simplificar  y. 


ln(x  —  1)  —  2  In  x 


=  —  ln(x  —  1)  —  In  x* 
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dy  _  1  1 

dx  3  x  —  1 


2  —  x 
3x(x  —  1) 


Derivacion  logaritmica  Con  frecuencia,  el  trabajo  de  derivar  expresiones  que 
incluyan  cocientes,  productos  o  potencias  se  puede  reducir  de  manera  sustancial  apli- 
cando  primero  la  funcion  logaritmo  y  usando  sus  propiedades.  Este  metodo,  denomina- 
do  derivacion  logaritmica,  se  ilustra  en  el  ejemplo  8. 


Derive  y  = 


VI  -  x2 

(*  +  l)2/3‘ 


SOLUCION  Primero  tomamos  logaritmo  natural;  despues  derivamos  impllcitamen- 
te  con  respecto  a  x  (recuerde  la  seccion  2.7). 

In  y  =  \  In ( 1  -  x2)  -  |  ln(x  +  1) 

1  dy  _  —2x  2  _  +  2) 

y  ~di  ~  2(1  -  x2)  ~  3(x  +  1)  “  3(1  -  x2) 

Asf,  _ 

dy  —  y(x  +  2)  —  Vl  —  x2  (x  +  2) 

dx  ~  3(1  -  x2)  ~  3(jc  +  1)2/3(1  -  x2) 

=  +  2) 

3(x  +  1)2/3(1  -  x2)''2 

El  ejemplo  8  podria  haberse  hecho  de  manera  directa  sin  haber  tornado  logarit- 
mos,  y  le  sugerimos  que  lo  intente.  Usted  debe  ser  capaz  de  hacer  que  coincidan  las  dos 
respuestas. 

La  grafica  del  logaritmo  natural  El  dominio  de  In  x  consiste  en  el  conjunto  de 
todos  los  numeros  reales  positivos,  de  modo  que  la  grafica  de  y  =  In  x  esta  en  el  semi- 
piano  de  la  derecha.  Ademas,  para  x  >  0, 

Dx  In  x  =  —  >  0 


D2  In  x  = - r  <  0 

X 

La  primera  formula  nos  dice  que  la  funcion  logaritmo  natural  es  continua  (^por  que?) 
y  crece  cuando  x  aumenta;  la  segunda  nos  dice  que  la  grafica  es  concava  hacia  abajo  en 
todas  partes.  En  los  problemas  43  y  44  se  le  pide  demostrar  que 

11m  In  x  =  oo 


11m  In  x  =  —  oo 

x—0+ 

Por  ultimo,  In  1  =  0.  Estos  hechos  implican  que  la  grafica  de  y  =  In  x  sea  similar,  en  for¬ 
ma,  a  la  que  se  muestra  en  la  figura  3. 

Si  su  calculadora  tiene  un  boton  On],  los  valores  para  el  logaritmo  natural  los  tiene 
al  alcance  de  la  mano.  Por  ejemplo, 

ln2«  0.6931 
In  3  ~  1.0986 

Integrales  trigonometricas  Algunas  integrales  trigonometricas  pueden  eva- 
luarse  por  medio  de  la  funcion  logaritmo  natural. 


EJEMPLO  9  |  Evalue  /  tan  x  dx. 
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sen  x 

SOLUCION  Como  tan  jc  =  - ,  podemos  hacer  la  sustitucion  u  =  cos  x,  du  =  —  sen  x 

COS  X 

dx ,  para  obtener 


'  ,  /  sen  x  , 

tan  x  dx  =  / - dx  = 

/  cos  x 


-  f— 

J  cos  a 


(—  sen  ar  dx)  =  — ln|cosx|  +  C 


De  forma  analoga .  J  cot  x  dx  =  In  |  sen  x\. 
glJlVlI’K)  10  Evalue  J  sec  x  esc  a 


esc  x  dx. 


SOLUCION  Para  esta,  utilizamos  la  identidad  trigonometrica  sec  x  esc  x  =  tan  x  + 
cot  x.  Entonces 


sec  x  esc 


x  dx  =  J  (tan  x  +  cot  x)  dx  —  — ln|cos  jc|  +  ln|sen  x\  +  C 


Revision  de  conceptos 

1.  La  funcion  In  se  define  por  In  x  =  _ 
ta  funcion  es _ y  su  rango  es  ____ 


El  dominio  de  es- 


2.  Con  base  en  la  definicion  anterior,  se  deduce  que  Dx  In  x  = 
_ para  x  >  0. 


3.  Con  mayor  generalidad,  para  x  ^  0,  Dx  ln|*|  = 

asf  j  (l/.v)  dx  =  _ . 

4.  Algunas  propiedades  comunes  de  In  son  In(jty)  = 

ln(a/y)  = _ y  ln(V)  = _ . 


Conjunto  de  problemas  6.1 

1.  Utilice  las  aproximaciones  In  2  »  0.693  y  In  3  »  t.099,  junto 
con  las  propiedades  establecidas  en  el  teorema  A,  para  calcular 
aproximaciones  a  cada  uno  de  los  logaritmos  siguientes.  Por  ejemplo, 
In  6  =  ln(2  •  3)  =  In  2  +  In  3  =  0.693  +  1 .099  =  1 .792. 

(a)  In  6  (b)  In  1.5  (c)  In  81 

(d)  lnV2  (e)  In(^)  (f)  In  48 

2.  Utilice  su  calculadora  para  hacer  los  calculos  del  problema  1 
de  manera  directa. 

En  los  problemas  del  3  al  14  encuentre  la  derivada  que  se  indica  ( veanse 
los  ejemplos  1  y  2).  En  cada  caso,  suponga  que  x  esta  restringida  de 
modo  que  In  esta  definida. 


3.  Dtln(x2  +  3x  +  7r)  4.  Dx  1 

5.  Dx  ln(jc  -  4)3  6.  Dx  li 

dy  dy 

7.  —  si  y  =  3  In  x  8.  —  s 

dx  dx 

7 

9.  —si  z  =  x2  In  x~  +  (In  x)3 
dx 

dr  In  x  /.  IV 

10.  —sir  -  — : - ,  +  In 

dx  x~  In  x"  \  x  J 

11.  g'(x)  si  g(x)  =  ln(*  +  \/x2  +  l) 

12.  h'(x )  si  h(x)  —  ln(x  +  Vx2  -  1 ) 

13.  /'(81 )  si  f(x)  =  In  \/Cr 


4.  Dx  ln(3jr3  +  2x) 
6.  Dx  In  V3jt  —  2 
dy  9 

8.  —  si  y  =  x  In  x 
dx  ' 


14‘  f'\4  )  s'fW  =  ln(cos  x) 

En  los  problemas  del  15  al  26  encuentre  las  integrales  (veanse  los 
ejemplos  4,  5  y  6). 


ls-  *Tidx 


6 •  Jr t 


f  6v  +  9 

17.  /  —5 - 

J  3>v2  +  9v 

f  2  In  x 

l9-  J~r 

/*3  4 

-/A 

[  x 4 

25.  /  - - 

J  x  +  4 


8'/l?T I 
J  jc(ln  1 1- 
2  r  ‘ + 

Jo  2t2  +  4t  +  3 
[x2  +  x 

4  J  2X  -  r 

[x 3  +  *2 

6-  ./  ttt 


^3  +  JC2 


En  los  problemas  del  27  al  30  utilice  el  teorema  A  para  escribir  las  ex- 
presiones  como  e!  logaritmo  de  una  sola  cantidad. 

27.  21n(.r  +  1)  —  In*  28.  iln(x  —  9)  +  ^lnx 

29.  ln(x  —  2)  —  ln(*  +  2)  +  2  In  * 

30.  ln(x2  -  9)  -  21n(*  -  3)  -  ln(x  +  3) 

En  los  problemas  del  31  al  34  encuentre  dy/dx  por  medio  de  la  dife- 
renciacion  logarltmica  (vease  el  ejemplo  8). 

x  +  11 

31-  V  = 


2.  y  =  ( x 2  +  3x)(x  -  2)(x2  +  1) 


34.  y  = 


(x  -  4)^2xTT 
{x2  +  3)2/3(3x  +  2)2 

V7+T 
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En  los  problemas  del  35  a!  38  haga  uso  de  la  grafica  conocida  de  y  -  In 
x  para  esbozar  las  graficas  de  las  ecuaciones. 

35.  y  =  ln|x  36.  y  =  In  Vx 


37.  y  =  In 


38.  y  =  ln(x  —  2) 


39.  Haga  un  dibujo  de  la  grafica  de  y  =  In  cos  x  +  In  sec  x  en 
(-17/2,  7t/2),  pero  piense  antes  de  comenzar. 

sen  x 

40.  Explique  por  que  lfm  In - —  =  0. 

41.  Encuentre  todos  los  valores  extremos  locales  de  f(x)  =  2x2  In 
x  -  x2  en  su  dominio. 

42.  La  velocidad  de  transmision  en  un  cable  telegrafico  se  obser- 
va  que  es  proporcional  a  x2  ln(l  jx ) ,  donde  x  es  la  razon  del  radio  del 
nucleo  al  grosor  del  aislante  (0  <  x  <  1).  £Que  valor  de  x  da  la  maxi¬ 
ma  velocidad  de  transmision? 

43.  Utijice  el  hecho  de  que  In  4  >  1  para  demostrar  que  In  4™  >  m 
para  m  >  1.  Concluya  que  In  x  puede  hacerse  tan  grande  como  se 
quiera  seleccionando  a  x  suficientemente  grande. Que  implica  esto 
con  respecto  a  lfm  In  x? 

x—>oo 

44.  Utilice  el  hecho  de  que  In  x  =  — ln(l/x)  y  el  problema  43  para 

demostrar  que  lfm  In  x  =  -00. 

x-.o1' 


45.  Despeje 


n  rx  1 

je  x  de:  /  —  dt  =  2  /  — 

J 1/3  t  J 1  t 


46.  Demuestre  las  siguientes  proposiciones. 

(a)  Como  1  /(  <  1/  Vt  para  t  >  1,  In  x  <  2 ( Vx  -  l)  para  x  >  1. 


(b)  lint  (In  x)/ x  =  0. 

X— >00 

47.  Calcule 


„  1  1 

lim  -  H - —  +  •  ■  ■  4 

n  -»oo [n  +  1  n  +  2 

escribiendo  la  expresion  entre  corchetes  como 


1  1 
1  +  1  jn  1  +  2/ n 


1  +  n/n J  n 


y  reconociendo  lo  ultimo  como  una  suma  de  Riemann. 

El  48.  Un  teorema  famoso  (el  de  los  numeros  primos)  dice  que  el 
numero  de  primos  menores  que  n,  para  n  grande,  es  aproximadamen- 
te  n/(ln  n).  Aproximadamente,  ^cuantos  primos  menores  que 
1,000,000  hay? 

49.  Encuentre  y  simplifique  /  '(1 ). 

/ ax  -  b\c  a2  -  b2 

(a)  f(x)  =  In  - —  ,  donde  c  =  — r— — . 

w  v  '  V  ax  +  bj  2 ab 


(b)  f{x)  =  /  cos2  f  dt,  donde  u  =  ln(x2  +  x  1). 


50.  Evalue 


tan  x  dx. 


51.  Evalue  /  sec  x  esc  x  dx. 

J  tt/A 


52.  Evalue 


1  +  sen  x 


53.  La  region  acotada  por  y  =  (x2  +  4)-1 ,  y  —  0,  x  =  1  y  x  =  4,  se  ha- 
ce  girar  alrededor  del  eje  y,  generando  un  solido.  Encuentre  su  volu- 
men. 

54.  Encuentre  la  longitud  de  la  curva  y  =  x2/4  -  In  Vx, 
1  £  x  <  2. 

55.  Teniendo  como  base  la  grafica  de  y  =  1  /x,  demuestre  que 

11  1  ,  ,11  1 
23  n  23  n  —  1 

56.  Demuestre  la  desigualdad  de  Napier,  la  cual  dice  que,  para 

0  <x<y, 

1  In  v  —  In  x  1 

-  <  — - -  <  - 

y  y  -  x  x 


LkAfJ  57.  Sea  f{x)  =  ln(1.5  +  sen  x). 

(a)  Encuentre  los  puntos  extremos  absolutos  en  [0, 377]. 

(b)  Encuentre  los  puntos  de  inflexion  que  haya  en  [0, 377]. 


(c)  Evalue 


/»  5tt 

ue  /  ln(l .: 
Jo 


5  +  sen  x)  dx. 


ICASj  5g,  Sea/(x)  =  cos  (In  x). 

(a)  Encuentre  los  puntos  extremos  absolutos  en  [0.1, 20], 

(b)  Encuentre  los  puntos  extremos  absolutos  en  [0.01, 20]. 

y.  20 

(c)  Evalue  /  cos  (In  x)  dx. 


59.  Dibuje  las  graficas  de  /(x)  =  x  ln(l/x)  y  g(x)  =  x 2  ln(l/x)  en 


(a)  Encuentre  el  area  de  la  region  entre  estas  curvas  en  (0, 1], 

(b)  Encuentre  el  valor  maximo  absoluto  de  I f(x)  -  g(x)l  en  (0, 1], 


l+ASI  60.  Siga  las  instrucciones  del  problema  59  para  f(x)  =  x  In  x  y 
g(x)  =  Vx  In  x. 


.  (1  /t)  dt;  (0,  00); 


Respuestas  a  la  revision  de  concept  os:  1.  J  (1/0  dt; 

(-00,00)  2.  1/x  3.  l/x;ln|x|  +  C  4.  In  x  +  In  y; 

In  x  —  In  y;  r  In  x 


6.2 

Funciones  inversas 
y  sus  derivadas 


El  objetivo  de  este  capftulo  es  ampliar  el  numero  de  funciones  en  nuestro  repertorio. 
Una  forma  de  construir  nuevas  funciones  es  tomar  las  antiguas  e  “invertirlas”.  Cuando 
hacemos  esto  para  la  funcion  logaritmo  natural,  iremos  a  la  funcion  exponencial  natu¬ 
ral,  el  tema  de  la  seccion  6.3.  En  esta  seccion  estudiamos  el  problema  general  de  inver- 
tir  una  funcion.  He  aquf  la  idea. 

Una  funcion  /toma  un  numero  x  de  su  dominio  D  y  le  asigna  un  solo  valor  y  de 
su  rango  R.  Si  tenemos  suerte,  como  en  el  caso  de  las  dos  funciones  graficadas  en  las 
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figuras  1  y  2,  podemos  invertir  a  /;  esto  es,  para  cualquier  _y  en  /?,  podemos  regresar  sin 
ambigiiedades  y  encontrar  la  x  de  la  cual  provino.  Esta  nueva  funcion  que  toma  a  y  y  le 
asigna  x  se  denota  por  f1.  Observe  que  su  dominio  es  R  y  su  rango  es  D.  Se  denomina 
la  inversa  de/,  o  simplemente/inversa.  Aquf  hemos  utilizado  el  superindice  -1  de  una 
manera.  El  sfmbolo/“'  no  denota  a  1//,  como  podrfa  haber  esperado.  Nosotros,  y  todos 
los  matematicos,  la  usamos  para  nombrar  a  la  funcion  inversa. 


Figura  1  Figura  2 


'■ 


No  tiene  funcidn  inversa 
Figura  3 


En  ocasiones,  podemos  dar  una  formula  para  f~l.  Si  y  =  /(x)  =  2x,  entonces  x  = 
f~\y)  =  \y  (vease  la  figura  1).  De  manera  analoga, si  y  =f(x)  =  x3  -  1,  entonces  x  = 
r'(y)  =  ^7  +  1  (vease  la  figura  2).  En  cada  caso,  solo  despejamos  la  ecuacion  que 

determina/para  x  en  terminos  de  y.  El  resultado  es  x  =/_1(y). 

Pero  la  vida  es  mas  complicada  que  estos  dos  ejemplos.  No  toda  funcion  puede  in- 
vertirse  de  una  manera  carente  de  ambigiiedades.  Por  ejemplo,  considere  y=f(x )  =x2. 
Para  una  y  dada  existen  dos  x  que  le  corresponden  (vease  la  figura  3).  La  funcion 
y  =  g(x)  =  sen  x  es  aun  peor.  Para  cada  y  existe  una  infinidad  de  x  que  le  corresponden 
(vease  la  figura  4).  Tales  funciones  no  tienen  inversas;  no  es  asf,  a  menos  que  restrin- 
jamos  de  algun  modo  el  conjunto  de  valores  de  x,  un  tema  que  abordaremos  mas 
adelante. 


/'•'V 

/ . \  /" 

“?■  x  y  - 

/  i  i\ 

/  X  i 

Lj _ i_i _ L _ i _ ^ 

\J 

vy 

No  tiene  funcion  inversa 
Figura  4 


Existencia  de  funciones  inversas  Seria  bueno  tener  un  criterio  sencillo  para 
decidir  si  una  funcion /tiene  inversa.  Tal  criterio  es  que  la  funcion  sea  u no  a  uno;  es  de- 
cir,  xx  x2  implica  f(xx)  ^  /(x2).  Esto  equivale  a  la  condition  geometrica  de  que  toda 
recta  horizontal  corte  a  la  grafica  de  y  =/(x)  en  a  lo  mas  un  punto.  Pero,  en  una  situa¬ 
tion  dada,  este  criterio  puede  ser  muy  dificil  de  aplicar,  ya  que  exige  que  tengamos  un 
conocimiento  completo  de  la  grafica.  Un  criterio  mas  practico  que  cubre  la  mayorfa  de 
los  ejemplos  que  surgen  en  este  texto  es  que  una  funcion  sea  estrictamenfe  monotona. 
Por  esto  queremos  decir  que  sea  creciente  o  decreciente  en  su  dominio.  (Veanse  las  de- 
finiciones  en  la  section  3.2). 


Teorema  A 


Si/es  estrictamente  monotona  en  su  dominio,  entonces /tiene  una  inversa. 


Demostracion  Sean xx  y  x2  numeros  distintos  en  el  dominio  de/, con  xx  < x2.  Como 
/es  estrictamente/^)  </(x2)  o  bien/(xi)  >/(x2).  De  cualquier  forma, /(X])  ^/(x2). 
Por  lo  tanto,  X!  ¥=  x2  implica  f(x i)  =£  /(x2),  lo  cual  significa  que  /  es  uno  a  uno  y  por  lo 
tanto  tiene  una  inversa.  ■ 

Este  es  un  resultado  practico,  ya  que  tenemos  una  manera  sencilla  de  decidir  si  una 
funcion  diferenciable  /es  estrictamente  monotona.  Solo  examinamos  el  signo  de  /'. 
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Maquinas  para  deshacer 

Podemos  visualizar  una  funcion 
como  una  maquina  que  acepta  una 
entrada  y  produce  una  salida.  Si  la 
maquina /y  la  maquina/*1  se  colo- 
can  en  secuencia  una  junta  a  la  otra, 
deshacen  lo  que  hizo  tanto  la  una 
como  la  otra. 


*  y 


\  \  \ 


EJEMPLO  1 


Demuestre  que  f(x)  =  x5  +  2x  +  1  tiene  una  inversa. 


SOLUCION  f'(x)  =  5x4  +  2  >  0  para  toda  x.  Asf,/es  creciente  en  toda  la  recta  real,  de 
modo  que  tiene  una  inversa  alii.  ■ 


No  afirmamos  que  siempre  podamos  dar  una  formula  para/-1.  En  el  ejemplo  que 
se  acaba  de  considerar,  esto  requeriria  que  fuesemos  capaces  de  despejar  a  x  de  y  =  x5 
+  2x  +  1.  Aunque  podriamos  utilizar  un  CAS  (del  ingles  computer  algebra  sistem:  siste- 
ma  de  algebra  computacional)  o  una  calculadora  grafica  para  despejar  a  x  en  esta  ecua- 
cion,  para  un  valor  particular  de  y,  no  existe  una  formula  simple  que  nos  de  x  en 
terminos  de  y  para  una  y  arbitraria. 

Existe  una  manera  de  salvar  la  nocion  de  inversa  para  funciones  que  no  tienen  in¬ 
versas  en  sus  dominios  naturales.  Simplemente  restringimos  el  dominio  a  un  conjunto 
en  el  que  la  grafica  sea  creciente  o  decreciente.  Asf,  para  v  =/(x)  =  x2,  podemos  restrin- 
gir  el  dominio  a  x  a  0  (jc  <  0  tambien  funcionana).  Para  y  =  g(x)  =  sen  x,  restringimos  el 
dominio  al  intervalo  [— -ir/2, 77-/2].  Entonces,  ambas  funciones  tienen  inversas  (vease  la 
figura  5)  e  incluso  podemos  dar  una  formula  para  la  primera:  /-1(y)  =  Vy. 


Dominio  restringido  a  x  z  0 

Figura  5 


/  \  , 

/ 

L  ........... 1  N  w 

\  1  / 

1  * 

\-f  / 

n  \ 

2  \ 

Dominio  restringido  a  [-  j,  f] 


Si/tiene  una  inversa  /-I,  entonces/-1  tambien  tiene  una  inversa,  a  saber,/.  Asi,  po¬ 
demos  llamar  a/y  /  1  un  par  de  funciones  inversas.  Una  funcion  deshace  (invierte)  lo 
que  la  otra  hizo;  es  decir, 


f-\f(x))=x  y  f{f-\y))  =  y 


EJEMPLO  2  I  Demuestre  que  f(x)  =  2x  +  6  tiene  una  inversa,  encuentre  una  for¬ 


mula  para  /  '(y),  y  verifique  los  resultados  del  recuadro  anterior. 


SOLUCION  Como /es  una  funcion  creciente,  tiene  una  inversa.  Para  encontrar/  1  (y ) , 
resolvemos  y  =  2x  +  6  para  x,  lo  cual  da  x  =  (y  -  6)/2  =  f  '(y).  Por  ultimo,  observe  que 


y 


rl(f(x)) 

ar\y )) 


f  x(2x  +  6)  = 


(2x  +  6)  —  6 

2 


x 


y 


La  grafica  de  y  —  /  *(x) 


Supongase  que /tiene  una  inversa.  Entonces 


*  =  f  :(y)  <=>  y  =  f(x) 


En  consecuencia.y  =/(x)  y  x  =/-1(y)  determinan  el  mismo  par  (x,y)  y  por  lo  tanto  tie¬ 
nen  graficas  identicas.  Sin  embargo,  es  convencional  utilizar  a  x  como  la  variable  del 
dominio  para  funciones,  de  modo  que  ahora  preguntaremos  por  la  grafica  de  y  =/-1(x) 
(observe  que  hemos  intercambiando  los  papeles  de  x  y  y).  Un  poco  de  reflexion  nos 
convence  de  que  intercambiar  los  papeles  de  x  y  y  en  una  grafica  es  reflejar  la  grafica 
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con  respecto  a  la  recta  y  =  x.  Por  esto ,  la  grafica  de  y  =f  fx)  es  solo  la  reflexion  de  la 
grdfica  de  y  =  f(x)  respecto  a  la  recta  y  =x  (vease  la  figura  6). 


Un  tema  relacionado  es  el  de  encontrar  una  formula  para/-l(x).  Para  hacerlo,  pri- 
mero  encontramos/-l(y)  y  luego  reemplazamos  y  por  x  en  la  formula  resultante.  Asx, 
proponemos  el  siguiente  proceso  de  tres  pasos  para  determinar/-1(x). 

Paso  1:  Despeje  a  x  en  terminos  de  y,  de  la  ecuacion  y  =/(x). 

Paso  2:  Utilice/-1(y)  para  denominar  a  la  expresion  resultante  en  y. 

Paso  3:  Sustituya  y  por  x  a  fin  de  obtener  la  formula  para  /-1(x). 

Antes  de  intentar  el  proceso  de  tres  pasos  en  una  funcion  particular/,  usted  podria 
pensar  en  que  debemos  verificar  primero  que  /  tenga  una  inversa.  No  obstante,  si  en 
realidad  Uevamos  a  cabo  el  primer  paso  y  obtenemos  una  sola  x  para  cada  y,  entonces 
/-1  existe.  (Observe  que  cuando  intentamos  esto  para  y  =  f(x )  =  x2  obtuvimos 
x  =  ±  Vy,  que  de  manera  inmediata  muestra  que/-1  no  existe,  a  no  ser  que,  por  su- 
puesto,  hayamos  restringido  el  dominio  para  eliminar  uno  de  los  dos  signos  +  o  — ). 


M  EJEMPLO  3 


Encuentre  una  formula  para  /  1(x),  si  y  =  f(x)  =x/(l  -  x). 


SOLUCION  Aqui  estan  los  tres  pasos  para  este  ejemplo. 
Paso  1: 


(1  —  x)y  =  x 
y  -  xy 
x  +  xy 
*(1  +  y) 

X 

Paso  2:  f~\y)  = 

Paso  3:  /-1(x)  =  j- 1  — 


=  x 

=  y 
=  y 

=  y 
i  +  y 


Derivadas  de  funciones  inversas  Concluimos  esta  seccion  investigando  el 
vinculo  entre  la  derivada  de  una  funcion  y  la  derivada  de  su  inversa.  Primero  considere 
lo  que  le  sucede  a  una  recta  l\  cuando  se  refleja  con  respecto  a  la  recta  y  =  x.  Como  es 
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claro  en  la  mitad  izquierda  de  la  figura  7,  Zj  se  refleja  para  dar  la  recta  Z2;  ademas,  sus 
pendientes  respectivas,  m1  y  ra2,  estan  relacionadas  por  m2  =  1  /m\,  siempre  que  m,  +  0. 
Si  sucede  que  tiene  una  recta  tangente  a  la  grafica  de/en  el  punto  (c,  d),  entonces  Z2 
es  la  recta  tangente  a  la  grafica  de  /  1  en  el  punto  (d,  c)  (vease  la  mitad  de  la  derecha  de 
la  figura  7).  Llegamos  a  la  conclusion  de  que 


(f-‘) 


■{d)  -m2-- 


1 

f'(c ) 


-a  _1_ 
d-b  m, 


Figura  7 


(/-’)■<<*) =777-. 

/  (c) 


Algunas  veces  los  dibujos  son  enganosos,  de  modo  que  solo  podemos  afirmar  ha- 
ber  hecho  plausible  el  siguiente  resultado.  Para  una  demostracion  formal,  vease  cual- 
quier  texto  de  calculo  avanzado. 


Teorema  B 


Teorema  de  la  funcion  inversa 


Sea /derivable  y  estrictamente  monotona  en  un  intervalo  /.  Si  f'{x)  #  0  en  cierto  x 
en  l,  entonces /  1  es  derivable  en  el  punto  correspondiente  y  =  f(x)  en  el  rango  de/y 


(r)'(y)  = 


1 


/'(*) 


Con  frecuencia,  la  conclusion  del  teorema  B  se  escribe  de  manera  simbolica  como 

dx  _  1 

dy  dyjdx 


BfJIM  Pit)  4 


Sea  y  =f(x)  =x5  +  2x  4- 1,  como  en  el  ejemplo  1.  Encuentre  (f  l)'(4). 


SOLUCION  Aunque  en  este  caso  no  podemos  encontrar  una  formula  para  /  1 ,  nota- 
mos  que  y  =  4  corresponde  a  x  =  1,  y  como/(jc)  =  5xi  +  2, 


(/■')'(  4) 


1 

/'(l) 


1 

5  +  2 


1 

7 


Revision  de  conceptos 

;  1.  Una  funcion  es  uno  a  uno  si  X\  +  x2  implica _ . 

2.  Una  funcion  /,  uno  a  uno,  tiene  una  inversa  f  1  que  satisface 

:  f~1(f(x))  = _ y/( _ )=y- 

l 

X 


\ - 


3.  Un  criterio  util  para  que  /  sea  uno  a  uno  (y  asf  tenga  una  in¬ 
versa)  en  un  dominio,  es  que  /  sea  estrictamente _ allf.  Esto 

significa  que/es _ o  bien _ . 

4.  Sea  y  ~f(x),  en  donde /tiene  la  inversa/-1.  La  relacion  que 

conecta  a  las  derivadas  de/y/-1  es _ . 
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39.  f(x)  =  2  tan  x,  —  y  <  x  <  y 

40.  f(x)  =  y/x  +  1 

41.  Suponga  que  fyg  tienen  inversas  y  que  h(x )  =  (/»  g)(x)  = 
/(g(x)).  Demuestre  que  /;  tiene  una  inversa  dada  por  h~l  =  g_1  »/_1. 

42.  Verifique  el  resultado  del  problema  41  para  /( x)  =  1/x, 
g(x)  =  3x  +  2. 

43.  Sif(x)  =  /  VT  +  cos2  t  dt.  entonces/ tiene  una  inversa. 

Jo 

(iPor  que?).  Sea  A  =/( tt/2)  y  B  =/(5rr/6).  Encuentre 

(a)  (f-')'(A),  (b)  (f-'y(B), 

(c)  (r')'(o). 

ax  +  b 

44.  Sea  f{x)  = - fJfi  y  suponga  que  be  -  ad  #  0. 

(a)  Encuentre  la  formula  para/-1)*). 

(b)  ^Por  que  es  necesaria  la  condicion  bc-ad^A  0? 

(c)  ^Que  condicion  sobre  a,b,cy  d  hardn  que  /=/_1  ? 


45.  Suponga  que  /es  continua  y  estrictamente  creciente  en  [0, 1] 

f{x)  dx  =  calcule  /  /  ‘(yJdy.Su- 
Jo 

gerencia:  haga  un  dibujo. 

HEED  46.  Sea  /  continua  y  estrictamente  creciente  en  [0,  oo)  con 
/( 0)  =  0  y  f{x)  — »oo  cuando  x  — »  oo.  Utilice  un  razonamiento  geome- 
trico  para  establecer  la  desigualdad  de  Young.  Para  a  >  0,  b  >  0. 

pa  pb 

abs  f(x)  dx  +  /  f~\y)  dy 
Jo  .  Jo 

;,Cual  es  la  condicion  para  que  se  cumpla  como  igualdad? 

HEED  47.  Sean  p  >  1,  q  >  1  y  1/p  +  \/q  =  1.  Demuestre  que  la  inversa 
de/(x)  =xp~]  es  f~l(y)  =  y'ri  y  utilice  esto  junto  con  el  problema  46 

para  demostrar  la  desigualdad  de  Minkowski: 

aP  bq 

ab  S, - 1 - ,  a  >  0,  b  >  0 

p  q 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  /(*])  ^  f{x2 ) 
2.  x\f~x(y)  3.  monotona;  creciente;  decreciente 

4.  (f-')'(y)  =  1  //’{*) 


con/(0)  =  0  y/(l)  =  1 


.Si  J 


6.3 

La  funcion  exponencial 
natural 


Figura  1 


La  grafica  de  y  =  / (x)  =  In  x  se  obtuvo  al  final  de  la  seccion  6.1  y  se  reproduce  en  la  fi¬ 
gura  1.  La  funcion  logaritmo  natural  es  derivable  (y  por  lo  tanto  continua)  y  creciente 
en  su  dotninio  D  =  (0,  oo);  su  rango  es  R  =  (—  oo,  oo).  De  hecho.  es  precisamente  la  clase 
de  funcion  estudiada  en  la  seccion  6.2  y,  por  lo  tanto.  tiene  una  inversa  In-1  con  dominio 
(-  oo,oo)  y  rango  (0,oo).  Esta  funcion  es  tan  importante  que  se  le  da  nombre  y  simbolo 
especiales. 


Definicion 

La  inversa  de  In  se  denomina  funcion  exponencial  natural  y  se  denota  por  exp.  Asf, 

x  =  exp  y  «=>  y  —  In  x 


De  inmediato.de  esta  definicion  se  deduce  que: 

1.  exp(ln  x)  =  x,  x  >  0 

2.  ln(expy)  =  y,  para  today 

Como  exp  y  In  son  funciones  inversas,  la  grafica  de  y  —  exp  x  es  solo  la  grafica  de  y  =  In 
x  reflejada  respecto  a  la  recta  y  =  x  (vease  la  figura  2). 

Pero,  i,a  que  se  debe  el  nombre  de  funcion  exponencial ?  Ya  lo  vera. 

Propiedades  de  la  funcion  exponencial  Empezamos  por  introducir  una 
nuevo  numero,  el  cual,  al  igual  que  tt,  es  tan  importante  en  matematicas  que  tiene  un 
sfmbolo  especial,  e.  La  letra  e  es  adecuada  porque  Leonardo  Euler  fue  el  primero  en 
reconocer  la  importancia  de  este  numero. 


Definicion 

La  letra  e  denota  al  tinico  numero  real  positivo  tal  que  In  e—  1. 
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La  figura  3  ilustra  esta  definition;  el  area  bajo  la  grafica  de  y  =  1/x  entre  x  =  1  y  x  —  e 
es  1.  Ya  que  In  e  =  1  tambien  es  cierto  que  exp  1  =  e.  El  numero  e,  al  igual  que  tt,  es  irra¬ 
tional.  Se  conocen  miles  de  cifras  decimales  en  su  desarrollo  decimal;  los  primeros  df- 
gitos  son 

e  ~  2.718281828459045 

Ahora  hacemos  una  observation  crucial,  una  que  depende  solo  de  hechos  ya  de- 
mostrados:  la  parte  (1)  anterior  y  el  teorema  6.1  A.  Si  r  es  cualquier  numero  racional, 

er  =  exp(ln  er)  =  exp(r  In  e)  =  exp  r 

Hagamos  enfasis  en  el  resultado.  Para  r  racional,  exp  r  es  identico  a  e'.  Lo  que  se  intro- 
dujo  de  una  manera  mas  abstracta  como  la  inversa  del  logaritmo  natural,  que  a  su  vez 
se  definio  como  una  integral,  resulto  ser  una  simple  potencia. 

^Pero  que  sucede  si  r  es  irracional?  Aqui  le  recordamos  un  hueco  en  todos  los  tex- 
tos  de  algebra  elemental.  Nunca  se  definen  potencias  irracionales  mediante  algun  enfo- 
que  riguroso.  /,Que  significa  ev2?  Usted  tendra  momentos  diffciles  para  precisar  ese 
numero  con  base  en  algebra  elemental.  Pero  se  debe  precisar  si  vamos  a  hablar  de  co- 
sas  como  Dxe x.  Guiados  por  lo  que  aprendimos  anteriormente,  simplemente  definimos 
e*  para  toda  x  (racional  e  irracional)  como 

ex  —  exp  x 

Observese  que  (1)  y  (2)  al  inicio  de  esta  section  ahora  toman  la  siguiente  forma: 


Asimismo,  observe  que  (1)'  dice  que  In  x  es  el  exponente  que  necesita  ponerle  a  e  para 
obtener  x.  Esta  es  solo  la  definition  usual  del  logaritmo  en  la  base  e,  como  se  da  en  la 
mayoria  de  los  libros  de  precalculo. 

Ahora,  con  facilidad  podemos  demostrar  dos  leyes  conocidas  de  los  exponentes. 


Teorema  A 


Sean  ay  b  cualesquiera  numeros  reales.  Entonces  eaeb  =  ea  ‘ b  y  ea  jeb  —  eab. 

Demostracion  Para  demostrar  la  primera,  escribimos 

eaeb  =  exp(ln  eaeb)  (por  (1)) 

=  exp(ln  ea  +  In  eb)  (Teorema  6.1A) 

=  exp(a  +  b)  (por  (2)') 

=  ea+b  (ya  que  exp  x  =  ex) 


Un  ave  fenix 

El  numero  e  aparece  a  lo  largo  de 
las  matematicas,  pero  su  importancia 
radica  seguramente  mas  en  su  uso 
como  la  base  para  la  funcion  expo¬ 
nential  natural.  Pero,  (;,que  hace  a 
esta  funcion  tan  importante? 

“^Quien  no  se  ha  sorprendido  al 
aprender  que  la  funcion  y  =  er, 
como  un  ave  fenix  que  renace  de 
sus  cenizas,  es  su  propia  derivada?”. 


El  segundo  hecho  se  demuestra  de  manera  analoga.  ■ 

La  derivada  de  e  x  Como  exp  y  In  son  inversas,  del  teorema  6.2B  sabemos  que  exp 
x  =  ex  es  derivable.  A  fin  de  encontrar  una  formula  para  Dxex,  podrfamos  utilizar  ese 
teorema.  De  manera  alternativa,  sea  y  =  ex  de  modo  que 

x  =  In  y 

Ahora  derivamos  ambos  lados  con  respecto  a  x.  Al  usar  la  regia  de  la  cadena  obte- 
nemos 

1  =  ~Dxy 

Con  lo  que 


Francois  Le  Lionnais 


Dxy  =  y  =  e 


Sea  /(x)  =  xe I/2.  Determine  en  donde  /  es  creciente  y  en  donde  es 
decreciente;  tambien,  en  donde  es  concava  hacia  arriba  y  en  donde  es  concava  hacia 
abajo.  Ademas,  identifique  todos  los  valores  extremos  y  los  puntos  de  inflexion.  Des¬ 
pues  haga  un  bosquejo  de  la  grafica  de/. 

SOLUCION 


y 


Teniendo  en  mente  que  e*12  >  0  para  toda  x,  vemos  que  /'(x)  <  0  para  x  <-2,/'(-2)  = 
Oyf'(x)  >  0  para  toda  x  >  —2.  Por  lo  que  / es  decreciente  en  (—  oo,  —2]  y  creciente  en 
[-2,  oo),  y  tiene  su  valor  minimo  en  x  =  —  2,  de/(— 2)  =—  2/e  «  —0.7. 

Tambien, /"(x)  <  0  para  x  <-4,/"(—  4)  =  0y/"(x)>  0  para  x  >  —4;  de  modo  que  la 
grafica  de  /es  concava  hacia  abajo  en  (—  oo,  —4)  y  concava  hacia  arriba  en  (-4,  oo),  y  tiene 
un  punto  de  inflexion  en  (—  4,  -4e-2)  ~  (-4,  -0.54).  Como  h'm  xex/1  =  0,  la  recta  y  -  0 
es  una  asfntota  horizontal.  Esta  information  justifica  la  grafica  de  la  figura  4.  ■ 

La  formula  de  la  derivada  =  ex  de  forma  automatica  produce  la  formula  de  la 
integral  f  ex  dx  =  ex  +  C,  o,  con  u  en  lugar  de  x. 


EIEMPLO  3 


X 
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IS  EJEMPLO  4  |  Evalue  /  e  4x  dx. 

SOLUCION  Sea  u  =  — 4x,  de  modo  que  du  =  —4  dx.  Entonces 
J e~4x  dx  =  —  ^  J e~4x(— 4  dx)  =  —  ^  J eu  du  —  —  ^eu  +  C  =  — - 

B  EJEMPLO  5  Evalue  /  x2e  x'  dx. 

SOLUCION  Sea  u  —  — x3,  de  modo  que  du  —  — 3x2  dx.  Entonces 


4x 


c 


1‘ 


x2e~x  dx  = 


4y><-3^,) 


EJEMPLO  6  j  Evalue  /  xe  ix  dx 


4e/ 


SOLUCION  Sea  «  =  — 3x2,  por  lo  que  du  =  — 6x  dx.  Entonces 


J  xe“3f2  dx  =  ~\J  e~3x\-6xdx)  =  j  eu 


du 


1 


<r"  +  C 


1 


“3r  +  C 


6  6 

Asf,  por  el  SegundoTeorema  Fundamental  del  Calculo. 

^  c  -27  -t\  e  ~  —  e 


[  xe~3xZ  dx  = 

'  1  -3E 

h 

L  6  J 

-27 


0.0082978 


El  ultimo  resultado  puede  obtenerse  de  manera  directa  con  una  calculadora. 

•  6eV* 


EJEMPLO  7  j  Evalue 


iej- 


-dx. 


SOLUCION  Considere  f  eu  du.  Sea  u  =  1/x,  por  lo  que  du  =  (— l/x2)dx.  Entonces 
'  6el/x 


!*irdx  ~  ‘  ~6Je" 


du 


=  -6e“  +  C  =  -6el/x  +  C 


Aunque  el  sfmbolo  ey  sustituira  en  el  resto  del  libro  a  exp  y,  este  aparece  con  fre- 
cuencia  en  la  escritura  cientifica,  en  especial  cuando  el  exponente  y  es  complicado.  Por 
ejemplo,  en  estadi'stica,  muchas  veces  uno  encuentra  la  funcion  de  densidad  normal, 
que  es 


/(*)  = 


l 


crV^77 


exp 


(x  -  m)2 

2  a2 


Revision  de  conceptos 

1.  La  funcion  In  es _ en  (0,  oo)  y  asf  tiene  una  inversa 

denotada  por  In-1  o  por _ . 

2.  El  numero  e  se  define  en  terminos  de  In  por _ ;  su  va¬ 
lor  con  dos  decimales  es _ . 


3.  Como  ec  =  exp  x  =  In  1  x, se  sigue  que  eln*  = 
>0yln(cr)  = _ . 


4.  Dos  hecho  notables  acerca  de  e '  son  que  Dx(ex) 
jex  dx  =  _ . 


para  x 


y 
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Conjunto  de  problemas  6.3 

E  1.  Utilice  su  calculadora  para  computar  cada  una  de  las  siguien- 
tes  expresiones. 

Nota:  en  algunas  calculadoras  existejun  bo  ton  B.  En  otras  usted  de- 
be  presionar  los  botones  QE3  (o  I  2nd  1)  y  QEZ1. 

(a)  e3  (b)  e2A 

(c)  e^2  (d)  ecos(ln  4) 

El  2.  Calcule  lo  siguiente  y  explique  por  que  sus  respuestas  no  son 
sorprendentes. 


(a)  e3ln2 

(b) 

e(In64)/2 

En  los  problemas  del  3  al  10  simplifique  la  expresion  dada. 

3.  e3tnx 

4. 

e~2,nx 

5.  In  ec™x 

6. 

In  e~2x~3 

7.  ln(xV3j;) 

8. 

gX— in  x 

^  gin  3+2  In  x 

10. 

gin  x2-}!  In  x 

En  los  problemas  del  11  al  22  encuentre  Dxy  (veanse  los  ejemplos 
2). 

11.  y  =  ex+2 

12. 

H 

1 

II 

>> 

13.  y  = 

14. 

T 

il 

15.  y  =  e2ln* 

16. 

y  =  es/\nx 

17.  y  =  *V 

18. 

y  _ 

19.  y  =  V?  +  e^2 

20. 

y  =  el/xl  +  \/exl 

21.  exy  +  xy  =  2  Sugerencia:  utilice  derivacion  implicita. 

22.  ex+y  =  4  +  x  +  y 

23.  Utilice  su  conocimiento  de  la  grafica  de  y  =  ex  para  hacer  un 
dibujo  de  las  graficas  de  (a)  y  =  —e  x  y  (b)  y  =  e  x. 

24.  Explique  por  que  a  <  b=>  e~a  >  e~h. 

En  los  problemas  del  25  al  36  determine ,  primero,  el  dominio  de  la 
funcion  que  se  da  y  luego  determine  en  donde  es  creciente,  decreciente, 
y  tambien  en  donde  es  concava  hacia  arriba  y  en  donde  es  concava  ha- 
cia  abajo.  Identifique  todos  los  valores  extremos  y  los  puntos  de  infle¬ 
xion.  Despues  haga  un  bosquejo  de  la  grafica  y  = fix). 

25.  f(x )  =  e2x  26.  f(x )  =  e~x!2 

27.  f(x)  =  xe~x  28.  fix)  —  ex  +  x 


29.  f(x)  =  ln(x2  +1)  30.  f{x)  =  ln(2x  —  1) 

31.  f(x)  =  ln(l  +  ex)  32.  f(x)  =  e1-*2 


33.  f(x)  =  e~(x~1)2 

34.  f{x)  -  ex  -  e~x 

“5 

T 

il 

1 A 

r^i 

36.  f{x)  =  [  te~'  dt 

Jo 

En  los  problemas  del  37  al  44  encuentre  cada  integral. 

37.  j  e3x+l  dx 

38.  J  xexl  3  dx 

39.  J (x  +  3)ex2+6x  dx 

40.  [  /  dx 

f  e  '/x 

4L  j-^dx 

43.  /  c2r’3 dx 

Jo 

44.  f 2g~dx 

J 1  x2 

45.  Encuentre  el  volumen  del  solido  que  se  genera  al  hacer  girar, 
alrededor  del  eje  x,  la  region  acotada  pory  =  et,y  =  0,x  =  0yx  =  ln3. 

46.  La  region  acotada  por  y  =  e  x  ,  y  =  0,  x  =  0,  se  hace  girar 
con  respecto  al  eje  y.  Encuentre  el  volumen  del  solido  resultante. 

47.  Encuentre  el  area  de  la  region  acotada  por  la  curva  y  =  e  x  y 
la  recta  que  pasa  por  los  puntos  (0, 1)  y  (1, 1/e). 


48.  Demuestre  que  f(x) 
ciente  para  x  >  0. 


ln(l  -  e  x)  es  decre- 


E1  49.  La  formula  de  Stirling  dice  que  para  n  grande  podemos  apro- 
ximar  n!  =  1  •  2  •  3  •••  n  por 

n!  y/lmt  ( —]n 


(a)  Calcule  10!  de  manera  exacta,  luego  de  forma  aproximada  me- 
diante  la  formula  anterior. 

(b)  Aproxime  601. 

El  50.  Mas  adelante  demostraremos  (seccion  9.9)  que  para  x  pe- 


x2  x7,  x4 

ex  &  \  +  x  +  —  +  —  +  — 

2!  3!  4! 

Utilice  este  resultado  para  aproximar  e0J  y  compare  su  resultado  con 
lo  que  obtiene  calculandolo  directamente.  (Las  computadoras  y 
calculadoras  utilizan  sumas  como  esta  para  aproximar  ex). 

51.  Encuentre  la  longitud  de  la  curva  dada  parametricamente 
por  x  =  e‘  sen  t,y  =  e‘  cos  t.  0  £  t  £  7r. 

E]  52.  Si  en  un  contador  de  registro  los  clientes  llegan  a  una  tasa 
promedio  de  k  por  minuto,  entonces  (veanse  libros  sobre  teoria  de 
probabilidad)  la  probabilidad  de  que  exactamente  n  clientes  lleguen 
en  un  periodo  de  x  minutos  esta  dado  por  la  formula 


(kx)ne~ 


-,n  =  0,  1,2,... 


Encuentre  la  probabilidad  de  que  lleguen  exactamente  8  clientes  du¬ 
rante  un  periodo  de  30  minutos,  si  la  tasa  promedio  para  este  conta¬ 
dor  de  registro  es  de  1  cliente  cada  4  minutos. 

In  x 

53.  Sea  f(x)= - - - -r  parax  en  (0,oo).  Encuentre: 

1  +  (In  x) 

(a)  lfm/(x)y  11m  f(x); 

x—*0 

(b)  los  valores  maximo  y  minimo  de  f(x). 

„2 

(c)  F’{  Ve)  si  F(x)  =  J  f{t)dt. 

54.  Sea  R  la  region  acotada  por  x  =  0,  y  =  e*  y  la  recta  tangente  a 
y  =  ex  que  pasa  por  el  origen.  Encuentre: 

(a)  el  area  de  R\ 

(b)  el  volumen  del  solido  que  se  obtiene  cuando  R  se  hace  girar  al- 
rededor  del  eje  x. 


Utilice  una  calculadora  grafica  o  un  CAS  para  resolver  los  pro¬ 
blemas  del  55  al  60. 


55.  Evalue. 

(a)  J  exp(-l/x2)  dx 

56.  Evalue. 

(a)  lfm(l  +  x)1|/x 

jt— »0 


(b)  /  e  0Ax  s enxdx 


(b)  hm(l  +  x)  l/x 
x—*0 
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57.  Determine  el  area  de  la  region  entre  las  graficas  de  y=f(x )  = 
exp(-x2)  y  y  =  f"(x)  en  [-3, 3], 

H<E3  58.  Dibuje  las  graficas  de  y=xpe~x  para  diferentes  valores  de  p 
utilizando  los  mismos  ejes.  Haga  conjeturas  acerca  de: 

(a)  h'm  xpe~x' 

x— >00 

(b)  la  abscisa  x  del  punto  maximo  para  f(x)  =  xpe~x. 

59.  Describa  el  comportamiento  de  ln(x2  +  e  *)  para  x  grandes 
negativas.  Para  x  grandes  positivas. 


60.  Dibuje  las  graficas  de/y/',donde/(x)  =  1/(1  +  ex/x).  Despues 
determine  cada  uno  de  lo  siguiente: 


lim  fix) 

(b) 

h'm  f(x) 

x  — *0 

lim  f(x) 

X-+±CG 

(d) 

h'm  /'(*) 

x  — *0 

(e)  Los  valores  maximo  y  minimo  de  /  (si  existen). 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  creciente;  exp 
2.  In  e  =  1;  2.72  3.  x,x  4.  ex;  ex  +  C 


6.4 

Funciones  exponencial 
y  logaritmica 
generales 


i,Que  significa  2W? 

En  algebra,  2"  se  define  primero 
para  enteros  positivos  n.  Asi,  21  =  2 
y  24  =  2  •  2  •  2  •  2.  Despues,  definimos 
2"  para  cero, 

2°  =  1 

y  para  enteros  negatives: 

2~"  =  1/2"  si  n  >  0 

Esto  significa  que  2-3  =  1/23  =  1/8. 
Por  ultimo,  usamos  las  funciones 
rafees  para  definir  2'  para  niimeros 
racionales  r.  Asi, 

27/3  =  ^ 

Se  requiere  del  calculo  para  ampliar 
la  definicion  de  2‘  al  conjunto  de 
los  niimeros  reales.  Una  manera  de 
definir  2 77  seria  decir  que  es  el  limite 
de  la  sucesion 

23, 231,  2314, 23141, . . . 

La  definicion  que  usamos  es 

2V  =  e77’"2 

Esta  definicion  implica  al  calculo,  ya 
que  nuestra  definicion  de  logaritmo 
natural  incluye  la  integral  definida. 


En  la  seccion  anterior  definimos  e  ,  en ,  y  todas  las  demas  potencias  irracionales  de  e. 

rz 

Pero,  <,que  hay  acerca  de  2  v  ,  Trn,  tt‘\  y  potencias  irracionales  semejantes  de  otros  ntime- 
ros?  De  hecho,  queremos  darle  significado  a  if  para  a  >  0  y  x  cualquier  numero  real.  Aho- 
ra,  si  r  =  p/q  es  un  numero  racional,  entonces  ar  =  ( ^/a)p.  Pero  tambien  sabemos  que 

ar  =  exp(ln  ar)  =  exp(r  In  a)  =  erlna 
Esto  sugiere  la  definicion  de  la  funcion  exponencial  para  la  base  a. 

Definicion 

Para  a  >  0  y  cualquier  numero  real  x, 


Por  supuesto,  esta  definicion  sera  apropiada  solo  si  las  propiedades  usuales  de  los 
exponentes  son  validas  para  ella,  un  tema  que  en  breve  abordaremos.  Para  apuntalar 
nuestra  confianza  en  la  definicion,  la  utilizamos  para  calcular  32  (con  un  poco  de  ayuda 
de  nuestra  calculadora): 

33  =  e21n3  ^  g2(  1.09861 23)  ^  q.OOOOOO 

Su  calculadora  puede  dar  un  resultado  que  difiere  un  poco  de  9.  Las  calculadoras  utili- 
zan  aproximaciones  para  ex  y  In  x,  y  redondean  a  un  numero  fijo  de  decimales  (por  lo 
comun,  alrededor  de  8). 

Ahora  podemos  llenar  un  pequeno  hueco  en  las  propiedades  del  logaritmo  natural 
que  se  dejo  desde  la  seccion  6.1. 

ln(a*)  =  \n{exXna)  =  x  In  a 

Asi,  la  propiedad  (iv)  del  teorema  6.1  A  se  cumple  para  todo  real  x,  no  solo  para  x  ra¬ 
cional,  como  se  afirmo  alii.  Necesitaremos  este  hecho  en  la  siguiente  demostracion  del 
teorema  A. 

Propiedades  de  a  '  El  teorema  A  resume  las  propiedades  conocidas  de  los  expo¬ 
nentes,  todas  las  cuales  pueden  demostrarse  ahora  de  una  manera  completamente  rigu- 
rosa.  El  teorema  B  nos  muestra  como  derivar  e  integrar  a*. 


Teorema  A 


Propiedades  de  los  exponentes 

Sin>0,  b>0y  xy  y  son  numeros  reales,  entonces 


(i) 

axay  -- 

=  ax+y 

(ii) 

aX  x-y 

—  =  nK  y ' 

V  ’ 

ay 

(iii) 

(axy 

SS*' 

X 

a 

II 

(iv) 

(ab)x  =  axbx\ 

(v) 

f  aV 

_  a* 

\b) 

~  bx' 
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Demostracion  Demostraremos  (ii)  y  (iii),  dejandole  las  demas  a  usted. 

(ii)  —  =  eln(a*/a")  =  elna^lnay 
ay 

—  exlna~ylna  —  e(x-y)lna  _ 

(iii)  (flx)v  =  ev  ln  fl<  =  evxlnfl  =  ayx  =  axy 


Teorema  B 


Reglas  de  la  funcion  exponencial 

Dr  ax  =  ax  ln  a 


/ 


ax  dx  =  j  - - )ax  +  C,  a  A  1 

ln  a 


Demostracion 


Dxax  =  Dx(ex'na)  =  extnaDx{x  ln  a) 


=  ax  ln  a 

La  formula  para  la  integral  se  deduce  de  inmediato  a  partir  de  la  formula  para  la  deri- 
vada.  ■ 


B  EJEMPLO  1  Encuentre  £)*(  3^). 

SOLUCION  Utilizamos  la  regia  de  la  cadena  con  u  =  \fx. 


Dx\ (3^)  =  3Vx  ln  3  •  DxVx  = 


3^  In  3 

2\fx 


as 


^,Por  que  otras  bases? 


En  realidad,  <,son  necesarias  otras 
bases  distintas  de  e?  No.  Las  formu¬ 
las 


y 


a 


X  _ 


gX  In  a 


log„  X  = 


ln  x 
In  a 


nos  permite  convertir  cualquier 
problema  que  implica  funciones 
exponenciales  o  funciones  logaritmi- 
cas  con  base  a  a  funciones  corres- 
pondientes  con  base  e.  Esto  sustenta 
nuestra  terminologia:  funciones 
exponencial  natural  y  logarftmica 
natural.  Tambien  explica  el  uso  uni¬ 
versal  de  estas  funciones  en  trabajo 
avanzado. 


M  EJEMPLO  2 
SOLKION 


Encuentre  dy/dx  si  y 


(x4  +  2)5  +  5*4+2. 


--  =  5(x4  +  2)4  •  4x3  +  5x4+2  ln  5  •  4x3 
dx 

=  4x3[5(x4  +  2)4  +  5Jc4+2ln5] 

=  20x3[(x4  +  2)4  +  5x4+1  In  5]  ■ 


EJEMPLO  3 


Encuentre 


/2" 


x 2  dx. 


SOLUCION  Sea  u  =  x3,  por  lo  que  du  =  3x2  dx.  Entonces 

2x>x1dx  =  ^  J2r\3x2  dx)  —  ^Jl"  du 


J'* 


1  2" 

3  ln  2 


C  =  —  +  C 

3  ln  2 


La  funcion  log,,  Por  ultimo,  estamos  preparados  para  hacer  una  conexion  con  los 
logaritmos  que  usted  estudio  en  algebra.  Observemos  que  si  0  <  a  <  1 ,  entonces /(x)  =  ax 
es  una  funcion  decreciente;  si  a  >  1,  entonces  es  una  funcion  creciente,  como  puede  verifi- 
carlo  considerando  la  derivada.  En  cualquier  caso,/tiene  una  inversa.  A  esta  inversa  le 
llamamos  la  funcion  logaritmo  de  base  a.  Esto  es  equivalente  a  la  siguiente  definicion. 


Definicion 

Sea  a  un  numero  positivo  distinto  de  1.  Entonces 

y  =  log„  x  <=>  x  =  ay 
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Historicamente,  la  base  10  fue  la  mas  comunmente  utilizada  y  los  logaritmos  resul- 
tantes  fueron  denominados  logaritmos  comunes.  Pero  en  calculo  y  todas  las  matemati- 
cas  avanzadas,  la  base  importante  es  e.  Observe  que  logc,  al  ser  la  inversa  de  f{x)  =  ex, 
solo  es  otro  sfmbolo  para  In;  esto  es, 

loge  x  =  In  x 

Hemos  cerrado  el  circulo  (vease  la  figura  1).  La  funcion  In,  que  introdujimos  en  la  sec- 
cion  6.1,  resulto  ser  un  logaritmo  ordinario  de  una  base  especial,  e. 

Ahora,  observe  que  si  y  =  loga  x  de  modo  que  .r  =  ay,  entonces 

In  x  —  y  In  a 

de  lo  cual  concluimos  que 


De  esto,  se  sigue  que  log„  satisface  las  propiedades  usuales  asociadas  con  los  logarit¬ 
mos  (vease  el  teorema  6.1A).Tambien, 


Figura  1 


12  3  4  5  6 


Figura  2 


n  EJEMPLO  4]  Siy  =  log10(x4  +  13), encuentre 

SOLUCION  Sea  u  =  x4  +  13  y  aplique  la  regia  de  la  cadena. 

dy  1  ,  4x3 


dx  (jc4  +  13)  In  10 


■4xJ  = 


(x4  +  13)  In  10 


Las  funciones  ax,  x'\  y  xx  Iniciamos  con  la  comparacion  de  las  tres  graficas  de  la 
figura  2.  De  manera  mas  general,  sea  a  una  constante.  No  confunda /(x)  =  a*,  nna  fun¬ 
cion  exponencial,  con  g(jr)  =  xa,  una  funcion  potencia.  Y  no  confunda  sus  derivadas. 
Acabamos  de  aprender  que 

Dx(ax)  =  ax  In  a 

^Que  hay  acerca  de  Dx(xa)l  Para  a  racional,  en  el  capitulo  2  demostramos  la  regia  de 
la  potencia,  la  cual  dice  que 

Dx(xa )  =  axa~} 

Ahora,  afirmamos  que  esto  es  cierto  aun  si  a  es  irracional.  Para  ver  esto,  escrfbase 

Dx(xa)  =  Dx{ea'nx)  =  ealnx-- 


=  xa  •  —  =  ax“  1 


La  regia  correspondiente  para  integrales  tambien  se  cumple,  incluso  si  a  es  irracional. 


Por  ultimo,  consideramos  f(x)  =  xx,  una  variable  de  una  potencia  variable.  Existe  una 
formula  para  Dx(xx),  pero  no  le  recomendamos  que  la  memorice.  En  lugar  de  eso,  le  suge- 
rimos  que  aprenda  dos  metodos  para  encontrarla,  como  se  ilustra  a  continuacion. 


Seccion  6.4  Funciones  exponencial  y  logarftmica  generales  345 


M  EJEMPLO  5 1  Si  y  =  x1,  x  >  0,  encuentre  Dxy  por  medio  de  dos  metodos  dife- 
rentes. 


SOLUCION 

Metodo  1  Podemos  escribir 


y  -  xx  =  ex  1 


Asf,  por  la  regia  de  la  cadena  y  la  regia  del  producto. 


Dxy  =  exlnxDx(x  ln  x)  =  xx\x-~  +  ln  x  I  =  xx{\  +  ln  x) 


Metodo  2  Recuerde  la  tecnica  de  la  diferenciacion  logaritmica  de  la  seccion  6.1. 


y  =  xx 


ln  y  =  x  ln  x 


1  1  , 

—  ZX  y  =  x - I-  ln  x 

y  x 

Dxy  =  y{  1  +  ln  x)  =  xv(l  +  ln  x) 


n  EJEMPLO  6  j  Si  y  =  (x2  +  1  )n  +  x,  encuentre  dy/dx. 

SOLUCION 

-J-  =  7 t(x2  +  1  y~X{2x)  +  7TSen  x  In  TT  •  COS  X 


De  ax  a  [f(x)]sW 

Observe  la  creciente  complejidad  de 
las  funciones  que  hemos  considera- 
do.  La  progresion  a*  a  a  P  es  una 
cadena.  Una  cadena  mas  complicada 
es  a  a  \f(x)]a  a  [/(jc)]g<JC\  Ahora 
sabemos  como  encontrar  las  deriva- 
das  de  todas  estas  funciones.  Deter- 
minar  la  derivada  de  la  ultima  de 
estas  se  realiza  mejor  por  medio 
de  diferenciacion  logarftmica,  una 
tecnica  introducida  en  la  seccion  6.1 
e  ilustrada  en  los  ejemplos  5  y  7. 


M  EJEMPLO  7  Si  y  =  ( x 2  +  1  )sen  encuentre 

SOLUCION  Utilizamos  la  diferenciacion  logaritmica. 

ln  y  =  (sen  x)  ln(x2  +  1 ) 

1  dy  2x  , 

y  dx  v  V  +  1  ; 

dy  ,  7  ,  1 2x  sen  x  ,  , 


dy  .  ,  , .  ,pn  r  2x  sen  x  .  ,  .  .  ,  , , 

—  =  (x2  +  l)senj:  — - - 1-  (cosx)  ln(x2  +  1) 

dx  x  H-  1 


1  EJEMPLO  8  Evalue 


SOLUCION  Sea  u  =  1/x,  por  lo  que  du  =  (—1  /x2)  dx.  Entonces 

!  l^dx~  _/5l,"(”7  dx') =  ~J5"d" 

ru  r\/x 

=  _^5  +  C  =  ~h75  +C 

Por  lo  tanto,  por  el  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo  , 

sV-t  r  "1 1  1 

/  —dx=  =  “(52  -  5) 

J1/2  xL  L  In  5  Ji/2  In  5 


12.43 
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Revision  de  conceptos 

1.  En  terminos  de  e  y  In,  ir  =  _ .  De  una  forma  mas  ge¬ 
neral,  ax  = _ . 

2.  In  x  —  Iog„  x,  donde  a  =  _ . 


3.  log,,  x  puede  expresarse  en  terminos  de  In  por  medio  de  log,, 

x  = _ . 

4.  La  derivada  de  la  funcion  potencia  f(x)  =  x"  es  f'(x)  = _ ; 

la  derivada  de  la  funcion  exponencial  g(x )  =  ax  es  g'(x)  = _ . 


Conjunto  de  problemas  6.4 

En  los  problemas  del  1  al  8  despeje  x.  Sugerencia:  log  a  b  =  c  <=> 
ac  =  b. 


1.  log,  8  =  x 
3.  log+  x  =  \ 


5.  2  log9i 


2.  log5  x  =  2 
4.  logx  64  =  4 

6.  log/-1-)  = 


7.  log2(x  +  3)  -  log2  x  =  2 

8.  log5(x  +  3)  -  log5  x  =  1 

IZD  Utilice  loga  x  =  (In  x)/(ln  a)  para  calcular  cada  uno  de  los  loga- 
ritmos  en  los  problemas  del  9  al  12. 

9.  logs  12  10.  log7(0.11) 

11.  logn(8.12)1/5  12.  log10(8.57)7 

0  En  los  problemas  del  13  al  16  utilice  logaritmos  naturales  para  re¬ 
solver  cada  una  de  las  ecuaciones  exponenciales.  Sugerencia:  para 
resolver  3X  =11  tome  In  de  ambos  lados,  obteniendo  x  In  3  =  In  1 1;  en- 
tonces  x  =  (In  1 1  )/<\n  3)  «  2.1827. 

13.  2X  =  17  14.  5*  =  13 

15.  52*'3  =  4  16.  121/(s_1)  =  4 

En  los  problemas  del  17  al  26  encuentre  la  derivada  o  integral  que  se 
indica. 


17.  Dx(62x) 

19.  Dx  log,  ex 

21.  Dz[ 3Z  ln(z  +  5)] 
23.  f  x2x*  dx 


18.  Dx{ 32x2~3x) 

20.  Dx  log10(x3  +  9) 

22. 


4.  J lO5*-1  dx 

6.  /  (1C3*  + 

./ o 


+  lO^3*)  dx 


En  los  problemas  del  27  al  32  encuentre  dy/dx.  Observacion :  debe  distin- 
guir  entre  los  problemas  del  tipo  ax,  xa  yxx  como  en  los  ejemplos  del  5  al  7. 

27.  y  =  10<*2>  +  (x2)10  28.  y  =  sen2  x  +  2sen * 

29.  y  =  x”+J  +  (tt  +  l)r  30.  y  =  2^  +  ( 2e)x 

31.  y  —  (x2  +  l)ln  t  32.  y  =  (lnx2)2*+3 

33.  Si/(x)  =  xsenj:,  encuentre /'(l). 

0  34.  Sea/(x)  =  rrj:yg(x)  =  x’r.^Cualesmayor,/(e)og(e)?  (/'(e)  o 
g'(e)l 

En  los  problemas  del  35  al  40  primero  determine  el  dominio  de  la  fun- 
cion  f  dada  y,  luego,  determine  en  donde  es  creciente  y  decreciente; 
tambien  en  donde  es  concava  hacia  arriba  y  concava  hacia  abajo. 
ldentifique  todos  los  valores  extremos  y  los  pantos  de  inflexion.  Luego 
haga  un  bosquejo  de  la  grafica  de  y  =/(x). 

35.  /(x)  -  Tx  36.  /(x)  =  x2  * 

37.  /(x)  =  log2(x2  +  1)  38.  /(x)  =  xlog3(x2  +  1) 

39.  /(x)  =  I  2~r  dt 


40.  /(x) 


log]0(/2  +  1)  dt 


41.  ^Como  estan  relacionados  log,/2x  y  log2x? 

42.  Haga  un  dibujo  de  las  graficas  de  logj  jX  y  log,x,  utilizando 
los  mismos  ejes  de  coordenadas. 

(0  43.  La  magnitud  M  de  un  terremoto  en  la  escala  de  Richter  es 
M  =  0.67  log10(0.37£)  +  1.46 

donde  E  es  la  energfa  del  terremoto  en  kilowatts— hora.  Encuentre  la 
energfa  de  un  terremoto  de  magnitud  7.  De  magnitud  8. 

ED  44.  La  intensidad  del  sonido  se  mide  en  decibeles,  en  honor  de 
Alejandro  Graham  Bell  (1847-1922),  inventor  del  telefono.  Si  la  va- 
riacion  en  la  presion  es  de  P  libras  por  pulgada  cuadrada,  entonces  la 
intensidad  L  en  decibeles  es 

L  =  20  log10(121.3F) 

Encuentre  la  variacion  en  la  presidn  causada  por  una  banda  de  rock 
a  115  decibeles. 

0  45.  En  la  escala  igualmente  temperada  a  la  cual  se  han  afinado  los 
instruments  de  teclado  desde  la  epoca  de  J.  S.  Bach  (1685-1750),  las 
frecuencias  de  notas  sucesivas  C,  C#,  D,  D#,  E,  F,  F#,  G,  G#,  A,  A#,  B, 
C  (Do,  Do  sostenido.  Re,  Re  sostenido.  Mi,  Fa,  Fa  sostenido,  Sol,  Sol 
sostenido.  La,  La  sostenido.  Si,  Do,  respectivamente)^,Cudl  es  la  ra- 
zon  r  entre  las  frecuencias  de  notas  sucesivas?  Si  la  frecuencia  de  A 
es  440  vibraciones  por  segundo,  encuentre  la  frecuencia  de  C. 

46.  Demuestre  que  log23  es  irracional.  Sugerencia:  use  la  demos- 
tracion  por  contradiccion. 

[0  47.  Usted  sospecha  que  los  datos  xy  que  recopi!6  estan  en  una 
curva  exponencial  y  =  Abx  o  bien  en  una  curva  potencia  y  =  Cxd.  Pa¬ 
ra  verificar,  grafique  In  y  contra  x  en  una  grafica,  y  In  y  contra  In  x  en 
otra.  (Las  calculadoras  graficas  y  los  CAS  tienen  opciones  para  hacer 
que  el  eje  vertical  o  ambos  ejes,  vertical  y  horizontal  tengan  escala  lo- 
gan'tmica.)  Explique  como  le  pueden  ayudar  estas  graficas  para  que 
llegue  a  una  conclusion. 

48.  (Un  pasatiempo)  Dado  el  problema  de  encontrar  y',  si  y  =  xx, 
el  estudiante  A  hizo  lo  siguiente: 


y'  =  x  •  xx  1  •  1 


El  estudiante  B  hizo  esto: 


Error  2 


y'  =  xx  •  In  x  •  1 
=  r'  lnx 


aplicacion  erronea  de 
la  regia  de  la  potencia 


aplicacion  erronea  de 
la  regia  de  la  funcion 
exponencial 


La  suma  x?  +  xx  In  x  es  correcta  (vease  el  ejemplo  5).  de  modo  que 
ERROR  1  +  ERROR  2  =  CORRECTO 
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Demuestre  que  el  mismo  procedimiento  da  una  respuesta  correcta 
para  y  =f(x)gt-x\ 

49.  Con venzase  usted  mismo  de  que /(x)  =  (x*)*  y /(x)  =  (xx)x 
y  g(x)  =  x^x  *  no  son  la  misma  funcion.  Despues  encuentre  f'(x)  y 
g'{x).  Observation:  cuando  los  matematicos  escriben  xx  ,  quieren  de- 
cir  x(x'f 

ax  -  1 

50.  Considere  f(x)  =  t  +  ^  para  a  fija,  a  >0,  a  #  1.  Demuestre 
que/tiene  una  inversa  y  encuentre  una  formula  para/~'(x). 


51.  Para  a  ^  1  fija,  sea —  x  ja "  en  [0.  ooj.  Demuestre. 


(a)  lim  fix)  =  0  Sugerencia:  estudie  In  /(x); 

x-*oo 

(b)  f(x)  se  maximiza  en  xQ  =  a/ In  a\ 

(c)  xa  =  a'  tiene  dos  posibles  soluciones  si  a  &  e  y  solo  una  solution 
si  a  =  e; 

(d)  t re  <  e”. 

52.  Sea  fu(x)  =  xue~x  para  x  >  0.  Demuestre  que  para  cualquier 
u  >  0  fija: 

(a)  fu(x)  alcanza  su  maximo  en  xo  =  u ; 

(b)  fu(u)  >fu{u  +  1)  y  fu+l(u  +  1)  >/u+,(u)  implican 


(c) 


u  +  1 


e  < 


u  4-  1 
u 

u  +  iY 

u 


<  e  < 


<  e. 


u  +  1 


i)“  = 

uj 


De  la  parte  (c)  concluya  que  lim  1  +  — 

u—*o o' 


53.  Encuentre  lim  xx.  Tambien  encuentre  las  coordenadas  del 

x  *0 ' 

punto  minimo  para  f(x)  =  xx  en  [0, 4]. 

ISS  54.  Dibuje  las  graficas  de  y  =  x3  y  y  =  3V  utilizando  los  mismos 
ejes  y  encuentre  todos  sus  puntos  de  interseccion. 

n  ATT 

I  55.  Evalue  /  xsen  x  dx. 

Jo 

56.  Con  referenda  al  problema  49.  Dibuje  las  graficas  de  /  y  g 
utilizando  los  mismos  ejes.  Despues  dibuje  las  graficas  de/'  y  g’  utili¬ 
zando  los  mismo  ejes. 


Hasta  ahora,  nuestra  experiencia  al  graficar  se  ha  restringido  a  utilizar 
espaciamiento  estandar  (lineal)  en  las  coordenadas.  Al  trabajar  con 
funciones  exponenciales  y  logantmicas  puede  ser  mas  instructivo  utili- 
zar  escalas  logantmicas  y  log-log.  Exploramos  estas  tecnicas  en  los 
probtemas  57  y  58. 

S  57.  En  un  solo  conjunto  de  ejes  utilice  su  calculadora  para  dibu- 
jar  las  graficas  de  y  =  2 x,y  =  3V  y  y  =  4X ,  en  el  intervalo  0  <x  <  4.  Haga  lo 
mismo  para  las  funciones  inversas  y  -  log2  x,  v  =  log3  x  y  y  =  log4  x.  Si 
utilizamos  un  programa  de  graficacion  por  computadora  que  permita 


el  uso  de  ejes  semilogaritmico  (una  escala  logaritmica  en  el  eje  y  y 
una  escala  normal  en  el  eje  x)  para  graficar  las  funciones  y  =  2x,y  =  y 
y  y  =  4X  en  la  region  -5  <  x  <  5  (vease  la  figura  3),  obtenemos  tres 
rectas. 

(a)  Identifique  cada  una  de  las  rectas  en  la  figura  3. 


Figura  3 


Figura  4 


(b)  Al  observar  que  si  y  =  Cbx  entonces  In  y  =  In  C  +  x  In  b ,  explique 
por  que  todas  las  curvas  en  la  figura  3  son  rectas  que  pasan  por 
el  punto  (0, 1). 

(c)  Con  base  en  la  grafica  semilogarftmica  dada  en  la  figura  4,  de¬ 
termine  C  y  b  en  la  ecuacion  y  =  Cbx. 

58.  Si  utilizamos  escala  logaritmica  tanto  en  el  eje  x  como  en  el 
eje  y  (denominada  grafica  log-log)  y  graficamos  varias  funciones 
potencia,  tambien  obtendremos  rectas.  Utilizando  el  resultado  de  que, 
al  tomar  logaritmos,  y  =  Cxr  se  transforma  en  log  y  =  log  C  +  r  log  x, 
identifique  las  ecuaciones  que  se  graficaron  en  la  figura  5. 


Figura  5 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  e ^ ln  ex  ln  “ 
2.  e  3.  (lnx)/(lna)  4.  ax"-1;  ax  ln  a 


6.5 

Crecimiento 
y  decaimiento 
exponenciales 


Al  principio  de  2004,  la  poblacion  mundial  era  de  alrededor  de  6400  millones.  Se  dice 
que  para  el  ano  2020,  alcanzara  7900  millones.  ^Como  se  hacen  tales  predicciones? 

Para  tratar  el  problema  de  forma  matematica,  denotese  con  y  =/(/)  al  tamano  de 
la  poblacion  en  el  instante  t,  en  donde  t  es  el  numero  de  anos  a  partir  de  2004.  Real- 
ment e,/(f)  es  un  entero  y  su  grafica  “da  saltos"  cuando  alguien  nace  o  alguien  muere. 
Sin  embargo,  para  una  poblacion  grande,  estos  saltos  son  tan  relativamente  pequenos 
respecto  a  la  poblacion  total  que  no  nos  equivocaremos  mucho  si  suponemos  que/es 
una  funcion  derivable. 


348  Capitulo  6  Funciones  trascendentales 


Parece  razonable  suponer  que  el  incremento  Ay  de  la  poblacion  (nacimientos  me- 
nos  decesos),  durante  un  breve  periodo  At,  es  proporcional  al  tamano  de  la  poblacion 
al  inicio  del  periodo  y  a  su  tamano.  Asi,  Ay  =  kyAt,  o 


Ay 

At 


=  ky 


En  su  forma  de  lirnite,  esto  da  la  ecuacion  diferencial 


Si  k  >  0,  la  poblacion  esta  creciendo;  si  k  <  0,  esta  disminuyendo.  Para  la  poblacion 
mundial,  la  historia  indica  que  k  es  alrededor  de  0.0132  (suponiendo  que  t  se  mide  en 
anos),  aunque  algunas  agencias  reportan  una  cifra  diferente. 

Resolucion  de  la  ecuacion  diferencial  Iniciamos  nuestro  estudio  de  las 
ecuaciones  diferenciales  en  la  seccion  3.9,  y  ahora  podrfa  remitirse  a  esa  seccion.  Que- 
remos  resolver  dy/dt  =  ky  sujeta  a  la  condicion  y  =  y0  cuando  t  —  0.  Separando  variables 
e  integrando,  obtenemos 

dy 

—  =  kdt 

ik-h 

In  y  =  kt  +  C 

La  condicion  y  =  y0  en  t  =  0  da  C  =  In  y0.  Asi, 

In  y  —  In  y0  =  kt 


o 


y 

In—  =  kt 

yo 


Al  cambiar  a  la  forma  exponencial  se  obtiene 


o,  finalmente. 


z_ 

yo 


e 


kt 


y  =  y0ekt 


Cuando  k  >  0,  este  tipo  de  crecimiento  se  denomina  crecimiento  exponencial,  y  cuando 
llama.  ‘Ifi'Jiimifi'itsi.  . 

De  regreso  al  problema  de  la  poblacion  mundial,  elegimos  para  medir  el  tiempo  t 
en  anos  despues  del  1  de  enero  de  2004,  y  y  en  miles  de  millones  de  personas.  Asf,y0  = 
6.4  y  como  k  =  0.0132, 

y  =  6.4e00132' 

Para  el  ano  2020,  cuando  t  =  16,  podemos  pronosticar  que  y  sera  alrededor  de 
y  =  6.4e0  0132(16) «  7.9  mil  millones. 


J  t  f  t  M P1.Q  1~  Bajo  las  suposiciones  anteriores,  ^cuanto  tiempo  tardara  la  pobla¬ 
cion  mundial  en  duplicarse? 
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Crecimiento 

exponencial 


t 


Crecimiento 

iogistico 


SOLIJCION  La  interrogante  es  equivalente  a  preguntar  “^dentro  de  cuantos  anos,  a 
partir  de  2004,  la  poblacion  alcanzara  12.8  mil  millones?  Necesitamos  resolver 

12.8  =  6.4e00132' 

2  =  e00132' 

para  t.  A1  tomar  logaritmos  de  ambos  lados  se  obtiene 

In  2  =  0.01321 


In  2 
0.0132 


53  anos 


Si  la  poblacion  mundial  se  duplicara  en  los  primeros  53  anos  a  partir  de  2004,  se 
duplicara  en  cualquier  periodo  de  53  anos;  asf,  por  ejemplo,  se  cuadruplicara  en  106 
anos.  De  forma  mas  general,  si  una  cantidad  con  crecimiento  exponencial  se  duplica  de 
y0  a  2y0  en  un  intervalo  de  longitud  T,  se  duplicara  en  cualquier  intervalo  de  longitud  T , 
ya  que 

V(t  +  T)  _  y0ek ^  y0 ekl  _  2y0  _  ^ 
y(0  y0ek'  yo  yo 

Denominamos  al  numero  T  el  tiempo  de  duplication. 


&  EJEM  PLO  2]  El  numero  de  bacterias  en  un  cultivo  que  crece  con  rapidez  se  es- 
timo  que  era  de  10,000  al  mediodfa  y  40,000  despues  de  2  horas.  Haga  una  prediction 
de  cuantas  bacterias  habra  a  las  5  p.  m. 

SOLUCION  Suponemos  que  la  ecuacion  diferencial  dy/dt  =  ky  es  aplicable,  de  mo- 
do  que  y  =  y<yek'.  Ahora  tenemos  dos  condiciones  (yo  =  10.000  y  y  =  40,000  en  t  =  2),  de 
las  cuales  podemos  concluir  que 

40,000  =  10.000c>(2) 
o 

4  =  e2k 


Al  tomar  logaritmos  se  obtiene 


o 


Asf, 


In  4  =  2k 

k  —  |ln  4  =  In  V4  =  In  2 
y  =  10,000e(ln2>' 


y,  en  t  =  5,  esto  da 


y  =  10,000ea693(5)  ~  320,000 


El  modelo  exponencial  y  =  y()eA',  k>  0,  para  el  crecimiento  poblacional  es  erroneo 
ya  que,  para  el  futuro,  proyecta  un  crecimiento  cada  vez  mas  rapido  de  manera  indefi- 
nida  (vease  la  figura  1).  En  la  mayorfa  de  los  casos  (incluyendo  el  de  la  poblacion  mun¬ 
dial),  la  cantidad  limitada  de  espacio  y  recursos  eventualmente  forzara  un  descenso  en 
la  tasa  de  crecimiento.  Esto  sugiere  otro  modelo  para  el  crecimiento  poblacional,  deno- 
minado  modelo  Iogistico,  en  el  cual  suponemos  que  la  tasa  de  crecimiento  es  propor¬ 
tional  al  tamano  de  la  poblacion  y  y  a  la  diferencia  L  -  y,  donde  L  es  la  poblacion 
maxima  que  puede  sostenerse  con  los  recursos.  Esto  conduce  a  la  ecuacion  diferencial 

dy 

t  ~ ky(L  ~ y) 

Observe  que  para  y  pequena,  dy/dt  ~  kLy  sugiere  un  crecimiento  del  tipo  exponencial. 
Pero  cuando  y  se  acerca  a  L,  el  crecimiento  se  reduce  y  dy/dt  se  hace  cada  vez  mas  pe¬ 
quena,  produciendo  una  curva  de  crecimiento  parecida  al  de  la  figura  2.  Este  modelo  se 
explora  en  los  problemas  34, 35  y  49  de  esta  seccion  y  de  nucva  cuenla  en  la  seccion  7.5. 


t 
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y 


yo< 


\  Decaimiento 
X^exponencial 


Figura  3 


Decaimiento  radiactivo  No  todo  crece;  algunas  cosas  disminuyen  con  el  tiem- 
po.  Por  ejemplo,  los  elementos  radiactivos  decaen,  y  lo  hacen  a  una  tasa  proporcional  a 
la  cantidad  presente.  Asf,  su  cambio  tambien  satisface  la  ecuacion  diferencial 


dy_ 

dt 


ky 


pero  ahora  con  k  negativa.  Aun  es  cierto  que  y  =  yQekt  es  la  solution  de  esta  ecuacion. 
Una  grafica  representativa  aparece  en  la  figura  3. 


EJEMPLO  3  j  El  carbono  14,  un  isotopo  del  carbono,  es  radiactivo  y  decae  a  una 


tasa  proporcional  a  la  cantidad  presente.  Su  vida  media  es  de  5730  anos;  es  decir,  tarda 
5730  anos  para  que  una  cantidad  dada  de  carbono  14  decaiga  a  un  medio  de  su  canti¬ 
dad  original.  Si  originalmente  estaban  presentes  10  gramos,  ^cuanto  quedara  despues 
de  2000  anos? 

SOLUCION  La  vida  media  de  5730  nos  permite  determinar  k ,  ya  que  implica  que 

I  =  le<:(5730) 

o,  despues  de  tomar  logaritmos, 

-In  2  =  512,0k 


k  -  M  “  -°mm 


Asf, 

En  t  =  2000,  esto  da 


y  =  lOe 


-0.00012 It 


y  =  ioe-°000121(2000)  ~  7.85  gramos 


En  el  problema  17  demostramos  como  el  ejemplo  3  puede  utilizarse  para  determi¬ 
nar  la  edad  de  fosiles  y  otros  seres,  alguna  vez,  vivos. 


Ley  de  enfriamiento  de  Newton  La  ley  de  enfriamiento  de  Newton  establece 
que  la  tasa  a  la  que  un  objeto  se  enfrfa  (o  calienta)  es  proporcional  a  la  diferencia  de  la 
temperatura  entre  el  objeto  y  el  medio  que  lo  rodea.  Para  ser  especifico,  suponga  que 
un  objeto,  que  inicialmente  se  encuentra  a  una  temperatura  T0,  se  coloca  en  una  habi¬ 
tation  donde  la  temperatura  es  T\.  Si  T(t)  representa  a  la  temperatura  del  objeto  en  el 
instante  t,  entonces  la  ley  de  enfriamiento  de  Newton  dice  que 


dT 

dt 


k{T 


Ti) 


Esta  ecuacion  diferencial  es  separable  y  puede  resolverse  como  los  problemas  de  creci- 
miento  y  decaimiento  en  esta  section. 


EJEMPLO  4  |  Un  objeto  se  saca  de  un  horno  a  350°F  y  se  deja  enfriar  en  una  ha¬ 


bitation  que  esta  a  70°F.  Si  la  temperatura  del  objeto  desciende  a  250°F  en  una  hora, 
^cual  sera  su  temperatura  tres  horas  despues  de  que  se  saco  del  horno? 

SOLUCION  La  ecuacion  diferencial  puede  escribirse  como 


dT 

dt 

dT 

T  -  70 


ln|r  -  70 1 


k(T  -  70) 
k  dt 


kt  +  C 
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Como  la  temperatura  inicial  es  mayor  que  70,  parece  razonable  que  la  temperatura  del 
objeto  descendera  hacia  70;  por  lo  tanto,  T  -10  sera  positivo  y  el  valor  absoluto  no  es 
necesario.  Esto  conduce  a 

T  -10  =  ekt+c 

T  =  70  +  Cxekl 

en  donde  =  ec.  Ahora  aplicamos  la  solution  inicial,  T( 0)  =  350  para  determinar  Cp 

350  =  T(0)  =  70  +  C,ek'° 

280  =  Cj 

Por  lo  tanto,  la  solution  de  la  ecuacion  diferencial  es 

T{t)  =  10  +  280ekt 

Para  determinar  k  aplicamos  la  condition  que  en  el  tiempo  t  =  1,1a  temperatura  fue 
r(l)  =  250. 

250  =  7(1)  =  70  +  280c*'1 
280e*  =  180 

k  180 
280 


Esto  da 


Figura  4 


T(t)  =  70  +  280ti-°'44183' 

Vease  la  figura  4.  A1  cabo  de  3  horas,  la  temperatura  es 

T(3)  =  70  +  280e-0'44183’3  «  144.4°F  ■ 

Iilteres  compuesto  Si  colocamos  $100  en  el  banco  a  12%  de  interes  compuesto 
mensualmente,  al  final  del  primer  mes  su  valor  sera  $100(1.01);  al  final  de  2  meses, 
$100(1 .01  )2  y  al  final  de  12  meses,  un  ano,  de  $100(1.01)12.  De  manera  mas  general,  si 
ponemos  Ac  dolares  en  el  banco  a  lOOr  por  ciento  compuesto  n  veces  por  ano,  su  valor 
sera  de  A(t)  dolares  al  final  de  t  anos,  donde 

A(t)  =  A0(  1  +  £) 
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Aquf  se  reemplazo  r/'n  por  h  y  se  observo  que  n  —*  oo,  corresponde  a  h  — »  I).  Pero  el 
gran  salto  es  reconocer  que  la  expresion  entre  corchetes  es  el  numero  e.  Este  resultado 
es  suficientemente  importante  para  llamarle  teorema. 


Teorema  A 


lfm  ( 1  +  h)'/h  =  e 
h—>  0 


Otra  mirada  a  la  continuidad 

Recuerde  que  decir  que  una  funcion 
es  continua  en  x0  significa  que 

lim  f(x)  =  f(x„) 

Esto  es. 

Ilia  f(x)  =  /( lfm  x) 

jr-»AT0  x-’Xu 

Asf,  la  continuidad  para  una  funcion 
significa  que  podemos  meter  un 
limite  dentro  de  la  funcion.  Esto  es 
lo  que  hicimos  para  la  funcion 
f(x)  =  exp(x)  casi  al  final  de  la 
demostracion  del  teorema  A. 


Demostracion  Primero  recuerde  que  si  f(x)  =  In  x  entonces/'(x)  =  1  /x  y,  en  parti¬ 
cular,  /'(l)  —  1-  Entonces,  con  base  en  la  definition  de  la  derivada  y  las  propiedades  de 
In,  obtenemos 


1  =/'(!) 


/(I  +  h)  -/( 1)  „  ln(l  +h)  -  lnl 

hm - - - - =  lim - - - - 

/i— »o  h  h^o  h 


=  lfm^-lnfl  +  h)  =  lfm  ln(l  +  h)^^h 
h-*0h  h-*0 

Asf,  lfm  In (1  +  h)l/h  =  1,  un  resultado  que  utilizaremos  en  un  momento.  Ahora, 
g(x)  =  ex  =  exp  x  es  una  funcion  continua  y,  por  lo  tanto,  se  sigue  que  podemos  pasar  el 
lfmite  dentro  de  la  funcion  exponencial  en  el  siguiente  argumento: 


lfm(l  +  h)i,h  =  h'rn  exp[ln(l  +  h)1^]  =  exp  Urn  ln(l  +  ft)1^] 


=  exp  1 


=  e 


Para  otra  demostracion  del  teorema  A,  vease  el  problema  52  de  la  section  6.4. 


EJEMPLO  6  I  Suponga  que  el  banco  del  ejemplo  5  capitaliza  de  manera  conti¬ 


nua.  ^Entonces,  cuanto  tendrfa  Catherine  al  final  de  3  anos? 


SOLUCION 


A{t)  =  A0erl  =  500e(°04^3)  »  $563.75 

Observe  que,  aunque  algunos  bancos  tratan  de  sacar  mucho  provecho  al  ofrecer  inte- 
res  compuesto  continuamente,  la  diferencia  que  se  obtiene  entre  interes  continuo  e  in¬ 
terns  compuesto  diariamente  (el  cual  ofrecen  muchos  bancos)  es  minuscula.  ■ 


He  aquf  otro  enfoque  al  problema  de  interes  compuesto  continuamente.  Sea  A  el 
valor  en  el  instante  t  de  A(l  dolares  invertidos  a  la  tasa  de  interes  r.  Decir  que  el  interes 
se  compone  de  manera  continua  es  decir  que  la  tasa  instantanea  de  cambio  de  A  respec- 
to  al  tiempo  es  rA\ es  decir, 


dA 

dt 


rA 


Esta  ecuacion  diferencial  se  resolvio  al  inicio  de  la  section;  su  solution  es  A  =  Anerl. 


Revision  de  conceptos 

1.  La  tasa  dc  cambio  dy/dt  de  una  cantidad  y  que  crece  expo- 

nencialmente  satisface  la  ecuacion  diferencial  dy/dt  =  _ .  En 

contraste.  si  y  crece  de  manera  logistica  hacia  una  cota  superior  L, 
dy/dt  = _ _. 

2.  Si  una  cantidad  que  crece  exponencialmente  se  duplica  al  ca- 

bo  de  T  anos,  sera _ veces  mayor  despues  de  37  anos. 


3.  El  tiempo  para  que  una  cantidad  y  que  decae  exponencialmen¬ 
te  pase  de  un  tamano  yo  a  un  tamano  y0/2  se  denomina _ . 

4.  El  numero  e  puede  expresarse  como  un  limite  por  e  = 

lfm _ . 

/i— >o 


Seccion  6.5  Crecimiento  y  decaimiento  exponenciales  353 


Conjunto  de  problemas  6.5 


En  los  problemas  del  1  a!  4  resuelva  la  ecuacion  diferencial  dada  sujeta  a 
la  condicion  que  se  da.  Observe  que  y(a)  denota  el  valor  de  y  en  t  =  a. 

dy  d  y 

1-  d[  =  -6 y,  y(0)  =4  2.  —  =  6y,  y{ 0)  =  1 

dy 

3.  -r  =  0.005y,  y(10)  =  2 
dt 

4.  -0.003y,y(-2)  =3 

5.  Una  poblacion  de  bacterias  crece  a  una  tasa  proporcional  a 
su  tamano.  A1  principio,  es  de  10,000  y  despues  de  10  dfas  es  20,000. 
^Cual  sera  la  poblacion  despues  de  25  dfas?  Vease  el  ejemplo  2. 

6.  (;,Cuanto  tardara  la  poblacion  del  ejercicio  5  en  duplicarse? 
Vease  el  ejemplo  1. 

7.  (',Cuanto  tardara  la  poblacion  del  ejercicio  5  en  triplicarse? 
Vease  el  ejemplo  1. 

8.  La  poblacion  de  Estados  Unidos  fue  de  3.9  millones  en  1790 
y  de  178  millones  en  1960.  Si  se  supone  que  la  tasa  de  crecimiento  es 
proporcional  al  numero  presente,  (,que  estimacion  darta  para  la  po- 
blacion  en  el  ano  2000?  (Compare  su  respuesta  con  la  poblacion  real 
de  2000,  que  es  275  millones). 

9.  La  poblacion  de  cierto  pats  crece  3.2%  por  ano;  esto  es,  si  es 
A  al  inicio  de  un  ano  es  1.032 A  al  final  de  ese  ano.  Si  se  supone  que 
ahora  es  de  4.5  millones,  i,cual  sera  al  final  de  1  ano?  ^De  2  anos? 
i,De  10  anos?  ^De  100  anos? 

10.  Determine  la  constante  de  proporcionalidad  k  en  dy/dt  =  ky 
para  el  problema  9.  Despues  utilice  y  =  4.5ek'  para  encontrar  la  pobla- 
cion  al  cabo  de  1 00  anos. 

11.  Una  poblacion  que  crece  a  una  tasa  proporcional  a  su  tama¬ 
no.  Al  cabo  de  5  anos,  el  tamano  de  la  poblacion  fue  164,000.  Despues 
de  12  anos,  el  tamano  de  la  poblacion  fue  235,000.  <,Cual  fue  el  tama¬ 
no  original  de  la  poblacion? 

12.  La  masa  de  un  tumor  crece  a  una  tasa  proporcional  a  su  ta¬ 
mano.  La  primera  medida  de  su  tamano  fue  de  4.0  gramos.  Cuatro 
meses  despues  su  masa  fue  6.76  gramos.  (;De  que  tamano  era  el  tu¬ 
mor  seis  meses  antes  de  la  primera  tnedicion?  Si  el  instrumento  pue- 
de  detectar  los  tumores  de  masa  de  1  gramo  o  mayores.  <‘,se  hubiese 
detectado  el  tumor  en  ese  momento? 

13.  Una  sustancia  radiactiva  tiene  una  vida  media  de  700  anos.  Si 
al  inicio  habfa  10  gramos,  ^cuanto  quedara  despues  de  300  anos? 

14.  Si  una  sustancia  radiactiva  pierde  15%  de  su  radiactividad  en 
2  dfas,  ^cual  es  su  vida  media? 

15.  El  cesio  137  y  el  estroncio  90  son  dos  elementos  qufmicos  ra- 
diactivos  que  fueron  liberados  en  el  reactor  nuclear  de  Chernobyl  en 
abril  de  1986.  La  vida  media  del  cesio  137  es  de  30.22  anos,  y  la  del  es¬ 
troncio  90  es  de  28.8  anos.  ^En  que  ano  la  cantidad  de  cesio  137  sera 
igual  a  1  %  de  la  cantidad  que  fue  liberada?  Responda  esta  pregunta 
para  el  estroncio  90. 

16.  Se  estudia  una  cantidad  desconocida  de  una  sustancia  radiac¬ 
tiva.  Despues  de  dos  dfas,  la  masa  es  15.231  gramos.  Al  cabo  de  ocho 
dfas,  la  masa  es  9.086  gramos.  <-,Que  cantidad  habfa  inicialmente? 
iCual  es  la  vida  media  de  esta  sustancia? 


17.  (Fechado  con  carbono)  Todos  los  seres  vivos  contienen  car- 
bono  12,  que  es  estable,  y  carbono  14,  que  es  radiactivo.  Mientras  una 
planta  o  un  animal  estan  vivos,  la  razon  de  estos  dos  isotopos  de  car¬ 
bono  permanece  sin  cambio,  ya  que  el  carbono  14  se  renueva  de  ma- 
nera  constante;  al  morir,  ya  no  se  absorbe  mas  carbono  14.  La  vida 
media  del  carbono  14  es  de  5370  anos.  Si  los  troncos  carbonizados  de 
una  vieja  fortaleza  solo  muestran  70%  del  carbono  14  esperado  en  la 
materia  viva,  ,'cuando  fue  incendiada  la  fortaleza?  Suponga  que  la  for¬ 
taleza  se  quemo  tan  pronto  como  fue  construida  con  troncos  recien 
cortados. 

18.  Se  probo  que  el  cabello  humano  de  una  tumba  en  Africa  so¬ 
lo  tenia  51%  del  carbono  14  del  tejido  viviente.  ^Cuando  fue  sepulta- 
do  el  cuerpo? 

19.  Un  objeto  se  saca  de  un  horno  a  300°F,  y  se  deja  enfriar  en 
una  habitacion  a  75°E  Si  la  temperatura  descendio  a  200°F  en  j  hora, 
/cu;il  sera  la  temperatura  del  objeto  despues  de  3  horas? 

20.  Un  termometro  registro  -20°C  en  el  exterior  y  despues  se  in- 
trodujo  a  la  casa  en  donde  la  temperatura  era  de  24°C.  Despues  de  5 
minutos,  el  termometro  registro  0°C.  Cuando  marcara  20°C? 

21.  Un  objeto  que  es  encontraba  inicialmente  a  26°C  se  coloca 
en  agua,  cuya  temperatura  es  de  90°C.  Si  la  temperatura  del  objeto  se 
elevo  a  70°C  en  5  minutos,  ^cual  sera  la  temperatura  al  cabo  de  10 
minutos? 

22.  Un  conjunto  de  bizcochos  se  saca  de  un  horno  a  350°F;  ense- 
guida  se  coloca  en  un  refrigerador  a  40°F  y  se  deja  enfriar.  Despues 
de  15  minutos,  los  bizcochos  han  descendido  a  250°F.  ^Cuando  ten- 
dran  los  bizcochos  una  temperatura  de  1 10°F? 

23.  Un  cadaver  se  encuentra  a  las  10  p.  m.,  y  tiene  una  tempera¬ 
tura  de  82°F.  Una  hora  despues  la  temperatura  fue  de  76°F.  La  tem¬ 
peratura  de  la  habitacion  se  mantuvo  constante  a  70°F.  Suponiendo 
que  la  temperatura  del  cuerpo  era  98.6°F  cuando  estaba  vivo,  estime 
la  hora  de  la  muerte. 

24.  Resuelva  la  ecuacion  diferencial  para  ley  de  enfriamiento  de 
Newton,  para  Tn.  T,  y  k  arbitrarias,  suponiendo  que  T0>  7).  Demues- 
tre  que  lfm  T(t)  =  T\. 

t~*  CC 

25.  Si  hoy  se  ponen  $375  en  el  banco,  ^.cual  sera  su  valor  al  final 

de  2  anos,  si  el  interes  es  de  3.5%  y  se  compone  como  se  especifica? 
(a)  Anualmente  (b)  Mensualmente 

(c)  Diariamente  (d)  Continuamente 

26.  Resuelva  el  problema  25  suponiendo  que  la  tasa  de  interes  es 
4.6%. 

27.  (.Cuanto  tarda  el  dinero  en  duplicar  su  valor  para  las  tasas  de 
interes  que  se  especifican? 

(a)  6%  compuesto  mensualmente 

(b)  6%  compuesto  de  manera  continua 

28.  La  inflacion  entre  1999  y  2004  fue  de  alrededor  de  2.5% 
anual.  Con  esta  base,  ^cuanto  esperarfa  usted  que  costase  en  2004  un 
automovil  que  en  1999  costo  $20,000? 

29.  Se  dice  que  Peter  Minuit  compro  la  isla  de  Manhattan  por 
$24  en  1626.  Suponga  que  Minuit  hubiese  puesto  los  $24  en  el  banco 
a  6%  de  interes  compuesto  de  manera  continua.  ^Cual  serfa  el  valor 
de  esos  $24  en  el  ano  2000? 

30.  Si  los  padres  de  Matusalen  hubiesen  puesto  para  el  $100  en  el 
banco  cuando  nacio  y  los  hubiesen  dejado  allf,  ^cuanto  hubiese  teni- 
do  Matusalen  al  morir  (969  anos  despues),  si  el  interes  fuese  de  4% 
compuesto  por  ano? 
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31.  Determine  el  valor  de  $1000  al  final  de  1  ano,  cuando  el  inte- 
res  de  5%  se  compone  (o  capitaliza)  de  manera  continua.  Esto  se  de- 
nomina  valor  futuro. 

32.  Suponga  que  al  cabo  de  1  ano,  usted  tiene  $1000  en  un  banco. 
Si  el  interes  se  capitalize  de  manera  continua  a  5%,  ^cuanto  dinero 
deposito  en  el  banco  un  ano  antes?  Esto  se  denomina  valor  presente. 

33.  Mas  adelante  se  demostrara  para  x  pequenas  que  ln(  1  +  x) »  x. 
Utilice  este  hecho  para  demostrar  que  el  tiempo  de  duplication  para 
el  dinero  invertido  al  p  por  ciento  compuesto  cada  ano  es  alrededor 
de  70/p  anos. 

34.  La  ecuacion  para  el  crecimiento  logfstico  es 


dy 

dt 


ky(L 


y) 


Demuestre  que  esta  ecuacion  diferencial  tiene  la  solucion 

Ly0 


y 


M>  +  (L  -  yu)e 


Sugerencia: 


1 


1 


1 


y(L  -  y)  Ly  L(L  -  y)' 


35.  Bosqueje  la  grafica  de  la  solucion  del  problema  34  cuando 
yn  =  6.4,  L  =  16  y  k  =  0.00186  (un  modelo  logistico  para  la  poblacion 
mundial;  vease  el  estudio  al  inicio  de  esta  seccion).  Observe  que 
Urn  y  =  16. 

(—*  OO 

36.  Encuentre  cada  uno  de  los  siguientes  limites 


(a)  lim(l  +  jc)1000 

x— ►() 

(c)  h'm  (1  +  e)>/x,£  >  0 
(e)  h'm  ( 1  +  x):/x 

JC — ►() 


(b)  lfin(l)1/' 

x  *0 

(d)  Ifm  (1  +  e  >  0 

x— *0" 


37.  Utilice  el  hecho  de  que  e  =  lim(l  4-  hy'h  para  encontrar 
,  ,,  .  h-*  0V 

cada  limite. 


(a)  llm(l  -  x)[tx  Sugerencia:  (1  -  x)^x  =  [(1  -  .v)1^ (b) * (d) * * * * * * * * * * * * *  r)]  1 

jc— *0 

(b)  lfm(l  +  3-v)1^  (c)  h'm  ( — — ^ 

x— >0  n— >oo\  n 


(d)  h'm 

H— OO 


n  —  1 


In 


38.  Demuestre  que  la  ecuacion  diferencial 
dy 


dt 


=  ay  +  b 


tiene  solucion 


v<> 


Suponga  que  a  #  0. 

39.  Considere  un  pais  con  una  poblacion  de  10  millones  en  1985, 

una  tasa  de  crecimiento  de  1.2%  anual  y  una  inmigracion  de  otros 

pai'ses  de  60,000  por  ano.  Utilice  la  ecuacion  diferencial  del  problema 

38  para  modelar  esta  situation  y  predecir  la  poblacion  en  2010. Tome 

a  =  0.012. 

40.  Se  dice  que  una  noticia  importante  se  difunde  en  una  pobla¬ 

cion  adulta  de  tamafio  fijo  L  a  una  tasa  de  tiempo  proporcional  al  nu- 
mero  de  personas  que  no  han  escuchado  la  noticia.  Cinco  dias 

despues  de  un  escandalo  en  la  ciudad,  una  encuesta  mostro  que  la  mi- 
tad  de  las  personas  lo  habian  escuchado.  ^Cuanto  tardara  para  que 
99%  de  las  personas  lo  oigan? 


lEXPLj  Ademds  de  proporcionar  una  forma  facil  de  derivar  producto, 
la  derivacion  logahtmica  tambien  proporciona  una  medida  de  la  tasa 
de  cambio  relativa  o  fraccionaria,  definida  como  y'/y.  En  losproble- 
mas  41  a  44  exploramos  estos  conceptos. 

41.  Demuestre  que  la  tasa  de  cambio  relativa  de  ek'  como  una 
funcion  de  t  es  k. 

42.  Demuestre  que  la  tasa  de  cambio  relativa  de  cualquier  poli- 
nomio  tiende  a  cero  cuando  la  variable  independiente  tiende  a  infi- 
nito. 

43.  Demuestre  que  si  la  tasa  de  cambio  relativa  es  una  constante 
positiva,  entonces  la  funcion  debe  representar  crecimiento  exponen- 
cial. 

44.  Demuestre  que  si  la  tasa  de  cambio  relativa  es  una  constante 
negativa,  entonces  la  funcion  debe  representar  decaimiento  expo- 
nencial. 

45.  Supongase  que  (1)  la  poblacion  mundial  continua  creciendo 
de  forma  exponencial  con  constante  de  crecimiento  k  =  0.0132,  (2)  se 
necesita  l  acre  de  tierra  para  proporcionar  alimento  a  una  persona  y 
(3)  en  el  mundo  existen  13,500,000  millas  cuadradas  de  tierra  cultiva¬ 
ble.  ^,Cuanto  tiempo  pasara  antes  de  que  el  mundo  alcance  la  pobla¬ 
cion  maxima?  Nota:  en  el  ano  2004  habia  6.4  mil  millones  de 
personas  y  1  milla  cuadrada  es  igual  a  640  acres. 

lie]  46.  La  oficina  de  censos  estima  que  la  tasa  de  crecimiento  k  de  la 
poblacion  mundial  disminuira  aproximadamente  0.0002  por  ano,  du¬ 
rante  las  siguientes  decadas.  En  2004,  k  fue  0.0132. 

(a)  Exprese  k  como  una  funcion  del  tiempo  r,  en  donde  t  se  mide  en 
anos,  a  partir  de  2004. 

(b)  Encuentre  una  ecuacion  diferencial  que  modele  la  poblacion  y 
para  este  problema. 

(c)  Resuelva  la  ecuacion  diferencial  con  la  condicion  adicional  de 
que  la  poblacion  mundial  en  2004  (t  =  0)  era  6.4  mil  millones. 

(d)  Haga  una  grafica  de  la  poblacion  y  para  los  siguientes  300  anos. 

(e)  Con  este  modelo.  (.Cuando  alcanzara  un  maximo  la  poblacion? 
^Cuando  la  poblacion  descendera  por  debajo  del  nivel  de  2004? 

[GCj  47.  Repita  el  ejercicio  46  bajo  la  hipotesis  de  que  k  disminuira 
0.0001  por  ano. 

1x53  48.  Sea  E  una  funcion  derivable  que  satisface  E(u  +  v)  = 
E(u)E(v)  para  toda  u  y  v.  Encuentre  una  formula  para  Fix).  Sugeren¬ 
cia:  primero  determine  E'(x). 

iSLj  49.  Utilizando  los  mismos  ejes,  dibuje  las  graficas  para  0  £  t  s, 
100  de  los  siguientes  dos  modelos  para  el  crecimiento  de  la  poblacion 
mundial  (ambos  descritos  en  esta  seccion). 

(a)  Crecimiento  exponencial:  y  =  6.4e° °132' 

(b)  Crecimiento  logfstico:y  =  102.4/(6  +  lOe-11030') 

Compare  lo  que  predicen  los  dos  modelos  para  la  poblacion  mundial 
en  2010,2040  y  2090.  Nota:  ambos  modelos  suponen  que  la  poblacion 
mundial  era  de  6.4  mil  millones  en  2004  (r  =  0). 

|GCj  50.  Evalue: 

(a)  lim(l  +  x)l/x  (b)  lim(l  -  x)x,x 

x— >0  *0 

El  limite  en  la  parte  (a)  determina  e.  ^Que  niimero  especial  determi- 
na  el  limite  de  la  parte  (b)? 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  ky\ky{L  -  y) 
2.  8  3.  vida  media  4.  (1  +  h)^h 
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6.6 

Ecuaciones  diferenciales 
lineales  de  primer  orden 


En  la  seccion  3.9  resolvimos  por  primera  vez  ecuaciones  diferenciales.  Alii  desarrolla- 
mos  el  metodo  de  separation  de  variables  para  determinar  una  solution.  En  la  seccion 
anterior  utilizamos  el  metodo  de  separation  de  variables  para  resolver  ecuaciones  dife¬ 
renciales  que  incluyen  crecimiento  y  decaimiento. 

No  todas  las  ecuaciones  son  separables.  Por  ejemplo,  en  la  ecuacion  diferencial 


dy_ 

dx 


2x  —  3y 


no  existe  forma  de  separar  las  variables  para  que  se  tengan  dy  y  todas  las  expresiones 
que  incluyan  a  y  en  un  lado  y  a  dx,  y  a  todas  las  expresiones  que  incluyan  a  x  en  el  otro 
lado.  Sin  embargo,  esta  ecuacion  puede  ponerse  en  la  forma 

+  P{x)y  =  Q(x) 


donde  P(x)  y  Q(x)  son  funciones  solo  de  x.  Se  dice  que  una  ecuacion  diferencial  de  es¬ 
ta  forma  es  una  ecuacion  diferencial  lineal  de  primer  orden.  Primer  orden  se  refiere  al 
hecho  de  que  la  unica  derivada  es  una  primera  derivada.  Lineal  se  refiere  al  hecho  de 
que  la  ecuacion  puede  escribirse  en  la  forma  Dxy  4-  P(x)Iy  =  Q(x),  en  donde  Dx  es  el 
operador  derivada,  e  /  es  el  operador  identidad  (esto  es,  ly  =  y).  Ambos,  Dx  e  /,  son  ope- 
radores  lineales. 

La  familia  de  todas  las  soluciones  de  una  ecuacion  diferencial  se  denomina  solu¬ 
tion  general.  Muchos  problemas  requieren  que  la  solution  satisfaga  la  condition  y  =  b 
cuando  x  =  a,  en  donde  se  dan  ay  b.  Tal  condition  se  llama  condition  inicial  y  una  fun- 
cion  que  satisface  la  ecuacion  diferencial  y  la  condition  inicial  se  denomina  solution 
particular. 


Resolution  de  ecuaciones  lineales  de  primer  orden  Para  resolver  la 
ecuacion  diferencial  lineal  de  primer  orden,  primero  multiplicamos  ambos  lados  por  el 

factor  de  integration  (o  integrante) 

eJ'P(x)  dx 

(En  breve,  la  razon  para  este  paso  se  volvera  claro.)  Entonces,  la  ecuacion  diferencial 
es 

efP(x)dx(ll  +  e/P(x)dxp^y  =  efP(x)dXQ(xj 

El  lado  izquierdo  es  la  derivada  del  producto  y  •  e  ’  p('x^ dx,  de  modo  que  la  ecuacion  to- 
ma  la  forma 

A-(y.efp(x)dx)  =  efP(x)dxQ 


La  integration  de  ambos  lados  da 

yefP(x)  dx  =  j\Q(x)eJP(*)dx-}  dx 

Asi,  la  solution  general  es 


y  =  e-fP(x)dX  I  {Q{x)e  lp{x)dx)  dx 


No  es  bueno  memorizar  este  resultado  final;  es  facil  recordar  el  proceso  de  obtencion  y 
es  lo  que  ilustramos. 


HTejemplo  i]  Resuelva 


dy  2  _  sen  3x 

dx  x ^  x2 


356  Capitulo  6  Funciones  trascendentales 


SOLUCION  Nuestro  factor  integrante  es 

ef  P(x)  dx  _  e/( 2/x)  dx  _  £2  ln|x|  _  gln  x 2  _  ^2 

(Hemos  tornado  la  constante  arbitraria  de  la  integration  f  P(x)  dx  igual  a  cero.  La 
election  de  la  constante  no  afecta  la  respuesta.  Veanse  los  problemas  27  y  28.)  A1  mul- 
tiplicar  ambos  lados  de  la  ecuacion  original  por  x2,  obtenemos 

2  dy  ,r,  o 

x - t-  2  xy  =  sen  3x 

dx 

El  lado  izquierdo  de  esta  ecuacion  es  la  derivada  del  producto  x2y.  Asf, 

f-  ( x2y )  =  sen  3x 
dx 

La  integration  de  ambos  miembros  da 

x2y  =  J  sen  3 x  dx  —  —  \  cos  3 x  +  C 

o 

y  =  (—  |cos3a:  +  c)x-2  ■ 


H  EJEMPLO  2 


Encuentre  la  solution  particular  de 


dx 


3  y  =  xe3x 


que  satisface  y  =  4  cuando  x  =  0. 

SOLUCION  El  factor  integrante  apropiado  es 

g/(— 3)  dx  =  g-3x 

A1  multiplicar  por  este  factor,  nuestra  ecuacion  adquiere  la  forma 

o 

e~3xy  =  j x  dx  =  ~  x2  +  C 

Asi,  la  solucion  general  es 

y  =  ^x2e3x  +  Ce3x 

La  sustitucion  de  y  =  4  cuando  x  =  0  hace  C=  4.  La  solucion  particular  deseada  es 

y  =  —  x2e3x  +  4e3x  ■ 

2 


Aplicaciones  Comenzamos  con  un  problema  de  mezcla,  tipico  de  muchos  proble¬ 
mas  que  surgen  en  qufmica. 

B  LJIMPIO  3  Un  deposito  contiene  120  galones  de  salmuera,  con  75  libras  de  sal 
disuelta  en  solucion.  Agua  con  sal  que  contiene  1.2  libras  de  sal  por  galon  se  introduce 
al  deposito  a  razon  de  2  galones  por  minuto  y  la  salmuera  sale  a  la  misma  velocidad 
(vease  la  figura  1).  Si  la  mezcla  se  mantiene  uniforme  mediante  una  agitation  constan¬ 
te,  encuentre  la  cantidad  de  sal  en  el  tanque  al  cabo  de  una  hora. 


Figura  1 
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Un  principio  general 

En  problemas  de  flujo,  tal  como  en 
el  ejemplo  3,  aplicamos  un  principio 
general.  Suponga  que  y  mide  la 
cantidad  de  interes  que  esta  en  el 
deposito  en  el  instante  t.  Entonces, 
la  tasa  de  cambio  de  y  respecto  al 
tiempo  es  la  tasa  de  entrada  menos 
la  tasa  de  salida;  esto  es, 

dv 

—  =  tasa  de  entrada  —  tasa  de  salida 
dt 


SOLUCION  Sea  y  el  numero  de  libras  de  sal  en  el  tanque  al  final  de  t  minutos.  De  la 
salmuera  que  entra,  el  tanque  gana  2.4  libras  de  sal  por  minuto;  de  la  que  sale,  pierde 
^  y  libras  por  minuto.  Asf, 


dy 

dt 


2.4  - 


sujeta  a  la  condicion  y  =  75  cuando  t  =  0.  La  ecuacion  equivalente 


dy  1 
- 1 - v 

dt  6CT 


=  2.4 


tiene  el  factor  integrante  e'm  y  asf 


-|-[ye'/6  0]  =  2.4e'/60 


Concluimos  que 


ye'/60  = 


J  2.4e'/60  dt 


(60)(2.4)e'/60  +  C 


— WvV — i 

R  | 


L — (  e)— 

Figura  2 


Al  sustituir  y  =  75  cuando  t  =  0  se  obtiene  C  =  -  69,  y  asi 

y  =  e  '/6(,[144e'/60  -  69]  =  144  -  69<T'/60 
Al  final  de  una  hora  (/  =  60), 

y  =  144  -  69e_1  «  118.62  libras 

Observe  que  el  valor  limite  para  y  cuando  r  — »  oo  es  1 44.  Esto  corresponde  al  hecho 
de  que  el  tanque  tomara  finalmente  la  configuracion  de  la  salmuera  que  entra  al  depo¬ 
sito.  Ciento  veinte  galones  de  salmuera  con  una  concentration  de  1.2  libras  de  sal  por 
galon  contendran  144  libras  de  sal.  ■ 

Ahora  volvemos  a  un  ejemplo  de  electricidad.  De  acuerdo  con  la  Ley  de  Kirchhoff, 
un  circuito  electrico  simple  (vease  la  figura  2)  que  contiene  un  resistor  con  un  aguante 
de  R  ohms  y  un  inductor  con  una  inductancia  de  L  henrys  en  serie,  con  una  fuerza  elec- 
tromotriz  (una  baterfa  o  un  generador)  que  proporciona  un  voltaje  de  E(t)  voltios  en  el 
instante  t,  satisface 


L—  +  R1  =  E(t) 
dt  K  ’ 

en  donde  I  es  la  corriente  medida  en  amperes.  Esta  es  una  ecuacion  lineal  que  se  re- 
suelve  con  facilidad  por  medio  del  metodo  de  esta  seccion. 


EJEMPLO  4  Considere  un  circuito  (vease  la  figura  2)  con  L  =  2  henrys,  R  =  6 


ohms  y  una  baterfa  que  proporciona  un  voltaje  constante  de  12  voltios.  Si  /  =  0  en  t  =  0 
(cuando  se  cierra  el  interruptor  S,  encuentre  I  en  el  instante  t. 


SOLUCION  La  ecuacion  diferencial  es 


dl 


2—  +  6/  =  12  o 
dt 


dl 

dt 


3/  =  6 


Siguiendo  nuestro  procedimiento  estandar  (multiplicar  por  el  factor  integrante  e  ,  in- 
tegrar  y  multiplicar  por  e  3'),  obtenemos 


/  — 


e  -'{le31  +  C)  =  2  +  Ce~3t 
La  condicion  inicial,  7  =  0  en  t  =  0,  da  C  =  —2;  de  aquf  que 

1  =  2-  2e~3' 


Cuando  aumenta  t,  la  corriente  tiende  hacia  una  corriente  de  2  amps. 
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Revision  de  conceptos 

1.  La  ecuacion  difcrencial  lineal  general  de  primer  orden  tiene 

la  forma  dy/dx  +  P(x)y  =  Q(x).  Un  factor  integrante  para  esta  ecua¬ 
cion  es _ . 

2.  Al  multiplicar  ambos  lados  de  la  ecuacion  diferencial  lineal 
de  primer  orden  de  la  pregunta  1  por  su  factor  integrante  hace  el 

lado  izquierdo —  ( _ ). 

ax 


3.  El  factor  integrante  para  dy/dx  -  (1  /x)y  =  x,  en  donde  x  >  0, 

es _ .  Cuando  multiplicamos  ambos  lados  por  este  factor,  la  ecua¬ 
cion  toma  la  forma _ .  La  solucion  general  para  esta  ecuacion  es 

4.  La  solucion  para  la  ecuacion  diferencial  en  la  pregunta  1 ,  que 

satisface  y(a)  =  b  se  denomina  solucion _ . 


Conjunto  de  problemas  6.6 


En  los  problemas  del  I  al  14  resuelva  la  ecuacion  diferencial. 
dy 


1. 


dx 


+  y  =  e 
dy 


2.  (x  +  1  Y-j-  +  y  =  x2  -  1 

dx 

,  dy 

3.  (1  ~  x2)-j-  +  xy  =  ax,  \x\  <  1 


4.  y'  +  y  tan  x  =  sec  x 


6.  y'  —  ay  =  f(x) 


8. 

10. 

11. 


2F 


dy  v 

— - =  xe 

dx  x 

y  =  l 

dx  x  x 


y'  +  7 ~  =  (x  +  l)3  9.  y'  +  yf(x)  =  f{x) 


dy_ 

dx 


/ 


1 


+  2y  =  x  Sugerencia:  I  xeLx  dx  =  ~elx  -  -  e2x  +  C 


dy  y  , 

— - =  2>x,  y  =  3  cuando  x  =  1 . 

dx  x 


12.  y'  —  e2x  —  3 y;  y  —  1  cuando  x  =  0. 

13.  xy'  +  (1  +  .v)_v  =  e~x\  y  =  0  cuando  x  =  1. 


14.  sen  x  —  +  2 y  cos  x  =  sen  2x ;  v  =  2  cuando  x  = 

dx  ‘  o 

15.  Un  deposito  contiene  20  galones  de  una  solucion,  con  10  li¬ 
bras  de  qui'mico  A  en  la  solucion.  En  un  cierto  instante,  empezamos  a 
agregar  una  solucion  que  contiene  el  mismo  qui'mico  en  una  concen¬ 
tration  de  2  libras  por  galon.  Vertimos  a  una  velocidad  de  3  galones 
por  minuto  mientras  se  drena  la  solucion  resultante  (perfectamente 
mezclada)  a  la  misma  velocidad.  Encuentra  la  cantidad  de  qui'mico  A 
en  el  deposito  despues  de  20  minutes. 

16.  Al  principio,  un  tanque  contiene  200  galones  de  salmuera, 
con  50  libras  de  sal  en  solucion.  Al  tanque  entra  salmuera  que  contie¬ 
ne  2  libras  de  sal  por  galon  a  una  tasa  de  4  galones  por  minuto,  y  sale 
a  la  misma  tasa.  Si  la  mezcla  en  el  tanque  se  mantiene  uniforme  por 
agitation  constante,  encuentre  la  cantidad  de  sal  en  el  tanque  al  final 
de  40  minutos. 


17.  Al  inicio,  un  tanque  contiene  120  galones  de  agua  pura.  4 
galones  por  minuto  de  salmuera  con  una  libra  de  sal  por  galon  en- 
tran  al  tanque,  y  la  solucion  bien  mezclada  sale  a  una  tasa  de  6  ga¬ 
lones  por  minuto.  ^Cuanta  sal  hay  en  el  tanque  despues  de  t  minutos, 
0  <  /  <  60? 


18.  Al  principio,  un  tanque  contiene  50  galones  de  salmuera,  con 
30  libras  dc  sal  en  solucion.  Entra  agua  al  tanque  a  3  galones  por  mi¬ 
nuto  y  la  solucion  bien  mezclada  sale  a  2  galones  por  minuto.  ^.Cuan- 
to  tiempo  pasara  para  que  haya  25  libras  de  sal  en  el  tanque? 


19.  Encuentre  la  corriente  /  como  funcion  del  tiempo  para  el  cir- 
cuito  de  la  figura  3.  si  el  interruptor  S  se  cierra  cuando  /  =  0  en  /  =  0. 


R=  106Q 

r^VV  VA y— 


E=  1  V 


It. 

T 


H 


Figura  3 


20.  Encuentre  I  como  funcion  del  tiempo  para  el  circuito  de  la  fi¬ 
gura  4;  suponga  que  el  interruptor  se  cierra  e  /  =  0  en  I  =  0. 


! . 

. . 1 

O  . 

j 

sf 

E-  120  ,C\ 
sen  377/ 

|o 

) 

T 

.  5 

I  L  =  3.5  H 


Figura  4 


E  =  120 
sen  377/ 

Figura  5 


1>  R=  1000  £2 

5 


21.  Encuentre  /  como  funcion  del  tiempo  para  el  circuito  de  la  fi¬ 
gura  5;  suponga  que  el  interruptor  se  cierra  e  /  =  0  en  /  =  0. 

22.  Suponga  que  al  principio  el  tanque  1  contiene  100  galones  de 
solucion  con  50  libras  de  sal  disuelta,  y  el  tanque  2  contiene  200  galo¬ 
nes  con  150  libras  de  sal  disuelta.  Al  tanque  1  entra  agua  pura  a  razon 
de  2  galones  por  minuto,  la  solucion  bien  mezclada  sale  y  entra  al  tan¬ 
que  2  a  la  misma  tasa,  y  finalmente  la  solucion  en  el  tanque  2  se  dre¬ 
na  tambien  a  la  misma  tasa.  Denotense  con  x(t)  y  y(i)  las  cantidades 
de  sal  en  los  tanques  1  y  2,  respectivamente,  en  el  instante  I.  Encuen¬ 
tre  y(t).  Sugerencia:  primero  encuentre  x{t)  y  utilicela  para  plantear 
la  ecuacion  diferencial  para  el  tanque  2. 

23.  Al  principio,  un  deposito  con  capacidad  de  100  galones  esta 
lleno  con  alcohol  puro.  La  tasa  de  flujo  por  el  tubo  de  salida  es  de  5 
galones  por  minuto;  la  tasa  de  flujo  del  tubo  que  llena  puede  ajustar- 
se  a  c  galones  por  minuto.  Una  cantidad  ilimitada  de  solucion  de  al¬ 
cohol  al  25%  puede  introducirse  a  traves  del  tubo  que  llena.  Nuestra 
meta  es  reducir  la  cantidad  de  alcohol  en  el  tanque,  de  modo  que 
contenga  100  galones  de  solucion  al  50%.  Sea  T  el  numero  de  minu¬ 
tos  requeridos  para  realizar  el  cambio  deseado. 

(a)  Evalue  T,  si  c  =  5  y  ambos  tubos  estan  abiertos. 
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(b)  Evalue  T,  si  c  =  5  y  primero  dejamos  salir  una  cantidad  suficien- 
te  de  alcohol  puro  y  luego  cerramos  el  tubo  de  salida  y  abrimos 
el  tubo  que  llena. 

(c)  ^Para  que  valores  de  c  (si  existen)  la  estrategia  (b)  daria  un 
tiempo  mas  rapido  que  (a)? 

(d)  Suponga  que  c  =  4.  Determine  la  ecuacion  para  T,  si  al  principio 
abrimos  ambos  tubos  y  luego  cerramos  el  que  drena. 

HEED  24.  La  ecuacion  diferencial  para  un  cuerpo  que  cae  cerca  de  la 
superficie  de  la  Tierra  con  resistencia  al  aire  proporcional  a  la  veloci- 
dad  v  es  dv/dt  =  — g  -  av,  donde  g  =  32  pies  por  segundo  por  segundo 
es  la  aceleracion  debida  a  la  gravedad  y  a  >  0  es  el  coeficiente  de  resis¬ 
tencia.  Demuestre  cada  uno  de  lo  siguiente: 

(a)  v(t)  =  (u0  -  Voo)e~a'  +  itoc,  donde  v0  =  v(0),  y 

Voo  =  ~g/a  -  lim»(i) 

t~*  OO 

la  llamada  velocidad  terminal. 

(b)  Si  y(t)  denota  la  altura,  entonces 

y(t)  =  A)  +  tVoo  +  (1  /a)(vu  -  Woo)(l  -  e~m) 

25.  Una  pelota  se  lanza  directamente  hacia  arriba  desde  el  nivel 
del  suelo  con  una  velocidad  inicial  vu  -  120  pies  por  segundo.  Supo- 
niendo  un  coeficiente  de  resistencia  de  a  =  0.05,  determine  cada  uno 
de  lo  siguiente: 

(a)  la  altura  maxima 

(b)  una  ecuacion  para  T,  el  tiempo  cuando  la  pelota  llega  al  suelo 

26.  Maria  salto  en  paracaidas  desde  su  aeroplano  a  una  altura  de 
8000  pies,  durante  15  segundos  descendio  en  cafda  libre  y  despues 
abrio  su  paracaidas.  Suponga  que  los  coeficientes  de  resistencia  son 
a  =  0.10  para  cafda  libre  y  a  =  1.6  con  el  paracaidas.  ^Cuanto  tardo  en 
llegar  al  suelo? 


d  y  y  , 

27.  Para  la  ecuacion  diferencial  - - '  =  x  ,  x  >  0,  el  factor 

dx  x 

integrante  es  La  antiderivada  general  j  - j  dx  es 

igual  a  -In  x  +  C. 

(a)  Multiplique  ambos  lados  de  la  ecuacion  diferencial  por 
exp^  J ^  dx^j  =  exp(  — In  x  +  C),  y  demuestre  que 
exp(— In  x  +  C)  es  un  factor  integrante  para  todo  valor  de  C. 

(b)  Resuelva  la  ecuacion  resultante  para  y,  y  demuestre  que  la  so¬ 
lution  coincide  con  la  solucion  obtenida  cuando  suponemos  que 
C  =  0  en  el  factor  integrante. 

dy 

28.  Multiplique  ambos  lados  de  la  ecuacion  diferencial 

dx 

P(x)y  =  Q{x)  por  el  factor  e^p^‘lx+c. 

(a)  Demuestre  que  dx+c  es  un  factor  integrante  para  todo  va¬ 
lor  de  C. 

(b)  Resuelva  la  ecuacion  resultante  para  y,  y  demuestre  que  coinci¬ 
de  con  la  solucion  general  dada  antes  del  ejemplo  1. 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  exp (/ P(x)  dx ) 

2.  yexp(fP{x)dx)  3.  =  1  -x2  +  Cx 

4.  particular 


6.7 

Aproximaciones  para 
ecuaciones  diferenciales 


Una  funcion  de  dos  variables 

La  funcion /depende  de  dos  variables. 
Como  y'(x)  =f(x,y),  la  pendiente  de 
una  solucion  depende  de  ambas  coor- 
denadas  x  y  y.  Las  funciones  de  dos  o 
mas  variables  se  introdujeron  en  la 
section  0.5.  Las  estudiaremos  en  el 
capftulo  1 2  con  mayor  detalle. 


Fiqura  1 


En  la  section  anterior  estudiamos  varias  ecuaciones  diferenciables  que  surgen  de 
aplicaciones  ffsicas.  Para  cada  ecuacion,  pudimos  encontrar  una  solucion  analitica;  es 
decir,  encontramos  una  funcion  explfcita  que  satisface  la  ecuacion.  Muchas  ecuaciones 
diferenciales  no  tienen  tales  soluciones  analfticas,  de  modo  que  para  estas  ecuaciones  de- 
bemos  buscar  aproximaciones.  En  esta  section  estudiaremos  dos  formas  de  aproximar 
una  solucion  de  una  ecuacion  diferencial:  un  metodo  es  grafico  y  el  otro  numerico. 

Campos  de  pendientes  Considere  una  ecuacion  diferencial  de  primer  orden  de 
la  forma 


y'  =  f(x-y) 

Esta  ecuacion  dice  que,  en  el  punto  (x,  y),  la  pendiente  de  una  solucion  esta  dada  por 
f(x,  y).  Por  ejemplo,  la  ecuacion  diferencial  y'  =  y  dice  que  la  pendiente  de  la  curva  que 
pasa  por  el  punto  (x,  y)  es  igual  a  y. 

Para  la  ecuacion  diferencial  y'  =  |xy,  la  pendiente  de  la  solucion  en  el  punto  (5, 
3)  es  y'  =  |  •  5  •  3  =  3;  en  el  punto  (1 , 4)  la  pendiente  es  y '  =  ^  •  1  •  4  =  |.  Podemos  in¬ 
dicar  graficamente  este  ultimo  resultado  al  trazar  un  pequeno  segmento  de  recta  por  el 

punto  (1,4)  que  tenga  pendiente  |  (vease  la  figura  1). 

Si  repetimos  este  proceso  para  varias  parejas  ordenadas  (x,y),  obtenemos  un  cam- 
po  de  pendientes.  Como  la  graficacion  de  un  campo  de  pendientes  es  una  tarea  tediosa 
si  se  realiza  a  mano,  esta  tarea  es  mas  adecuada  para  las  computadoras;  Mathematica  y 
Maple  pueden  graficar  campos  de  pendientes.  La  figura  2  muestra  un  campo  de  pen¬ 
dientes  para  la  ecuacion  diferencial  y'  =  jxy.  Dada  una  condition  inicial,  podemos 
seguir  las  pendientes  para  obtener  una  aproximacion  gruesa  a  la  solucion  particular. 
Con  frecuencia,  el  campo  de  pendientes  nos  permite  ver  el  comportamiento  de  todas 
las  soluciones  de  la  ecuacion  diferencial. 
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Figura  2 

J^EJEMPLO  1  !  Suponga  que  el  tamano  j’  de  una  poblacion  satisface  la  ecuacion 
diferencial  y'  =  0.2y(16  -  y).  El  campo  de  pendientes  para  esta  ecuacion  diferencial 
aparece  en  la  figura  3. 

(a)  Bosqueje  la  solucion  que  satisface  la  condition  inicial  y(0)  =  3. 

Describa  el  comportamiento  de  las  soluciones  cuando 

(b)  y(0)  >  16,  y  (c)  0  <  y(0)  <  16. 


Figura  3 


SOLUCION 

(a)  La  solucion  que  satisface  la  condition  inicial  y(0)  =  3  contiene  al  punto  (0,  3).  A 
partir  de  ese  punto  y  hacia  la  derecha,  la  solucion  sigue  las  lfneas  de  pendientes.  La 
curva  de  la  figura  3  muestra  una  grafica  de  la  solucion. 

(b)  Si  y(0)  >  16,  entonces  la  solucion  decrece  hacia  la  asfntota  horizontal  y  =  16. 

(c)  SiO  <  y(0)  <  16,  entonces  la  solucion  crece  hacia  la  asfntota  horizontal  y  =  16. 

Las  partes  (b)  y  (c)  indican  que  el  tamano  de  la  poblacion  convergera  hacia  el  va¬ 
lor  16  para  cualquier  tamano  de  poblacion  inicial.  ■ 

Metodo  de  Euler  De  nuevo,  consideremos  ecuaciones  diferenciales  de  la  forma 
y'  =/( x,  y)  con  condition  inicial  y(x0)  =  y0.  Recuerde  que  y  es  una  funcion  de  x,  sin  im- 
portar  que  escribamos  esto  en  forma  explfcita  o  no.  La  condition  inicial  y(x0)  =  y0  nos 
dice  que  la  pareja  ordenada  (x0,>'o)  es  un  punto  de  la  grafica  de  la  solucion.  Tambien  sa- 
bemos  un  poco  mas  acerca  de  la  solucion  desconocida:  la  pendiente  de  la  recta  tangen- 
te  a  la  solucion,  en  x(),  es/fx(),  y0).  Esta  information  se  resume  en  la  figura  4. 


Figura  4 


Section  6.7  Aproximaciones  para  ecuaciones  diferenciales  361 

Si  h  es  positiva,  pero  pequena,  es  de  esperar  que  la  recta  tangente,  cuya  ecuacion  es 
Pi(x )  =  y0  +  /(*o)(*  ~  *o)  =  yo  +  f(x0,yo)(x  -  jc0) 

este  “cerca”  de  la  solucion  y(x)  en  el  intervalo  [x0,  x0  +  h\.  Sea  X]  =  x()  +  h.  Entonces,  en 
x-i  tenemos 


^i(*i)  =  yo  +  hy'{x  o)  =  y0  +  hf(xlhya) 

A1  hacer  yq  =  y0  +  /t/  (x0,yo),  tenemos  una  aproximacion  para  la  solucion  en  x,.  La  figu- 
ra  5  ilustra  el  metodo  que  acabamos  de  describir. 

Como  y'  =/(x,  y),  sabemos  que  la  pendiente  de  la  solucion  cuando  x  =  xl  es 
f(xi,  y(xi).  En  este  punto  no  conocemos  y^),  pero  tenemos  su  aproximacion,  yj.  Asf, 
repetimos  el  proceso  para  obtener  la  estimation  y2  =  y\  +  hf(x\,y\)  para  la  solucion  en 
el  punto  x2  =  xi  +  h.  Este  proceso,  cuando  continua  de  esta  forma,  se  llama  Metodo  de 
Euler,  en  honor  del  matematico  suizo  Leonhard  Euler  (1707-1783).  (Euler  se  pronun- 
cia  “oiler”).  El  parametro  h  se  conoce  con  frecuencia  como  el  tamano  de  paso. 


Algoritmo 


Metodo  de  Euler 


Para  aproximar  la  solucion  de  la  ecuacion  diferencial  y'  =  /(x,  y)  con  condition  ini¬ 
tial  y(x0)  =  yo,  elija  un  tamano  de  paso  h  y  repita  los  siguientes  pasos  para  n  =  1,2,... 


1.  Haga  x„  =  x„_i  +  h. 

2.  Haga  y„  =  y„~\  +  hf{xn-lt  yn^). 


Recuerde  que  la  solucion  de  una  ecuacion  diferencial  es  una  funcion.  El  Metodo 
de  Euler  no  proporciona  una  funcion,  sino  que  da  un  conjunto  de  parejas  ordenadas 
que  aproximan  la  solucion  y.  Con  frecuencia,  este  conjunto  de  parejas  ordenadas  basta 
para  describir  la  solucion  de  la  ecuacion  diferencial. 

Observe  la  diferencia  entre  y(x„)  y  y„;  y(x„)  (por  lo  general  desconocido)  es  el  va¬ 
lor  de  la  solucion  exacta  en  xn  y  yn  es  nuestra  aproximacion  a  la  solucion  exacta  en  x„ 
En  otras  palabras,y„  es  nuestra  aproximacion  de  y(x„). 


H  EJEMPLO  2 

cion  de 


Utilice  el  Metodo  de  Euler  con  h  =  0.2  para  aproximar  la  solu- 


y'  =  y,  y(0)  =  1 

en  el  intervalo  [0,1]. 

SOLUCION  Para  este  problema,/(jt,  y)  =  y.  Comenzamos  con  xq  =  0  y  yo  =  1,  te¬ 
nemos 

yi  =  yo  +  hf(x o,  y0)  =  1  +  0.2  •  1  =  1.2 


y2  =  1.2  +  0.2 -1.2  =  1.44 


y3  =  1.44  +  0.2-1.44  =  1.728 


a-  j 

■ 

;  n 

xn 

yn 

ex " 

y4  =  1.728  +  0.2-1.728  =  2.0736 

0 

0.0 

1.0 

1.00000 

y5  =  2.0736  +  0.2  •  2.0736  =  2.48832  » 

ia 

;  i 

0.2 

1.2 

1.22140 

La  ecuacion  diferencial  y'  =  y  dice  que  y  es  su  propia  derivada.  Asf,  sabemos  que 

n- 

2 

0.4 

1.44 

1.49182 

una  solucion  es  y(x)  =  ex,  y  de  hecho  y(x)  =  e*  es  la  solucion,  pues  sabemos  que  y(0)  de- 

3S 

3 

0.6 

1.728 

1.82212 

be  ser  1.  En  este  caso,  podemos  comparar  los  cinco  valores  de  y  estimados  mediante  el 

a- 

4 

0.8 

2.0736 

2.22554 

Metodo  de  Euler  con  los  valores  exactos  de  y,  como  se  muestran  en  la  tabla  al  margen. 

a-  ■ 

5 

1.0 

2.48832 

2.71828 

La  figura  6a  muestra  las  cinco  aproximaciones  (xj,  y | ),  i  =  1, 2, 3, 4, 5,  para  la  solucion  y; 
la  figura  6a  tambien  muestra  la  solucion  exacta  y(x)  =  e*.  Al  elegir  un  valor  menor  de  h, 
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por  lo  general  obtenemos  una  aproximacion  mas  precisa.  Por  supuesto,  si  elegimos  una 
h  menor,  necesitaremos  mas  pasos  para  llegar  hasta  x  =  1. 


3 


>' 


2.5 

2 


1.5 


1  -4 


(a) 


(b) 


(c) 


Figura  6 


BT  EJEMPLO  3 

solucion  de 


Use  el  Metodo  de  Euler  con  h  =  0.05  y  h  =  0.01 

y’  =  y,  >(0)  =  l 


para  aproximar  la 


en  el  intervalo  [0, 1], 

SOLUCION  Procedemos  como  en  el  ejemplo  1,  pero  reducimos  el  tamano  de  paso  h 
a  0.05  y  obtenemos  la  siguiente  tabla 


n 

x„ 

yn 

0 

0.00 

1.000000 

1 

0.01 

1.010000 

2 

0.02 

1.020100 

3 

0.03 

1.030301 

99 

0.99 

2.678033 

100 

1.00 

2.704814 

n 

y« 

n 

X  n 

y, i 

0 

0.00 

1.000000 

ii 

0.55 

1.710339 

1 

0.05 

1.050000 

12 

0.60 

1.795856 

2 

0.10 

1.102500 

13 

0.65 

1.885649 

3 

0.15 

1.157625 

14 

0.70 

1.979932 

4 

0.20 

1.215506 

15 

0.75 

2.078928 

5 

0.25 

1.276282 

16 

0.80 

2.182875 

6 

0.30 

1.340096 

17 

0.85 

2.292018 

7 

0.35 

1.407100 

18 

0.90 

2.406619 

8 

0.40 

1.477455 

19 

0.95 

2.526950 

9 

0.45 

1.551328 

20 

1.00 

2.653298 

10 

0.50 

1.628895 

La  figura  6b  muestra  la  aproximacion  de  la  solucion  al  usar  el  Metodo  de  Euler  con 
h  =  0.05. 

Los  calculos  son  similares  para  el  caso  h  =  0.01 .  Los  resultados  se  resumen  en  la  ta¬ 
bla  al  margen  y  en  la  figura  6c.  ■ 

En  el  ejemplo  1,  observe  que  al  disminuir  el  tamano  de  paso  h,  la  aproximacion  a 
y(l)  (que  en  este  caso  es  e1  «  2.718282)  mejora.  Cuando  h  =  0.2,  el  error  es  aproxima- 
damente  e  -  y$  =  2.718282  -  2.488320  =  0.229962.  Las  aproximaciones  del  error  para 
otros  tamanos  de  paso  aparecen  en  la  siguiente  tabla: 


h  Aproximacion  de  Euler  para  y(l)  Error  =  Valor  exacto -Valor  Estimado 


0.2 

2.488320 

0.229962 

0.1 

2.593742 

0.124540 

0.05 

2.653298 

0.064984 

0.01 

2.704814 

0.013468 

0.005 

2.711517 

0.006765 
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Observe  en  la  tabla  que  al  dividir  a  la  mitad  el  tamano  de  paso  h,  el  error  tambien 
se  divide  a  la  mitad  (aproximadamente).  Por  lo  tanto,  el  error  en  un  punto  dado  es 
aproximadamente  proporcional  al  tamano  de  paso  h.  En  la  seccion  4.6  encontramos  un 
resultado  similar  con  la  integration  numerica.  Ahi  vimos  que  el  error  para  la  suma  de 
Riemann  del  punto  izquierdo  o  del  punto  derecho  es  proporcional  a  h  =  \/n  y  que  el 
error  para  la  regia  del  trapecio  es  proporcional  a  h 2  =  1/n2,  donde  n  es  el  numero  de  su- 
bintervalos.  La  regia  parabolica  es  aun  mejor,  con  un  error  proporcional  a  h4  =  1/n4. 
Esto  hace  surgir  la  pregunta  de  si  hay  un  mejor  metodo  para  aproximar  la  solution  de 
y'  =  f(x,  y),  y(x0)  =  y0.  De  hecho,  varios  metodos  son  mejores  que  el  de  Euler,  en  el 
sentido  de  que  el  error  es  proporcional  a  una  potencia  mayor  de  h.  Estos  metodos  son 
conceptualmente  similares  al  de  Euler:  son  “metodos  de  un  paso"de  Runge-Kutta  de 
cuarto  orden,  tiene  un  error  que  es  proporcional  a  h4  =  1/w4. 


Revision  de  conceptos 

1.  Para  la  ecuacion  diferencial  y'  =  f(x,  y)  una  grafica  de  seg- 
mentos  de  recta  cuyas  pendientes  son  iguales  a  /(. r,  y)  se  llama 


2.  La  base  para  el  Metodo  de  Euler  es  que  la _ a  la  solu¬ 

tion  en  Xq  sera  una  buena  aproximacion  a  la  solution  en  el  intervalo 
[*o,*o+  h]. 


3.  La  formula  recursiva  para  la  aproximacion  de  la  solution  de 
una  ecuacion  diferencial  mediante  el  Metodo  de  Euler  es  yn  = 


4.  Si  la  solution  de  una  ecuacion  diferencial  es  concava  hacia 

arriba.  entonces  el  Metodo  de  Euler _ (subestimara  o  sobrees- 

timara)  la  solution. 


Con  junto  de  problemas  6.7 

En  los  problemas  del  1  al  4  se  da  un  campo  de  pendientes  para  una 
ecuacion  diferencial  de  la  forma  y  =f(x,  y).  Use  el  campo  de  pendien¬ 
tes  para  bosquejar  la  solucion  que  satisfaga  la  condicion  inicial  dada. 
En  cada  caso,  determine  lim  y(x)  y  aproxime  y(2). 

x-~+oo 

1.  y( 0)  =  5 


20- 
18  + 
16- 
14- 
12  + 
10- 
8- 
6  - 
4  - 
2- 


V 


y(0)  =  6 


3. 

20 

18 

16 

14 

12 

10 

8 

6 

4 

2 


4.  y(  1)  =  3 

M  V 

20 - 

18 - 

16 - 

14 - 

12 - 

10  — 

8 - 

6 - 

4 - 

2 . . . 


y(0)  =  16 

Lv 


En  los  problemas  5  y  6  se  da  un  campo  de  pendientes  para  una  ecua- 
cion  diferencial  de  la  forma  y'=f(x ,  y)-En  ambos  casos ,  cada  solucion 
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tiene  la  misma  asmtota  oblicua  (vease  la  section  3.5).  Bosqueje  la  so¬ 
lution  que  satisface  la  condition  initial  dada  y  determine  la  ecuacion 
de  la  asmtota  oblicua. 

5.  y(0)  =  6 


6.  y(0)  =  8 


1CAS1  En  los  problemas  7  al  10  grafique  un  campo  de  pendientes  para 
cada  ecuacion  diferencial.  Utilice  el  metodo  de  separation  de  variables 
(section  3.9)  o  un  factor  integrante  (section  6.6)  para  determinar  una 
solution  particular  de  la  ecuacion  diferencial  que  satisfaga  la  condi¬ 
tion  initial  dada,  y  grafique  la  solution  particular. 

■  i.  Y‘\r,yW  =  i 

8.  y'  =  -y;  y(0)  =  4 

9.  y'  =  x  —  y  +  2;  y(0)  =  4 

10.  y'  =  2x  -  y  +  -■  y(0)  =  3 

[3  En  los  problemas  11  al  16  use  el  Metodo  de  Euler  con  h  =  0.2  para 
aproximar  la  solution  en  el  intervalo  indicado. 

11.  y'  =  2y,y(0)  =  3,  [0,1] 

12.  y'  =  -y,  y(0)  =  2,  [0, 1] 

13.  y'  =  .v.  y(0)  =  0,  [0,  1] 

14.  y'  =  x2,  y(0)  =  0,  [0, 1] 

15.  y'  =  xy,y(  1)  =  1.  [1.2] 

16.  y'  =  —  2xy,  y(l)  =  2,  [1,2] 

17.  Aplique  el  Metodo  de  Euler  a  la  ecuacion  y'  =  y,y(0)  =  1  con 
un  tamano  de  paso  arbitrario  h  =  1  / N ,  donde  N  es  un  entero  positivo. 


(a)  Deduzca  la  relation  y„  =  y0(l  +  h)n. 

(b)  Explique  por  que  yN  es  una  aproximacion  de  e. 

18.  Suponga  que  la  funcidn  f(x,  y)  depende  solo  de  x.  La  ecua- 
cion  diferencial  y'  =f(x ,  y)  se  puede  escribir  entonces  como 

y'  =  f(x ),  y(*o)  =  o 


Explique  la  forma  de  aplicar  el  metodo  de  Euler  a  esta  ecuacion  dife¬ 
rencial,  si  y0  =  0. 

19.  Considere  la  ecuacion  diferencial  y '  =/(. v),  y  (xo)=  0  del  pro- 
blema  18.  Para  este  problema,  sean/(jr)  =  sen  x2,x0  =  0  y  h  =  0.1. 

(a)  Integre  ambos  lados  de  la  ecuacion  desde  xa  hasta  X{=  x0  +  h. 
Para  aproximar  la  integral  use  una  suma  de  Riemann  con  un  so¬ 
lo  intervalo,  evaluando  el  integrando  en  el  punto  extremo  iz- 
quierdo. 

(b)  Integre  ambos  lados  de  x0  a  x2  =  x0  +  2h.  De  nuevo,  para  aproxi¬ 
mar  la  integral  use  una  suma  de  Riemann  con  base  en  los  extre- 
mos  izquierdos,  pero  con  dos  intervalos. 

(c)  Continue  el  proceso  descrito  en  las  partes  (a)  y  (b)  hasta  que 
x„  =  1.  Use  una  suma  de  Riemann  con  base  en  los  extremos  iz¬ 
quierdos  de  diez  intervalos  para  aproximar  la  integral. 

(d)  Describa  la  forma  en  que  se  relaciona  este  metodo  con  el  Meto¬ 
do  de  Euler. 


20.  Repita  los  pasos  desde  (a)  hasta  (c)  del  problema  19  para  la 
ecuacion  diferencial  y'  =  Vr  +  l,y(0)  =  0. 


21.  (Metodo  de  Euler  mejorado)  Considere  el  cambio  Ay  en  la 
solucidn  entrex0y  xt.  Con  base  en  el  Metodo  de  Euler  se  obtiene  una 
Av  y(-Yi)  —  Vn  yf  —  yn 

aproximacion:  —  =  - — — —  ~  - —  =  f(x o,  yo).  (Aqui  he- 

mos  utilizado  yj  para  indicar  la  aproximacion  de  Euler  a  la  solution 
en  Jt]).  Se  obtiene  otra  aproximacion  determinando  una  aproxima¬ 
cion  a  la  pendiente  de  la  solucion  en  xq: 

Ay  y(x i)  -  y0  ,,  s  x 

a7  = - it -  ^i)  ~  /(*i>  y\) 


(a)  Promedie  estas  dos  soluciones  para  obtener  una  sola  aproxima¬ 
cion  para  Ay /Ax. 

(b)  Resuelva  para  y  =  y(x j )  para  obtener 

h 

yi  =  yo  +  y \f(xo,  yo)  +  fix  i.  >i)J 

(c)  Este  es  el  primer  paso  en  el  Metodo  de  Euler  mejorado.  Los  pa¬ 
sos  siguientes  tienen  el  mismo  patron.  Llene  las  lfneas  en  bianco 
para  el  siguiente  algoritmo  de  tres  pasos  que  da  lugar  al  Metodo 
de  Euler  mejorado: 

1 .  Haga  x„  =  _ 

2.  Haga  yn  =  _ _ _ _ 

3.  Haga  yn  =  _ _ _ _ _ _ _ 

L£J  Para  los  problemas  del  22  al  27  utilice  el  Metodo  de  Euler  mejora¬ 
do  con  h  =0.2  en  las  mismas  ecuaciones  de  los  problemas  del  11a!  16. 
Compare  sus  respuestas  con  las  obtenidas  mediante  el  Metodo  de  Euler. 

28.  Aplique  el  Metodo  de  Euler  mejorado  a  la  ecuacion  y'  =  y, 
y(0)  =  l,con  /;  =  0.2,0.1,0.05, 0.01  y  0.005,  para  aproximar  la  solucidn 
en  el  intervalo  [0,1],  (Observe  que  la  solucidn  exacta  es  y  =  ex,  por  lo 
que  y(l)  =  e).  Calcule  el  error  en  la  aproximacion  de  y(l)  (veanse  el 
ejemplo  3  y  el  analisis  subsiguiente)  y  llene  la  tabla  siguiente.  Para  el 
Metodo  de  Euler  mejorado,  ^el  error  es  proporcional  ah.h2o  alguna 
otra  potencia  de  hi 
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h 

Error  del  Metodo 
de  Euler 

Error  del  Metodo 
de  Euler  mejorado 

0.2 

0.229962 

0.015574 

0.1 

0.124540 

0.05 

0.064984 

0.001091 

0.01 

0.013468 

0.000045 

0.005 

0.006765 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  campo  de  pendien- 
tes  2.  recta  tangente  3.  yn-\  +  yn-\)  4.  subestima 


6.8  Las  sets  funciones  trigonometricas  fundamentales  (seno,  coseno,  tangente,  cotangente, 
FlincionCS  secante  y  cosecante)  se  definieron  en  la  seccion  0.7,  y  en  ocasiones  las  hemos  utilizado 
.  ^  ,  en  ejemplos  y  problemas.  Con  respecto  a  la  notion  de  inversa,  son  funciones  con  pro- 

trigonometricas  blemas,ya  que  para  cada  y  en  su  rango  existe  un  numero  infinito  de  x  que  le  correspon- 

inversas  y  sus  derivadas  den  (vease  la  figura  1).  No  obstante,  vamos  a  introducir  una  notion  de  inversa  para 

ellas.  Que  esto  sea  posible  tiene  como  base  un  procedimiento  denominado  restriction 
del  dominio,  que  se  analizo  brevemente  en  la  seccion  6.2. 


1  V  .-  sen  .t 

7\  T\  y 

7T  K  71  r 

X  X  \  / 

x  r  \  /  x 

Seno  inverso  y  coseno  inverso  En  el  caso  de  seno  y  coseno  restringimos  el  do¬ 
minio,  manteniendo  el  rango  tan  grande  como  sea  posible,  mientras  insistimos  en  que 
la  funcion  resultante  tenga  una  inversa.  Esto  puede  hacerse  de  muchas  formas,  pero  el 
procedimiento  acordado  se  sugiere  por  medio  de  las  figuras  2  y  3.Tambien  mostramos 
la  grafica  de  la  funcion  inversa  correspondiente,  obtenida,  como  es  usual,  reflejando 
con  respecto  a  la  recta  y  =  x. 


Figura  1 


_  *  Dominio  * 
restringido 

Figura  2 


restringido 

Figura  3 


En  una  definition,  formalizamos  lo  que  hemos  mostrado. 

Definici6n 

Para  obtener  inversas  para  seno  y  coseno  restringimos  sus  dominios  a  [—77/2,  tt/2]  y 
[0, 7r],  respectivamente.  Asf, 

.  ,  7T  77 

x  —  sen  y  <=>  y  =  sen  .r, - <  x  <  — 

2  2 

x  =  cos*1  y  <=»  y  =  cos  r,  0  £  r  s  77 
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Figura  4 


A  veces  se  utiliza  el  si'mbolo  arcsen  para  serT1  y,  de  manera  analoga,  arccos  se  uti- 
liza  para  cos-1.  Considere  arcsen  como  “el  arco  cuyo  seno  es”  o  “el  angulo  cuyo  seno 
es”  (vease  la  figura  4).  En  lo  que  resta  del  libro  utilizaremos  ambas  formas. 


g |  EJEMPLO  I  ;  Calcule 

(a)  sen-1(V2/2), 

(c)  cos(cos_l  0.6),  and 


SOLUCION 


(a)  sen 


77 

4 


(c)  cos(cos  1  0.6)  =  0.6 


(b)  cos  '(-I), 

(d)  sen-1(sen  37t/2) 


(b) 

(d) 


La  unica  complicada  de  estas  es  (d).  Observe  que  serfa  incorrecto  dar  37r/2  como  res- 
puesta,  ya  que  sen-1  y  siempre  esta  en  el  intervalo  [—77/2, 7r/2].  Resuelva  el  problema 
por  pasos,  como  sigue. 


sen 


=  sen  1(— 1)  =  -77/2 


M  EJEMPLO  2  1  Use  una  calculadora  para  encontrar 

(a)  cos-1  (-0.61 ),  (b)  sen  ’(1.21),  (c)  sen-’ (sen  4.13) 

SOLUCION  Utilice  una  calculadora  en  modo  de  radianes.  Esta  ha  sido  programada 
para  dar  respuestas  consistentes  con  las  definiciones  que  hemos  dado. 

(a)  cos-1  (-0.61)  =  2.2268569 

(b)  Su  calculadora  debe  indicar  un  error,  ya  que  sen-1  (1 .21 )  no  existe. 

(c)  sen-1(sen  4.13)  =  -0.9884073  ■ 


Otra  manera  de  decirlo 
sen-1  y 

es  el  numero  en  el  intervalo 
[—77/2, 77/2]  cuyo  seno  es  y. 

cos-1  y 

es  el  numero  en  el  intervalo  [0, 77] 
cuyo  coseno  es  y. 

tan-1  v 

es  el  numero  en  el  intervalo 
(—77/2, 77/2  )  cuya  tangente  es  y. 


Tangente  inversa  y  secante  inversa  En  la  figura  5  mostramos  la  grafica  de  la 
funcion  tangente,  su  dominio  restringido  y  la  grafica  de  y  —  tan-1  x. 

Existe  un  metodo  estandar  para  restringir  el  dominio  de  la  funcion  cotangente,  es 
decir,  a  (0, 77),  de  modo  que  tenga  una  inversa.  Sin  embargo,  esta  funcion  no  desempe- 
na  un  papel  importante  en  calculo. 


jt  Dominio  n 
2  restringido  2 


Figura  5 
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Para  obtener  una  inversa  de  la  secante,  graficamos  y  =  sec  *,  restringimos  su  domi- 
nio  de  manera  adecuada  y  despues  graficamos  y  =  sec”1*  (vease  la  figura  6). 


restringido 


Figura  6 


Definicion 

Para  obtener  inversas  de  la  tangente  y  la  secante,  restringimos  sus  dominios  a 
(-ir/2,ir/2)  y[0,rr/2)U  (7t/2,  7r],  respectivamente.  Asf, 


x  =  tan  1  y 
x  =  sec”1  y 


77  77 

<=>  y  =  tan  x,  -  —  <  x  <  — 

.  7r 
<=>  y  =  sec  r,  0  <  r  <  77,  r  ^  — 


Algunos  autores  restringen  el  dominio  de  la  secante  de  una  manera  diferente.  Asi, 
si  usted  consulta  otro  texto,  debe  verificar  la  definicion  del  autor.  No  tendremos  necesi- 
dad  de  definir  esc”1,  aunque  tambien  puede  hacerse. 

11  ejemploTI  Calcule 

(a)  tan_1(l ), 

(c)  tan”1  (tan  5.236), 

(e)  sec”1  (2),  and 

SOLUCION 

(a)  tan_1(l)  =  j  (b)  tan  '(-  V5)  =  | 

(c)  tan” ‘(tan  5.236)  =  -1.0471853 

La  mayoria  de  nosotros  tiene  problemas  para  recordar  la  secante;  ademas,  muchas 
calculadoras  no  tienen  un  boton  para  ella.  Por  lo  tanto,  le  sugerimos  que  recuerde  que 
sec  *  =  1/cos  x.  Con  base  en  esto,  se  sigue  que 


(b)  tan-1(-V3), 
(d)  sec”](-l), 

(f)  sec”1  (-1.32) 


sec  1  y  =  cos  1 


y  esto  nos  permite  utilizar  hechos  conocidos  acerca  del  coseno. 
(d)  sec”1(-l)  =  cos_1(-l)  =  77 
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Figura  7 


(e)  sec  '(2)  =  cos  ’Q)  =  j 

(f)  sec_1(— 1.32)  =  cos_1(_Y^)  =  cos-1  (0.7575758) 

=  2.4303875  ■ 


Cuatro  identidades  utiles  El  teorema  A  da  algunas  identidades  utiles.  Usted 
puede  recordarlas  en  relation  con  los  triangulos  en  la  figura  7. 


Teorema  A 


(i)  sen(cos  1  x)  =  Vl  —  x2 

(ii)  cos(sen  1  x)  =  Vl  —  x2 

(iii)  sec(tan_1  x)  =  \/l  +  x2 

Vx2  -  1, 


(iv)  tan(sec  1  x)  =  | 


Vx2 


1, 


si  X  S:  1 

si  x  ^  —1 


Demostracion  Para  demostrar  (i),  recuerdese  que  sen2  0  +  cos2  0  =  1.  Si  0  £  0  <  77, 
entonces 

sen  0  =  Vl  -  cos2  6 

Ahora  aplicamos  esto  con  6  =  cos  'x  y  utilizamos  el  hecho  de  que  cos(cos_1  x)  =  x  para 
obtener 

sen  (cos"1  x)  =  Vl  -  cos2(cos  1  x)  =  Vl  -  x2 

La  identidad  (ii)  se  demuestra  de  una  manera  completamente  similar.  Para  demos¬ 
trar  (iii)  y  (iv)  utilice  la  identidad  sec2  0=1  +  tan2  0,  en  lugar  de  sen2  0  +  cos2  0=1.  ■ 


EJEMPLO  4  Calcule  sen[2  cos  *(!)]. 


SOLUCION  Recuerde  la  identidad  del  angulo  doble,  sen  20  =  2  sen  0  cos  0.  Asi, 

'2'  “ 


sen 


2  cos  ^ 


=  2  sen 


-\(  2 
cos  I  — 


COS; 


cos  !1  — 


=  2  *  -v  / 1  - 


4V5 


Derivadas  de  funciones  trigonometricas  Aprendimos  en  la  seccion  2.4  las 
formulas  de  las  derivadas  para  las  seis  funciones  trigonometricas.  Deben  memorizarse. 


Dx  sen  x  =  cos  x 

Dx cos  x  = 

-sen  x 

Dx  tan  x  =  sec2  x 

Dx cot  x  = 

—esc2  X 

Dx  sec  x  =  sec  x  tan  x 

Dx  esc  x  = 

—esc  x  cot  X 

Podemos  combinar  las  reglas  anteriores  con  la  regia  de  la  cadena.  Por  ejemplo,  si  u  = 
/(x)  es  derivable,  entonces 


Dx  sen  u  =  cos  u  •  Dxu 
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Funciones  trigonometricas  inversas  A  partir  del  teorema  de  la  funcion  in- 
versa  (teorema  6.2B),  concluimos  que  sen-1,  cos-1,  tan-1  y  sec-1  son  derivables.  Nuestro 
objetivo  es  encontrar  formulas  paras  sus  derivadas.  Establecemos  los  resultados  y  lue- 
go  mostramos  como  pueden  deducirse. 


Demostracion  Nuestras  demostraciones  siguen  el  mismo  patron  en  cada  caso.  Pa¬ 
ra  demostrar  (i),  sea  y  =  sen-1  x,  de  modo  que 

x  =  sen  y 

Ahora  derivamos  ambos  lados  con  respecto  a  .v,  utilizando  la  regia  de  la  cadena  en  el 
lado  derecho.  Entonces 

1  =  cos  y  Dxy  =  cos(sen-1  x)  Dx{ sen-1  x) 


=  VI  -  x2  Z)^(sen 


En  el  ultimo  paso  usamos  el  teorema  A(ii).  Concluimos  que  Z)t(sen-1  x )  = 

1/Vl  —  x2. 

Los  resultados  (ii),  (iii)  y  (iv)  se  demuestran  de  manera  analoga,  pero  (iv)  tiene 
una  pequena  peculiaridad.  Sea  y  =  sec-1  x,  de  modo  que 


x  =  sec  y 

Derivando  ambos  lados  con  respecto  ary  utilizando  el  teorema  A(iv),  obtenemos 
1  =  sec  y  tan  y  Dxy 

=  sec(sec-1  jc)  tan(sec-1  x)  Dx( sec-1  x) 

f rVr 2  —  1  ZD^(sec-lx),  sir  s  1 

\x(  —  \/x2  —  l)  Dt(sec-1  x),  sir  £  -1 

=  \x\\/x2  —  1  Dx{  sec-1  x ) 

El  resultado  deseado  se  sigue  de  manera  inmediata. 


HPejemplosI  Encuentre  Dx  sen  '(3x  —  1). 

SOLUCION  Utilizamos  el  teorema  B(i)  y  la  regia  de  la  cadena. 


Dx  sen  ](3x  -  1) 


Vl  -  (3x  -  T)1 

3 

V-9x2  +  6x 


Dx(3x  -  1) 


Por  supuesto,  cada  formula  de  derivation  lleva  a  una  formula  de  integration,  un  te- 
ma  acerca  del  cual  diremos  mucho  mas  en  el  capftulo  siguiente.  En  particular, 

1.  /  — .  dx  =  sen-1  x  +  C 
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l.  /  — - — r  dx  =  tan  1  x  +  C 

J  \  +  x2 

3.  / - 7  =  =  dx  =  sec~!|x|  +  C 

J  XV  x2  —  1 


Estas  formulas  de  integration  se  pueden  generalizar  un  poco  (veanse  los  problemas 
del  81  al  84)  a  lo  siguiente: 


''•/vy 

J*T. 


dx  =  sen  M  —  )  +  C 


dx  =  —  tan  1  —  +  C 


+  xz  a  \0 


J  x\/ x2  —  a 2 


dx  =  —  sec  '(  —  +  C 


EJEMPLO  6  Evalue 


V4  -  x2 


SOLUCION 


dx  =  sen 


Jo  V4  -  xr 


,  1  17  77 

=  sen  —  —  sen  0  =  —  —  0  =  — 


Evalue 


SOLUCION  Considere 


z5  -  9jc- 


ue  /  dx 

./  V  5  -  9* 2 

/vfe'Ha8a 

idx~lvr^ 


Haga  u  =  3x,  por  lo  que  d u  =  3  dx.  Entonces 


du  =  sen  1 


"ft  Uc 


g  EJEMPLO  8  I  Evalue 


4  +  9ez 


SOLUCION  Considere  /  — -  du.  Haga  u  =  3  e\  por  lo  que  du  =  dx.  Entonces 

J  a~  +  ir 

f  ex  1  f  1  l  f  1 

/  - dx  =  —  /  - ;-(3el  dx)  =  —  - 7  dn 

J  4  +  9e2x  .  3  J  4  +  9e2x  V  ’  3  J  4  +  u2 


=  \  I - - — ^~(3ex  dx)  =  \ 

.  3J  4  +  9eZx  V  ’  3„ 


dx  —  — 


1  1  _,/u\  „  1  _i  7  3e 

=  —  •—  tan  1 1  —  +  C  =  —  tan 


f 18  i 

■  EJEMPLO  9  j  Evalue  /  - 7=^ 

A  rVr -  9 

SOLUCION 

/“  •_  *  . 

J 6  xVx2  -  9 


SOLUCION 


dx  =  —  sec 


If  1 18 1  _J6| 

=  —  sec  - —  sec  — - 

3  V  3  3 


=  —I  sec  6 


0.1187 
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M  ejempi.o  10 1  Un  hombre  que  esta  parado  en  la  cima  de  un  acantilado  esta  200 
pies  por  arriba  de  un  lago.  Observa  un  bote  que  se  aleja  directamente  del  pie  del  acan¬ 
tilado  a  una  velocidad  de  25  pies  por  segundo.  ^Que  tan  rapido  cambia  el  angulo  de  de- 
presion  de  su  visual  cuando  el  bote  esta  a  150  pies  del  pie  del  acantilado? 


SOLUCION  Los  detalles  esenciales  se  muestran  en  la  figura  8.  Observe  que  9 ,  el  an¬ 
gulo  de  depresion,  es 

i  (  200  \ 

9  =  tan  1  - 


Figura  8 


—200  dx 


-200  dx 


dt  1  +  (200/x)2  x2  dt  x2  +  40,000  dr 

Cuando  sustituimos  x  =  150  y  dx/dt  =  25,  obtenemos  dd/dt  =  —0.08  radianes  por  segun¬ 
do.  ■ 


Manipulation  del  integrando  Antes  de  que  haga  una  sustitucion,  puede  en- 
contrar  util  reescribir  el  integrando  de  una  forma  mas  conveniente.  Con  frecuencia,  las 
integrates  con  expresiones  cuadraticas  en  el  denominador  se  pueden  reducir  a  formas 
estandar  completando  el  cuadrado.  Recuerde  que  x2  +  bx  se  transforma  en  un  cuadra- 
do  perfecto,  al  sumarle  (b/2)2. 


EJEMPLO  11  Evalue 


r2  -  6x  +  25 


SOLUCION 


6x  +  25 


I x2  —  6x 
=  7  [ - 1 

J  (x  ~  3] 


6x  +  9  +  16 


(x  -  3)2  +  42 


7 

=  —  tan 
4 


En  el  ultimo  paso  hicimos  la  sustitucion  u  =  x  -  3,  en  forma  mental. 


Revision  de  conceptos 

1.  Para  obtener  una  inversa  de  la  funcion  seno  restringimos  su 

dominio  a _ .  La  funcion  inversa  resultante  se  denota  por  sen-1 

o  por _ . 

2.  Para  obtener  una  inversa  de  la  funcion  tangente  restringimos 

su  dominio  a _ .  La  funcion  inversa  resultante  se  denota  por 

tan-1  o  por _ . 


3.  Dx  sen(arcsen  x)  = 

4.  Como  Dx  arctan 

4  f  1/(1  +  x2)  dx  =  = _ 


=  1/(1  +  x 2),  se  sigue  que 


Con  junto  de  problemas  6.8 

En  los  problemas  de!  1  al  10,  sin  utilizar  una  calculadora,  encuentre  el 
valor  exacto. 

.  _ l  \  -V\  -  (  V3\ 


1.  arccos 


2.  arcsen 


5.  arctan(\/3) 

7.  arcsen(— 

9.  sen(sen~'  0.4567) 


6.  arcsec  (2) 


10.  cos(sen  A  0.56) 
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En  los  problemas  del  11  ul  18  aproxime  cada  valor. 

11.  sen-1  (0.1113)  12.  arccos  (0.6341) 

13.  cos  (arccot  3.212)  14.  sec  (arccos  0.51 11) 

15.  sec-1  ( —2.222)  16.  tan-1(  —  60.1 1 ) 

17.  cos(sen(tan-1  2.001))  18.  sen;(ln(cos  0.5555)) 

En  los  problemas  del  19  al  24  exprese  6  en  terminos  de  x  utilizando  las 
funciones  trigonometricas  inversas  sen-1,  cos-1,  tan-1  y  sec-1. 


En  los  problemas  del  25  al  28  encuentre  cada  valor  sin  utdizar  una  cal- 
culadora  (vease  el  ejemplo  4). 


25.  cos  2  sen 


26.  tan  2  tan  '(|)] 


(1) 

+ 

cos  1 

m 

/4\ 

-1 

/I2M 

(5) 

+ 

sen 

En  los  problemas  del  29  al  32  demuestre  que  cada  ecuacion  es  una 
identidad. 

_ ,  .  x 

29.  tan(sen  x)  =  — , 

V  I  -  x2 

30.  sen(tan-1  x)  =  — . 


31.  cos(2sen  1  jc)  =  1  —  2x2 

,  .  2x 

32.  tan(2  tan  x)  = - - 

1  —  x 

33.  Encuentre  cada  lfmite. 

(a)  lfm  tan-1  x  (b) 

x — »0O 

34.  Encuentre  cada  lfmite. 

(a)  lfm  sec’ 1  x  (b) 

x— .no 

35.  Encuentre  cada  lfmite. 

(a)  lfm  sen-1  x  (b) 

X~*\" 

36.  ^Existe  lfm  sen-1  x?  Explique. 


(b)  lfm  tan  x 

x— »-oo 


(b)  lfm  sec  1  x 


(b)  lfm  sen-  x 


37.  Describa  lo  que  sucede  a  la  pendiente  de  la  recta  tangente  a 
la  grafica  de  v  =  sen  1  x  en  el  punto  c,  si  c  se  aproxima  a  1  por  la  iz- 
quierda. 


38.  Bosqueje  de  la  grafica  de  y  =  col  1  x,  suponiendo  que  se  ha 
obtenido  al  restringir  el  dominio  de  la  cotangente  a  (0, 77). 

En  los  problemas  del  39  al  54  encuentre  dy/dx. 


39.  y  =  ln(2  +  sen  x) 


40.  v  =  eli 


41.  y  =  ln(secx  +  tan  x)  42.  y  =  -ln(cscx  +  cot  x) 
43.  y  =  sen-1(2x2)  44.  y  —  arccos(eA) 


45.  y  =  x3  tan  '(<?*) 

47.  y  =  (tan-1  x)3 
49.  y  =  sec-1(x3) 

51.  y  =  (1  +  sen-1  x)3 
53.  y  =  tan-1  (In  x2) 


46.  y  =  ex  arcsen  x2 
48.  y  =  tan  (cos-1  x) 

50.  y  =  (sec-1  x)3 

51  -v "  sen’'(vh) 

54.  y  =  x  arcsec(x2  +  1) 


En  los  problemas  del  55  al  72  evalue  cada  integral. 


55.  J  cos  3 x  dx 
57.  /  sen  2x  cos  2x  dx 
59.  [  e2x  cos(e2x)  dx 

J  t) 

rS/2/2  1 

61.  /  -r^—,  d 

Jo  VI  -  x2 

f'  1 

63.  /  - y  dx 

7-t  1  +  x2 

65.  / - ' — t  dx 

J  1  +  4x2 

67.  /  r-  1  .  .  dx 

7  V12  -  9x2 

69.  /  -x - 1 - c 

J  x2  -  6x  +  13 

71.  /  dx 

J  xV4x2  -  9 


6.  /  x  sen(x2)  dx 

/.  f  sen  x  . 

tan  x  a x=  - dx 

J  cos  x 

r/2  . 

0.  /  sen  x  cos  x  dx 

Jo 

■>  r  ^ x 

2’  JV2  xVx2  -  1 
Jo  1  +  cos2  0 


/V2  xVl2 

rn/2 


6x  +  13 
==  dx 


+  cos  6 


7  ^  dx 

V 12  —  9x2 

1 

2x2  +  8x  +  25 

'  x  +  i  , 

— — - -  dx 

V4  -  9x2 


E]  73.  Una  pintura  de  5  pies  de  altura  esta  colgada  en  una  pared  de 
modo  que  su  parte  inferior  esta  a  8  pies  del  piso,  como  se  muestra  en 
la  figura  9.  Una  observadora,  con  el  nivel  de  sus  ojos  a  5.4  pies,  esta 
parada  a  b  pies  de  la  pared.  Exprese  0 ,  el  angulo  vertical  subtendido 
por  la  pintura  a  su  ojo,  en  terminos  de  b.  y  despues  encuentre  d,  si 
b  =  12.9  pies. 


Figura  9 
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74.  Encuentre  formulas  para/~'(.v)  para  cada  una  de  las  siguientes 
funciones  /.  primero  indique  como  restringirfa  el  dominio  de  modo 
que/tenga  una  inversa.  Por  ejemplo, si/(x)  =  3  sen  2x, y  restringimos 
el  dominio  a  -77/4  £  x  £  77/4,  entonces  f~'{x)  =  5Sen_1(j'/3). 

(a)  /( x)  =  3  cos  2x  (b)  f(x)  =  2  sen  3x 

(c)  /(x)=^tanx  (d)  f{x)  =  sen  - 

75.  Por  medio  del  uso  repetido  de  la  formula  para  la  suma, 
tan(*  +  y)  =  (tan  x  +  tan  y)/(  1  -  tan  x  tan  y) 


84.  Demuestre  que 


85.  Demuestre,  derivando  el  lado  derecho,  que 


86.  Utilice  el  resultado  del  problema  85  para  demostrar  que 


demuestre  que 


77 

7 


=  3  tan  1 


76.  Verifique  que 


un  resultado  descubierto  por  John  Machin  en  1706  y  utilizado  por  el 
para  calcular  los  primeros  100  lugares  decimates  de  77. 

77.  Sin  utilizar  calculo,  encuentre  una  formula  para  el  area  de  la 
region  sombreada  en  la  figura  10  en  terminos  de  a  y  b.  Observe  que 
el  centra  del  cfrculo  mayor  esta  en  el  borde  del  mas  pequeno. 


^Por  que  este  es  el  resultado  esperado? 

87.  El  borde  inferior  de  un  mural,  de  10  pies  de  alto,  esta  2  pies 
por  encima  del  nivel  del  ojo  del  observador.  Encuentre  la  distancia 
ideal  b  a  la  que  debe  alejarse  de  la  pared  para  ver  el  mural;  esto  es, 
encuentre  b  que  maximiza  el  angulo  subtendido  por  el  ojo  del  obser¬ 
vador.  (Vease  el  problema  73). 

88.  Exprese  dd/dt  en  terminos  de  x,  dx/dt,  y  las  constantes  a  y  b. 


89.  Se  ha  terminado  el  trabajo  estructural  dc  acero  de  un  nuevo 
edificio  de  oficinas.  Cruzando  la  calle,  a  60  pies  de  la  planta  baja  del 
elevador  de  carga  en  el  edificio,  un  espectador  esta  de  pie  y  observa 
el  elevador  de  carga  que  sube  a  una  velocidad  constante  de  15  pies 
por  segundo.  iQue  tan  rapido  aumenta  el  angulo  de  elevacion  de  la 
visual  del  espectador  al  elevador  despues  de  6  segundos  que  su  visual 
pasa  la  horizontal? 


Figura  10 

EE3  78.  Dibuje  las  graficas  de 

y  =  arcsen  x  y  y  =  arctan(x/\/l  —  x2) 

utilizando  los  mismos  ejes.  Formule  una  conjetura.  Demuestrela. 

Lg.c|  79.  Dibuje  la  grafica  de  y  =  7r/2  -  arcsen  x.  Elaga  una  conjetura. 
Demuestrela. 

[GO  go,  Dibuje  la  grafica  de  y  =  sen(arcsen  x)  en  [—1, 1],  Despues  di¬ 
buje  la  grafica  de  y  =  arcsen(sen  x)  en  [—27 r.  27t].  Explique  las  dife- 
rencias  que  observe. 

81.  Demuestre  que 


escribiendo  a2  -  x2  =  a2[l  -  (x/a)2\  y  haciendo  la  sustitucion  u  =  x/a. 

82.  Demuestre  el  resultado  del  problema  81  derivando  el  lado 
derecho  para  obtener  el  integrando. 

83.  Demuestre  que 

dx  1  x  „ 

, - r  =  —tan  — i  C,  a  ^  0 

a£  +  xz  a  a 


90.  Un  aeroplano  vuela  a  una  altura  constante  de  2  millas  y  a  una 
velocidad  constante  de  600  millas  por  hora,  en  lfnea  recta  que  pasara 
directamente  por  encima  de  una  observadora,  que  esta  en  el  piso. 
^Que  tan  rapido  esta  aumentando  el  angulo  de  elevacion  de  la  visual 
de  la  observadora  cuando  la  distancia  de  ella  al  aeroplano  esta  a  3 
millas?  Proporcione  su  resultado  en  radianes  por  minuto. 

91.  La  luz  giratoria  de  un  faro  esta  ubicada  en  una  isla  y  se  en- 
cuentra  a  2  millas  del  punto  mas  cercano  P  de  una  playa  recta  en  tie- 
rra  firme.  El  faro  lanza  un  rayo  de  luz  que  se  mueve  a  lo  largo  de  la 
playa  conforme  gira.  Si  la  velocidad  del  rayo  de  luz  sobre  la  playa  es 
de  577  millas  po7  minuto  cuando  el  punto  iluminado  esta  a  1  milla  de 
P,  i a  que  velocidad  esta  girando  el  faro? 

92.  Un  hombre  en  un  muelle  jala  una  cuerda  atada  a  un  bote  de 
remos,  a  una  velocidad  de  5  pies  por  segundo.  Si  las  manos  del  hom¬ 
bre  estan  8  pies  por  arriba  del  punto  en  donde  la  cuerda  esta  sujeta  al 
bote,  tque  tan  rapido  esta  cambiando  el  angulo  de  depresion  de  la 
cuerda  cuando  aun  quedan  17  pies  de  cuerda  por  recoger? 

[c]  93.  Una  visitante  del  espacio  exterior  se  aproxima  a  la  Tierra  (ra¬ 
dio  =  6376  kilometres)  a  2  kilometres  por  segundo.  i, A  que  velocidad 
aumenta  el  angulo  6  subtendido  por  la  Tierra  a  su  ojo  cuando  ella  es¬ 
ta  a  3000  kilometres  de  la  superficie? 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  [  —  77/2, 77/2];  arcsen 
2.  (—77/2, 77/2);  arctan  3.  1  4.  77 


374  Capitulo  6  Funciones  trascendentales 


6.9 

Funciones  hiperbolicas 
y  sus  inversas 


Figura  2 


En  matematicas  y  ciencias  aparecen,  tan  frecuentemente,  ciertas  combinaciones  de  ex  y 
e  '  que  se  les  da  nombres  especiales. 


Definicion  Funciones  hiperbolicas 

El  seno  hiperbolico,  coseno  hiperbolico  y  cuatro  funciones  relacionadas  se  definen 

por 

ex  -  e~x 

e  +  e~x 

senh  x  — 

2 

cosh  x  — 

2 

senh  x 

cosh  x 

tanh  x  — 

coth  x  — 

cosh  x 

senh  x 

sech  x  — 

csch  x  — 

cosh  x 

senh  x 

La  terminologfa  sugiere  que  debe  haber  alguna  relation  con  las  funciones  trigono- 
metricas;  la  hay.  Primera,  la  identidad  fundamental  para  las  funciones  hiperbolicas  (en 
reminiscencia  de  cos2  x  +  sen2  x  =  1  en  trigonometrfa)  es 


cosh2  x  —  senh2  x  =  1 


Para  verificarla,  escribimos 


cosh2  x  -  senh2  x  = 


„2x 


+  2  +  e 


,-tx 


„2x 


—  2  +  e 


-2x 


=  l 


Segunda,  recuerde  que  las  funciones  trigonometricas  estan  fntimamente  relaciona- 
das  con  el  cfrculo  trigonometrico  (vease  la  figura  1),  de  modo  que,  en  ocasiones  se  les 
llama  funciones  circulares.  En  efecto,  las  ecuaciones  parametricas  x  =  cos  t,  y  =  sen  t 
describen  a  la  circunferencia  unitaria.  De  una  forma  semejante,  las  ecuaciones  parame¬ 
tricas  x  =  cosh  r,  y  =  senh  t,  describen  la  rama  derecha  de  la  hiperbola  unitaria  x1  -  y2  ~ 
1  (vease  la  figura  2).  Ademas,  en  ambos  casos  el  parametro  t  esta  relacionado  con  el 
area  sombreada  A  mediante  t  =  2A,  aunque  no  es  obvio  en  el  segundo  caso  (vease  el 
problema  56). 

Ya  que  senh(— x)  =  —  senh(x),  senh  es  una  funcion  impar;  cosh(— x)  =  cosh  x,  de  mo¬ 
do  que  cosh  es  una  funcion  par.  De  manera  correspondiente,  la  grafica  de  y  =  senh  x  es 
simetrica  con  respecto  al  origen  y  la  grafica  de  y  =  cosh  x  es  simetrica  con  respecto  al 
eje  y.  De  manera  analoga,  tanh  es  una  funcion  impar  y  sech  es  una  funcion  par.  Las  gra- 
ficas  se  muestran  en  la  figura  3. 


Derivadas  de  funciones  hiperbolicas  Podemos  encontrar  /),  senh  x  y  Dx 
cosh  x  de  manera  directa  a  partir  de  las  definiciones 


y 


Dx senh  x  = 


ex  +  e 


-x 


2 


=  cosh  x 


D x  cosh  x  = 


=  senh  x 


Observe  que  estos  hechos  confirman  el  caracter  de  las  graficas  de  la  figura  3.  Por  ejem- 
plo,  ya  que  Dx(senh  x)  =  cosh  x  >  0,  la  grafica  de  seno  hiperbolico  siempre  esta  ascen- 
diendo.  De  manera  analoga,  Z)2(cosh  x)  =  cosh  x  >  0,  lo  cual  significa  que  la  grafica 
del  coseno  hiperbolico  es  concava  hacia  arriba. 
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Figura  3 


Las  derivadas  de  las  otras  cuatro  funciones  hiperbolicas  se  deducen  de  las  corres- 
pondientes  a  las  otras  dos,  combinadas  con  la  regia  del  cociente.  Los  resultados  se  resu- 
men  en  el  teorema  A. 


Derivadas  de  las  funciones  hiperbolicas 

Dx senh  x  =  cosh  x 

Dx  cosh  x  =  senh  x 

Dx  tanh  x  =  sech2  x 

Dx  coth  x  =  -csch2  x 

Dx  sech  x  =  —sech  x  tanh  x 

Dx  csch  x  =  -csch  x  coth  x 

Otra  forma  en  la  que  las  funciones  trigonometricas  y  las  hiperbolicas  estan  relaciona- 
das  concierne  a  ecuaciones  diferenciales.  Las  funciones  sen  x  y  cos  x  son  soluciones  de 
la  ecuacion  diferencial  de  segundo  orden  y"  =  —y,  y  senh  x  y  cosh  x  son  soluciones  de  la 
ecuacion  diferencial  y"  =  y. 


J  EJEMPLO T 


Encuentre  Dx  tanh(sen  x). 


SOLUCION 


Dx  tanh(sen  x)  =  sech2(sen  x )  D^sen  x) 
=  cos  x  •  sech2(sen  x) 


■ 


a  EJEMPLO  2  Encuentre  Dx  cosh2(3x  -  1 ). 

SOLUCION  Aplicamos  dos  veces  la  regia  de  la  cadena. 

Dvcosh2(3x  —  1)  =  2  cosh(3x  —  1)  cosh(3jc  —  1) 

=  2cosh(3x  —  1)  senh(3x  -  1)  Dx( 3x  —  1) 

=  6cosh(3x  —  l)senh(3x  -  1)  » 
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§H  EJF.MPLO  3  J  Encuentre  J  tanh  x  dx. 

SOLUCION  Sea  u  =  cosh  x,  por  lo  que  du  =  senh  x  dx. 

f  f  senh  x  f  1 

/  tanh  x  dx  =  /  - - —  dx  =  I  —  du 

J  J  cosh  x  J  u 

—  In | « 1  +  C  =  ln|cosh  x\  +  C  =  ln(cosh  x)  +  C 

Podrfamos  quitar  los  signos  de  valor  absoluto,  ya  que  cosh  x  >  0.  B 


Funciones  hiperbolicas  inversas  Como  seno  hiperbolico  y  tangente  hiperbo- 
lico  tienen  derivadas  positivas,  son  funciones  crecientes  y  de  manera  automatica  tienen 
inversas.  Para  obtener  inversas  para  coseno  hiperbolico  y  secante  hiperbolica,  restrin- 
gimos  sus  dominios  a  x  >  0.  Asi, 


x  =  senh-1  y 

y  = 

senh  x 

x  -=  cosh-1  y 

y  = 

cosh  x 

y 

x  —  0 

x  =  tanh-1  y 

<=> 

y  = 

tanh  x 

x  =  sech-1  y 

<=> 

y  = 

sech  x 

y 

x  >  0 

Como  las  funciones  hiperbolicas  estan  definidas  en  ttirminos  de  e*  y  e~x,  no  es  sor- 
prendente  que  las  funciones  hiperbolicas  inversas  puedan  expresarse  en  terminos  de 
logaritmos  naturales.  Por  ejemplo,  considere  y  =  cosh  x  para  x  >  0;  esto  es.  considere 


ex  +  e~ 


x  >  0 


Nuestra  meta  es  resolver  esta  ecuacion  para  x,  la  cual  dara  cosh  1  y.  A1  multiplicar  am- 
bos  miembros  por  2e\  obtenemos  2ye •*  =  e2x  + 1 ,  o 

(ex)2  -  2 yex  +1=0.  x  >  0 

Si  resolvemos  esta  ecuacion  cuadratica  en  ex,  obtenemos 


2y  +  V  (2y)2 


=  y  + 


La  formula  cuadratica  da  dos  soluciones,  la  dada  antes  y  (2 y  —  V  (2 y)2  —  4 )/2.  Esta 
ultima  solucion  es  extrana  porque  es  menor  que  uno,  mientras  que  e*  es  mayor  que  1 
para  toda  x  >  0.  Asf,  x  =  ln(y  +  Vy2  —  l).  de  modo  que 

x  =  cosh-1  y  =  ln(y  +  V y2  —  l) 

Argumentos  similares  se  aplican  a  cada  una  de  las  funciones  hiperbolicas  inversas. 
Obtenemos  los  siguientes  resultados  (observe  que  los  papeles  de  x  y  y  se  han  intercam- 
biado).  La  figura  3  sugiere  las  restricciones  necesarias  del  dominio.  Las  graficas  de  las 
funciones  hiperbolicas  inversas  se  muestran  en  la  figura  4. 


senh  1  x  =  ln(x  +  Vx2  +  l) 
cosh-1  x  =  ln(x  +  Vx2  -  l), 


,  ,  1,  1  +  x 

tanh  x  =  -In- - , 

2  1  -  x 


sech  1  x  =  In 


1  +  VI  -  x1 


x  >  1 

-1  <  x  <  1 

0  <  x  <  1 
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Cada  una  de  estas  funciones  es  derivable.  De  hecho. 


Dx  senh  1  x  = 

Dx  cosh-1  x  = 
Dx  tanh-1  x  = 
Dx  sech-1  x  = 


x  >  1 

-1  <  x  <  1 

0  <  x  <  1 


Figura  4 


1 
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La  catenaria 


Figura  5 


4  f  'mm  ^ 


mim  m 

Una  catenaria  invertida 


ill* 


Aplicaciones:  la  catenaria  Si  un  cable,  o  cadena,  flexible  homogeneo  se  suspen- 
de  entre  dos  puntos  fijos  a  la  misma  altura,  forma  una  curva  denominada  catenaria  (fi¬ 
gura  5).  Ademas  (vease  el  problema  53),  una  catenaria  puede  colocarse  en  un  sistema 
de  coordenadas  de  modo  que  su  ecuacion  tome  la  forma 

y  =  a  cosh  — 
a 

Hi  EIEMPLO  5j  Encuentre  la  longitud  de  la  catenaria  y  =  a  cosh (x/a)  entre  x  =  —a 
y  x  =  a. 

SOLUCION  La  longitud  deseada  (vease  la  section  5.4)  esta  dada  por 

U' + O di  -  fJi+,xnbi(S)‘‘x 


1  cosh”!  —  I  dx 


=  2  /  cosh  —  )  dx 

Jo  \  a  J 

=  2 a  I  cosh  (—)(—  dx 
In  \aj\a 


=  2  a senh  — 
a 


2a  senh  1  ~  2.35a 


Revision  de  conceptos 

1.  senh  y  cosh  estan  definidos  por  senh  x  ; 


.  y  cosh  x  : 


2.  En  trigonometria  hiperbolica,  la  identidad  correspondiente  a 
sen2  x  +  cos2  ,v  =  1  cs _ . 


3.  A  consecuencia  de  la  identidad  de  la  pregunta  2,  la  grafica  de 

las  ecuaciones  parametricas  x  =  cosh  t,y  =  senh  t  es _ . 

4.  La  grafica  de  y  =  a  cosh(x  /  a)  es  una  curva  denominada 

_ ;  esta  curva  es  importante  como  un  modelo  para _ . 


Conjunto  de  problemas  6.9 

En  los  problemas  del  l  at  12  verifique  que  las  ecuaciones  que  se  dan 
son  identidades. 

1.  ex  =  cosh  x  +  senh  x 

2.  e2x  =  cosh  2x  +  senh  2x 

3.  e~x  =  cosh  x  —  senh  x 

4.  e~2x  =  cosh  2x  —  senh  2x 

5.  senh(x  +  y)  =  senh  x  cosh  y  +  cosh  x  senh  y 

6.  senh(x  -  y)  =  senh  x  cosh  y  —  cosh  x  senh  y 

7.  cosh(.r  +  y)  =  cosh  x  cosh  y  +  senh  x  senh  y 

8.  cosh(x  —  y)  =  cosh  x  cosh  y  —  senh  x  senh  y 

tanh  x  +  tanh  y 

9.  tanh(x  +  y)  =  - - , - r1- 

1  +  tanh  x  tanh  y 

tanh  x  —  tanh  y 
10.  tanh(x  -  y)  =  - - - - r~ 

1  -  tanh  x  tanh  y 


10.  tanh(.v  -  y) 


11.  senh  2x  =  2  senh  x  cosh  ,v 


12.  cosh  2x  =  cosh2  x  +  senfr  x 

En  los  problemas  del  13  al  36  encuentre  Dxy. 

13.  y  =  senh2  x  14.  y  = 

15.  y  =  5  senh2  x  16.  y  = 

17.  y  =  cosh(3x  +  1)  18.  y  = 

19.  y  =  ln(senh  x)  20.  y  = 

21.  y  =  x2  cosh  x  22.  y  = 

23.  y  =  cosh  3x  senh  x  24.  y  = 

25.  y  =  tanh  x  senh  2x  26.  y  = 

27.  y  =  senfr1  (x2)  28.  y  = 

29.  y  =  tanh_l(2x  -  3)  30.  y  = 

31.  y  ~  x  cosh_1(3x)  32.  y  = 

33.  y  =  ln(cosh_1  x)  34.  y  = 

35.  y  =  tanh  (cot  x )  36.  y  — 


cosh2  x 
cosh1 x 
senh(x2  +  x) 
ln(coth  x) 
x  2  senh  x 
senh  x  cosh  4x 
coth  4x  senh  x 
cosh-l(x3) 
cotfr'(x5) 
x2  senfr1  (x5) 
cosh_l(cos  x) 
cotfr’(tanh  x) 


37.  Encuentre  el  area  de  la  region  acotada  por  y  =  cosh  2x ,y  =  0, 
x  =  0  y  x  =  In  3. 

En  los  problemas  del  38  al  45  evalue  cada  integral. 


senh(3x  +  2)  dx 
'  cosh  Vz  , 


ex  senh  ex  dx 


”■  I 
"•  / 


x  cosh(ir.v2  +  5)  dx 
1  senh(2z'/4) 

v?  dz 

cos  x  senh(sen  x)  dx 


tanh  x  ln(cosh  x)  dx 


x  coth  x2  ln(senh  x2)  dx 


46.  Encuentre  el  area  de  la  region  acotada  por  y  =  cosh  2x,y  =  0, 
x  ——  In  5  y  x  =  In  5. 

47.  Encuentre  el  area  de  la  region  acotada  por  y  =  senh  x,  y  =  0  y 
x  =  ln2. 

48.  Encuentre  el  area  de  la  region  acotada  por  y  =  tanh  x,  y  =  0,  x 
=  -8  y  x  =  8. 

49.  La  region  acotada  por  y  =  cosh  x,  y  =  0,  x  =  0  y  x  =  1  se  hace 
girar  alrededor  del  eje  x.  Encuentre  el  volumen  del  solido  resultante. 
Sugerencia:  cosh2  x  =  (1  +  cosh  2 x)/  2. 

50.  La  region  acotada  pory  =  senhx,y  =  0,x  =  0  y  x  =  In  10  se  ha¬ 
ce  girar  alrededor  del  eje  x.  Encuentre  el  volumen  del  solido  resul¬ 
tante. 

51.  El  curva  y  =  cosh  r,0sr<l,se  hace  girar  alrededor  del  eje 
x.  Encuentre  el  area  de  la  superficie  resultante. 

52.  La  curva  y  =  senh  t,0<t<  L,  se  hace  girar  alrededor  del  eje 
x.  Encuentre  el  area  de  la  superficie  resultante. 

53.  Para  deducir  la  ecuacion  del  cable  colgante  (catenaria).  con- 
sideremos  la  seccion  AP  desde  el  punto  mas  bajo  A  hasta  un  punto 
general  P(x,y)  (vease  la  figura  6)  e  imagine  que  el  resto  del  cable  se 
ha  retirado. 

Las  fuerzas  que  actuan  sobre  el  cable  son: 

1 .  H  =  tension  horizontal  que  tira  en  A; 

2.  T=  tension  tangencial  que  tira  en  P: 

3.  W  =  8s  =  peso  de  s  pies  de  cable  de  densidad  S  libras  por  pie. 

Para  estar  en  equilibrio.  las  componentes  horizontal  y  vertical  de  T 
deben  equilibrar  H  y  W,  respectivamente.  Asf,  T  cos  <f>  =  H  y  T  sen 
4>  =  W=8s,y  asf 


T  sen  <f> 
T  cos  (f> 


tan  <f>  = 


Pero  como  tan  <j>  =  dy/dx ,  obtenemos 


dy  _  8s 
dx  H 


y  por  lo  tanto 


d2y  8  ds 


H  dx  //' 
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Ahora  demuestrese  que  y  =  a  cosh (x/a)  +  C  satisface  esta  ecuacion 
diferencial  con  a  =  H/8. 


Figura  6 


G~D  54.  Llame  a  la  grafica  de  y  =  b  -  a  cosh(x/«)  una  catenaria  inver- 
tida  e  imagmela  descansando  sobre  el  eje  x.  Demuestre  que  si  el  an- 
cho  de  este  arco,  a  lo  largo  del  eje  x,  es  2a,  entonces  cada  una  de  las 
afirmaciones  es  verdadera. 

(a)  b  =  a  cosh  1  ~  1.54308a. 

(b)  La  altura  del  arco  es  aproximadamente  0.54308a. 

(c)  La  altura  de  un  arco  de  ancho  48  es  aproximadamente  13. 

[C]  55.  Un  granjero  construyo  un  gran  pajar  de  100  pies  de  largo  y  48 
pies  de  ancho.  Una  seccion  transversal  tiene  la  forma  de  una  catena¬ 
ria  invertida  (vease  el  problema  54)  con  ecuacion  y  =  37  -  24 
cosh(x/24). 

(a)  Haga  un  dibujo  de  este  pajar. 

(b)  Encuentre  el  volumen  del  pajar. 

(c)  Encuentre  el  area  de  la  superficie  de  la  boveda  del  pajar. 

56.  Demuestre  que  A  =  t/2,  en  donde  A  denota  el  area  en  la  figu¬ 
ra  2  de  esta  seccion.  Sugerencia:  en  algun  momenta  necesitara  utilizar 
la  formula  44  de  las  guardas  del  libro. 

57.  Demuestre  que  para  cualquier  numero  real  r. 

(a)  (senh  x  +  cosh  x)r  =  senh  rx  +  cosh  rx 

(b)  (cosh  x  —  seinh  x)r  —  cosh  rx  —  senh  rx 

(c)  (cos  x  +  i  sen  x)r  =  cos  rx  +  i  sen  rx 

(d)  (cos  x  —  i  sen  x)'’  =  cos  rx  —  i  sen  rx 

58.  El  gudernianniano  de  ( se  define  por 

gd(r)  =  tan~'(senh  t) 

Demuestre  que: 

(a)  gd  es  impar  y  creciente  con  un  punto  de  inflexion  en  el  origen; 

(b)  gd(f)  =  sen~'(tanh  t)  =  /  sech  udu. 

./a 

59.  Demuestre  que  el  area  debajo  de  la  curva  y  =  cosh  r,  0  s  t  s  x, 
es  numericamente  igual  a  su  longitud  de  arco. 

60.  Encuentre  la  ecuacion  del  Gateway  Arch  en  San  Luis, 
Missouri,  dado  que  es  una  catenaria  invertida.  Suponga  que  descansa 
sobre  el  eje  x,  que  es  simetrico  con  respecto  al  eje  y  y  que  tiene  630 
pies  de  ancho  en  la  base  y  630  pies  de  alto  en  cl  centro. 

m  61.  Dibuje  las  graficas  de  y  =  senh  x,  y  =  ln(x  +  Vr  +  1  ), 
utilizando  los  mismos  ejes  y  escalados  de  modo  que  -3  £  x  s  3  y  -3  £ 
y  —  3.  <',Que  demuestra  esto? 
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1551!  62.  Con  referencia  al  problema  58.  Deduzca  una  formula  para 
gd”'(x).  Dibuje  su  grafica  y  tambien  la  de  gd(.v)  mediante  los  mismos 
ejes  y  con  esto  confirme  su  formula. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  ( ex  -  ex)/2\ 

(ex  +  e  x)/2  2.  cosh2  x  -  senh2  x  =  1  3.  la  grafica  de  x2  -  y2  =  1 

(una  hiperbola)  4.  catenaria;  un  cable  (cadena)  colgante 


6.10  Repaso  del  capitulo 


Exameii  de  conceptos 

Responda  con  verdadero  o  falso  a  cada  una  de  las  siguientes  afirma- 
ciones.  Justifique  su  respuesta. 

1.  lnlx  I  esta  definido  para  todo  real  x. 

2.  La  grafica  de  y  =  In  x  no  tiene  puntos  de  inflexion. 

re'  i 

3.  /  -  dt  =  3 

J  i  t 

4.  La  grafica  de  una  funcion  invertible  y  =  f(x)  es  intersecada 
exactamente  una  vez  por  toda  recta  horizontal. 

5.  El  dominio  de  In”1  es  el  conjunto  de  todos  los  numeros  reales. 

6.  In  x/ln  y  =  In  x  -  In  y 

7.  (In  x)4  =  4  In  x 

8.  ln(2ex+1)  —  ln(2e*)  =  1  para  todo  numero  real  x. 

9.  Las  funciones  f(x)  =  4  +  ex  y  g(x)  =  ln(x  -  4)  son  inversas 
entre  si. 

10.  exp  x  +  exp  y  =  exp(x  +  y). 

11.  Si  x  >  y  >  0,  entonces  ln  x  >  In  y. 

12.  Si  a  In  x  <  b  In  x,  entonces  a  <  b. 

13.  Si  a  <  b,  entonces  aex  <  be'. 

14.  Si  a  <  b ,  entonces  e“  <  eh. 

15.  h'm  (In  sen  x  -  In  x)  =  0. 

X-* ►0+ 

16.  77v^  =  17.  (In  ir)  =  - 

18.  J ^dx  =  In  3|x|  +  C  19.  Dx(xe)  =  exe  l 

20.  Si  f(x)  ■  exp[g(x)]  =  0  para  x  =  x0.  entonces  / (x0)  =  0. 

21.  Dx{xx)  —  xx  In  x. 

22.  y  =  tan  x  +  sec  x  es  una  solucion  de  2/  -y~  =  1. 

4 

23.  Un  factor  integrante  para  y’  H — y  =  ex  es  x4. 

24.  La  solucion  de  la  ecuacion  diferencial  y’  =  2 y  que  pasa  por  el 
punto  (2, 1).  tiene  pendiente  2  en  ese  punto. 

25.  El  Metodo  de  Euler  siempre  sobrestimara  la  solucion  de  la 
ecuacion  diferencial  /  =  2y  con  condicion  inicial  y(0)  =  1 . 

26.  sen(arcsen  x)  =x  para  todos  los  numeros  reales  x. 

27.  arcsen(sen  x)  =  x  para  todos  los  numeros  reales  x. 

28.  Si  a  <  b,  entonces  senh  a  <  senh  b. 

29.  Si  a  <  b,  entonces  cosh  a  <  cosh  b. 

30.  cosh  x  <  31.  |senhx[  £  e^/2 

32.  tan”1  x  =  sen”1  x/cos”1  x  33.  cosh(ln  3)  =  | 


,  ( sen  x\  _  , ,  ,  n 

34.  hm  In  - 1  =  1  35.  lim  tan  x  =  -  — 

x-»o  V  x  /  -v— -oo  2 

36.  senh  !(cosh  x)  esta  definida  para  todos  los  numeros  reales  x. 

37.  /(x)  =  tanh  x  es  una  funcion  impar. 

38.  Tanto  y  =  senh  x  como  y  =  cosh  x  satisfacen  la  ecuacion  dife¬ 
rencial  y"  +  y  =  0. 

39.  ln(310n)  >  100. 

40.  ln(2x2  -  18)  -  ln(x  -  3)  -  ln(x  +  3)  =  In  2  para  todos  los  nume¬ 
ros  reales  x. 

41.  Si  y  crece  de  manera  exponencial  y  si  y  se  triplica  entre  t  =  0  y 
t  =  t|,  entonces y  tambien  se  triplicara  entre  t  =  2t|  y  t  =  3t\. 

42.  El  tiempo  necesario  para  que x(f)  =  Ce*‘  caiga  a  la  mitad  de 

,  ln2 

ln  k 

43.  Si  y'(t)  =  ky(t)  y  z'(0  =  ^z(0-  entonces  ( y(t )  +  z(t))'  =  k(y(t)  + 

z(0)- 

44.  Si  y,(t)  y  y2(t)  satisfacen  y’(t)  =  ky(t)  +  C,  entonces  tambien  lo 
hace  (yi(f)+y2(0)- 

45.  h'm  ( 1  -  hy'/h  =  e'\ 

46.  P6ra  un  ahorrador,  es  una  ventaja  tener  dinero  invertido  a 
5%  compuesto  continuamente,  en  lugar  de  a  6%  compuesto  cada 
mes. 

47.  Si  Dx(aK)  -  cf  con  a  >  0,  entonces  a  =  e. 

Problemas  de  examen 

En  los  problemas  del  1  al  24  derive  cada  funcion. 


.  x 

1.  iny 

2. 

sen2(x3) 

3.  e*2”41 

4. 

o 

OQ 

1 

5.  tan(ln  ex) 

6. 

^ln  cot  x 

7.  2  tanh  Vx 

8. 

tanh'^sen  x) 

9.  senh”1  (tan  x) 

10. 

2  sen”1V/3x 

11.  sec”1  ex 

12. 

lnsen2(f) 

13.  3  ln(e5x  +  1) 

14. 

ln(2x3  -  4x  + 

15.  cos 

16. 

ln  (tanh  x) 

17.  2  cos”1  Vx 

18. 

43x  +  (3x)4 

19.  2  esc  eln  V  x 

20. 

(logm  2x)2/3 

i  -v  2 

21.  4  tan  5x  sec  5x 

22. 

x  tan  — 

2 

23.  x]+x 

24. 

(i  +  x2y 
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En  los  problemas  del  25  al  34  encuentre  una  antiderivada  de  cada  fun- 
cion  y  verifique  sit  resultado  por  medio  de  derivacion. 


25. 

e3*' 

26. 

6  cot  3x 

27. 

28. 

6x  +  3 

ex  sen  ex 

x2  +  x  —  5 

29. 

ex+2 

30. 

4x  cos  x2 

ex+3  +  1 

31. 

4 

32. 

cos  X 

1 

> 

1  +  sen2  x 

33. 

-l 

34. 

sech2(x  —  3 

x  +  x(ln  x)2 

40.  Un  aeroplano  que  vuela  de  manera  horizontal  a  una  altura  de 
500  pies,  con  una  velocidad  de  300  pies  por  segundo,  se  aleja  direc- 
tamente  de  un  faro  buscador  en  tierra.  El  faro  se  mantiene  dirigido 
hacia  el  aeroplano.  ;  A  que  tasa  esta  cambiando  el  angulo  entre  el  haz 
de  luz  y  el  piso  cuando  este  angulo  es  de  30°? 

41.  Encuentre  la  ecuacion  de  la  recta  tangente  para  y  =  (cos  x)sen'' 
en  (0, 1). 

42.  Un  pueblo  crecio  de  manera  exponencial  de  10,000  en  el  ano 
1990  a  14,000  en  el  2000.  Suponiendo  que  contimia  el  mismo  tipo  de 
crecimiento,  ^cual  sera  la  poblacion  en  2010? 

En  los  problemas  del  43  al  47  resuelva  cada  ecuacion  diferencial. 


En  los  problemas  35  y  36  encuentre  los  intervalos  en  los  que  f  es  cre- 
ciente  y  los  intervalos  en  los  que  f  es  decreciente.  Encuentre  en  donde 
la  grdfica  de  f  es  concava  hacia  arriba  y  en  donde  es  concava  hacia 
abajo.  Encuentre  los  valores  extremos  y  los  puntos  de  inflexion.  Des¬ 
pues  bosqueje  la  grdfica  de  f. 

7 r  7T 

35.  /(x)  =  sen  x  +  cos  x,  -  —  £  x  £  — 

x2 

36.  f(x )  =  — ,  -oo  <  x  <  oo 


dy  y 

43.  -j-  +  -  =  0 
dx  x 


dy  x2  —  2v 

44.  - - -  =  0 

dx  x 


dy 

45.  -  +  2x(y  -  1) 


0;  y  =  3  cuando  x  =  0 


dy 

dx 


dy 

47.  -f-  -  2v  =  ex 
dx 


37.  Sea  f(x)  =  xf  +  2x3  +  4x,  -oo  <  x  <  oo. 

(a)  Demuestre  que/tiene  una  inversa  g=/rl. 

(b)  Evalue  g(l)  =  r\l). 

(c)  Evalue  g'(7). 

38.  Cierta  sustancia  radiactiva  tiene  una  vida  media  de  10  anos. 
iCuanto  tiempo  pasara  para  que  100  gramos  decaigan  a  I  gramo? 

0  39.  Utilice  el  Metodo  de  Euler,  con  h  =  0.2,  para  aproximar  la  so¬ 
lution  a  la  ecuacidn  diferencial  y'  =  xy  con  condition  inicial  y(l)  =  2 
en  el  intervalo  [1,2]. 


48.  Suponga  que  se  infunde  glucosa  en  el  torrente  sanguineo  de 
un  paciente  a  una  tasa  de  3  gramos  por  minuto,  pero  que  el  cuerpo 
del  paciente  convierte  y  elimina  la  glucosa  de  su  sangre  a  una  tasa 
proporcional  a  la  cantidad  que  este  presente  (con  constante  de  pro- 
porcionalidad  0.02).  Sea  Q(t)  la  cantidad  presente  en  el  instante  f,con 
0(0)  =  120. 

(a)  Escriba  la  ecuacion  diferencial  para  0. 

(b)  Resuelva  esta  ecuacion  diferencial. 

(c)  Determine  que  le  sucede  a  0  a  la  larga. 


PROBLEMAS 

Evaliie  las 

integrates  en  los  problemas  del  1  el  8. 

DE  REPASO  E 

w 

sen  2x  dx 

2.  [  e3'  dt 

INTRODUCCION 

J 

3- 1 

x  sen  x2  dx 

J 

4.  /  «>->< 

5.  ( 

'  sen  t  , 

- dt 

6.  /  sen2  x  cos  x  dx 

J 

cos  t 

J 

r.l 

x  \/ x2  +  2  dx 

8.  f  —j—~r  dx 

J  x2  +  1 

Determine  y  simplifique  las  derivadas  de  las  funciones  en  los  problemas  del  9  a 1 12. 


9.  f(x)  =  x  In  a;  -  jc 

10.  f(x)  —  x  arcsen  x  +  \/l  -  x2 

11.  fix)  =  — x 2  cos  x  +  2x  sen  x  +  2  cos  x 

12.  f(x)  =  ^(sen  x  -  cos  x) 

13.  Utilice  una  de  las  identidades  del  angulo  doble  (de  la  seccion  0.7)  para  determinar  una 
expresion  para  sen2  x  que  inciuya  a  cos  2.v. 

14.  Utilice  una  de  las  identidades  del  angulo  doble  para  determinar  una  expresion  para  cos2.r 
que  inciuya  a  cos  2,v. 

15.  Utilice  una  de  las  identidades  del  angulo  doble  para  determinar  una  expresion  para  cos4 x 
que  inciuya  a  cos  lx. 

16.  Utilice  una  de  las  identidades  del  producto  (de  la  seccion  0.7)  para  expresar  sen  3x  cos  4x 
solo  en  terminos  de  la  funcion  seno.  de  tal  manera  que  ningun  par  de  funciones  trigonometricas 
este  multiplicado. 

17.  Utilice  una  de  las  identidades  del  producto  para  expresar  cos  3x  cos  5x  solo  en  terminos 
de  la  funcion  coseno,  de  tal  manera  que  ningun  par  de  funciones  trigonometricas  este  multiplicado. 

18.  Utilice  una  de  las  identidades  del  producto  para  expresar  sen  2x  sen  3x  sdlo  en  terminos 
de  la  funcion  coseno,  de  tal  manera  que  ningun  par  de  funciones  trigonometricas  este  multiplicado. 

19.  Evalue  Vn2  —  x2.  cuando  x  —  a  sen  f,  si  -  tt/2  <  t  s  tt/2. 

20.  Evalue  V«2  +  x2,  cuando  x  =  a  tan  /,  si  -  tt/2  <t<  tt/2. 


21.  Evalue  \/x2  —  a2,  cuando  x  =  a  sec  r,  si  0  £  ts  iryt^  tt/2. 

1 

22.  Despeje  a  a  en  la  ecuacion  /  e  x  dx  =  — . 

Jt  i  2 


En  los  problemas  del  23  al  26  determine  nn  comun  denominador,  sume  las  dos  fracciones  y  simpli¬ 
fique. 

- —  -  n-EL-SL 

x  x  +  2  x  —  5 


23. 


25.  -- 


1  -  * 

1 


1/2  3/2 


+ 


26>  y  +  2000  - 
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Tecnicas 
de  integration 


7.1 

Reglas  basicas  de  integration 

Ahora,  nuestro  repertorio  de  funciones  incluye  a  todas  las  funciones  elementales.  Estas 
son  las  funciones  constantes,  las  funciones  potencias,  las  funciones  algebraicas,  las  funcio¬ 
nes  logaritmica  y  exponencial,  las  funciones  trigonometricas  y  trigonometricas  inversas 
y  todas  las  funciones  obtenidas  a  partir  de  ellas  por  medio  de  suma,  resta,  multiplica- 
cion,  division  y  composicion.  Asf, 

ex  +  ex 

f(x)  = - - - =  cosh  v 

g(x)  =  (1  +  cos4  x)1/2 

2x 

h(x)  = - , - sen[cos(cosh  x)] 

ln(x  +1) 

son  funciones  elementales. 

La  derivation  de  una  funcion  elemental  es  directa,  solo  requiere  de  un  uso  siste- 
matico  de  las  reglas  que  hemos  aprendido.  Y  el  resultado  siempre  es  una  funcion  ele¬ 
mental.  La  integracion  (antiderivation)  es  un  asunto  muy  diferente.  Implica  unas 
cuantas  tecnicas  y  una  gran  cantidad  de  trucos;  y  lo  que  es  peor,  no  siempre  se  obtiene 
una  funcion  elemental.  Por  ejemplo,  se  sabe  que  las  antiderivadas  de  e~x  y  (sen  x)/x  no 
son  funciones  elementales. 

Las  dos  principales  tecnicas  para  integracion  son  sustitucion  e  integration  por  par¬ 
tes.  El  metodo  de  sustitucion  se  introdujo  en  la  section  4.4;  que  en  varias  ocasiones 
hemos  usado  en  los  capitulos  anteriores. 

Formas  estandar  El  uso  eficaz  del  metodo  de  sustitucion  depende  de  la  pronta 
disponibilidad  de  una  lista  de  integrales  conocidas.  Una  de  tales  listas  (pero  demasiado 
grande  para  memorizarla)  aparece  dentro  de  la  contraportada  de  este  libro.  La  lista 
mas  breve,  que  se  muestra  a  continuation,  es  tan  util  que  pensamos  que  todo  estudian- 
te  de  calculo  debe  memorizarla. 


Formas  integrales  estandar 


'/ 

iS‘‘ 


k  du  =  ku  +  C 


du  =  eu  +  C 

du  =  —cos  u  +  C 


?  J  ur  du  = 


r+ 1 


-  +  C  r  F  -1 

r  +  1 

ln|«|  +  C  r  =  —  1 


du  = - b  C,  a  F  1 ,  a  >  0 

In  a 


6.  /  cos  it  du  =  sen  u  +  C 


du  =  tan  it  +  C 


*■/ 


8.  /  esc2  u  du  =  —cot  u  +  C 


11 


13 


5.  J  sen  u 

7.  j  sec2  u 
9.  J  sec  u  tan  u 

.  J  tan  u  du  =  —  In  |  cos  // 1  +  C  12.  J  cot  it  du  =  ln|senw|  +  C 

/du  u\  „  /'  du  1 

\/a2  —  u2 


du  =  sec  u  +  C  10.  /  esc  u  cot  u  du  =  —esc  u  +  C 


sen 


C  14. 


,  =  -tan 

a2  +  u2  a  \a 


C 


Funciones  algebraicas 


l 
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Funciones  hiperbolicas 


15.  f  j? _ =lsec-ifM')+c,lcos-(jL%)  +  c 

J  uVu2  -  a2  a  V  a  )  a  \|u|/ 


16.  j senh  u 


du  =  cosh  u  +  C 


17.  J  cosh  u  du  = 


=  senh  u  +  C 


Sustitucion  en  integrales  indefinidas  Suponga  que  se  enfrenta  a  una  inte¬ 
gral  indefinida.  Si  es  una  forma  estandar,  basta  con  escribir  la  respuesta.  Si  no,  busque 
una  sustitucion  que  la  cambie  a  una  forma  estandar.  Si  la  primera  sustitucion  que  in- 
tente  no  funciona,  pruebe  con  otra.Tener  habilidad  en  esto,  al  igual  que  en  la  mayoria 
de  las  actividades  que  valen  la  pena,  depende  de  la  practica. 

El  metodo  de  sustitucion  se  dio  en  el  teorema  4.4B  y  se  vuelve  a  establecer  aqui 
para  una  facil  referencia. 


Teorema  A 


Sustitucion  en  integrales  indefinidas 

Sea  g  una  funcion  derivable  y  supongase  que  F es  una  antiderivada  de  /.  Entonces,  si 
u=g(x), 

J f(g(x))g'(x)  dx  =  J f(u)  du  =  F(u)  +  C  =  F(g(x))  +  C 


|  EJEMPLO  1  1  Encuentre 


I 


cos2(x2) 


dx. 


SOLUCION  Analice  esta  integral  por  unos  momentos.  Como  1  /cos2  x  =  sec2  x,  pue- 
de  recordarla  de  la  forma  estandar  / sec2  u  du.  Sea  u  =  x2,  du  =  2x  dx.  Entonces 


cos2(x2) 


dx 


=  \j^b)'2xdx‘\S™1“ 


du 


=  ^tan  u  +  C  =  ^-tan(x2)  +  C 


EJEMPLO  2  I  Encuentre 


/ 


V5  -  9x2 


dx. 


SOLUCION  Considere 

3 


— -r^1  Sea  u  =  3x,  por  lo  que  du  =  3 dx.  Entonces, 

Vfl2  -  u2 


i 


V5  -  9x2 


dx  =  I  — ,  == 

J  V5  -  «' 
j  (h 


du  =  sen  '(  —^7=  )  +  C 

2  V  Vs. 


=  sen  ‘I  — |  +  C 
V5/ 


EJEMPLO  3  !  Encuentre 


/ 


6c1/x 


dx. 


SOI.UCION  Considere  / e“  du.  Sea  u  =  1/x,  asi  du  (— 1/x2)  dx.  Entonces, 


J  dx  =  -6  J eVx(-  l2  dx'j  =  -6  J e“  du 


=  —6c"  +  C  =  -6e1/x  +  C 


Seccion  7.1  Reglas  basicas  de  integration  385 


EJEMPLO  4  j  Encuentre 


4  +  9e 2 


SOLUCION  Considere 
tonces, 


/  JT7  du ■ Sea "  ‘  ^ p" lo  que ■  v'  dx-Ea- 

- r-  dx  =  —  / - =-( 3ex  dx)  =  —  I - r  dii 

4  +  9e2x  3  J  4  +  9e2x  v  3  J  4  +  u2 


Ninguna  ley  dice  que  usted  tiene  que  escribir  de  manera  explicita  la  sustitucion  de 
u.  Si  usted  puede  hacerla  mentalmente,  esta  bien.  He  aqui  dos  ilustraciones. 

|g  EJEMPLO  5  Encuentre  j  x  cos  x 2  dx 
SOLUCION  Mentalmente,  sustituya  u  =  x2. 

f  x  cos  x2  dx  —  1  [ (cos  x2)(2x  dx)  =  1  sen  x2  4-  C  M 


EJEMPLO  6  Encuentre 


r  alan ' 

J  cos2 1 


SOLUCION  Mentalmente,  sustituya  u  =  tan  t. 


[ a - 

J  cos-  r  J 


(sec2 1  dt)  =  — - h  C 


Sustitucion  en  integrates  definidas  Este  tema  se  cubrio  en  la  seccion  4.4.  Es 
igual  al  de  la  sustitucion  en  integrales  indefinidas.  pero  debemos  recordar  llevar  a  cabo 
el  cambio  apropiado  en  los  limites  de  integration. 


H  EJEMPLO  7  1  Evalue  j  t  Vt2  -  4  dt. 

SOLUCION  Sea  u  —  t2  -  4.  con  lo  que  du  =  2 1  dt;  observe  que  cuando  t  =  2,  u  =  0,  y 
cuando  t  =  5,u  =  21.  Asi, 


t  dt  =  \  f2  [t2  ~  4)1/2(2 1  dt) 


u 1  2  du 


=  1«3/2  =  1(21  )3/2  «  32.08 

.3  Jo  3 


EJEMPLO  8  !  Determine  /  x3  Vr  +  11  dx. 


SOLUCION  En  forma  mental  sustituya  u=x4+  11. 


r3W  f  11  dx  =  -  {x4  +  \\y/2{4xydx) 


=  7  (x4  +  1 1  )3^2 

6 


=  —  [923/2  -  123/z]  »  140.144 
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Revision  de  conceptos 

1.  La  diferenciacion  de  una  funcion  elemental  es  directa,  pero 

existen  casos  cn  donde  la  antiderivada  de  una  funcion  elemental  no 
puede  expresarse  como  un(a) _ . 

2.  La  sustitucion  it  =  1  +  a3  transforma  J 3a2(1  +  a3)5  dx  en 


3.  La  sustitucion  u  =  _ 

r 

1/(4  +  u2)  du. 


.transforma  /  ex/(4  +  e2x)  dx  a 


4.  La  sustitucion  u  =  1  +  sen  x  transforma 

r/2  , 

/  ( 1  +  sen  a)-  cos  x  dx  en _ . 

Jo 


Conjunto  de  problemas  7.1 

En  los  problemas  del  1  al  54  realice  las  integraciones  indicadas. 

1.  I  (x  —  2)5  dx  2.  f  V5a  dx 


1.  I  (a  -  2)5  dx 
3.  [  x(x2  +  l)5  dx 


5.  [ 

7 .  f  dx 

J  x2  +  4 

9.  J  6 z  V4 

/'  tan  z 

11.  /  - — 

7  cos  z 


9.  I  6z  \/4  +  z2  dz 

f  tan  z  , 

11.  / - i—  dz 


f  sen  Vf  , 
13-  ./  V,  ■* 


r  sen  (In  4xl) 

19.  / - — - -  dx 


25.  /  t  T  dt 


6-  /2T^rfx 


I  cos  a 

15.  / - , —  dx  16. 

ii  1  +  sen-  a 

/'  3a2  +  2a 

17.  /  - — -  dA  18. 

/  A  +  1 


2.  f  V5a  da 

4.  [  x  \/l  ~  a2  dA 

Jo 

‘Ml 

12.  y  ecos :  sen 
/'  2a  d.t 

14>  J  \  1 

i6. 

Jo  VI 
f  A3  +  7. 

18‘  ./ 


V2f  +  1 
ecos :  sen  z  dz 
2a  d.r 


sen  VI  -  a 


A3  +  7  A 


/  sen  a  —  cos  a  , 

27.  / - d.v  28. 

/  sen  a 


/"  sec2(ln  a) 

20.  /  - V  —  dA 

/  2a 


7  A4  +  4 

..  /' V—  dA 

7  a4  +  4 

/7T-/6 

2cos '  sen  a  dA 

r  sen(4t  —  1) 

7  1-  sen2(4f  - 


,/  sen  a  7  1  -  sen2(4t  -  1) 

29.  y  e  r  sec  eA  dA  Sugerencia:  vease  el  problema  56. 

f  x  2/  ia  .  /'  sec3  a  +  e*" 1 

30.  /  e  sec  (e  )  dA  31.  /  - dA 

7  7  sec  a 

[{(it  -  1)  senV3r2  /  1 

./  * 

/'/2cos(t3  -  2)  [  1  +  cos  2a 

33.  /  - , — ; - dt  34.  /  - - - d.r 


[  t2cos2(f3  -  2) 

35.  / - ~r - dt 

J  sen2(f3  -  2) 

/^tan-1  2r 

39.  /  .  ^  dy 

7  V16  -  9y4 

41.  yA2  senh 

f  e 3' 

43‘  J  \f4~- 

/tt/2 

S€ 

— 

16  + 

47‘  /  “ - 9 

49.  [  —2 - 1 

J  9a2  + 

51.  /  ,  A 

7  9a2  + 

f  dt 

53’  J  t  Vi? 


senh  x3  dx 
V' 


f  esc2  2/ 

36.  /  ,  dt 

7  V 1  +  cot  2t 

38.  J  (t  +  l)e  '2  2'_3t 

40.  y  cosh  3a  dA 
/'  5 


/  sen  a 

45.  /  - ; —  d.v  46. 

,/o  16  +  COS  A 


7  A2  +  2a  +  5  48‘  7  A2  -  4a  +  9 

/■  dx  f  dx 

49.  /  — j - 50.  /  7  — ~ 

J  9a2  +  18a  +  10  7  \/l6  +  6a  -  a2 

7  9a2  +  18a  +  10  J  Vl6  +  6a  —  a2 

[  dt  f  tan  a 

53.  /  - 7==  54.  /  7  ,  . dA 

7  t  V2f2  -  9  7  Vsec2A  -  4 

55.  Encuenlre  la  longitud  de  la  curva  y  =  ln(cos  a)  entre  a  =  0  y 
a  =  ir/4. 

56.  Establezca  la  identidad 

sen  a  cos  a 

sec  a  = - 1-  - - 

cos  a  1  +  sen  a 

y  despues  utilicela  para  deducir  la  formula 

J  sec  a  dx  =  ln|sec  a  +  tan  x\  +  C 

/■2ir  ..I 


42.  /  ^ 

7  V 9  -  4a2 

/■  dt 

44  /  . . 

J  2 1  V4 12  -  1 

/•'  e2jr  -  e"2* 

46.  /  -77 - 

7n  e24  + 

48‘  S*z 4 

50‘  ./  VT^ 

52-  Iv^ 

[  tan 

54‘  / 

J  V  sec 


-  4a  +  9 
dx 

16  +  6a  -  a2 
3  -  A 

16  +  6a  —  a2 
tan  a 


57.  Evaliie 


J  sec  j 

p2ir 

lie  /  — 

7o  l 


A  [sen  a  |  . 

- 7 —  dx.  Sugerencia:  haga  la  sustitucion 


Jo  1  +  cos  A 

«  =  a  -  77  en  la  integral  definida  y  despues  utilice  propiedades  de  la 
simetria. 

58.  Sea  R  la  region  acotada  por  y  =  sen  a  y  y  =  cos  x  entre  a  =  -  ir/4 
y  a  =  37r/4.  Encuentre  el  volumen  del  solido  obtenido  cuando  se  hace 
girar  R  alrededor  de  a  =  —  7t/4.  Sugerencia:  use  cascarones  cilindricos 
para  escribir  una  sola  integral,  haga  la  sustitucion  u—  x  ir/4  y  apIL 
que  propiedades  de  la  simetria. 

Kespuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  funcion  elemental 


■2)  , 

- dt 

34. 

/  1  +  cos  2a 

/  ? 

2. 

/  us  du  3.  ex  4. 

/  tt3  du 

2) 

7  sen  2a 
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7.2 

Integration  por  partes 


Si  la  integration  por  sustitucion  falla,  es  posible  utilizar  una  doble  sustitucion,  mejor 
conocida  como  integration  por  partes.  Este  metodo  tiene  como  base  la  integration  de 
la  formula  para  la  derivada  de  un  producto  de  dos  funciones. 

Sean  u  =  u(x)  y  v  =  v(x).  Entonces 


Dx[u(x)v(x)]  =  u(x)v'(x)  +  v(x)u'(x) 


o 

u(x)v'(x)  =  Dx[u(x)v{x)\  —  v(x)u'(x) 
A1  integrar  ambos  miembros  de  esta  ecuacion,  obtenemos 


dx  =  u(x)v(x) 


j v(x)u’(x)  dx 


Ya  que  dv  =  v'(x)dx  y  du  =  u'(x)dx,  por  lo  comun,  la  ecuacion  anterior  se  escribe  de  ma- 
nera  simbolica  como  sigue: 

Integration  por  partes:  integrates  indefinidas 


Integration  por  partes 


La  formula  correspondiente  para  integrales  definidas  es 


v(x)u'( x)  dx 


La  figura  1  ilustra  una  interpretation  geometrica  de  la  integracion  por  partes.  Abrevia- 
mos  esto  como  sigue: 


Integration  por  partes:  integrales  definidas 


u  dv 


'  b 
UV 

J  a 


v  dii 


J  a  J  a 

Estas  formulas  nos  permiten  transformar  el  problema  de  integrar  u  dv  al  de  integrar  v 
du.  El  exito  depende  de  la  election  apropiada  de  u  y  dv,  la  cual  viene  con  la  practica. 


J§j  EJEMPLO  1  ]  Encuentre  J  x  cos  x  dx. 

SOLUCION  Deseamos  escribir x  cos x  dx  como  it  dv.  Una  posibilidad  es  hacer  u=x 
y  dv  =  cos  x  dx.  Entonces,  du  =  dx  y  v  =  /  cos  x  dx  =  sen  x  (en  este  paso  podemos 
omitir  la  constante  arbitraria).  He  aqui  un  resumen  de  esta  doble  sustitucion  en  un  for- 
mato  conveniente. 


u  =  x 
du  —  dx 

La  formula  para  integracion  por  partes  da 


dv  =  cos  x  dx 
v  =  sen  x 


/ 


x  cos  x  dx  =  x ,  sen  x 

ll 


sen  x  (lx 


dv  u  v  v  du 

=  x  sen  x  +  cos  x  +  C 


Tuvimos  exito  en  nuestro  primer  intento.  Otra  sustitucion  serfa 
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u  =  cos  x 


dv  =  x  dx 


du  =  —sen  x  dx  v  =  — 

2 

Esta  vez  la  formula  para  la  integration  por  partes  da 


2/2 

(cos  x)  x  dx  =  (cos.r)  -  I  —^(-sen.x  dx) 


u  dv 


v  v 


lo  cual  es  correcto  pero  no  es  util.  La  nueva  integral  del  lado  derecho  es  mas  complica- 
da  que  la  original.  Asf,  vemos  la  importancia  de  una  buena  election  para  u  y  dv.  ■ 


EJEMPLO  2  Encuentre  /  In  x  dx. 


SOLUClON  Hacemos  las  sustituciones  siguientes: 

m  =  In  x  dv  =  dx 


Entonces 


du  =  (  —  1  dx  v  =  x 


In  x  dx  =  [jr  In  x]2  -  /  x—dx 


=  2  In  2  —  /  dx 


=  2  In  2  -  1  «  0.386 


EJEMPLO  3  Encuentre  /  arcsen  x  dx. 


SOLUCION  Hacemos  las  sustituciones 


u  =  arcsen  x  dv  —  dx 


du  =  — . dx  v  =  x 

VT-  x2 


Entonces 


arcsen  x  dx  =  x  arcsen  x 


=  x  arcsen  x 


-  [  X  ;  dx 


=  x  arcsen  x  +  —  *2(1  —  jc2)1,/2  +  C 


=  x  arcsen  r  +  V 1  -  r  +  C 


EJEMPLO  4  Determine  /  t('  In  t  dt. 
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SOLUCION  Hacemos  las  siguientes  sustituciones 


u  =  In  t  dv  =  r  dt 

du  =  — dt  v  =  jti7 

t  1 


Entonces 


1  2  fill 

f6  In  r  c/r  —  —  r7  In  r  —  /  —  f\  —  dt 

.7  Ji  Ji  1  \t 


1  1 

=  —  (128  In  2  -  In  1)  -  -  j  t6  dt 


^2-^.10.083 
7  49 


Integracion  repetida  por  partes  Algunas  veces  es  necesario  aplicar  la  integra¬ 
cion  por  partes  varias  veces. 


EJEMPLO  S  Encuentre  J  x2  sen  x  dx. 


SOLUCION  Sea 


Entonces 


u  —  x2  dv  =  sen  x  dx 
du  =  2x  dx  v  —  —cos  x 


x -  sen  x  dx  =  —x"  cos  x  +  2  x  cos  x  dx 


Hemos  mejorado  nuestra  situation  (el  exponente  en  x  ha  bajado  de  2  a  1),  lo  cual  su- 
giere  volver  a  aplicar  la  integracion  por  partes  a  la  integral  de  la  derecha.  En  realidad, 
hicimos  esta  integracion  en  el  ejemplo  1,  de  modo  que  haremos  uso  del  resultado  obte- 
nido  alii. 


x2  sen  x  dx  =  —  x2  cos  x  +  2(x  sen  x  +  cos  x  +  C) 


=  — x 2  cos  x  +  2x  sen  x  +  2  cos  x  +  K 


EJEMPLO  6  Encuentre  /  ex  sen  x  dx. 


SOLUCION  Tome  u  =  ex  y  dv  =  sen  x  dx.  Entonces  du  =  e1  dx  y  v  =  —  cos  x.  Asi, 

J ex  sen  x  dx  =  —ex  cos  x  +  J  ex  cos  x  dx 

que  no  parece  haber  mejorado  las  cosas,  aunque  no  nos  deja  algo  peor.  Asi  que  no  lo 
desechemos  e  intentemos  otra  vez  la  integracion  por  partes.  En  la  integral  de  la  dere¬ 
cha,  sea  u  =  ex  y  dv  =  cos  x  dx.  de  modo  que  du  =  ex  dx  y  v  =  sen  x.  Entonces, 


cos  x  dx  =  ex  sen  x  —  /  ex  sen  x  dx 
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Cuando  sustituimos  esto  en  nuestro  primer  resultado,  obtenemos 

J  ex  sen  x  dx  —  —ex  cos  x  +  ex  sen  x  —  j ex  sen  x  dx 
Pasando  el  ultimo  termino  al  lado  izquierdo  y  reduciendo  terminos,  obtenemos 


de  la  cual 


2  j  ex  sen  x  dx  =  e'(sen  x  —  cos  x)  +  C 

f  1 

/  ex  sen  x  dx  =  — e*(sen  x  —  cos  x)  +  K 


El  hecho  de  que  la  integral  que  queriamos  encontrar  vuelva  a  aparecer  en  el  lado 
derecho  es  lo  que  hace  que  funcione  el  ejemplo  6. 

Formulas  de  reduccion  Una  formula  de  la  forma 

J f"(x)g(x)  dx  =  h(x)  +  J.fk(x)  g{x)  dx 

donde  k  <  n,  se  denomina  formula  de  reduccion  (el  exponente  en  / se  reduce).  Con  fre- 
cuencia,  tales  formulas  pueden  obtenerse  por  medio  de  la  integration  por  partes. 

■  EJEMPLO  7  ]  Deduzca  una  formula  de  reduccion  para  [ sen"  a:  dx. 


SOLUCION  Sea  u  =  sen"  lx  y  dv  =  sen  x  dx.  Entonces 


de  lo  cual 


du  =  («  —  !)  sen"  2  x  cos  x  dx  y  v  =  -cos  x 


J  sen"  .r  dx  =  -sen"  1  x  cos  x  +  (n  —  1 )  J  sen"  2  x  cos2  x  dx 
Si  reemplazamos  cos2x  por  1  -  sen2x  en  la  ultima  integral,  obtenemos 

J  sen"  x  dx  =  — sen"-1  x  cos  x  +  (n  —  1)  J  sen"-2  x  dx  —  (n  —  1 )  J  sen"  x  dx 

Despues  de  combinar  las  integrales  primera  y  ultima  y  despejando  a  J  sen"  x  dx,  obte¬ 
nemos  la  formula  de  reduccion  (valida  para  n  a  2), 


/sen" 


—sen  x cos  x 

x  dx  —  - - - -  + 

n 


n  ~  1  f 

-  /  sen 

«  J 


EJEMPLO  8  ]  Utilice  la  formula  de  reduccion  anterior  para  evaluar  /  serti  x  dx. 


SOLUCION  Observe  primero  que 


sen" x  dx  = 


—sen"  1  x  cos  x 


r/2  n  _  1  rTT/2 

-I - /  sen"  2  x  dx 

>  n  In 


=  0  + 


n  -  1 


sen"  2  x  dx 


Asf, 
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sen8  x  dx  = 


sen6  x  dx 


sen4  x  dx 


7  5  3  r'L  , 

=  /  sen-  x  dx 

8  6  4  JQ 

7531  rr , 

=  ~  T  ’  T  *  /  1  dx 

8  6  4  2  J() 

■  7  5  3  1  rr  35 
"  8  V4  V  2  ~  256 77  * 

nv/2 

La  formula  general  para  /  sen"  x  dx  puede  encontrarse  de  una  manera  analo- 

J  o 

ga  (formula  113  en  la  parte  posterior  del  libro). 


Revision  de  conceptos 

1.  La  formula  de  integracion  por  partes  dice  que  J  it  dv  = 

2.  Para  aplicar  esta  formula  a  J  x  sen  x  dx,  se  hace  u  = 


3.  A1  aplicar  la  formula  de  integracion  por  partes  se  obtiene  el 

/•jt/2 

valor _ para  /  x  sen  x  dx. 

Jo 

4.  Una  formula  que  expresa  J  fn(x )  g(x)  dx  en  terminos  de 

f fk(x)  g(x)  dx,  donde  k  <  n  ,  se  denomina  formula  de _ . 


Conjunto  de  problemas  7.2 

En  los  problemas  del  1  al  36  utilice  la  integracion  por  partes  para  eva- 
luar  cada  integral. 


2.  /  xe3x  dx 


4.  /  (f  +  l)e2t+3dt 


6.  lx  sen  2x  dx 


I.  J xex  dx  2.  J  xe3x  dx 

3.  J te5r+lr  dt  4.  j (t  +  l)e2t+3  dt 

5.  j x  cos  x  dx  6 •  J x  sen  2x  dx 

7.  jit-  3)  cos(r  —  3)  dt  8.  fix-  ir)  sen  x  dx 

9.  J  t  VT +  1  dt  10.  Jt  ^2t  +  7  dt 

II.  /  In  3x  dx  12.  J  ln(7x5)  dx 

13.  J arctan  x  dx  14.  j  arctan  5x  dx 

f  In  x  ,  f3  In  2x5  , 

15.  /  — —  dx  16.  /  - j —  dx 

J  X  J  2  X 

17.  J  V7  In  f  dt  18.  \flx  In  x3  dx 


In  3x  dx 


arctan  x  dx 


f3  In  2x5 


17.  /  V7  In  t  dt 


19.  /  zr  In  z  dz 


arctan(  1/r)  dt 


23.  /  x  esc2  x  dx 


10.  J  t  V2 1  +  1  dt 

12.  J ln(7x5)  dx 

14.  J  arctan  5x  dx 
f3  In  2x5 

16.  /  - —  dx 

J  2  X- 

18.  jT  V2x  In  x3  dx 
20.  j  t  arctan  t  dt 
22.  J t5  ln(r7)  dt 

r14  2 

24.  /  x  sec-  x  dx 

J  ST  jfi 


25.  /  rvr  +  4 dx 


27.  [ - - dt  28. 

./  (7  -  3 r4  3/2 


./  (7  -  3f4)3/2  7 

29.  / - - — t3  dz  30.  /  x  cosh  x  dx 

J  (4  -  z4)2  J 

f  /  In  x  ^ 

31.  /  x  senh  x  dx  32.  /  dx 

33.  /x(3x+10rdx  34.  t(t  -  l)12  dt 


29- 


31.  /  x  senh  x  dx 


,  Jx'3V7 

:.  fx3VT- 

i.  J x  cosh  x 

-  /$§  - 


+  1  dX 


4  -  x2  dx 


35.  /  x2x  dx 


36.  ^ zaz  dz 


En  los  problemas  del  37  al  48  aplique  dos  veces  la  integracion  por  par¬ 
tes  para  evaluar  cada  integral  (veanse  los  ejemplos  5  y  6). 


38.  /  x5ex  dx 


39.  /  In2  z  dz 


41.  /  cos  r  df 


43.  /  A'2  cos  ;t  dx 


40.  /  ln^  x2  dx 


42.  /  ef*  sen  /  dt 


37.  J x2ex  dx  38.  J x5exZ  dx 

39.  j  In2  z  dz  40.  J  In2  x20  dx 

41.  J  e*  cos  t  dt  42.  ^ e"'  sen  r  dt 

«.  jx^COSXdx  44.  /-W* 

45.  ^sen(lnx)dx  46.  j  cos(\n  x) 

47.  ./  0n  x)3  dx  Sugerencia:  use  el  problema  39. 


44.  /  r2  sen  r  dr 
46.  j  cos  (In  x)  dx 
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8.  j (In  j 


x )4  dx  Sugerencia:  utilice  los  problemas  39  y  47. 


En  los  problemas  del  49  al  54  utilice  integracion  por  partes  para  dedu- 
cir  la  formula  que  se  da. 


49.  /  sen  x  sen  3.v  dx  = 


—  |sen  x  cos  3x  +  ^cos  x  sen  3x  +  C 

50.  /  cos  5x  sen  lx  dx  = 

—  E  cos  5x  cos  lx  —  Jj  sen  5x  sen  lx  +  C 

f  eftz(a  sen  pz  ~  j 3  cos  Pz) 

51.  /  eaz  sen  Pz  dz  = - ; - - 1-  C 

J  a2  +  p2 

f  e',z(a  cos  Pz  +  P  sen  Pz) 

52.  /  eaz  cos  Pz  dz  = - ; - -z - 1-  C 

J  at2  +  p2 

f  x(t  +  *  xa+\ 

53.  /  xa  In  x  dx  =  — -  In  x - - - r  +  C,  a  —1 

J  a  +  1  (a  +  l)2 


4.  J x"(ln 


x)2  dx  =  - - -  (In  a:)2 

tr  +  1 

x"+l  xa  +  l 

-  2 - rln  x  +  2 - r  +  C,  a  ^  -1 

(a  +  l)2  (a  +  l)3 


En  los  problemas  del  55  al  61  deduzca  la  formula  de  reduccion  que  se 
da  utilizando  integracion  por  partes. 


5.  f* 


55.  /  xaepx  dx  = 


x  a 

~P~  ~  1 


Px  a  f  , 

~*ir  caexdx 


57.  /  x“  cos  px  dx 


x"  sen  px  a  f  , 
- I  xa  sen  p.x  dx 

P  P  J 


/x?  cos  Px  a  f  . 

X0  sen  fix  dx  =  -  »■  —  J  x°~  cos  fix  dx 

f  x f  sen  px  a  f 

;.  J  (In  x)“  dx  —  x(ln  x)a  —  a  J  (In  x)“_l  dx 
.  j  (a2  -  x2)a  dx  = 

x(<?  -  a:1)*  +  2aJ,\<f  -  **)-'  dx 

f  „  cosa  ^  x  sen  x  ,  a  -  1  f  a_2 

i.  /  cos  x  dx  = - 1 - /  cos  x  dx 

J  a  a  J 

.  Jcoeuxjx- 

+  5Lz_i  fxm-^x„x 

ap  a  J 


cos“  1  p.x  sen  Px  a 


62.  Utilice  el  problema  55  para  deducir 

J x4e3x  dx  =  ±xVf  -  fxV3'  +  IxV*  -  % xe 3*  +  |e3t  +  C 

63.  Utilice  los  problemas  56  y  57  para  deducir 

J  .v4  cos  3,v  dx  =  3  a4  sen  3.v  +  4 x3  cos  3x  —  |.rr  sen  3x 

—  J3  x  cos  3.v  +  sen  3x  +  C. 

64.  Utilice  el  problema  61  para  deducir 

J  cosh  3.v  dx  =  ^sen  3.v  cos5  3x  +  43  sen  3x  cos3  3x 

+  4sen3xcos3x  +  ,E  x  +  C. 


E3  65.  Encuentre  el  area  de  la  region  acotada  por  la  curva  y  =  In  x. 
el  eje  x  y  la  recta  x  =  e. 

EE]  66.  Encuentre  el  volumen  del  solido  generado  al  hacer  girar  la 
region  del  problema  65  alrededor  del  eje  x. 

EEI  67.  Encuentre  el  area  de  la  region  acotada  por  las  curvas  y  = 
3e~*/3, y  =  0, x  =  0  y  x  =  9.  Haga  un  dibujo. 

EEl  68.  Encuentre  el  volumen  del  solido  generado  al  hacer  girar  la 
region  descrita  en  el  problema  67,  alrededor  del  eje  x. 

EE]  69.  Encuentre  el  area  de  la  region  acotada  por  las  graficas  de  y  = 
x  sen  x  y  y  =  x  cos  x,  desde  x  =  0  hasta  x  =  ir/4. 

EE0  70.  Encuentre  el  volumen  del  solido  que  se  obtiene  al  hacer  girar 
la  region  bajo  la  grafica  de  y  =  sen(.r/2)  desde  x  =  0  hasta  x  =  27T  alre¬ 
dedor  del  eje  y. 

[3  71.  Encuentre  el  centroide  (vease  la  seccion  5.6)  de  la  region 
acotada  por  y  =  In  x2  y  el  eje  x  desde  x  =  1  hasta  x  =  e. 

72.  Evalue  la  integral  J  cot  x  esc2  x  dx  por  partes  de  dos  mane- 
ras  diferentes: 

(a)  Derivando  cot  x  (b)  Derivando  esc  x 

(c)  Demuestre  que  los  dos  resultados  son  equivalentes,  salvo  por 
una  constante. 

73.  Si  p(x)  es  un  polinomio  de  grado  n  y  G(,  G2, . . . ,  G„+1  son  an- 
tiderivadas  sucesivas  de  una  funcion  g,  entonces  por  medio  de  repeti- 
das  integraciones  por  partes. 

I P(x)g(x)  dx  =  p(x)G1(x)  -  p'(x)G2(x)  +  p”(x)G3(x)  -  ■■■ 

+  (-1)"  pW(x)G„+l(x)  +C 

Utilice  este  resultado  para  encontrar  cada  una  de  las  siguientes  inte- 
grales: 


(a)  /  (x3  -  2x)ex  dx 


3x  +  1 )  sen  x  dx 


3  74.  La  grafica  de  y  =  x  sen  x  para  x  a  0  se  bosqueja  en  la  figura  2. 

(a)  Encuentre  una  formula  para  el  area  de  n-esimo  arco. 

(b)  El  segundo  arco  se  hace  girar  alrededor  del  eje  y.  Encuentre  el 
volumen  del  solido  resultante. 

Segundo 


Figura  2 


1 

75.  La  cantidad  «„  =  —  /  /(x)  sen  nx  dx  desempena  un  papel 

77  J-ir 

importante  en  matematicas  aplicadas.  Demuestre  que  si/'(x)  es  con- 
tinua  en  [— tt,  tt].  entonces  h'm  an  —  0.  Sugerencia:  integracion  por 

n— *oo 

partes. 

76.  Sea  G„  =  X/(n  +  l)(n  4-  2)  ■  ■  ■  (n  +  n)..  Demuestre  que 
h'm  (GJn)  =  4/e.  Sugerencia:  considere  ln(G„/n),  identifiquela  como 

n—»OG 

una  surna  de  Riemann  y  utilice  el  ejemplo  2. 

77.  Encuentre  el  error  en  la  siguiente  “demostracion"  de  que  0=1. 
En  /  ( 1/t)  dt,  haga  u  =  \/ty  dv  =  dt.  Entonces  du  =  —t  '2  dt  y  uv  -  1 .  La 
integracion  por  partes  da 


(1/t)  dt  -  1  /  (  —  1/t)  dt 


oO  =  1. 
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78.  Suponga  que  quiere  evaluar  la  integral 

y'e5,(4  cos  7x  +  6  sen  lx)  dx 

y  por  su  experiencia  sabe  que  el  resultado  sera  de  la  forma  ^x(Ct  cos 
lx  +  C2  sen  lx)  +  C3.  Calcule  C\  y  C2  derivando  el  resultado  y  hagala 
igual  al  integrando. 

Muchos  resultados  teoricos  sorprendentes  pueden  deducirse  mediante 
el  uso  de  integration  por  partes.  En  todos  los  casos,  uno  inicia  con  una 
integral.  Aqui  exploramos  dos  de  estos  resultados. 

79.  Demuestre  que 

Jpb  /*b 

'  fix)  dx  =  [xf(x)]ha  -  /  xf'(x)  dx 

a  Ja 

=  [(*  -  a)f(x)]ba  -  [  (X  -  a)f'(x)  dx 
Ja 

80.  Utilice  el  problems  79  y  reemplace  /  por  f  para  demostrar 
que 

f(b)  -  /(«)  =  f  f'(x)  dx 
Ja 

=  f'(b)(b  -  a)  -  f  (x  -  a)f"(x)  dx 
Ja 

=  f'(a)(b  ~  a)  -  f  (x  —  b)f"(x)  dx 
Ja 

81.  Demuestre  que 

«  fW(a)  f  (t  -  x)" 

m  =  /(«)  +  2  ^(‘-<0'  +  /  ^-—r-f^Mdx, 

i  =  l  l-  J  a  n- 

siempre  que  /pueda  derivarse  n  +  1  veces. 

82.  La  funcion  beta ,  que  es  importante  en  muchas  ramas  de  las 
matematicas,  esta  definida  como 

B(a,  0)  =  f  x0"1^  -  x)P~'dx, 

Jo 

con  la  condicion  de  que  aSlyjBal. 

(a)  Por  medio  de  un  cambio  de  variables,  demuestre  que 

B(a,0)  =  [  x^l  -  x)“_1  dx  =  B(0,a) 

Jo 


(b)  Integrando  por  partes  demuestre  que 
B(a,p)  =  -  1,  0  +  1)  =  ^ 


-B(a  +  1,0-1) 


(c)  Ahora,  suponga  que  a  =  ny  a  =  my  que  n  y  m  son  enteros  posi¬ 
tives.  Utilizando,  de  manera  repetida,  el  resultado  de  la  parte  (b) 
demuestre  que 

(n  -  1)!  (m  -  1)! 

Bin,  m)  =  — ; - — — 

(n  +  m  —  1)! 

Este  resultado  es  valido  incluso  para  el  caso  en  donde  n  y  m  no 
son  enteros,  con  tal  que  podamos  dar  significado  a  (n  - 1 )!,  (m  — 
1)!  y  (n  +  m  —  1)1 

83.  Suponga  que /(f)  tiene  la  propiedad  de  que  f'(a)  =/'( b)  =  0  y 
que  f(t)  tiene  dos  derivadas  continuas.  Utilice  integracion  por  partes 


para  demostrar  que  /  /"(/)/(/)  dt  <  0.  Sugerentia:  use  integracion 
Ja 

por  partes  derivando /(/)  e  integrando /"(f).  Este  resultado  tiene  mu¬ 
chas  aplicaciones  en  el  campo  de  las  matematicas  aplicadas  y  en 
ecuaciones  diferenciales  parciales. 

84.  Deduzca  la  formula 

/  ( /  ^  ^z) dt = L  ~ dt 

utilizando  la  integracion  por  partes. 

85.  Generalice  la  formula  dada  en  el  problema  84  a  una  para  una 
integral  iterada  n-veces 


nh  r(> 

Jo 


f  {tn)  dtn  . . .  dt \ 


_ l_  r 

( n  -  !)!,/„ 


f(t\)(x  -  dti 


86.  Si  P„(x)  es  un  polinomio  de  grado  n.  demuestre  que 

f  "  .  diPJx) 

e*Pn{x)dx  = 

J  i=a  dx1 

87.  Utilice  el  resultado  del  problema  86  para  evqluar 


J (3x4  +  2x2)ex  dx 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  uv  —  f  v  du 
2.  x;  sen  x  dx  3.  1  4.  reduction 


7.3  Cuando  hemos  combinado  el  metodo  de  sustitucion  con  un  uso  adecuado  de  identida- 
Altnmas  intPPTalpS  °*es  trig°nometricas,  podemos  integrar  una  gran  variedad  de  formas  trigonometricas. 
®  -O  Consideremos  tres  tipos  encontrados  comunmente. 


trigonometricas 


1.  Jsennxdxy  J cosn  x  dx 

2.  J senm  x  cos”  x  dx 

3.  J  sen  mx  cos  nx  dx,  ^ sei 

4.  J  tan"  x  dx,  J  cot"  x  dx 

5.  j tanm  x  sec"  x  dx,  J cotm 


3.  /  sen  mx  cos  nx  dx,  /  sen  mx  sen  nx  dx,  /  cos  mx  cos  nx  dx 


cotm  x  esc"  x  dx 
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Identidades  utiles 

Algunas  identidades  trigonometricas 
que  se  necesitan  en  esta  section  son 
las  siguientes. 

Identidades  pitagoricas 

sen2  x  +  cos2  x  =  1 

1  +  tan2  x  =  sec2  x 

1  +  cot2  x  =  esc2  x 


Identidades  del  angulo  medio 
,  1  -  cos  2x 


1  +  cos  2x 


I'ipo  1  f  J  sen"  x  dx,  j  cos"  x  dx  )  Primero  considere  el  caso  en  donde  n  es  un 
entero  positivo.  Despues  factorice  el  factor  sen  x  o  cos  x,  utilice  la  identidad  sen2  x  + 
cos2  x  =  1 . 

pi  EJEMPLO  1  j  (it  impar)  Encuentre  J  sen5  x  dx. 

SOLUCION 

/sen5  x  dx  -  /sen4  *  sen 

=  /"(l  —  cos2  x)2  sen  x  dx 
=  /(I  -  2  cos2  at  +  cos*  x)  sen  *  dx 

=  -/(!- 2  cosn  +  c„sn)(-sen^) 

=  —cos  X  +  |  cos3  x  —  ^cos5  X  +  C  ■ 


EJEMPLO  2  I  (it  par)  Encuentre  /  sen2  x  dx  y  /  cos  x  dx. 


SOLUCION  Aqui  hemos  utilizado  las  identidades  del  medio  angulo. 


/,  ,  f  1  -  cos  2x  , 

setr  x  dx  =  / - - - dx 

=  \Jdx~\  J (cos2x)(2dx) 


1  1  .  ^  ^ 

=  —x - sen  2x  +  C 

2  4 


jcos‘xdx=  f(i+C°S-XJdx 

1  [  - 

=  —  /  (1  +  2  cos  2x  +  cos  2x)  dx 

=  J  dx  +  ~  J  (cos  2x)(2)  dx  +  ^  J  ( 1  +  cos  4x)  dx 

3  f  If  If 

=  —  dx  +  —  /  cos  2x(2  dx)  +  —  /  cos  4x(4  dx) 


3  1.1 

=  —x  H — sen  2x  H — rsen  4x  +  C 
8  4  32 


Tipo  2  (  /  sen'"  x  cos"  x  dx )  Si  m  o  n  son  enteros  impares  positives  y  el  otro  ex- 
ponente  es  cualquier  numero,  factorizamos  sen  x  o  cos  x  y  utilizamos  la  identidad  sen2 
X  +  cos2  X  =  1. 


EJEMPLO  3  1  (m  on  impares  )  Encuentre  J  sen  3 


x  cos  4  x  dx. 
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SOLUOON 


sen3  x  cos  4  x  dx  =  I  (1  —  cos-  x)(cos  4  x)(sen  x)  dx 


=  —  (cos  4  x  —  cos  2  x)(—  sen  x  dx) 


(cos  x)  3  (cos  x)  1 


=  —sec3  x  —  sec  x  +  C  ■ 

3 

Si  m  y  n  son  enteros  positivos  pares,  utilizamos  las  identidades  para  el  medio  angu- 
lo  a  fin  de  reducir  el  grado  del  integrando.  El  ejemplo  4  proporciona  una  ilustracion. 

J|lj  EM  1*1.0  4  j  (my  n  pares)  Encuentre  J  sen2  x  cos4  x  dx. 

SOLUCION 

/  sen2  x  cos4  x  dx 


^Son  diferentes? 

Las  integraciones  indefinidas  pueden 
llevar  a  respuestas  que  parecen  dife¬ 
rentes.  Por  un  metodo 


sen  x  cos  x  dx 


/cos 


=  -  ^cos2  x  +  C 


Por  un  segundo  metodo 
/sen  x  cos  x  dx  ~/sen  c(cos  x)  dx 

=  \  sen2  x  +  C 

Pero  las  dos  respuestas  deben  diferir 
por,  a  lo  mas,  en  una  constante.  Sin 
embargo,  observe  que 

^sen2x  +  C  =  |(1  —  cos2x)  +  C 

=  -  ^cos2  x  +  (^  +  c) 

Ahora  compare  estas  respuestas  con 
una  tercera  respuesta. 


1  —  cos  2x  \  /  1  +  cos  2x 


=  ^  J (1  +  cos  2x  -  cos2  2x  -  cos3  2x)  dx 

if  1 

=  —  J  1  +  cos  2x  —  —  (1  +  cos  4x)  —  (1  —  sen2  2x)  cos  2xJ  dx 

i  /T i  i  ,  ,  ]  , 

=  — - cos  4x  +  sen"  2x  cos  2x  dx 

8/12  2  J 

=  ^  J  ^rfx  —  ^  J  cos4x(4dx)  +  ~  J  sen2  2x(2  cos  2x  dx) 


-cos  4x  +  sen2  2x  cos  2x  dx 


111  1 

—  —  x  —  —  sen  4x  +  -sen32x  +  C 

8  2  8  6 


Tipo  3  ( J  sen  mx  cos  nx  dx,  J  sen  nix  sen  nx  dx,  /  cos  mx  cos  nx  dx  j 
Las  integrates  de  este  tipo  aparecen  en  muchos  problemas  de  aplicaciones  de  fisica  e 
ingenierfa.  Para  manejar  estas  integrates  utilizamos  las  identidades  para  la  multiplica- 


1.  sen  mx  cos  nx  =  —  [sen(m  +  n)x  +  sen (m  —  n)x\ 


2.  sen  mx  sen  nx  =  —  —  [cos(m  +  n)x  —  cos (m  —  n)x] 


3.  cos  mx  cos  nx  =  —  [cos(m  +  n)x  +  cos (m  —  n)x\ 


sen  x  cos  x  dx  =  ^  /  sen  2x  dx 


—  -  ,  cos  2x  +  C 


Encuentre  /  sen  2x  cos  3x  dx. 


SOLUCION  Aplique  la  identidad  1  para  el  producto. 
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4/ 


sen  2x  cos  3.x  dx  —  —  /  [sen  5x  +  sen(— x)]  dx 


sen  5x(5  dx)  —  —  /  sen  x  dx 


1  so.1  .  ^ 

— cos  5x  -I — cos  x  +  C 

10  2 


EJEMPLO  6  I  Si  m  y  n  son  enteros  positivos,  demuestre  que 


sen  mx  sen  nx  dx  = 


0  si  m  A  n 


7t  si  m  =  n 


SOLUCION  Aplique  la  identidad  2  para  el  producto.  Si  m  A  n ,  entonces 


sen  mx  sen  nx  dx  —  —  —  I  [cos(m  +  n)x  —  cos (m  —  n)x]  dx 

T  ^  J —IT 

ir  i  i 

=  —  - senim  +  n)x - senlm  —  n)x 

2  I  m  +  n  m  -  n 


Si  m  =  n, 


sen  mx  sen  nx  dx 


-\L 


[cos  2 mx  -  1]  dx 


2  I  2m 


sen  2 mx  -  x 


=  -  =  77 


EJEMPLO  7  Si  m  y  n  son  enteros  positivos.  encuentre 


/  m77X  mrx 

/  sen — - —  sen— —  nx 
J-l  L  L 

SOLUCION  Sean  u  =  77 x/L,  du  =  Trdx/L.  Si  x  =  —L,  entonces  u  =  —77,  y  si  x  =  L,  en¬ 
tonces  u  =  77.  Por  lo  que 


m77X  n77X  t  L  fTl 

sen — 7 —  sen — - —  dx  —  —  /  sen  mu  sen  nu  du 
L  L  TT  J-rr 


■  0  sim  #  « 


•77  si  m  =  n 


Aquf  hemos  utilizado  el  resultado  del  ejemplo  6. 


si  m  ¥=  n 
si  m  —  n 


Varias  veces  en  este  texto  hemos  sugerido  que  debe  ver  las  cosas  desde  el  punto  de 
vista  algebraico  y  desde  e!  punto  de  vista  geometrico.  Hasta  el  momento,  esta  section 
ha  sido  completamente  algebraica,  pero  con  integrates  definidas  como  las  de  los  ejem- 
plos  6  y  7,  tenemos  la  oportunidad  de  ver  cosas  geometricamente. 
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La  figura  1  muestra  las  graficas  de  y  =  sen(3x)sen(2x)  y  y  =  sen(3i7ar/10)sen(2'7r.v/10). 
Las  graficas  sugieren  que  las  areas  por  arriba  y  por  abajo  del  eje  x  son  iguales,  llevando 
a  ^rriba  -  ^bajo  =  0-  Los  ejemplos  6  y  7  confirman  esto. 


La  figura  2  muestra  las  graficas  de  y  =  sen  2x  sen  2x  =  sen2  2x,  —it  <  x  <  77,  y  y  = 
sen(27rx/10)  sen(27rx/10)  =  sen2(2Trx/10),— 10  < x  s  10.  Estas  dos  graficas  se  ven  igua¬ 
les,  salvo  que  la  de  la  derecha  se  ha  estirado  en  el  sentido  horizontal  por  un  factor  10/ir, 
^entonces  tiene  sentido  que  el  area  aumentara  por  este  mismo  factor?  Esto  harta  que 
el  area  sombreada  en  la  figura  de  la  derecha  fuese  igual  a  10/tt  veces  el  area  sombrea- 
da  en  la  figura  de  la  izquierda;  esto  es,  el  area  de  la  derecha  deberfa  ser  (10/7r)  •  tt  =  10, 
lo  cual  corresponde  al  resultado  del  ejemplo  7  con  L  =  10. 


Figura  2 


Tipo  4  (  J  tail"  X  dx,  /  cot"  X  dx  )  En  el  caso  de  la  tangente,  utilice  tan2 
sec2  x  -  1 ;  en  el  caso  de  cotangente,  utilice  cot2  x  =  esc2  -  1. 

FJLMI’LO  8  Determine  J  cot4  x  dx. 


SOLUCION 

fax*  xdx-  J  cot2  x(cx?x-Y)dx 

=  j ^cot2  x  esc2  x  dx  —  J  cot2  x  dx 
=  —  J  cot2  x( —esc 2  x  dx)  —  J  (esc2  x  —  1 )  dx 


=  —  |  cot3  X  +  cot  X  +  X  +  C 


EJEMPLO  9  |  Determine  /  tan3  x  dx. 


/• 
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SOLUCION 


J tan'  x  dx  =  j tan3  x  (sec2  x  —  1)  dx 

=  j  tan3  x  sec2  x  dx  —  j  tan3  x  dx 

=  J  tan3  x  (sec2  x  dx)  —  J  tan  x  (sec2  x  —  1 )  dx 

=  J  tan3  x  (sec2  x  dx)  —  J  tan  x  (sec2  x  dx)  +  J  tan  x  dx 


—  ^tan4  x  —  | tan2  x  —  In | cos  x\  +  C 


Tipo  5  (  /  tan'"  x  sec"  x  tlx,  J  cot"'  v  esc"  v  tlx 


B  EJEMPLO  10  (n  par,  m  cuaiquier  numero)  Determine  J  tan  3/2  x  sec4  x  dx. 
SOLUCION 

/  tan-3,2  x  sec4  x  dx  =  /( tan-3/2  x)(l  +  tan2  x)  sec2  x  dx 

=  /(tan-/2  x)  sec2  x  dx  +  J  (tan1/2  x)  sec2  x  dx 
=  -2  tan~l/2  x  +  \  tan3/2  jc  +  C  m 


EJEMPEO  11  j  (m  impar,  n  cuaiquier  numero)  Determine  j  tan3 


x  sec"1'2  x  dx. 


SOLUCION 


—  J  sec1'2  x  (sec  x  tan  x  dx)  —  J  sec~3/2  x  (sec  x  tan  x  dx) 


=  |  sec3/2  x  +  2  sec  1/2  x  +  C 
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Conjunto  cle  problemas  7.3 

En  los  problemas  del  1  al  28  realice  las  integraciones  que  se  indican. 


1. 

j  sen2  x  dx 

2. 

j  sen4  6x  dx 

trar 

3. 

j sen1  x  dx 

4. 

j  cos3  x  dx 

(a) 

/•n/2 

W2 

5. 

/  cos5  0  dO 

h) 

6. 

/  sen6  9  d6 

In 

(b) 

7.  /  sen5  4x  cos2  4x  dx  8, 


l.  J (sen3  2r)  Vcos  2 1  dt 


9.  /  cos3  30  sen  2  30  dO  10.  /  sen1/2  2 z  cos3  2 z  dz 


*•/ 

,  / 

,3.  /: 

15.  J  cos2(j^J  dw  16.  J  sen  3/  sen  t  dt 

17.  y  x  cos2  x  sen  x  dx.  Sugerencia:  utilice  integration  por 
partes. 


sen4  3 1  cos4  3 1  dt  12.  j  cos6 1)  sen2  0  dO 

sen  4y  cos  5y  dy  14.  J  cos  -v  cos  ^-v 


18. 

J  x  sen3  x  cos  x  dx 

19. 

j  tan4  x  dx 

20. 

j" cot4  x  dx 

21. 

j  tan3  x  dx 

22. 

j  cot3  2t  dt 

23. 

/“ a"5©"" 

24. 

J  cot5  2 1  dt 

25. 

y  tan  1  x  sec4  x  dx 

26. 

J  tan“3/2  x  sec4  x  dx 

27. 

J  tan3  x  sec2  x  dx 

28. 

J  tan3  x  sec  x  dx 

29. 

Encuentre  /  cos  mx  cos  nx  t/x, 

J-TT 

m  J  tv.  m.  n  enteros. 

[L 

line  /  c 


,  ni7r x  ntrx  , 

30.  Determine  /  cos — - —  cos - t/x,  m  r-  n,  m,  n  enteros. 

■i  L  L 


Ed  31.  La  region  acotada  por  y  =  x  +  sen  x,  y  =  0,  x  =  it  se  hace  girar 
alrededor  del  eje  x.  Encuentre  el  volumen  del  solido  resultante. 

Ed  32.  La  region  acotada  por  y  =  sen2(x2);y  =  0  y  x  =  vTr/ 2  se  ha¬ 
ce  girar  con  respecto  al  eje  y.  Encuentre  el  volumen  del  solido  resul¬ 
tante. 


33.  Sea /(x)  =  ~^a„  sen(nx).  Utilice  el  ejemplo  6  para  demos- 

n=  1 

trar  cada  una  de  las  siguientes  proposiciones  para  un  entero  positivo  m. 
f(x)  sen (mx)  dx  = 


]_ 

TT  , 

]_ 

7T 


am  si  m  '  ■  N 
0  si  rn  >  N 


f2(x )  dx  = 

IT  n=  1 


Nota:  las  integrales  de  este  tipo  aparecen  en  un  tema  llamado  series 
de  Fourier ,  que  tiene  aplicacion  en  calor,  cuerdas  vibrantes  y  otros  fe- 
nomenos  ftsicos. 

34.  Demuestre  que 

xxx  x  sen  x 

ltmcos—  cos—  cos— •  •  -  cos—  = - 

2  4  8  2"  x 

completando  los  siguientes  pasos. 

xx  x 

(a)  cos-  cos--  •  -cos—  = 


1  3 

cos— x  +  cos— x  + 


2"  -  1 

+  cos  2  „  * 


1 


(Vease  el  problema  46  de  la  seccion  0.7.) 

(b)  Identifique  una  suma  de  Riemann  que  lleve  a  una  integral  defi- 
nida. 

(c)  Evalue  esta  integral  definida. 

35.  Utilice  el  resultado  del  problema  34  para  obtener  la  famosa 
formula  de  Frangois  Viete  (1540-1603): 

2  V2  V2  +  V2  V2  +  VT+  V2 

TT  ~  2  2  ’  2 

36.  La  region  sombreada  (vease  la  figura  3)  entre  un  arco  de 
y  =  sen  x,  0  s  x  £  tt  y  la  recta  y  =  k.  0  <  k  <  1 ,  se  hace  girar  alrededor 
de  la  recta  y  =  k.  generando  un  solido  5.  Determine  k  de  modo  que  S 
tenga 

(a)  volumen  minimo  y  (b)  volumen  maximo. 


Figura  3 


Respuestas  a  la  revision  tie  conceptos: 

1.  /[( 1  +  cos  2x)/2]  dx  2.  7(1  —  sen2  x)  cos  x  dx 

3.  / sen2  x(  1  —  sen2  x)  cos  x  dx 

4.  cos  mx  cos  nx  —  ^[cos(m  +  n)x  +  cos (m  —  ri)x ] 


7.4 

Sustituciones 
para  racionalizar 


Los  radicales  en  un  integrando  siempre  son  problematicos  y  por  lo  comun  tratamos 
de  librarnos  de  ellos.  Con  frecuencia.  una  sustitucion  apropiada  racionalizara  el  inte¬ 
grando. 
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Integrandos  que  incluyen  Vax  +  b  Si  wax  +  b  aparece  en  una  integral, la 
sustitucion  u  =  \/ax"  +  b  eliminara  el  radical. 

mam _  f  dx 

■fETEMPLO  1  i  Encuentre  /  - 1=. 


SOLUCION  Sea  u  =  Vx,  de  modo  que  u2  =x  y  2u  du  =  dx.  Entonces 


f  dx  f  2u  J  „  f  1 

J  x-  Vi  ~  J  u2-u  ]  u-  1 


=  2  ln|n  -  1|  +  C  =  2  ln|  Vx  -  lj  4  C 


EJEMPLO  2  Encuentre  /  rV  x  —  4  dx. 


SOLUCION  Sea  u  =  vx  -  4,  por  lo  que  u3  =  x  -  4  y  3irdu  =  d*.  Entonces 
J xVx  —  4  dx  =  J (m3  +  4)«  •  (3n2  dn)  =  3  J  (m6  +  4m3)  dn 

=  3[y  +  M4  +  C  =  |(x  -  4)7/3  4  3(x  -  4)4/3  4-  C 


EJEMPLO  3_l  Encuentre  /  xV(x  +  l)2dx. 


SOLUCION  Sea  u  =  (x  4  1)1/5,  de  modo  que  m5  =  x  +  1  y  5m4  du  =  dx.  Entonces, 

=  5  J (w11  —  V)  du  =  p?«12  —  |«7  +  C 

=  £(x  4  1)12/5  -  §(x  4  I)7/5  4  C  ■ 

Integrandos  que  incluyen  Va2  -  x2,  Va2  4  x2  y  Vx2  -  a2  Para  raciona- 
lizar  estas  tres  expresiones,  podemos  suponer  que  a  es  positiva  y  hacer  las  siguientes 
sustituciones  trigonometricas. 

Radical  Sustitucion  Restriction  sobre  t 

1.  V a2  —  x 2  x  =  a  sen  t  —  ir/2  <  (  <  ir/2 

2.  Va2  4  x2  x  —  a  tan  t  —ir/2  <  t  <  ir/2 

3.  \/x2  —  a2  x  =  a  sec  t  0  <  t  <  n,  t  ^  ir/2 

Ahora  observe  las  simplificaciones  que  realizan  estas  sustituciones. 


Sustitucion 

x  =  a  sen  f 
x  =  a  tan  t 
x  =  a  sec  t 


/  2  2 

a  -  x  = 


/  -7  7  7 

' <r  —  0  sen  t  = 


'fl2  cos2  f  = 


a  cos  f  =  a  cos  f 


2.  Va2  4  X2  =  Vr  4  a2  tan2  f  =  V  a2  sec2 1  =  |asect|  =  a  sect 

3.  Vx2^—  a2  =  Va2  sec2 1  —  a2  =  V a2  tan2 1  =  |a  tan  /|  =  ±a  tan  ? 

Las  restricciones  sobre  f  nos  permitieron  eliminar  los  signos  de  valor  absoluto  en  los 

primeros  dos  casos,  pero  tambien  realizan  algo  mas.  Estas  restricciones  son  exactamen- 

te  las  mismas  que  introdujimos  en  la  section  6.7  para  hacer  que  fuesen  invertibles  seno, 

tangente  y  secante.  Esto  significa  que,  en  cada  caso,  podemos  resolver  las  ecuaciones  de 

las  sustituciones  para  t  y  esto  nos  permitira  escribir  nuestras  respuestas  finales  en  los 

ejemplos  siguientes  en  terminos  de  x. 
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'S/a2-  x 2 


.v  =  a  sen  ( 

Figura  1 


A  =  /  Va2  -  .v2  =  " 

Figura  2 


\/9  +  .v2 

v 

V  I  ■ 

3 

.v  =  3  tan  / 


EJEMPLO  4  Encuentre  j  \/ a2  —  x2  dx. 


SOLECION  Hacemos  la  sustitucion 

x  —  a  sen  t. 


7 r 

£  1 


77 

~2 


Entonces,  dx  =  a  cos  tdt  y  Va2  —  x 2  =  a  cos  t.  A  si, 


1  -  x2dx  =  J  a  cost- a 

=  '(  j  { I  +  cos  2/)  Jr 

fl2  /  1  . 

=  —  f  +  —sen  2t  +  C 


cos2  t  rf/ 


=  —  (t  +  sen  t  cos  t)  +  C 

Ahora,  x  —  a  sen  /  es  equivalente  a  x/a  =  sen  t  y,  como  t  estaba  restringida  a  hacer  inver¬ 
tible  a  la  funcion  seno. 


1  =  sen  |  — 

Utilizando  el  triangulo  rectangulo  de  la  figura  1  (como  lo  hicimos  en  la  seccion  6.8),  ve- 
mos  que 


cos  t  =  cos 


sen 


-l 


=  A  1  “ 


=  -V^~ 


a  ci 


Por  lo  que 


/ 


Vh2  -  x2  dx  =  ~  sen 
2 


-i 


+  —  Va2  —  x2  +  C 


El  resultado  en  el  ejemplo  4  nos  permite  calcular  la  siguiente  integral  definida  que 
representa  el  area  de  un  semicfrculo  (vease  la  figura  2).  Asf,  el  calculo  confirma  un  re¬ 
sultado  que  ya  conociamos. 


-  x2  dx  = 

r  2 

a  *1 

--sen 

-,>1 

a  _  a2\ 

77  77 

—  — 

1-a 

L  2 

W  2 

J 

-a  2 

|_2  2  J 

77(7" 


EJEMPLO  5  t  Encuentre 


f 


dx 


V9 


+  x~ 


SOLIJCION  Sea  x  =  3  tan  t,  —tt/2  <  t  <  tt/2.  Entonces  dx  =  3  sec2  t  dl  y 
V9  +  x2  =  3  sec  t. 


f  dx  _  f  3  sec2 1  f 

J  VcTTx2  J  3  sec  r  ’  J 


sec  t  dt 
—  ln|sec  t  +  tan  1 1  +  C 

El  ultimo  paso,  la  integral  de  sec  /,  fue  resuelto  en  el  problema  56  de  la  seccion  7.1. 
Ahora,  tan  t  =  x/ 3,  que  genera  el  triangulo  en  la  figura  3,  con  base  en  el  cual  concluimos 
que  sec  t  =  V9  +  x2/3.  Asf, 


/ 


dx 


v<r 4- 


=  In 


V9  + 


JT  +  X 


+  C 


lnj  A/9 


In  3  +  C 


=  ln|\/9Tjr  +  x|  +  A 


Figura  3 
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-I  0.5  0  0.5 


Figura  4 


EJEMPE0  6  Calcule 


V  -  4 


SO  Eli  OON  Sea  x  =  2  sec  t,  donde  0  £  t  <  tt/2.  Observe  que  es  aceptable  la  restric¬ 
tion  de  t  a  este  intervalo,  ya  que  x  esta  en  el  intervalo  2  <  4  (vease  la  figura  4).  Eso 

es  importante  porque  nos  permite  eliminar  el  signo  de  valor  absoluto  que  normalmen- 
te  aparece  cuando  simplificamos  Vx2  —  a2.  En  nuestro  caso, 


=  Va 


sec2  t  —  4  =  V4  tan2 1  =  2  tan  1 1=2  tan  t 


Ahora  utilizamos  el  teorema  sobre  la  sustitucion  en  una  integral  definida  (que  re- 
quiere  cambiar  los  lfmites  de  integration)  para  escribir 


V  -  4 


2  tan  t 
2  sec  t 


2  sec  t  tan  t  dt 


2  tan2  t  dt  =  2 


(sec2 1  —  1 )  dt 


2[tanr  —  tY^'  —  2\Z?>  — 


Completando  cuadrados  Cuando  aparece  una  expresion  cuadratica  del  tipo 
x2  +  fix  +  C  bajo  un  radial,  completar  el  cuadrado  la  preparara  para  una  sustitucion 
trigonometrica. 


EJEMPEO  7  j  Encuentre  (a)  j 


x  +  2x  +  26 


^x2  +  2x  +  26 


SOLUCION 

(a)  x2  +  2x  +  26  =  x2  +  2x  +  1  +  25  =  (x  +  l)2  +  25.  Sean  u  =  x  +  1  y  dn  =  dx.  Entonces 


'x2  +  2x  +  26 


Ahora,  sea  u  =  5  tan  r,  — 7r/2  <  t  <  tt/2.  Entonces  du  =  5  sec2  t  dt  y  v  u2  +  25  = 


/25(tan2  t  +  1)  =  5  sec  t,  asi  que 


[  du  f5sec2tdt  f 

I  — .  =  /  — - =  /  sec  t  dt 

J  Vu2  +  25  J  5  sect  J 


=  ln|sec  t  +  tan  t\  +  C 


(por  la  figura  5) 


Figura  5 


=  In |  Vu2  +  25  +  u |  —  In  5  +  C 
=  ln|\/x2  +  2x  +  26  +  x  +  1 1  +  K 
(b)  Para  calcular  la  segunda  integral  escribimos 


dx  —  2 


J  Vx  +  2x  +  26  J  Vx2  +  2x  +  26  J  Vx2  +  2x  +  26 

La  primera  de  las  integrales  de  la  derecha  se  resuelve  por  medio  de  la  sustitucion  u=x2 
+  2x  +  26;  la  segunda  es  la  que  recientemente  se  hizo.  Obtenemos 


2x  +  26 
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Revision  de  conceptos 


1.  Para  resolver  /  x  Vx  —  3  dx,  se  hace  la  sustitucion  u  = 


2.  Para  resolver  una  integral  que  incluya  V4  —  x2,  se  hace  la 


sustitucion  x  = 


3.  Para  resolver  una  integral  que  incluya  V4  +  x2,  se  hace  la 

sustitucion  x  = _ . 

4.  Para  resolver  una  integral  que  incluya  Vr  -  4,  se  hace  la 

sustitucion  x  = _ . 


Con  junto  de  problemas  7.4 

En  los  problemas  del  1  all  6  evalde  las  integrates  que  se  indican. 


1.  J  xV x  +  1  dx 

f  tdt 

X  J 

f2  dt 

5‘  J,  Vt  +  e 

7.  J  t(3t  +  2f/2  dt 

f  V4  -  x2  . 

9-  J-T-^ 

f  dx 

1L  J  (V  +  4)3/2 

r3v7^T 

13.  J2  p  dt 

f  2z  -  3  J 

15-  J  Vf-~7 


r  x2  +  3x 
Vx  +  4 
rl  Vt  , 


2.  J  xV  x  +  7 r  Jx 

f  x2  +  3x 

4.  /  - r/x 

J  Vx  +  4 

Vr  , 

6.  /  - -  rfr 

Jo  r  +  1 

8.  J x(  1  -  x)2/3  dx 
f  x2  rfx 

10‘  J 

C  Jr 

12,  y2  r2V7^1 

,4'  /  7T?? 

I*.  r^=“> 

Jo  Vx2  +  7J-" 


En  los  problemas  del  17  al  26  utilice  el  metodo  de  completar  el  cuadra- 
do,  junto  con  una  sustitucion  trigonometrica.  si  es  necesaria,  para  eva- 
luar  cada  integral. 


17‘  /■ 

19‘  ./ 

2L  / 

23.  / 

25.  /- 


2x2  +  2x  +  5 


Jx  20. 


/x2  +  2x  +  5 

25  -  4x  —  x2  Jx  22. 


24x  -  x“ 
2x  +  1 


/x2  +  4x  +  5 
2x  —  1 
^x2  +  4x  +  5 


/16  +  6x  —  x2 
•  dx 

'\x  —  x2 
2x  -  1 
!  -  6x  +  18 


./  x2  +  2x  +  2  J  x2  -  6x  +  18 

27.  La  region  acotada  por  y  =  l/(x2  +  2x  +  5),y  =  0,x  =  0  y  x  =  1, 
se  hace  girar  alrededor  del  eje  x.  Encuentre  el  volumen  del  solido  re- 
sultante. 

28.  La  region  del  problema  27  se  hace  girar  alrededor  del  eje  y. 
Encuentre  el  volumen  del  solido  resultante. 


29.  Encuentre 


■  por  medio  de 


J  x2  +  9  r 

(a)  una  sustitucion  algebraica  y 

(b)  una  sustitucion  trigonometrica.  Despues  compare  sus  respuestas. 


30.  Encuentre 


/  — 

Jo  \AT 


:  haciendo  las  sustituciones 


'9  +  x2,  u2  =  9  +  x2,  2 u  du  =  2x  dx 


32.  Dos  circulos  de  radio  b  se  intersecan  como  se  muestra  en  la 
figura  6 con  sus  centros  2 a  unidades  separados  (0 sasfc).  Encuentre 
el  area  de  la  region  en  que  se  traslapan. 


Figura  6  Figura  7 


33.  Hipocrates  de  Quios  (aproximadamente  430  a.  C.)  demostrd 
que  las  dos  regiones  sombreadas  en  la  figura  7  tienen  la  misma  area 
(el  cuadro  la  Luna).  Observese  que  C  es  el  centro  del  arco  inferior  de 
la  Luna.  Demuestre  el  resultado  de  Hipocrates. 

(a)  por  medio  de  calculo  y  (b)  sin  calculo. 

34.  Generalice  la  idea  del  problema  33  encontrando  una  formula 
para  el  area  de  la  region  sombreada  de  la  Luna  que  se  muestra  en 
la  figura  8. 


Figura  8  Figura  9 


35.  Comenzando  en  («,  0)  se  jala  un  objeto  por  medio  de  una 
cuerda  de  longitud  a,  con  el  extrenro  que  se  jala  moviendose  a  lo  lar¬ 
go  de  la  parte  positiva  del  eje  y  (vease  la  figura  9).  La  trayectoria  del 
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objeto  es  una  curva  denominada  tractriz  y  tiene  la  propiedad  de  que 

la  cuerda  siempre  es  tangente  a  la  curva.  Establezca  una  ecuacion  di-  Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1. 
ferencial  para  la  curva  y  resuelvala.  3.  2  tan  t  4.  2  sec  t _ 


2.  2  sen  t 


Integracion  de  funciones 
racionales  por  medio  de 
fracciones  parciales 


Una  funcion  racional.  por  definition,  es  el  cociente  de  dos  funciones  polinomicas. 
Ejemplos  son 


/w  = 


(x  +  l)3’ 


2x  4  2 
x2  -  4x  +  8’ 


x5  +  2x3  —  x  +  1 


x*-  3 

x3  +  5x  Tx3  +  2x3 


x3  +  Zx}  -  x  + 

x-3  +  5x3 

-  3x3  -  x 

-  3x3  -  15x 

I4x  + 


Figura  1 


De  estas,/y  gson  funciones  racionales  propias,  lo  cual  quiere  decir  que  el  grado  del  nu- 
merador  es  menor  que  el  del  denominador.  Una  funcion  racional  impropia  (no  propia) 
siempre  puede  escribirse  como  una  suma  de  una  funcion  polinomial  y  una  funcion  ra¬ 
cional  propia.  Asf,  por  ejemplo. 


h(x)  = 


x5  +  2x3  -  x  +  1 
x3  +  5x 


14x  +  1 
x3  +  5x 


un  resultado  obtenido  por  medio  de  division  larga  (vease  la  figura  1).  Los  polinomios 
son  faciles  de  integrar,  el  problema  de  integrar  funciones  racionales  realmente  es  la  de 
integrar  funciones  racionales  propias.  Pero,  ^siempre  podemos  integrar  funciones 
racionales  propias?  En  teorfa.  la  respuesta  es  sf,  aunque  los  detalles  practicos  pueden 
llegar  a  abrumarnos.  Primero  considere  las  integrales  de  las/y  g  anteriores. 


EJEMPLO  1  Encuentre 


f-L- 
J  (x  4  i y 


SOLUCION  Considere  la  sustitucion  u=x  4  1. 


(x  +  1) 


j  dx  =  2  J 


(x  4  1 )  3  dx 


2(x  4  1)“2 


(x+  l)2 


EJEMPLO  _2j  Encuentre  j 


2x  +  2 
-  4x  +  8 


SOLLCION  Primero  considere  la  sustitucion  u  =x2  -  4x  4  8  para  la  cual  du  =  (2x  - 
4)  dx.  Entonces  escriba  la  integral  dada  como  una  suma  de  dos  integrales. 


2x  +  2 
4x  4  8 


ix‘  J 


2x  -  4 
x2  —  4x  + 


dx  4  /  — -  dx 

J  x2  -  4x  4  8 


=  ln|x2  —  4x  4-  8|  4  6 


k2  -  4x  4  8 


En  la  segunda  integral,  complete  el  cuadrado. 


4x  4  8 


x1  —  4x  4  4  +  4 


(x  -  2)2  4  4 


1  ,  1  -ifx-  2\  , 

- r - dx  =  —  tan  - 4  C 

(x  -  2)2  4  4  2  V  2  ) 


Concluimos  que 


2x  4  2  .  1  ( x  —  2  \ 

—n - dx  =  In  x2  —  4x  4  8  4  3  tan  - )  4  K 

x2  -  4x  4  8  \  2  J 
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Un  hecho  destacado  es  que  cualquier  funcion  rational  propia  puede  escribirse  co- 
mo  una  suma  de  funciones  racionales  propias  simples,  como  las  que  se  ilustran  en  los 
ejemplos  1  y  2.  Debemos  ser  mas  precisos. 

Descomposicion  en  fracciones  parciales  (factorcs  lineales)  Sumar  frac¬ 
ciones  es  un  ejercicio  algebraico  sencillo:  encuentre  un  comtin  denominador  y  sume. 
Por  ejemplo, 

2  3  _  2(x  +  1)  +  3(x  —  1)  _  5x  —  1  _  5jc  —  1 

x  -  1  x  +  1  (x  —  l)(x  +  1)  (jc  —  1)(jc  +  1)  x2  -  1 

El  proceso  inverso  de  descomponer  una  fraction  en  una  suma  de  fracciones  mas  sim¬ 
ples  es  el  que  ahora  nos  interesa.  Centramos  nuestra  atencion  en  el  denominador  y 
consideramos  casos. 


EJEMPLO  3  I  Factores  lineales  simples  Descomponga  (3x  -  l)/(x2  -x-6)y  lue- 


go  encuentre  su  integral  indefinida. 


SOLUCION  Ya  que  el  denominador  se  factoriza  como  (x  +  2)(x  -  3),  parece  razona- 
ble  esperar  una  descomposicion  de  la  forma  siguiente: 

3x  -  1  _ =  A  +  B 

(x  +  2)(x  —  3)  x  +  2  x  —  3 

Por  supuesto,  nuestro  trabajo  es  determinar  A  y  B  de  modo  que  (1)  sea  una  identidad, 
una  tarea  que  encontramos  mas  facil  despues  de  que  hemos  multiplicado  ambos  lados 
por  (x  +  2)(x  -  3).  Obtenemos 

(2)  3x  —  1  =  A(x  -  3)  +  B{x  +  2) 

o  de  manera  equivalente. 


(3)  3x  -  1  =  (A  +  B)x  +  (-3 A  +  2 B) 

Sin  embargo,  (3)  es  una  identidad  si  y  solo  si  los  coeficientes  de  potencias  iguales  de  x 
en  ambos  lados  son  iguales;  esto  es, 


A  +  B  =  3 
-3  A  +  2B  =  -1 


Resuelva  esta  ecuacion  diferencial 


“Con  frecuencia,  hay  poco  parecido 
entre  una  ecuacion  diferencial  y  su 
solution.  Quien  supondrla  que  una 
ecuacion  tan  sencilla  como 

dy  _  1 

dx  a 2  -  x2 


podria  transformarse  en 


V  =  ^loge 


a  +  x 


+  C 


Esto  parece  la  transformation  de 
una  crisalida  en  una  mariposa”. 

Silvanus  P.  Thompson 

El  metodo  de  fracciones  parciales 
hace  de  esto  una  transformation 
sencilla.  (-,Ve  como  se  hizo? 


A1  resolver  este  par  de  ecuaciones  para  A  y  B,  obtenemos  A  =  B  =  En  conse- 
cuencia. 


3x  —  1 


3x  -  1 


x  -  6  (x  +  2)(x  -  3)  x  +  2  x  -  3 


/ 


3x  -  1  ,  7 

— ~ - ^  dx  =  — 

x2  —  x  —  6  5 


1  ,  8 

- dx  +  — 

x  +  2  5 


x  —  3 


dx 


7  8 

=  +  2|  +  jlnl*  —  3|  +  C 


Si  hubo  alguna  dificultad  en  este  proceso,  fue  la  determination  de  A  y  B.  Encon¬ 
tramos  sus  valores  usando  la  “fuerza  bruta”,  pero  existe  una  manera  mas  sencilla.  En 
(2),  la  cual  queremos  que  sea  una  identidad  (es  decir,  verdadera  para  todos  los  valores 
de  x),  sustituya  los  valores  convenientes  de  x  =  3  y  x  =  — 2  ,  obteniendo 

8  =  A-0  +  B-5 
-7  =  A-(~  5)  +  B- 0 

De  inmediato  esto  da  B  =  ^  y  A  = 

Acabamos  de  ser  testigos  de  una  extrana  pero  correcta  nraniobra  matematica.  La 
ecuacion  (1)  se  vuelve  una  identidad  (cierta  para  toda  x,  excepto  -2  y  3)  si  y  solo  si 
la  esencialmente  equivalente  ecuacion  (2)  es  cierta  en  -2  y  3.  Preguntese  por  que  esto 
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es  asi.  En  ultima  instancia,  depende  del  hecho  de  que  dos  lados  de  la  ecuacion  (2),  am- 
bos  polinomios  lineales,  son  identicos  si  tienen  los  mismos  valores  en  cualesquiera  dos 
puntos. 


^P~EJEMPLO  4  j  Factores  lineales  distintos  Encuentre 


/ 


5  jc  +  3 

x 3  —  2x2  —  3x 


dx. 


SOLUCION  Ya  que  el  denominador  se  factoriza  como  x(x  +  1  )(x  -  3),  escribimos 


5x  +  3  _  A  B  C 

x(x  +  1  )(x  —  3)  x  x  +  1  x  —  3 

y  buscamos  determinar  A,  B  y  C.  La  elimination  de  las  fracciones  produce 
5x  +  3  =  A(x  +  1 )  ( Jt:  —  3)  +  Bx(x  —  3)  +  Cx(x  +1) 
A1  sustituir  los  valores  x  =  0,  x  =  ~  1  y  x  =  3  se  obtiene 

3  =  A(- 3) 

-2  =  B{  4) 

18  =  C(12) 


o  A  = 


-1,  B  = 

5x  +  3 


C  =  I.  Asi, 


f-5-x-+/-  dx  =  -!l-dx~\! 

J  X 3  -  2x2  -  3x  J  X  2  J 


1  ,  3 

- r  dx  +  - 

x  +  1  2 


x  —  3 


dx 


=  —  ln|x|  —  ^ln|tc  +  l|  +  ^ln|jc  —  3|  +  C 


|  F.J  1M  l*  1.0  5^  Factores  lineales  rcpetidos  Encuentre 


SOLUCION  Ahora  la  descomposicion  toma  la  forma 

jc  _  _ B 

(x  -  3)2  “  -v  -  3  (x  -  3)2 

con  Ay  B  por  determinar.  Despues  de  quitar  fracciones,  obtenemos 

x  =  A(x  -  3)  +  B 

Si  ahora  sustituimos  el  valor  conveniente  x  =  3  y  cualquier  otro  valor,  tal  como  x  =  0, 
obtenemos  B  =  3  y  A  =  1.  Asi, 

- r  dx  =  / - —  dx  +  31  - r  dx 

(x  —  3)2  J  x-  3  J  (X  -  3)2 

=  ln|x  -  3| - ~—r  +  C  ■ 

x  —  3 


B  l  JF  MIMO  6 


Factores  lineales,  algunos  distintos  y  otros  repetidos  Encuentre 

3x2  -  8x  +  13 


/ 


(x  +  3)(x-l)2 


dx 


SOLUCION  Descomponemos  el  integrando  de  la  siguiente  manera: 

3x2  -  8x  +  13  _  A  B  C 

(x  +  3)(x  -  l)2  _  x  +  3  x  —  1  (x  -  l)2 

Quitando  las  fracciones  esto  cambia  a 

3x2  —  8x  +  13  =  A(x  —  l)2  +  B(x  +  3)(x  —  1)  +  C(x  +  3) 
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A1  sustituir  x  =  l,x  =  — 3  y  x  =  0  se  obtiene  C  =  2,A=4yB  =  —  1.  Por  lo  tanto, 
f  3x2  -  8x  +  13  _  f  dx  I"  dx  +  2  f  ^ x 

J  (x  +  3)(x  -  l)2  J  x  +  3  J  x  -  1  J  (x  -  l)2 

2 

=  4  In  l  a  +  3 1  —  In  I*  —  l| - t-  C  B 

jc  —  1 

Asegurese  de  observar  la  inclusion,  en  la  descomposicion  anterior,  de  las  dos  frac¬ 
ciones  B/(x  -  1)  y  C/( x  -  l)2.  La  regia  general  para  descomponer  fracciones  con  facto- 
res  lineales  repetidos  en  el  denominador  es  esta:  por  cada  factor  (ax  +  b)k  en  el 
denominador,  existen  k  terminos  en  la  descomposicion  en  fracciones  parciales: 


A]  At  Ai 

- i - 1 - ± - 1 - - - 

ax  +  b  (ax  +  b)2  (ax  +  b)3 


Ak 

(ax  +  b)k 


Descomposicion  en  fracciones  parciales  (factores  cuadraticos)  A1  fac- 
torizar  el  denominador  de  una  fraction,  bien  podrlamos  obtener  algunos  factores  cua¬ 
draticos  (tal  comor2  +  l),que  no  pueden  factorizarse  en  factores  lineales  sin  introducir 
numeros  complejos. 


BpjjEMPLO  7~|  Un  solo  factor  cuadratico 

despues  encuentre  su  integral  indefinida. 


(Sa*2  —  3  x  -I-  1 

Descomponga  - r -  y 

F  B  (4a  +  1 )(x2  +  1)  ^ 


SOLUCION  Lo  mejor  que  podemos  desear  es  una  descomposicion  de  la  forma 

6a2  —  3a  +  1  _  A  Bx  +  C 

(4a  +  1)(a2  +  1)  ~  4a  +  1  +  a2  +  1 

Para  determinar  las  constantes  A,  B  y  C  multiplicamos  ambos  miembros  por  (4a  + 
1)(a2  +  1)  y  obtenemos 

6a2  -  3a  +  1  =  A(x 2  +  1)  +  (Bx  +  C)(4x  +  1) 

A1  sustituir  x  =  —  A  =  0yA=lse  obtiene 

r6  +  !  +  1  =  Air)  =*  a  =  2 

1  =  2  +  c  =*  c  =  - 1 

4  =  4  +  (B  -  1)5  B  =  1 

Asl, 


f  6a2  —  3a  +  1 
J  (4a  +  l)(x2  +  1) 


f  2  J  f  x  -  1 
J  4a  +  1  J  x2  +  1 

1  f  4  dx  1  f  2a  dx  I'  dx 

2  J  4a  +  1  2  J  a2  +  1  J  a2  +  1 


1_ 

2 


ln|4x  +  l|  +  — ln(x2  +  1)  —  tan 


A  +  C 


EJEMPLO  8j  Un  factor  cuadratico  repetido  Encuentre  J 


6x~  —  15a  +  22 
(a  +  3)(a2  +  2)2 


SOLUCION  En  este  caso,  la  descomposicion  apropiada  es 


6a2  —  15a  +  22  _  A  Bx  +  C  Dx  +  E 
(a  +  3)(a2  +  2)2  a  +  3  a2  +  2  (a2  +  2)2 


Despues  de  un  considerable  trabajo,  descubrimos  que  A  =  1,  B  =  —  l,C  =  3yD  =  —5y 
E  =  0.  Asl, 
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6xz  —  15x  +  22 

- -z - r  ax 

(x  +  3)(x2  +  2)2 

-Svh-S 

dx 


x  —  3 


x1  +  2 


dx  —  5 


1 


dx 


r  dx  i  r 
J  x  +  3  2 J 


2x 


x1  +  2 


dx  +  3 


(x2  +  2)2 
dx  5 
:  +  2  2. 


/ 


=  In | X  +  3|  —  —  ln(x2  +  2)  -J — ~=  tan 

2  V2 


2x  dx 
(x2  +  2)2 
5 

VV27'  '  2(x2  +  2) 


C 


Resumen  Para  descomponer  una  funcion  racional  /(x)  =  p(x)/q(x)  en  fracciones 
parciales,  procedemos  como  sigue: 

Paso  1:  Si  f(x)  es  impropia,  esto  es,  si  p(x)  es  de  un  grado  mayor  o  igual  al  de  q(x),  di- 
vida  p(x)  entre  q(x ),  para  obtener 


/(x)  =  un  polinomio  + 


N(x) 

D(x) 


Paso  2:  Factorice  D(x)  en  un  producto  de  factores  lineales  y  cuadraticos  irreducibles 
con  coeficientes  reales.  Por  un  teorema  de  algebra,  esto  siempre  es  posible  (teorica- 
mente). 

Paso  J:  Por  cada  factor  de  la  forma  (ax  +  b)k,  se  espera  que  la  descomposicion  tenga 
los  terminos 

zt  t  A~>  j\v 

- ! - 1 - = - |-  ...  q - - - 

(ax  +  b)  (ax  +  b)2  (ax  +  b)k 


Paso  4:  Por  cada  factor  de  la  forma  (ax2  +  bx  +  c)m ,  se  espera  que  la  descomposicion 
tenga  los  terminos 

B\x  +  Ct  +  B2x  +  C2  +  ...  +  B"’x  +  Cm 
ax 2  +  bx  +  c  (ax2  +  bx  +  c)2  (ax2  +  bx  +  c)m 


Paso  5:  Iguale  N(x)/D(x)  a  la  suma  de  todos  los  terminos  determinados  en  los  pasos  3 
y  4.  El  numero  de  constantes  por  determinarse  debe  ser  igual  al  grado  del  denomina- 
dor.  D(x). 

Paso  6:  Multiplique  ambos  miembros  de  la  ecuacion  encontrada  en  el  paso  5  por  D(x) 
y  despeje  las  constantes  desconocidas.  Esto  puede  hacerse  por  dos  metodos:  (1)  Iguale 
coeficientes  de  terminos  del  mismo  grado,  o  (2)  asigne  valores  convenientes  a  la  varia¬ 
ble  x. 


liii  Una  cota  para  la  respuesta 

El  tamano  de  la  poblacion  inicial  es 
de  800  y  la  tasa  de  cambio  en  el 
tamano  de  la  poblacion,  y\ es  positiva, 
asf  que  la  poblacion  crece.  Cuando 
es  cercana  a  2000,  la  tasa  de  cambio 
se  aproxima  a  cero,  asi  que  cuando 
t —*  oo,  tenemos  que  y  — »  2000.  La 
poblacion  en  el  instante  t  =  2  debe 
estar  entre  800  y  2000. 


Ecuacion  diferencial  Iogistica  En  el  ultimo  capitulo  vimos  que  la  hipotesis 
de  que  la  tasa  de  crecimiento  de  una  poblacion  es  proporcional  a  su  tamano,  es  decir, 
y'  —  ky,  conduce  al  crecimiento  exponencial.  Esta  hipotesis  puede  ser  realista  hasta  que 
los  recursos  disponibles  en  el  sistema  son  insuficientes  para  sostener  a  la  poblacion.  En 
tal  caso,  suposiciones  mas  razonables  son  que  existe  una  capacidad  maxima,  L,  que  el 
sistema  puede  sostener,  y  que  la  tasa  de  crecimiento  es  proporcional  al  producto  del  ta¬ 
mano  de  la  poblacion  y  y  el  “espacio  disponible”  L  -  y.  Estas  hipotesis  conducen  a  la 
ecuacion  diferencial 

y'  =  ky(L  -  y) 

Esta  se  denomina  ecuacion  diferencial  Iogistica.  Es  separable  y  ahora  que  hemos  estu- 
diado  el  metodo  de  fracciones  parciales,  podemos  realizar  la  integracion  necesaria  pa¬ 
ra  resolverla. 

■  EJEMPLO  9  |  Una  poblacion  crece  de  acuerdo  con  la  ecuacion  diferencial  logis- 
tica  y'  =  0.0003y(2000  -  y).  El  tamano  de  la  poblacion  inicial  es  de  800.  Resuelva  esta 
ecuacion  diferencial  para  predecir  el  tamano  de  la  poblacion  en  el  instante  t  =  2. 
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SO  LUC  I  ON  A1  escribir  y'  como  dy/dt,  vemos  que  la  ecuacion  diferencial  puede  es- 
cribirse  como 


dy 

y(2000  -  y) 
dy 

y(2000  -  y) 


0.0003y(2000  -  y) 


0.0003  dt 


=  /  0.0003  dt 


La  integral  del  lado  izquierdo  puede  evaluarse  mediante  el  metodo  de  fracciones  par¬ 
ciales.  Escribimos 


que  lleva  a 


y(2000  -  y)  y  2000  -  y 


1  =  A (2000  -  y)  +  By 


A1  sustituir  y  =  0  y  y  =  2000  se  obtiene 


1  =  2000A 
1  =  2000 B 


A,1A  ,evaa 


/(= 


2000y  2000(2000  -  y) 


dy  =  0.0003;  +  C 


—'—In  y  -  -1— ln(2000  -  y)  =  0.0003;  +  C 
2000  ^  2000  v 


]n - =  o.6;  +  2000C 

2000  -  y 


-V  _  ().6;+2000C 

2000  -  y 


2000  -  y 


Aqui,  Cj  =  e2m)c.  En  este  punto  podemos  utilizar  la  condition  inicial  y(0)  =  800  para 
determinar  Cj. 


2000  -  800 


=  C,e° 


Por  lo  tanto, 


800  _  2 
1200  _  3 


2000  -  y  3  e 


y  =  -(2000  -  y)e06' 


2  ,,,,  4000  nfif 

y  +  —ye06t  =  — — —  e06 

(4000/3)e° 


(4000/3)e°'6'  _  4000/3 

1  +  (2/3)e061  _  2/3  +  e~a 
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y  =  2000 


2  4  6  8 


Figura  2 


Asf  que  la  poblacion  en  el  instante  t  =  2  es 

4000/3 

y  =  - «  1378 

2/3  +  fT°'6  2 

En  la  figura  2  se  muestra  un  bosquejo  del  tamano  de  la  poblacion. 


Revision  de  conceptos 

1.  Si  el  grado  del  polinomio  p(x)  es  menor  que  el  grado  de  q(x), 

entonces/(x)  =  p(x)/q(x)  se  denomina  funcion  racional _ . 

2.  Para  integrar  la  funcion  racional  impropia 

f(x)  =  (x2  +  4)/(x  +  1),  primero  la  reescribimos  como/(x)  = _ . 


3.  Si  (x  -  l)(x  +  1)  +  3x  +  x2  =  ax2  +  bx  +  c,  entonces 

a  = _ b  = _ y  c  = _ . 

4.  (3x  +  l)/[(x  -  l)2(x2  +  1)]  puede  descomponerse  en  la  forma 


Conjunto  de  problemas  7.5 

En  los  problemas  del  1  al  40  utilice  el  metodo  de  !a  descomposicidn  en 
fracciones  parciales  para  realizar  la  integracion  que  se  pule. 

.  r  i  .  .  /■  2  . 


1‘  I  x(x  ~  1)  li'X  2'  . 

3-  dx  4- . 

f  X  -  1  1 

5.  /  , - - - -  dx  6. 

J  x2  +  3x  -  4 

f  3x  -  13 

7.  /  -r - dx  8. 

J  x2  +  3x  -  10 

f  2x  +  21 

9.  /  — r-  —  dx  10. 

f  17*  ~  3  , 

11.  /  — r - dx 

J  3x2  +  x  —  2 

f  5  -  x 

12.  /  , - dx 

J  X-  ~  X(TT  +  4)  +  4-77 

f  2x2  +  x  -  4  , 

13.  /  4 - 4 - dx 

J  x2  -  x2  -  2x 

f  lx2  +  2x  -  3 
14‘  J  (2x  -  1  )(3.r  +  2)(x  -  3) 

f  6x2  +  22x  —  23 

15.  /  - — - ~ -  dx 

J  (2x  -  1)(*-  +  x  —  6) 

f  x3  -  6x2  +  ll.r  -  6  , 

J  4x3  -  2Sx2  +  56x  -  32 

f  x 3 

17.  /  —z - dx  18. 

J  x2  +  x  -  2 

[  x4  +  8x2  +  8 

19.  /  - , - dx  20. 

J  x -  -  4x 


2xr  +  6  a:2 


2.  /V-4, 

J  X2  +  3,r 
f  5* 

4.  /  , - 2  dx 

J  2x3  +  6x~ 

f  x  -  7 

6.  /  — : -  dx 

J  X-  -  x  -  12 

/X  +  1 T 

—Z - y  dx 

x~  -  3i tx  +  2tc 

f  2x2  -  x  -  20  , 

0.  /  — 2 - 7“  dx 

J  x2  +  x  -  6 


x2  ~  x{tt  +  4)  +  4-17 

’  2x2  +  x  -  4 

— : - - -  dx 

AT  ~  X2  ~  2x 

lx2  +  2x  -  3 


6x2  +  22x  ~  23 
(2x  —  1)(*2  +  x  —  6) 
'  ,r3  -  6x2  +  ll.r  -  6 


f  X  4  1  , 

2L  J  (X  -  3)2  ^ 


x2  +  Sx  ~\~  6 
'  x6  +  4x3  +  4 
x3  -  4*2 
5x  +  7 

— - a 

x“  +  4x  +  4 


f  3x  +  2 

23.  /  — r - 2 -  dx 

J  x3  +  3x2  +  3x  +  1 

24.  f  - - ^ - -  j  dx 

./  (x  -  2)2(1  -  x)5 

[  3x2  -  21x  +  32  , 

25.  /  — ; - 2  dx  26. 

./  x"'  -■  8x2  +  16x 


f  2x2  +  x  -  8 

27.  / - 2 - dx 

J  x3  +  4x 

f  3x  +  2 

28.  / - 2 - dx 

J  x(x  +  2)2  +  16x 

f  2x2  -  3x  -  36 

29.  /  - - — 2 - dx  30. 

J  (2x  -  l)(x2  +  9) 


5.  /-3f^2 

./  x3  -  8x 

f  2x 2  +  x 

7-  J  ~ 

*■  f — — 

J  x(x  +  2 

f  2x2  - 
9‘  J  (2x  -  1 

/  (x  -  1): 

2  r _ x^- 

J  (x  +  3) 

j.  /-(senJ 
j  (sen  f  + 

/cos  f 
sen4  f  - 

s.  /—<!!! 

J  (cosf)(l 

7.  [»2±± 

J  xs  +  8j 

/■tt/4 

9'  Jo  (1  - 

/5  3x  +  13 

*•  i  X  +  4 


+  19x  +  10 
2x4  +  5x3 


'•M 


31.  /  - 2 - 3  dx 

J  (x  -  l)2(x  +  4)2 

f  x3  -  8x2  -  1 

32.  /  - 2 - dx 

J  (x  +  3)(x2  —  4x  +  5) 

f  (sen3  t  —  8  sen2  t  —  1)  cos  f 

J  (sen  t  +  ,3)(sen2  t  —  4  sen  /  +  5) 


f  x3  -  4. 

5'  ./  (x2  +  l)2 


f  (sen  f)(4  cos2  f  —  1) 

36.  /  - 2 - 3 —  dr 

J  (cosr)(l  +  2  cos  -  f  +  cos  f) 


/2X3  +  5x2  +  16x 

37.  /  —7 - r - dx  38. 

J  x5  +  8x3  +  16x 


(1  -  sen2d)(sen20  +  l)2 


x  -  17 


x2  +  x  —  12 


x‘  +  4x  +  3 
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En  los  problernas  del  41  al  44  resuelva  la  ecuacion  diferencial  logistica 
que  representa  el  crecimiento  de  la  poblacion  con  la  condicion  inicial 
dada.  Despues  utilice  la  solucion  para  predecir  el  tamaho  de  la  pobla¬ 
cion  en  el  instante  t  =3. 


51.  La  ley  de  action  de  masas  en  quimica  resulta  en  la  ecuacion 
diferencial 

dx 

—  =  k(a  -  x)(b  —  x),  k  >  0,  a  >  0,  b  >  0 

dt 


41.  y'  =  y(l  -  y),y(0)  =  0.5 

42.  /  =  ~y(12  ~  y),y( 0)  =  2 

43.  /  =  0.0003y  (8000  -  y),  y( 0)  =  1000 

44.  /  =  0.001  v  (4000  -  y),y(0)  =  100 

45.  Resuelva  la  ecuacion  logistica  para  una  constante  arbitraria 
de  proporcionalidad  k.  capacidad  L  y  condicion  inicial  y(0)  =y0. 

46.  Explique  que  le  sucede  a  la  solucion  de  la  ecuacion  diferen¬ 
cial  logistica,  si  el  tamano  de  la  poblacion  inicial  es  mayor  que  la  ca¬ 
pacidad  maxima. 

47.  Sin  resolver  la  ecuacion  logistica  ni  hacer  referencia  a  su  so¬ 
lution,  explique  como  sabe  que  si  y0  <  L,  entonces  el  tamano  de  la 
poblacion  esta  creciendo. 

48.  Suponiendo  que  yu  <  L ,  ^para  que  valores  de  t  la  grafica  del 
tamano  de  la  poblacion  y(t)  es  concava  hacia  arriba? 

49.  Suponga  que  laTierra  no  puede  mantener  una  poblacion  ma¬ 
yor  a  16  mil  millones  de  personas  y  que  habia  2  mil  millones  de  per¬ 
sonas  en  1925  y  4  mil  millones  en  1975.  Entonces,  si  y  es  la  poblacion 
I  anos  despues  de  1925,  un  modelo  aproximado  es  la  ecuacion  dife¬ 
rencial  logistica 

dy 

—  =  ky{  16  -  y ) 


en  donde  x  es  la  cantidad  de  una  sustancia  en  el  instante  t  como  resul- 
tado  de  la  reaction  de  otras  dos.  Suponga  que  x  =  0  cuando  t  =  0. 

(a)  Resuelva  la  ecuacion  diferencial  en  el  caso  b  >  a. 

(b)  Demuestre  que  x  — »  a  cuando  t  —*  oo  (si  b  >  a). 

(c)  Suponga  que  a  =  2y  b  =  4y  que  1  gramo  de  sustancia  se  formo 
en  20  minutos.  ^.Cuanta  habra  en  1  hora? 

(d)  Resuelva  la  ecuacion  diferencial  si  a  =  b. 

52.  La  ecuacion  diferencial 

=  k(y  ~  m)(M  -  y) 

con  k  >  0  y  0  £  m  <y0  <  M  se  utiliza  para  modelar  algunos  problernas 
de  crecimiento.  Resuelva  la  ecuacion  y  encuentre  lim  y. 

t—*oo 

53.  Como  un  modelo  para  la  produccion  de  la  tripsina,  a  partir 
del  tripsinogeno  en  la  digestion,  los  bioquimicos  han  propuesto  el 
modelo 

~-  =  k{A-  y)(B  +  y) 


donde  k  >  0,  A  es  la  cantidad  limite  de  tripsinogeno  y  B  es  la  cantidad 
original  de  tripsina.  Resuelva  esta  ecuacion  diferencial. 


(a)  Resuelva  la  ecuacion  diferencial. 

(b)  Pronostique  el  tamano  de  la  poblacion  en  2015. 

(c)  ;,Cudndo  la  poblacion  sera  de  9  mil  millones? 

50.  Resuelva  el  problema  49  suponiendo  que  el  limite  superior 
para  la  poblacidn  es  de  10  mil  millones. 


Respuestas  a  la  revision  de  conccptos:  1.  propia 

2.  x  —  1  + - ; r  3.  2;  3;  — 1 

x  +  1 

A  B  Cx  +  D 

/i  -  -f-  -  -f-  - 

*  -  1  (x  -  l)2  x2+l 


7.6 

Estrategias 
de  integration 


A  lo  largo  de  este  capltulo  hemos  presentado  varias  tecnicas  para  determinar  una  anti- 
derivada  (o  integral  indefinida)  de  una  function  dada.  Ahora  debe  ser  claro  que  mien- 
tras  la  derivacion  es  un  proceso  directo,  la  antiderivacion  no.  La  regia  de  la  suma,  la 
regia  del  producto,  la  regia  del  cociente  y  la  regia  de  la  cadena  pueden  utilizarse  para 
determinar  la  derivada  de  casi  cualquier  funcion,  pero  no  existe  un  metodo  infalible 
para  la  determinacion  de  antiderivadas.  Solo  existe  un  conjunto  de  tecnicas  que  uno 
podrfa  aplicar.  Asl,  en  gran  medida,  la  antiderivacion  es  un  proceso  de  prueba  y  error; 
cuando  un  metodo  no  funciona,  hay  que  buscar  otro.  Sin  embargo,  podemos  dar  las  si- 
guientes  estrategias  para  la  determinacion  de  antiderivadas. 


1.  Buscar  una  sustitucidn  que  haga  que  la  integral  se  vea  como  una  de  las  formulas  de 
integration  basicas  de  la  primera  seccion  de  este  capltulo.  Por  ejemplo. 


J sen  2x  dx, 


dx. 


puede  evaluarse  utilizando  sustituciones  sencillas. 


2.  Busque  situaciones  en  donde  tenga  el  producto  de  dos  funciones,  y  donde  la  deri¬ 
vada  de  una  de  ellas  por  la  antiderivada  de  la  otra  sea  una  de  las  formulas  basicas 
de  integration  de  la  seccion  7.1.  Para  estas  integrales  se  puede  utilizar  la  integracion 
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por  partes.  Por  ejemplo,  J xe*  dx  y  j  x  senh  x  dx  pueden  evaluarse  utilizando  la 
integracion  por  partes. 


x2.  considere  la  sustitucion  x  —  a  sen  t. 
a2,  considere  la  sustitucion  x  =  a  tan  t. 
a2,  considere  la  sustitucion  x  =  a  sec  t. 

4.  Si  el  integrando  es  una  funcion  racional  propia,  es  decir,  el  grado  del  numerador  es 
menor  que  el  del  denominador,  entonces  descomponga  el  integrando  por  medio 
del  metodo  de  fracciones  parciales.  Con  frecuencia,  los  terminos  en  la  suma  resul- 
tante  pueden  integrase  de  uno  en  uno.  Si  el  integrando  es  una  funcion  racional  im- 
propia,  realice  la  division  larga  para  escribirla  como  la  suma  de  un  polinomio  y  una 
funcion  racional  propia.  Luego  aplique  el  metodo  de  fracciones  parciales  a  la  fun- 
cion  racional  propia. 

Estas  sugerencias,  junto  con  un  poco  de  ingenio,  le  haran  recorrer  un  gran  carnino 
en  la  evaluation  de  antiderivadas. 

Tablas  de  integrates  A1  interior  de  la  contraportada  de  este  libro  hay  1 10  formu¬ 
las  de  integracion  (indefinida).  Existen  tablas  grandes,  tal  como  las  que  se  encuentran 
en  CRC  Standard  Mathematical  Tables  and  Formulae  (publicado  por  CRC  Press)  y 
Handbook  of  Mathematical  Functions  (editado  por  Abramowitz  y  Stegun,  publicado 
por  Dover),  pero  la  lista  de  110  sera  suficiente  para  nuestros  propositos.  Lo  importante 
que  se  debe  tener  en  cuenta  es  que,  con  frecuencia,  usted  debe  utilizar  estas  formulas 
junto  con  el  metodo  de  sustitucion  para  evaluar  una  integral  indefinida.  Por  esto,  niu- 
chas  tablas  de  integrates,  incluyendo  las  del  final  del  libro,  utilizan  u  como  la  variable 
de  integracion,  en  lugar  de  x.  Debe  considerar  a  u  como  alguna  funcion  de  x  (puede  ser 
x  misma).  El  ejemplo  siguiente  muestra  como  una  formula  puede  utilizarse  para  eva¬ 
luar  varias  integrales  por  medio  del  metodo  de  sustitucion. 


3.  Sustituciones  trigonometricas 

Si  el  integrando  tiene  Va2  - 
Si  el  integrando  tiene  Vx2  + 
Si  el  integrando  tiene  V x2  — 


HJJEMPI  O  1  |  Utilice  la  formula  (54) 


para  evaluar  las  siguientes  integrales: 
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Tablas  y  sustitucion 

En  el  ejemplo  1  fuimos  capaces  de 
evaluar  cuatro  integrales,  aparente- 
mente  no  relacionadas,  por  medio 
de  la  misma  formula  de  la  tabla  de 
integrales.  Cada  una  necesito  una 
sustitucion  diferente.  Cuando  utilice 
una  tabla  de  integrales  para  ayudar- 
se  a  evaluar  una  integral,  tenga  en 
cuenta  el  metodo  de  sustitucion. 


La  parte  (c)  requiere  un  poco  mas  de  trabajo.  Podrfa  intentarse  la  sustitucion  u  =  1  -  4 y4 , 
pero  entonces  du  =  -16 y3  dy.  La  presencia  de  y3  en  la  expresion  du  es  problematics 
porque  solo  tenemos  a  y  en  el  resto  del  integrando.  Para  esta  parte  debemos  ver  el  ra¬ 
dical  como  VI  —  (2y2)2  haciendo  que  se  pueda  aplicar  la  formula  (54)  con  la  sustitu¬ 
cion  u  =  2 y2  y  du  =  4y  dy.  Asf, 

f  y  Vi  -  4/  dy  =  Vl  -  (2y2)2  (4 y  dy) 

= j(iLvi  -  + + c 

V2  / _  1 

=  —  Vl  -  4y4  +  -sen-1  2y2  +  C 
4  8 


Para  la  parte  (d)  debemos  identificar  que  el  radical  puede  escribirse  como  Vl 00  —  (e1)2 
y  que  debemos  realizar  la  sustitucion  u  =  e‘  y  du  =  e‘dt.  Asf, 

I e'VlOO  -  e2‘  dt  =  J  VlO2  -  (e‘)2  (e‘  dt) 

=  yVTo2  -  (e1)2  +  ^“sen~'y^  +  c 

J  / -  e' 

=  -  V100  -  e2i  +  50  sen-1--  +  C  m 

2  10 


Sistemas  de  algebra  computational  y  calculadoras  Hoy  dia,  un  sistema 
de  algebra  computacional,  como  Maple ,  Mathematica  o  Derive ,  puede  utilizarse  para 
evaluar  integrales  indefinidas  o  definidas.  Muchas  calculadoras  tambien  son  capaces 
de  evaluar  integrales.  Si  tales  sistemas  los  utiliza  para  evaluar  integrales  definidas ,  es  im- 
portante  distinguir  si  el  sistema  le  proporciona  una  respuesta  exacta,  por  lo  comun  ob- 
tenida  con  la  aplicacion  del  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo,  o  si  le  da  una 
aproximacidn  (utilizando  algo  similar  al  metodo  de  la  parabola  de  la  seccion  4.6,  aun- 
que  quizas  un  poco  mas  sofisticado).  Podrfa  parecer  que  las  dos  son  igualmente  buenas 
en  aplicaciones  practicas,  y  si  tuvieramos  que  evaluar  solo  una  integral,  esto  podrfa  ser 
correcto.  Sin  embargo,  en  niuchos  casos,  el  resultado  de  la  integral  definida  se  utilizara 
en  calculos  subsecuentes.  En  un  caso  como  este  es  mas  preciso,  y  con  frccuencia  mas 
sencillo,  determinar  la  respuesta  precisa  y  luego  utilizar  la  respuesta  exacta  en  calculos 

f 1  1 

posteriores.  Por  ejemplo,  si  ^  - - -  dx  se  necesita  en  calculos  subsecuentes,  serfs 

mejor  determinar  una  antiderivada  y  utilizar  el  Segundo  Teorema  Fundamental  del 
Calculo  para  obtener 


Jf  1  77 

'  - t  dx  —  [tan-1  xl,1,  =  tan-1  1  —  tan  1  0  =  — 

„  1  +  x2  1(1  4 

En  calculos  posteriores,  el  uso  de  tt/4  serfs  preferible  a  0.785398,  que  es  lo  que  propor¬ 
ciona  Mathematica  como  una  aproximacion  numerica  a  la  integral. 

Sin  embargo,  en  algunos  casos  no  es  posible  evaluar  una  integral  definida  aplican- 
do  el  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo,  ya  que  algunas  funcioncs  no  tienen 
antiderivadas  que  puedan  expresarse  en  terminos  de  funcioncs  elemcntales.  Nuestra 
falta  de  habilidad  para  determinar  una  formula  sencilla  para  una  antiderivada  no  nos 
absuelve  de  la  tarea  de  determinar  el  valor  de  la  integral  definida.  Signifies  que  debe¬ 
mos  utilizar  un  metodo  numerico  para  aproximar  la  integral  definida.  Muchos  problemas 
practicos  conducen  a  esta  situacion,  en  donde  la  integral  necesaria  no  es  tratable  y  de¬ 
bemos  recurrir  a  un  metodo  numerico.  Analizamos  la  integracion  numerica  en  la  sec¬ 
cion  4.6.  Por  lo  comun,  un  CAS  utilizara  un  metodo  similar  al  de  la  regia  de  la 
parabola,  pero  con  un  poco  mas  de  sofisticacidn. 
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g  EJEMPLO  2  Determine  el  centro  de  masa  de  la  lamina  homogenea  que  se 
muestra  en  la  figura  1. 


SOLUCION  A1  aplicar  la  formula  de  la  section  5.6,  tenemos 


Figura  1 


m  =  8 


“■-It 


sen  x2  dx 


x  sen  x2  dx 


sen"  x2  dx 


Entre  estas  integrales,  solo  la  segunda  puede  evaluarse  por  medio  del  Segundo  Teore- 
ma  Fundamental  del  Caicuio.  Para  la  primera  y  la  tercera  no  existen  antiderivadas  que 
puedan  expresarse  en  terminos  de  funciones  elementales.  Por  lo  tanto,  debemos  recu- 
rrir  a  una  aproximacion  para  las  integrales.  Un  CAS  proporciona  los  siguientes  valores 
para  estas  integrales 

Jj-X^r 

'  sen  x2  dx  ~  0.89483  8 
o 

t\F*  r  i  nVw 


=  8  > 

Jo 

= « r* 

2  Jo 


x  sen  x2  dx  =  8  ——  cos  x2 

L  2  Jo 


sen2  x2  dx  ~  0.33494  8 


Observe  que  el  CAS  fue  capaz  de  proporcionar  un  valor  exacto  para  la  segunda  inte¬ 
gral  y  aproximaciones  para  la  primera  y  la  tercera.  Con  base  en  estos  resultados,  pode- 
mos  calcular 


0  Una  respuesta  aproximada 

La  masa  es  la  integral  de  la  densidad, 
asf  que  la  masa  puede  considerarse 
como  el  area  bajo  la  curva  de  la  den¬ 
sidad.  En  la  position  x  =  0,  la  densi¬ 
dad  es  1  y  disminuye  lentamente 
conforme  x  aumenta.  Para  hacer  que 
el  area  bajo  la  curva  de  la  densidad 
sea  igual  a  1 ,  esperariamos  tener  que 
elegir  el  punto  de  corte  un  poco  mas 
adelante  de  1. 


m  0.89483  8 

M*  _  0.33494  8 
m  ~  0.89483  8 


1.1175 


0.3743 


Tambien  existen  situaciones  en  donde  el  lfmite  superior  de  una  integral  es  desco- 
nocido.  Si  este  es  el  caso,  entonces  el  uso  del  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo 
se  prefiere  sobre  el  uso  de  una  aproximacion  numerica.  Los  dos  ejemplos  siguientes 
ilustran  esto.  Los  dos  problemas,  en  principio  son  lo  niismo,  pero  los  metodos  de  solu¬ 
tion  son,  por  necesidad,  diferentes. 


B  EJEMPLO  3 j  Una  varilla  tiene  densidad  igual  a  8(x)  =  exp(— x/4)  para  x  >  0.  ^En 
donde  debe  cortarse  la  varilla  de  modo  que  la  masa  desde  0  hasta  el  corte  sea  igual  a  1? 

SOLUCION  Sea  a  el  punto  de  corte.  Entonces  necesitamos  que 

1  =  /  5(x)  dx  =  f  exp(-x/4)  dx  -  4  -  4e~a/4 
Jo  Jo 


A1  resolver  para  a  se  obtiene 


1=4-  4e“a/4 


4e-«/4  =  3 

a  =  —4  In  7  «  1.1507 
4 

Aqui  obtuvimos  la  respuesta  exacta,  a  =  —4  ln(3/4),  que  pudimos  aproximar  como 
1.1507,  si  necesitasemos  una  aproximacion.  ■ 
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GEI  Otra  aproximacion 

Utilizando  el  hecho  de  que  la  masa 
es  el  area  bajo  la  curva  de  la  densi- 
dad,  con  base  en  la  siguiente  figura 
vemos  que  el  corte  debe  hacerse  en 
algun  punto  entre  0.5  y  1.  Esto  nos 
proporciona  un  punto  de  inicio  para 
aproximar  la  respuesta. 


v  =  S(.v)  =  el 


HI  EJEMPLO  4  Una  varilla  tiene  densidad  igual  a  5(x)  =  exp^—  .r3^2J,  para 

x  >  0.  ^,En  donde  debe  cortarse  la  varilla  para  que  la  masa  desde  0  hasta  el  punto  de 
corte  sea  igual  a  uno? 

Utilice  el  metodo  de  bisection  para  aproximar  el  punto  de  corte,  con  una  precision  de 
dos  decimales. 

SOLUOON  Nuevamente,  sea  a  la  position  del  corte.  Entonces  necesitamos  que 


1  =  J  8(x)  dx  =  J  exp^— dx 


La  antiderivada  de  expQx3/2)  no  puede  expresarse  en  terminos  de  funciones  elemen- 
tales,  por  lo  que  no  podemos  utilizar  el  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo  para 
evaluar  la  integral  definida.  Estamos  forzados  a  aproximar  la  integral  por  medio  de  meto- 
dos  numericos.  El  problema  es  que  debemos  tener  fijos  los  h'mites  superior  e  inferior  para 
aproximarla;  pero  en  este  caso  el  h'mite  superior  es  la  variable  a.  Un  poco  de  ensayo  y 
error,  junto  con  un  programa  para  aproximar  integrales  definidas,  conduce  a  lo  siguiente: 

a  =  1;  J  exp^— jc3/2^  dx  ~  1.2354  a  —  1  es  demasiado  grande 

a  =  0.5;  J  exP x^2 ^  dx  «  0.5374  a  =  0.5  es  demasiado  pequeno 

En  este  momento  sabemos  que  el  valor  buscado  de  a  esta  entre  0.5  y  1.0.  El  punto  me¬ 
dio  de  [0.5, 1.0]  es  0.75,  por  lo  que  intentamos  con  0.75: 


a  =  0.75; 


,°75 

Jo  eXPU 


x3/2  dx  «  0.85815 


Continuando  de  esta  manera. 


a  =  0.875; 


exP  w*3  /  C^X  ~ 


a  =  0.75  es  demasiado 
pequeno 


a  =  0.875  es 
demasiado  grande 


/U.SIZS  /  ,  \ 

CXP\2  X?> /  ^ X  ~  0.94643  a  =  0.8125  es 

■  '  demasiado  pequenc 

/»0.84375  /  ,  \ 

a  =  0.84375;  /  expf -jc3/2J  dx  «  0.99198  a  =  0.84375  es 

^  '  Hpmusi nonnorif 


a  =  0.859375; 


a  =  0.8515625; 


a  =  0.84765625; 


v  '  demasiado  pequeno 

expf^x3''2')  dx  «  1.0151  a  =  0.859375  es 
2  demasiado  grande 

expQx3/2^  dx  «  1.0035  a  =  0.8515625  es 

demasiado  grande 

625  (\  \ 

exp(  ~x3/2  J  dx  «  0.99775  a  =  0.84765625  es 

demasiado  pequeno 


En  este  punto,  hemos  atrapado  a  a  entre  0.84765625  y  0.8515625,  por  lo  que  el  punto  de 
corte  con  dos  decimales  correctos  debe  ser  a  -  0.85.  ® 


HI  IJEMPLO  5  Utilice  el  metodo  de  Newton  para  aproximar  la  solution  de  la 
ecuacion  del  ejemplo  4. 
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SOLUOON  La  ecuacion  que  se  resolvera  puede  escribirse  como 

jLxp(ii3,2)<fct  -1  =  0 

Sea  F(a)  el  lado  izquierdo  de  esta  ecuacion.  Entonces  pedimos  una  aproximacion  para 
la  solution  de  F(a)  =  0.  Recuerde  que  el  metodo  de  Newton  es  un  metodo  iterativo  de- 
finido  mediante 

F{an) 

fl"+1  ~  F'(a„) 

En  este  caso,  podemos  utilizar  el  Primer  Teorema  Fundamental  del  Calculo  para  ob- 
tener 

F'(a)  =  exp  (|fl3/2) 

Iniciamos  con  ax  =  1,  como  nuestra  aproximacion  inicial  (que,  por  la  solution  del  ejem- 
plo  3,  sabemos  que  es  alta).  Entonces 


a2  =  1 


0j  =  0.857197 


04  =  0.849203 


05  =  0.849181 


L 


0.857197 


exp 


3/2  )dx  -  1 


ex  p(  -0.8571973/2 


l 


0.849203 


exp{  —  jc3/2  )  dx  —  1 


l 


exp 

0.849181 


|o.8492033'/2J 


exp 


3/2  ]  dx  -  1 


exp 


~0.8491813/2  ] 


0.849203 


0.849181 


0.849181 


Nuestra  aproximacion  para  el  punto  de  corte  es  0.849181.  Observe  que  el  metodo  de 
Newton  requirio  menos  trabajo  y  proporciono  una  respuesta  mas  exacta.  * 

Funciones  definidas  por  medio  de  tablas  Ahora  es  comun  tener  datos  re- 
colectados  en  una  computadora  a  partir  de  un  sistema  de  puntos  periodicos  en  el  tiem- 
po,  a  menudo  muy  frecuentemente,  tanto  como  una  vez  por  segundo.  Cuando  los  datos 
recolectados  representan  una  funcion  que  debe  integrarse,  en  realidad  no  podemos  uti¬ 
lizar  el  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo.  En  lugar  de  eso,  debemos  aplicar 
un  metodo  numerico  que  solo  utilice  los  puntos  muestreados. 

gf  IJl AIPL0  6  Con  frecuencia,  a  los  automoviles  se  les  instalan  dispositivos  que 
hacen  un  seguimiento  instantaneo  del  consumo  de  gasolina  (medido  en  millas  por  galon). 
Suponga  que  una  computadora  esta  conectada  al  automovil  de  modo  que  recolecta  el 
consumo  instantaneo  de  gasolina  asi  como  la  velocidad  instantanea.  En  la  figura  2  apare- 
ce  una  grafica  que  muestra  la  velocidad  (millas  por  hora)  y  consumo  de  gasolina  (en 
millas  por  galon)  para  un  viaje  de  2  horas.  La  curva  superior  (negra)  muestra  la  veloci¬ 
dad,  mientras  que  la  curva  inferior  (gris)  muestra  el  consumo  de  gasolina.  El  consumo 
varia  mucho,  dependiendo  principalmente  de  si  el  automovil  sube  o  baja  una  colina. 
Parte  de  la  information  se  muestra  en  la  siguiente  tabla.  ^Que  distancia  recorrio  el  au¬ 
tomovil  en  este  viaje  de  dos  horas  y  cuanto  consumio  de  gasolina? 
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Tiempo 

(minutos) 

Velocidad 

(millas/h) 

Consumo 
de  gasolina 
(millas/gal) 

Velocidad/ 

consumo 
de  gasolina 

0 

36 

20.00 

1.80 

1 

37 

22.35 

1.66 

2 

36 

23.67 

1.52 

3 

36 

28.75 

1.25 

118 

42 

24.30 

1.73 

119 

40 

24.83 

1.61 

120 

41 

26.19 

1.57 

millas/h. 

millas/gal. 


Is]  Una  aproximacion  burda 

La  figura  sugiere  que  el  consumo 
promedio  de  gasolina  es  de  alrededor 
de  20  millas  por  galon  y  que  la  veloci- 
dad  promedio  es  de  aproximada- 
mente  50  millas  por  hora.  A1  cabo  de 
2  horas  (120  minutos)  el  automovil 
habrfa  recorrido  alrededor  de  100 
millas,  y  mas  o  menos  a  20  millas  por 
galon,  se  habrian  consumido 
100  millas 

-r — — - —  =  5  galones. 

20  millas  por  galon 

Esperamos  que  nuestra  respuesta 

este  cerca  de  5  galones. 


120 

(minutos) 


Figura  2 


SOLVJCION  Utilizaremos  la  regia  del  trapecio  para  aproximar  las  integrales.  La  dis- 
tancia  recorrida  es  la  integral  definida  de  la  velocidad  instantanea,  as!  que 


2-0 

2-120 


[36  +  2(37  +  36  +  +  40)  +  41]  =  109.4  millas 


La  cantidad  total  de  gasolina  consumida  es  la  integral  de  — ,  donde/(f)  es  la  cantidad 

de  gasolina  en  el  tanque  del  automovil  en  el  instante  t.  Observe  que  el  consumo  de  gasolina 
esta  dado  en  millas  por  galon,  que  es  ds/df.  La  ultima  columna  en  la  tabla  anterior  es  la 
velocidad  ds/dt  dividida  entre  ds/df.  Por  lo  tanto,  la  gasolina  consumida  es 


Jo  ds/df 

hm  1180 

5.30  galones 


[1.80  +  2(1.66  +  1.52  +  +  1.61)  +  1.571 


Funciones  especiales  Muchas  integrales  definidas  que  no  pueden  evaluarse  por 
medio  del  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo,  surgen  con  tanta  frecuencia  en 
matematicas  aplicadas  que  reciben  nombres  especiales.  A  continuation  estan  algunas 
de  estas  funciones  de  acumulacion,  junto  con  sus  nombres  comunes  y  abreviaturas: 


la  funcion  error 


2  fx 

erf(jc)  = 

VttJo  e 

dt 

Si(jc)  = 

f  x sen  t 

/  - dt 

Jo  t 

S{x)  = 

fMt 

|  dt 

C(x)  = 

L 

)  ^ 

la  integral  del  seno 


la  integral  seno  de  Fresnel 


la  integral  coseno  de  Fresnel 


Existen  otras;  vease  Handbook  of  Mathematical  Functions  para  muchas  mas.  Los 
algoritmos,  que  con  frecuencia  incluyen  series  infinitas  (un  tema  que  trataremos  en  el 
capitulo  9),  se  han  desarrollado  para  aproximar  estas  funciones.  Por  lo  comiin,  estos  al¬ 
goritmos  son  precisos  y  eficientes.  De  hecho,  no  es  mas  difitil  (para  una  computadora) 
aproximar  la  integral  de  Fresnel  5(1)  que  aproximar  el  seno  de  1.  Debido  a  que  muchos 
problemas  practicos  llegan  a  incluir  tales  funciones,  es  importante  conocer  que  existen 
y  como  determinar  aproximaciones  para  ellas. 


HJEJEMPLO  7J  Exprese  la  masa  de  la  lamina  del  ejemplo  2  en  terminos  de  la  in¬ 
tegral  seno  de  Fresnel. 
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SOLUCION  Se  determino  que  la  masa  es 


fv *  , 

m  =  8  sen  x  dx 

Jo 


Si  hacemos  la  sustitucion  x  =  r  V77-/2,  entonces  x2  =  r2  tt/2  y  dx 
mites  en  la  integral  definida  tambien  deben  transformarse 


V7J-/2  dt.  Los  li- 


Por  lo  tanto. 


x  =  0  =>  t  =  0 


x  =  Vtt  =>  f 


=  V2 


fj. T  f^~  (  TTt2\ 

=  <L  —  /  sen  —  dr 
V  2  Jo  V  2  / 


=  8J^S(V 2)  «  0.895  5 


Revision  de  conceptos 

1.  Las  tablas  de  integrales  son  muy  utiles  cuando  se  utilizan 

junto  con  el  metodo  de _ . 

2.  Tanto  / (x2  +  9 )3/2dx  y  J  (sen2  x  +  1  )3,/2  cos  x  dx  pue- 

den  cvaluarse  mediante  la  formula  numero _ . 


3.  A1  utilizar  un  CAS  para  evaluar  una  integral  definida  es  im- 

portante  saber  si  el  sistema  nos  proporciona  una  respuesta  exacta  0 
un(a) _ . 

4.  La  integral  del  seno  evaluada  en  r  =  0  es  5(0)  =  _ . 


Conjunto  de  problemas  7.6 

En  los  problemas  del  I  al  12  evaltie  la  integral  dada. 


1.  /  xe  5x  dx 


f  Inx  , 

3.  /  - dx 

J  i  x 


j  cos' lit, 

,  f-r-k 

.1 1  .r2  +  6. 

D.  /  xVx  + 

Jo 


5x  +  6 


x cos  x dx 


6x  +  8 


xVx  +  2  dx 


r/2  2 

11.  /  cos  x  sen  x  dx 

J -tt/2 


f  X  , 

2.  /  - ax 

J  x2  +  9 

4.  /-5 — i - 

./  xz  —  5x  +  6 

6.  /  sen3  x  cos  x  a 

r  1 

8.  /  - - 2  dt 

Jo  1  -  t 2 

f4  1 

0.  /  - 7=  dt 

Ji  t  -  V2r 

'  |  sen  2x|  dx 

a 


I  sen  2x|  dx 


En  los  problemas  del  13  al  30  utilice  la  tabla  de  integrales  de  la  cubier- 
ta  interior  al  final  del  libro,  quiza  combinada  con  una  sustitucion,  para 
evaluar  las  integrales  dadas. 

13.  (a)  j x\/3x  +  1  dx  (b)  J ex\/3ex  +  1  ex  dx 

14.  (a)  j  2 1  V3 i~^4r  dt  (b)  J  cos  t  vT  —  4  cos  t  sen  t  dt 


15.  (a) 


5x4  -  11 


/•  dx  f  X 

16-  (a)./ 57^11  (b) 

17.  (a)  J x2V9  -  2x 2  dx 

(b)  ^ sen  x  cos  x\Z9~—  2  sen2  x  dx 

f  Vl6  -  3r2  ,  fV r\6- 

18.  (a)  J  - - - dt  (b)  J  - - 

f  dx  f  x 

19-(a)/v sTs?  (b)  JVT+ 


(b)  /  sen2  xcos  xV9  —  2  sen2  x  dx 


15  +  3x2 


5  +  3x 


23.  (a) 


//2  +  2r  -  3 

42  +  2x  -  3 
x  +  1 


,b)  !v, 

f  Vx 

dx  (b)  J~ 


r2  +  3r  -  5 
x2  -  4x  . 


9  -  16x2 


9  -  1 6e2x 


!.  (a)  J t2V 3  +  5 t2dt  (b)  J tW 3  +  5 tb  dt 

f  dt  f  dt 

2L(,)/^  +  2,"  <b)  JvTtT^ 

f  Vx2  +  2x  -  3  ,  /■  Vx2  -  4x  , 

“(a)y — x  +7 — ^X(b)  J^r^Y~dx 

'■  (a)  /  7v  c  ^  (b)  [  r^cosf- ' 

/dz  f  sen  x 

- F==  (b)  / - 7™ 

z  v5  —  4z  J  cosxv5-4c 

f  7  f  sech  Vx 

l.  /  senh2  3r  dr  26.  /  — — — —  dx 


23y  +  5 
dz 


z  V  5  —  4z 


dy  (b)  J 

l  (bl  / 


sen  r  cos  r 
/  3  sen  r  +  5 


25.  /  senh2  3r  dr 


cos  xV5  —  4  cos  x 
’  sech  Vx  . 
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/cos  t  sen  f 

—  dt 

V2  cos  t  +  1 


28.  /  cos  t  sen  tv  4  cos  t  —  1  dt 


/cos2  t  sen  t 
"\/cos  t  +  1 


(9  +  x2)3 


Utilice  un  CAS  para  evaluar  las  integrates  definidas  en  los  problemas 
del  31  al  40.  Si  el  CAS  no  proporciona  una  respuesta  exacta  en  ter- 
minos  de  funciones  elementales,  proporcione  una  aproximacion  nu¬ 


ll.  r^L-  dx 

Jo  1  +  sen  x 


sen  2  x  dx 


f 4  Vf  . 

5‘  l  TT?d 
7.  r— i 

,/o  1  +  2  ( 

[3  x2  +  2x  —  \ 
9'  1  x2  -  2x 


dx  38. 


32.  /  sech  \Kx  dx 

JO 

Jott  ^ 

'  cos4  —  dx 
o  2 

36.  /  xAe~x/2  dx 

J o 

r/4  x3 

38-  /  1 - 

J-V/ 4  4  +  tan  a 

Z"3  du 

40.  /  - - 

Ji  m  V2n  -  1 


36.  /  x4c  x/2  dx 


4  +  tan  x 


2  u  -  1 


fin  /os  problemas  del  41  al  48  se  da  la  densidad  de  una  varilla.  Deter¬ 
mine  c  de  modo  que  la  masa  de  0  hasta  c  sea  igual  a  1.  Siempre  que  sea 
posible  encuentre  una  solution  exacta.  Si  no  es  posible,  determine  una 
aproximacion  para  c.  (Veanse  los  ejemplos  4  y  5.) 

.  1  ...  2 


41.  S(x)  =  — 

y  ’  x  +  1 

43.  S(x)  =  ln(x  +  1) 
45.  8(x)  =  2e~x%ri 


42.  5(x) 
44.  §(x) 


x2  +  1 


47.  S(x)  =  6cos^-~ 


46.  5(x)  =  ln(x3  +  1) 


48.  8(x)  =  4- 


49.  Determine  c  de  modo  que  /  - =  xi^e  J;/2  dx  =  0.90. 

Jo  3V2it 


50.  Determine  c  de  modo  que 


rencia:  use  simetria. 


/  —  (•  x'12  dx  =  0.95.  Suge- 

J-c  V  ?rr 


En  los  problemas  del  51  al  54  se  da  la  grafica  de  y  =f(x)  junto  con  la 
grafica  de  una  recta.  Determine  c  de  modo  que  el  componente  x  del 
centra  de  masa  de  la  lamina  homogenea  somhreada  sea  igual  a  2. 


54.  lv 


1  2  3  4  5  6  7 


55.  Determine  las  siguientes  derivadas. 


12  3  4  5  6  7 


<*>  ser,(x) 


(w  Ssiw 


56.  Determine  las  derivadas  de  las  funciones  de  Fresnel 


(a)  -S{X) 


(b)  -Cix) 


57.  <^En  que  intervalos  (en  el  lado  no  negativo  de  la  recta  real)  la 
funcion  error  es  creciente?  ^,Es  concava  hacia  arriba? 

58.  ^En  que  subintervalos  de  [0, 2]  la  funcion  de  Fresnel  S(x)  es 
creciente?  ^Es  cdncava  hacia  arriba? 

59.  6,En  que  subintervalos  de  [0, 2],  la  funcion  de  Fresnel  C(x)  es 
creciente?  ^Es  concava  hacia  arriba? 

60.  Determine  las  coordenadas  del  primer  punto  de  inflexion  de 
la  funcion  de  Fresnel  S(x)  que  se  encuentra  a  la  derecha  del  origen. 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  sustitucion 
2.  53  3.  aproximacion  4.  0 


7.7  Repaso  del  capitulo 

Examen  de  conceptos 

Responda  con  verdadero  o  falso  a  cada  una  de  las  siguientes  afirma- 
ciones.  Justifique  su  respuesta. 

1.  Para  evaluar  j  x  sen(xz)  dx,  se  hace  la  sustitucion  u  =  x2. 

2.  Para  evaluar  /  — — — -  dx,  se  hace  la  sustitucion  u  =  x2. 

J  9  +  x4 


3.  Para  evaluar 


dx,  se  hace  la  sustitucion  u  =  x2. 


f  2x  -  3 

4.  Para  evaluar  /  — — 1 - 2 - dx,  se  inicia  completando  el 

j  x  3  x  I  5 

cuadrado  del  denominador. 


5.  Para  evaluar 


x2  -  3x  +  5 


dx,  se  inicia  completando  el 


cuadrado  del  denominador. 


6.  Para  evaluar 


u  =  V^5x. 


fvr- 


V4  -  5x2 


dx,  se  hace  la  sustitucion 
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7.  Para  evaluar 


c It,  se  utilizan  fracciones  parciales.  28.  La  funcion  integral  del  seno  Si(.v) 


dt  es  una 


8.  Para  evaluar 


l^-«. 

J  t2  -  1 


se  utiliza  integracion  por  partes. 


9.  Para  evaluar  /  sen6  r  cos2  i  (/.v,  se  usan  formulas  para  el 


medio  angulo. 


10.  Para  evaluar 


11.  Para  evaluar 


trigonometrica. 


f  ex 

I  — — 7  dx,  se  utiliza  integracion  por  partes. 

f  x  +  2 

/  — - .=  dx,  se  utiliza  una  sustitucion 

J  V^x^Tx 


dx,  se  utiliza  una  sustitucion 


12.  Para  evaluar  J  a2^ 3  —~2x  dx,  se  hace  u  =  3  —  2a. 

13.  Para  evaluar  j  sen2  x  cos5  x  dx,  se  reescribe  el  integrando 
como  sen2A(  1  -  sen2x)2  cos  x. 


14.  Para  evaluar 


dx,  se  hace  una  sustitucion  tri- 


15.  Para  evaluar 


J  x2V9  -  x2 

gonometrica. 

15.  Para  evaluar  I  x2  In  x  dx,  se  utiliza  integracion  por  partes. 

16.  Para  evaluar  j  sen  2.v  cos  4x  dx,  se  utilizan  las  formulas  pa¬ 
ra  el  medio  angulo. 

x -  A  B 

17.  — - puede  cxpresarse  en  la  forma - -  h - -. 

x~  -  1  x  -  1  x  +  1 

xz  +  2 


X  -  1  X  +  f 


18.  — 2 - puede  expresarse  en  la  forma 

•^  ( x  1  J 

ABC 

—  +  -  H - 

,V  A'  —  1  X  +  1 

,n  a2  +  2  A  Bx  +  C 

19.  - ; - puede  expresarse  en  la  forma - 1 - - - . 

a(a2+1)  a  a2  +  1 

x  2 

20.  — — ^ - —  puede  expresarse  en  la  forma 

ABC 

— r  +  —  H - 

A2  A  -  1  A  +  1 

21.  Para  completar  el  cuadrado  de  ax~  +  bx  se  suma  (b/2)2. 

22.  Cualquier  polinomio  con  coeficientes  reales  puede  factori- 
zarse  en  un  producto  de  polinomios  lineales  con  coeficientes  reales. 

23.  Dos  polinomios  en  x  tienen  los  mismos  valores  para  toda  x  si 
y  solo  si  los  coeficientes  de  terminos  del  mismo  grado  son  identicos. 

24.  La  integral  /  a2V25  -  4a2  dx  puede  evaluarse  mediante  la 
formula  57  de  la  tabla  de  integrales,  junto  con  una  sustitucion  ade- 
cuada. 

25.  La  integral  J  x  V25  —  4a 2  dx  puede  evaluarse  mediante  la 
formula  57  de  la  tabla  de  integrales,  junto  con  una  sustitucion  ade- 
cuada. 

26.  erf(O)  <  erf(l) 


27.  Si  C(x) 


( ir/2\  ( 77  A2 

J,  co  v~2  y (  l' entonces  ^  =  cos\^~ 


funcion  creciente  en  el  intervalo  [0,oo). 


Problemas  de  examen 

En  los  problemas  de 1 1  al  42  evalue  cada  integral. 


y1  -  4y  +  2 


J o  V9  +  t2 
rv/ 2 

3.  /  ecos '  sen  x  dx 
Jo 

5.  [  dv 

7-  f  ?-*y\  2  dy 

ii  /  d x 

J  Vl6  +  4a  -  2a2 

f  dy 

13‘  J  VTTi? 

/tan  a 

1  nicest 

17.  /  senh  a  dx 
19.  j “ a  cot2  a  dx 

21.  /  —  * 

23.  J e'/3  sen  3 1  dt 

f  3a  x  , 

25.  /  sen —  cos—  dx 

J  2  2 

27.  J  tan3  2x  sec  2a  dx 

29.  /tan3/i  x  sec4 
f  e2y  dy 

31‘  7  V 9^ 
f  2 

35.  /  - 77  dx 

J  1  +  e«x 

f  w 

37.  /  — .  —  -  dm 

J  Vw  +  5 

/sen  y  cos  y 

- 2 - 7-  dy 

9  +  cos4  y 

f  4a 2  +  3a  +  6 

41.  /  — ,  , - 7—  dx 

J  a2(a2  +  3) 


senh  a  dx 


19.  /  a  coL  a  dx 


23.  /  e  ■  sen  3r  rfr 


2.  J  cot2(2fi)  d6 

4.  /  a  sen  2a  dx 

Jo 

6.  y  sen3(2r)  nfr 


r/y  8. 


0  V2y  +  1 


/sen  a  +  cos  a  , 

- c/a 

tan  a 


12.  J  x~ex  dx 

[  w 3 

14.  /  - r  rite 

J  1  -  w2 

f  3  dt 

16.  /  -7 - 

J  f3  -  1 

22.  |  In(y2  +  9)  rfy 

f  t  +  9  , 

24.  /  -7 - dt 

J  f3  +  9/ 


cos  7  r/x  26. 

2 


/’  Va 

2a  sec  2a  rf  a  28.  / - 7  dx 


x  sec4  x  dx  30, 


■  /c“‘(  l)d 
l/tT754 

f  dt 

‘  ./  r(r1'/6  +  1) 

32.  J  cos5  A  V^n  A  dA 

j'  V9  -  y2 


V9  -  y2 


sen  r  dt 
/ 1  +  cos  f 


/sen  y  cos  y  /  dx 

- 2 - 7-  dv  40.  /  7  - - 

9  +  cos4  y  J  Vl  -  6a  -  a2 

f  4a2  +  3a  +  6  / 

41.  /  — 7—7 - —  rfA  42.  /  - 7777 

J  a2(a2  +  3)  J  (16  +  x2)3/2 
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43.  Exprese  la  descomposicion  en  fracciones  parciales  de  cada 
funcion  racional  sin  calcular  los  coeficientes  exact  os.  Por  ejemplo. 


3x  +1  A 

_  _1_ 

B 

(x  -  l)2  (x  - 

1) 

(x  -  l)2 

(a) 

3  -  4x2 

(b) 

lx  -  41 

(2x  +  l)3 

* 

1 

1 

(c) 

3x  +  1 

(d) 

(x+  l)2 

(x2  +  x  4-  10)2 

(x2  -  X  4-  10)2(1 

(e) 

x5 

(0 

(3x2  4-  2x  —  l)2 

(x  +  3)4(x2  4-  2x  +  10)2 

(2x2  +  x  +  10)3 

V3x  —  x2 

desde  x  =  1  hasta  x  =  2  alrededor  del 

(a)  eje  x;  (b)  ejey 

45.  Encuentre  la  longitud  de  la  curva  y  —  jc2/1  6  desde  x  =  0  hasta 
x  =  4. 


46.  La  region  bajo  la  curva 

=  1 
^  x2  +  5x  +  6 

desde  x  =  0  hasta  x  =  3  se  hace  girar  alrededor  del  eje  x.  Calcule  el  vo- 
lumen  del  solido  que  se  genera. 

47.  Si  la  curva  dada  en  el  problema  46  se  hace  girar  alrededor  del 
eje  y,  encuentre  el  volumen  del  solido. 

48.  Encuentre  el  volumen  del  solido  que  se  crea  al  hacer  girar  la 
region  acotada  por  el  eje  x  y  la  curva  y  =  4xv2  -  x  alrededor  del 
eje  y. 


49.  Encuentre  el  volumen  cuando  el  area  creada  por  el  eje  x,  el 
eje  y,  la  curva  y  =  2(e'  -  1)  y  la  curva  x  =  In  3  se  hace  girar  alrededor 
de  la  recta  x  —  In  3. 


50.  Encuentre  el  area  de  la  region  acotada  por  el  eie  x,  la  curva 
y  =  18/(x2Vx2  4-  9),  y  las  rectas  x  =  V3  y  x  =  3V3. 


51.  Encuentre  el  area  de  la  region  acotada  por  la  curva  s  =  t/{t  - 
l)2,.s  =  (U  =  -6y/  =  0. 


E3  52.  Encuentre  el  volumen  del  solido  generado  al  hacer  girar  la 
region 


(x,  y):  -3  <  x 


'  xV7 ¥  4 


y  *::: 


alrededor  del  eje  x.  Haga  un  dibujo. 

ISJ  53.  Encuentre  la  longitud  del  segmento  de  la  curva  v  =  ln(sen  x) 
desde  x  =  tt/6  hasta  x  =  77/ 3. 


54.  Utilice  la  tabla  de  integrates  para  evaluar  las  siguienles  inte¬ 
grals: 

(a)  J  ^  ~  4X~  dx  (b)  f  ex(9  -  e2t):'2  dx 

55.  Utilice  la  tabla  de  integrales  para  evaluar  las  siguientes  inte- 
grales: 

(a)  /  cos  xVsen2  x  +  4  dx  (b)  j  ^ - — j  dx 


56.  Evalue  las  primeras  dos  derivadas  de  la  integral  del  seno 
sen  t 


Si(x)  = 


dt. 


57.  Una  varilla  tiene  densidad  5(x)  =  Utilice  el  metodo 

1  +  x3 

de  Newton  para  determinar  el  valor  de  c,  de  mode  que  la  masa  de  la  va¬ 
rilla  desde  0  hasta  c  sea  0.5. 


PROBLEMAS 
DE  REPASO  E 
INTRODUCTION 


Evalue  los  limites  de  los  problemas  del  1  al  14. 

„  ,,  x2  +  1 

1.  lim  — - 

X2  ~  1 


A-  -  9 
3  x  —  3 
sen  2a 

a— 0  A 

A2  +  1 


3.  li'm 

x— 3 

5.  li'm 

x— *0 

7.  li'm 


a— °°  x2  —  1 


2.  lim 

*-►3 

4.  lim 

x—*2 

6.  li'm 

.1—0 

8.  li'm 


2a  +  1 


3  A  +  5 
a2  —  5a  +  6 
2  x  —  2 
tan  3a 


a— 0  A 

2a  +  1 
A— °°  A  +  5 


9.  li'm  e  v 

A  — OO 

11.  li'm  e2x 

x—*oo 

13.  li'm  tan-1  a 


10.  li'm  e  x 

A— OO 

12.  li'm  e~2x 

x — >— oo 

14.  li'm  sec-1  x 


Trace  las  funciones  dadas  en  los  problemas  15  a  18  en  el  dominio  0  s  x  £  10  y  plantee 
una  conjetura  acerca  de  li'm  fix). 

X  *  oo 

15.  /(a)  =  xe~x 
17.  /(a)  =  x3e~l 


16.  /(a)  =  x2e~x 
18.  /(a)  =  x4e~x 


19.  Trace  una  grafica  de  y  =  x we  x  en  algun  dominio  que  le  permita  plantear  una 
conjetura  acerca  del  li'm  xloe~x. 

J  A— OO 

20.  Experimente  con  varios  enteros  positivos  n  y  haga  una  conjetura  acerca  de 
lim  xne~x. 

A— CO 

Evalue  las  integrates  de  los  problemas  del  21  al  28  para  los  valores  de  a  que  se  indican. 

21.  [  e~x  dx\  a  =  1,2,  4,  8.  16 
Jo 

22.  [  xe~x2  dx\  a  =  1,  2,  4,  8, 16 


23 

24. 


,  f- 

Jo  1 


A 

+  A 

1 

1  +  A 

1 


2  dx.a  =  1,2,  4,  8, 16 
dx\a  =  1,2,  4,  8, 16 


25.  /  —  dx;  a  =  2,  4,  8, 16 


/I  A 


26. 


27. 


[  T  dx;  a 
J 1  A' 


;  a  =  2,4,8,  16 


_  ,  i  I  I  A. 

Va  <  X'  a  h  2'  4’  8’  16 

*1  .  ,  1  1  1  1 

—  dx\  a  ~  ,  ”,  — 


J 


28. 


CAPITULO 


8.1  Formas  indetermi- 
nadas  del  tipo  0/0 

8.2  Otras  formas 
indeterminadas 

8.3  Integrales 
impropias:  limites 
de  integration 
infinitos 

8.4  Integrales  impro¬ 
pias:  integrandos 
infinitos 

8.5  Repaso  del  capitulo 


Interpretation  geometrica 
de  la  regia  de  L'Hopital 

Estudie  los  siguientes  diagramas. 
Elios  deben  hacer  que  la  regia  de 
L’Hopital  parezca  muy  razonable. 
(Veanse  los  problemas  del  38  a  42.) 


lim  M  =  lfm  ^  =  Z’=  lfm  ZM 
t-o  g(x)  >  -*o  qx  q  v-o  g'(x) 


lim  M  =  lfm  m 

x-0  g(x)  x  — 0  g'(x) 


Formas  indeterminadas 
e  integrales  impropias 


8.1 

Formas  indeterminadas  del  tipo  0/0 

He  aquf  tres  problemas  de  h'mites  conocidos: 

.,  sen  x  x2  -  9  f{x)-f(a) 

lim - ,  lim  —z - ,  lim - — - - 

x— »0  X  x—>3  xl  —  X  —  6  x—>a  X  —  Cl 


El  primero  se  trato  con  amplitud  en  la  seccion  1.4  y  el  tercero,  en  realidad,  define  la  de- 
rivada  de/'(a).  Los  tres  h'mites  tienen  una  caracteri'stica  comun.  En  cada  caso  esta  in- 
cluido  un  cociente  y,  en  cada  caso,  tanto  el  numerador  corno  el  denominador  tienen  a  0 
como  su  li'mite.  Un  intento  de  aplicar  la  parte  7  del  teorema  principal  de  h'mites  (teore- 
ma  1.3A),  que  dice  que  el  li'mite  de  un  cociente  es  igual  al  cociente  de  los  h'mites,  lleva 
al  resultado  sin  sentido  0/0.  En  realidad,  el  teorema  no  se  aplica,  ya  que  requiere  que  el 
hmite  del  denominador  sea  diferente  de  0.  No  estamos  diciendo  que  estos  h'mites  no 
existan,  solo  que  el  teorema  principal  de  h'mites  no  los  determinara. 

Puede  recordar  que  un  intrincado  argumento  geometrico  nos  condujo  a  la  conclusion 
h'm(sen  x)/x  =  1  (teorema  1.4B).  Por  otra  parte,  la  tecnica  algebraica  de  factoriza- 

x— »0 

cion  conduce  a 


lfm 


x1  -9 


’3  xL  —  x  —  6 


„  (*-3)(*  +  3) 

7 - 7T7 - 

-V— >3  (x  —  3)(x  +  2) 


lfm 


x  +  3 


3  x  +  2 


6 

5 


^No  seria  bueno  tener  un  procedimiento  estandar  para  manejar  todos  los  problemas 
para  los  cuales  los  h'mites  del  numerador  y  el  denominador  sean  cero?  Esto  es  esperar 
demasiado.  Sin  embargo,  existe  una  regia  sencilla  que  funciona  de  maravilla  en  una 
amplia  variedad  de  tales  problemas. 


Regia  de  L'Hopital  En  1696,  Guillaume  Francois  Antoine  de  L’Hopital  publico  el 
primer  libro  sobre  calculo  diferencial;  inclui'a  la  siguiente  regia,  que  el  aprendio  de  su 
maestro  Johann  Bernoulli. 


Teorema  A 


Regia  de  L’Hopital  para  formas  del  tipo  0/0 

Suponga  que  h'm  f{x)  =  lim  g(x)  =  0.  Si  h'm  \f'{x)/g'(x)]  existe  en  cualquiera 

X— >U  X  *  u  x—*u 

de  los  sentidos  finito  o  infinito  (es  decir,  si  este  li'mite  es  un  ntimero  finito  o  -oo  o 
+oo),  entonces 

m  „  f(x) 

lim  ——  =  lim  — - 

g{x)  g  (jc) 


Antes  de  intentar  demostrar  este  teorema,  lo  ilustramos.  Observese  que  la  regia  de 
L’Hopital  nos  permite  reemplazar  un  li'mite  por  otro,  el  cual  puede  ser  mas  sencillo  y, 
en  particular,  podrfa  tener  la  forma  0/0. 

g|  EJEMPl.O  1  Utilice  la  regia  de  L’Hopital  para  demostrar  que 


w  sen  x 
lim - 

x->0  x 


=  1 


y 


,  1  —  COS  X 

lim 

x— M) 


-  0 


x 
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SOLUCION  En  la  seccion  1.4  trabajamos  duro  para  demostrar  estos  dos  resultados. 
Despues  de  haber  notado  que  el  intento  de  evaluar  ambos  h'mites  por  medio  de  susti- 
tucion  conduce  a  la  forma  0/0,  ahora  podemos  establecer  los  resultados  deseados  en 
dos  lfneas  (pero  vease  el  problema  25).  Por  la  regia  de  L’Hopital, 

sen  x  Dx  sen  x  cos  x 

hm - =  lim  — — - =  Inn  — - —  =  1 

x^O  X  x^l)  Dxx  x— >o  1 

1  cos  x  Dx{\  —  cos  x)  sen  x 

lim - =  lim - — -  =  lim  — - —  =  0  US 

x—*0  X  x—*()  D  VX  x— >0  1 


EJEMPLO  2]  Encuentre  lfm 


„  x2  -  9  x2  +  3x  -  10 

lim  —= - y  lim  — ~ - . 

x—*3  xl  -  x  —  6  X  -  Ax  +  4 


SOLUCION  Ambos  lfmites  tienen  la  forma  0/0,  de  modo  que  por  la  regia  de 
L'Hopital, 

,  x2  —  9  2x  6 

x— »3  X2  —  x  —  6  X— *3  2x  —  1  5 

x2  +  3x  —  10  2x  +  3 

lfm  — t -  =  lim  - -  =  00 

x—*2+  x2  —  4x  +  4  x— 2+  2x  -  4 

El  primero  de  estos  h'mites  fue  manejado  al  inicio  de  este  apartado  mediante  factorizacion 
y  simplificacion.  Por  supuesto,  de  cualquier  forma  obtenemos  la  misma  respuesta.  * 

_ _ _ _ _ _ _  t  q  tr  O  Y" 

H  EJEMPLO  3  |  Encuentre  lfm  — — - — r. 

sm — 2 . . i  x— >0  In ( 1  +  x) 

SOLUCION  El  numerador  y  el  denominador  tienen  limite  0.  De  aqui  que. 


tan  2x  ,,  2  sec2  2x  2 

lim  — — - -  =  lim  -7—  — r  =  —  —  2  ■ 

x— >oln(l  +  x)  x— »ol/(l  +  x)  1 

Algunas  veces,  lim  f'(x)/g'(x)  tambien  tiene  la  forma  indeterminada  0/0.  Entonces 
podemos  aplicar  de  nueva  cuenta  la  regia  de  L'Hopital,  como  lo  ilustramos  ahora.  Ca- 
da  aplicacion  de  la  regia  de  L'Hopital  esta  senalada  con  el  sfmbolo  (L). 


2  sec2  2x 


EJEMPLO  4  Encuentre  lim 


sen  x  —  x 


SOLUCION  Por  medio  de  la  regia  de  L’Hopital  aplicada  tres  veces  en  sucesion 


lim  senx-* 
x  -*  0  r3 


n  COS  X  -  1 

• »  3x2 


lim  ^ 

x  -*  0  6  x 


Aunque  tengamos  una  regia  elegante,  no  significa  que  debamos  ulilizarla  de  ma- 
nera  indiscriminada.  En  particular,  siempre  debemos  asegurar  que  se  pucde  aplicar;  es 
decir,  debemos  asegurar  que  el  limite  tiene  la  forma  indeterminada  0/0.  De  otra  forma, 
conducira  a  toda  clase  de  errores,  como  lo  ilustramos  a  continuacion. 
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J  EJEMPLO  5  Encuentre  h'm 


1  —  cos  x 
x2  +  3x 


SOLUCION  Podri'amos  intentar  escribir 


h'm 

x  — »  0 


1  -  COS  X 

x 2  +  3x 


lfm 


sen  x 


■  0  2x  +  3 


cos  x 
2 


-  INCORRECTO 
2 


La  primera  aplicacion  de  la  regia  de  L’Hopital  fue  correcta;  la  segunda  no,  ya  que  en 
ese  paso,  el  li'mite  no  tem'a  la  forma  0/0.  He  aquf  lo  que  debfa  hacerse 


Cl, 


lfm 

x  — ►  0 


1  -  COS  x 

x 2  +  3jt 


=  lfm 


sen  .v 


■  0  2x  +  3 


=  0 


CORRECTO 


Detenemos  la  derivacion  tan  pronto  como  el  numerador  o  el  denominador  tengan  un 
h'mite  distinto  de  cero.  K 

Aun  si  las  condiciones  de  la  regia  de  L’Hopital  se  cumplen  podrlan  no  ayudarnos; 
veamos  el  siguiente  ejemplo. 


B  EJEMPLO  6 


Encuentre  lfm  — — -. 

x— »oo  x  1 


SOLUCION  Ya  que  el  numerador  y  el  denominador  tienden  a  cero,  el  h'mite  es  inde- 
terminado  de  la  forma  0/0.  Asi,  las  condiciones  del  teorema  A  se  satisfacen.  Podri'amos 
aplicar  la  regia  de  L’Hopital  de  manera  indefinida. 


Es  claro  que  solo  estamos  complicando  el  problema.  Un  mejor  enfoque  es  hacer  pri- 
mero  un  poco  de  algebra 

h'm  — — -  =  h'm  4 

x-»oo  x  1  x->oo  e 

Escrito  de  esta  manera,  el  h'mite  esta  indeterminado  en  la  forma  oo/oo,  que  es  el  tema 
de  la  siguiente  seccion.  Sin  embargo,  debemos  ser  capaces  de  adivinar  que  el  h'mite  es 
cero  considerando  que  e *  crece  mucho  mas  rapido  que  x  (vease  la  figura  1).  Una  de- 
mostracion  rigurosa  vendra  mas  adelante  (ejemplo  1  de  la  seccion  8.2).  B 

Teorema  del  valor  medio  de  Cauchy  La  demostracion  de  la  regia  de  L’Hopi¬ 
tal  depende  de  una  extension  del  teorema  del  valor  medio  debida  a  Augustin  Louis 
Cauchy  (1789-1857). 


Teorema  B 


Teorema  del  valor  medio  de  Cauchy 

Sean/y  g  funciones  derivables  en  (a,  b)  y  conlinuas  en  [a,  b  j.  Si  g'(.r)  ^  0  para  toda  x 
en  (a,  b ).  entonces  existe  un  numero  c  en  (a,  b)  tal  que 

f(b)  -  f(a )  f'(c) 

S(b)  ~  g{a)  g'(c) 

Observe  que  este  teorema  se  reduce  al  ordinario  teorema  del  valor  medio  para  de- 
rivadas  (teorema  3.6A)  cuando  g(jc)  =  x. 
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Demostracion  Es  tentador  aplicar  el  teorema  del  valor  medio  al  numerador  y  al 
denominador  del  lado  izquierdo  de  la  conclusion.  Si  lo  hacemos,  obtenemos 


(1) 

f(b)  ~  /(«)  =  /'(c,)(* 

y 

(2) 

g(b)  -  g(a)  =  g’(c2)(b 

para  elecciones  apropiadas  de  c,  y  c2.  Si  solo  cx  y  c2  fuesen  iguales,  podrfamos  dividir  la 
primera  igualdad  entre  la  segunda  y  estaria  hecho;  pero  no  existe  razon  para  esperar 
tal  coincidencia.  Sin  embargo,  este  intento  no  es  un  fracaso  completo,  ya  que  (2)  da  la 
valiosa  information  de  que  g(b)  -  g(a)  #  0,  un  hecho  que  necesitaremos  posteriormen- 
te  (esto  se  deduce  de  la  hipotesis  que  g'(x)  ^  0  para  toda  x  en  (a,  b)). 

Recuerde  que  la  demostracion  del  teorema  del  valor  medio  para  derivadas  (teore¬ 
ma  3.6A)  se  sustenta  en  la  introduction  de  una  funcion  auxiliar  s.  Si  tratamos  de  imitar 
esa  demostracion,  llegaremos  a  la  siguiente  election  para  s(x).  Sea 


f(x)  -  f(a) 


g{b)  ~  g(a) 


[£(*)  -  g(«)] 


No  hay  division  entre  cero,  ya  que  antes  establecimos  que  g(b)  -  g(a)  ^  0.  Ademas, 
observe  que  s(a)  =  0  =  s(£>).Tambien  s  es  continua  en  [a,  fr]  y  derivable  en  (a,  b);  esto  se 
sigue  de  los  correspondientes  hechos  para  fyg.  Asl,  por  el  teorema  del  valor  medio 
para  derivadas,  existe  un  numero  c  en  (a,  b)  tal  que 

s(b)  -  s(a)  0-0  „ 

j  (c)  =  - - -  =  =0 

b  —  a  b  —  a 


de  modo  que 


f(b)  ~  f(a) 

,'<o>  -  m  -  - » 


/•(c)  _  m  -  n«) 

g'{c)  g(b)  -  g(a) 


que  es  lo  que  deseabamos  demostrar.  ■ 

Demostracion  de  la  regia  de  L'Hopital 

Demostracion  Regresese  al  teorema  A.  que  en  realidad  establece  varios  teoremas 
en  uno.  Solo  demostraremos  el  caso  en  el  que  L  es  finito  y  el  limite  es  el  h'mite  unilate¬ 
ral  11m  . 

x—*a+ 

Las  hipotesis  para  el  teorema  A  implican  mas  de  lo  que  expllcitamente  dicen.  En 
particular,  la  existencia  de  11m  [  f'(x)/g'(x )]  implica  que  tanto/'(x)  como  g'(x)  exis- 

x—*a+ 

ten  en,  por  lo  menos,  un  pequeno  intervalo  (a,  b]  y  que  all!  g'(x)  ^  0.  En  a  todavla  no  sa- 
bemos  que/y  g  esten  definidas,  pero  sabemos  que  11m  f(x)  =  0  y  11m  g(x)  =  0. 

x—*a?  x— *a' 

Asl,  podemos  definir  (o  redefinir,  si  es  necesario)  a  f(a)  y  a  g(a )  como  cero  y,  por  lo  tanto, 
hacer  a/yag  continuas  (por  la  derecha)  en  a.  Todo  esto  es  para  decir  que  fy  g  satisfacen 
las  hipotesis  del  teorema  del  valor  medio  de  Cauchy  en  (a,  b\.  En  consecuencia,  existe 
un  numero  c  en  (a,  b)  tal  que 

m  -  f{a)  f(c) 
g{b)  -  g{a)  g’{c ) 


o,  como  /(a)  =  0  =  g(a). 
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Cuando  hacemos  b  — »  a+  y,  por  lo  tanto,  forzando  a  que  c  — »  a+,  obtenemos 


r  m 

llm  ““ 77T 
'«  g(*) 


llm 

c— ♦a* 


rw 

*'(<0 


que  es  equivalente  a  lo  que  querfamos  demostrar. 

Una  demostracion  muy  semejante  funciona  para  el  caso  de  los  llmites  por  la  iz- 
quierda  y,  en  consecuencia,  para  llmites  por  los  dos  lados.  Las  demostraciones  para  los 
casos  en  donde  a  o  L  es  infinito  son  mas  diflciles,  y  los  omitiremos.  D 


Revision  de  conceptos 

1.  La  regia  de  L’Hopital  es  util  para  determinar  li'm  [f(x)/g(x)\, 

x~*a 

en  donde _ y _ son  cero. 

2.  La  regia  de  L’Hopital  dice  que  bajo  condiciones  apropiadas 

Hm  f(x)/g(x)  =  lim _ . 


3.  De  la  regia  de  L’Hopital,  podemos  concluir  que 

llm  (tan  x)/x  =  lim  =  pero  la  regia  de  L'Hopital  no 

x^-*0  >0  — 

nos  da  informacion  acerca  de  llm  (cos  x)/x  porque _ . 

Jt: — ►() 

4.  La  demostracion  de  la  regia  de  L'Hopital  depende  del  teo- 


Conjunto  de  problemas  8.1 

En  los  problemas  del  1  al  24  encuentre  el  limite  que  se  indica.  Asegure- 
se  de  tener  una  forma  indeterminada  antes  de  aplicar  la  regia  de  L'Ho¬ 
pital. 


1.  llm 

.t— *o 


2x  —  sen  x 


, ,  x  -  sen  2x 
3.  lim - 

a— »o  tan  x 

„  x2  +  6x  +  8 

5.  lim  — r - 

x-+—2  X2  -  3x  -  10 

„  „  x2  -  2x  +  2 

7.  lim  - ; - 

*-*!■  X2  -  1 

ln(sen  jc)3 

9.  llm  — - 

I  ^  -  x 

11.  lim  — : - 

(—1  Inf 

.  In  cos  2x 
13.  lim - , — 

■>-*<>  lx2 

,  tan  x  —  x 
15.  lim - 

.e— *o  sen  2x  —  2x 


, ,  COS  X 

2.  lim  - 

x— ir/2  -  X 

,  tan-1  3x 
4.  lim - r 

sen  * 

„  x3  -  3x2  +  x 

6.  lim - r - 

r-0  x3  -  2x 


8.  llm  — - 

*-i  -  1 

ex  -  e~x 

10.  llm  — - 

a— o  2  sen  x 

jVx  _  J 

12.  lim  — - - 

a— »o+  ’jyi  —  j 

,,  3  sen  x 

14.  llm  — 

V^c 

sen  x  —  tan  x 
16.  lim - - - 

a— o  x “  sen  x 


\  +  sen  t  dt 


Vf  cos  f  dt 


23.  llm 

A  *0 


24.  llm 

a->o( 


25.  En  la  seccion  1.4  trabajamos  muy  duro  para  demostrar  que 
llm  (sen  x)/x  =  L.  la  regia  de  L'Hopital  nos  permite  demostrar  esto 

x—*() 

en  una  llnea.  Sin  embargo,  aun  si  tuviesemos  la  regia  de  L’Hopital.  di- 
gamos  al  final  de  la  seccion  1.3,  no  nos  hubiese  ayudado.  Explique 
por  que.  (En  realidad  necesitamos  establecer  lfm  1 - -  =  1  en  la 

A  *  (I  X 

forma  que  lo  hicimos  en  la  seccidn  1 .4.) 


26.  Encuentre  llm 

A  *  (J 


x2  sen(l/x) 


Sugerencia:  comience  por  decidir  por  que  la  regia  de  L'Hbpital  no  es 
aplicable.  Despues  encuentre  el  limite  por  otros  medios. 

27.  Para  la  figura  2,  calcule  los  siguientes  llmites: 
area  del  triangulo  ABC 

(a)  llm - t - 

<-» o+  area  de  la  region  curva  ABC 

area  de  la  region  curva  BCD 
^  /-*![?+  area  de  la  region  curva  ABC 


17.  llm  - - - 

a— (P  sen  x  —  x 

ex  —  fn(  1  +  x)  -  1 

18.  llm - - - 


„„  ,,  tan  x  —  x 
19.  llm - 5 - 

a 8,r 


, ,  cosh  x  1 
20.  llm - - - 


21.  llm 


1  —  cos  ,r  —  x  sen  x 


a  ’ii 1  2-2  cos  x  -  sen2 

sen  x  +  tan  x 
22.  lim  , - — - — 

A-o  ex  +  e  '  -  2 


Figura  2 
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28.  En  la  figura  3,  CD  =  DE  =  DF=t.  Encuentre  cada  h'mite. 


(a)  h'm  y 
1—0“ 


(b)  li'm  x 

t—o* 


32.  Determine  constantes  a,  b  y  c  de  tal  modo  que 

ax4  +  bx 3  +  1 

Inn  - - — -  =  c 

x—}  (x  —  1)  sen  7t.v 

33.  La  regia  de  L'Hopital  en  su  forma  de  1696  decfa  esto:  Si 

lim  f(x)  =  lim  g(.r)  =  0.  entonces  hm  f(x)/g(x)  =  f'(a)/g'(a), 

x— *a  x—*a  x  — *  a  ‘ 

con  tal  que  f'(a )  y  g'(a)  existan  y  g'(a)  ^  0.  Demuestre  este  resultado 
sin  recurrir  al  teorenia  del  valor  medio  de  Cauchy. 


Figura  3 


29.  Sea 


si  x  t*  0 


si  x  =  0 


<,Que  valor  de  c  hace  que  f(x)  sea  continua  en  x  =  0? 
30.  Sea 


si  x  #  1 


f(x)  =  <x-\ 


si  x  =  1 


t.Que  valor  de  c  hace  que/(x)  sea  continua  en  x  =  1? 

31.  Mediante  los  conceptos  de  la  seccion  5.4,  puede  demostrar 
que  el  area  de  la  superficie  del  elipsoide  alargado  obtenido  al  hacer 
girar  la  elipse  x2/a2  +  y2/b2  =1  (a  >  b),  alrededor  del  eje  x  es 


A  =  2-rrb2  +  Irrab 


'  cr  -  b 2 


- - arcsen  - 

.2  _  u2 


a 1  -  bl 


l  A  donde  se  aproxima  A  cuando  a  —*  b+?  Utilice  la  regia  de  L'Hopi¬ 
tal  para  demostrar  que  esto  sucede. 


Utilice  un  CAS  para  evaluar  los  limites  de  los  problemas  34  al37. 


34.  lim 

A'— *0 


35.  lim 


cos  x  —  1  +  x2/2 


e*  —  1  —  x  —  x2/2  —  x2  /  6 


36.  h'm 


1  —  cosf.C 


■f  *°  x  sen  x 


tan  x  —  x 

37.  lim - 

x—o  arcsen  .r  —  x 


iGCj  Para  los  problemas  del  38  al  41  grafique  el  numerador  f(x)  y  el 
denominador  g(x)  en  la  misma  ventana  de  graficacion  para  cada  uno 
de  estos  dominios  -1  s  x  £  1 ,  —  0.1  £  ,v  £  0.1  y  -  0.0 1  £t£  0.01.  Con 
base  en  la  grdfica,  estime  los  valores  de  f(x)  y  g'(x)  y  utilice  estos  para 
aproximar  el  limite  dado. 

,,  3.v  —  sen  x  _ _  sen  x/2 


38.  h'm  - 

.v— o 


40.  h'm  ~  - - 

x — *0  elx  -  1 


39.  h'm 

x—0 


41.  h'm  — 

x  *0  e 


[fcXPL;  42,  Utilice  el  concepto  de  aproxiniacion  lineal  a  una  funcion 
(vease  la  seccion  2.9)  para  explicar  la  interpretacion  geometrica  de  la 
regia  de  L'Hopital  en  el  recuadro  al  margen  proximo  al  teorema  A. 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  h'm  f(x)\  h'm  g(x) 

x  —*a  '  x  — *u 

2.  f(x)/g'(x)  3.  sec2  x;  1;  h'm  cos  x  ^0  4.  Del  valor  medio 

-v— *0 

de  Cauchy. 


8.2 

Otras  formas 
indeterminadas 


En  la  solucion  al  ejemplo  6  de  la  seccion  anterior  nos  enfrentamos  al  siguiente  proble- 
ma  de  h'mite 

h'm  4 

x—oo  e 


Esto  es  comun  a  una  clase  de  problemas  de  la  forma  h'm  f(x)/g(x),  en  donde  el  nu- 

X—OC  ' 

merador  y  el  denominador  crecen  indefinidamente;  les  llamamos  forma  indeterminada 
del  tipo  oo/oo.  Resulta  que  la  regia  de  L'Hopital  tambien  se  aplica  en  esta  situacion; 
esto  es. 


lint 

Jf— >00 


fix) 

Six) 


lim 

X  — *  OO 


fix) 

g'(x) 


Una  demostracion  rigurosa  es  muy  diffcil,  pero  existe  una  manera  intuitiva  de  ver 
que  el  resultado  tiene  que  ser  cierto.  Imagine  que  f(t )  y  g(t)  representan  las  posiciones 
de  dos  automoviles  sobre  el  eje  t  en  el  instante  t  (vease  la  figura  1).  Estos  dos  automo- 
viles,/y  g,  estan  en  una  viaje  sin  fin,  con  velocidades  respectivas  f'(t)  y  g'(t).  Ahora,  si 


lim 

/—♦CO 


fit) 

g'it) 


=  L 


Figura  1 
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entonces,  basicamente  el  auto  /  viaja  a  casi  L  veces  tan  rapido  como  el  auto  g.  Por  lo 
tanto,  es  razonable  decir  que,  a  la  larga,  viajara  casi  L  veces  mas  lejos;  esto  es, 

r  /(?)  i 
Inn  =  L 

t~*oog(t) 

A  esto  no  le  llamamos  demostracion,  pero  hace  plausible  un  resultado  que  ahora  esta- 
blecemos  de  manera  formal. 


■twnBmnmE  Regia  de  L'Hopital  para  formas  del  tipo  oo/oo 

Suponga  que  lfm|/(jc)|  =  lfm|g(x)|  =  oo.  Si  lfm  [/'(x)/g'(x)]  existe  en  el  sen- 

x—*u  x~*u  x—*u 

tido  finito  o  infinite,  entonces 

,,  /(*)  „  f'{x) 

bm  — —  =  hrn  —— 

* -’■“g(X)  x—*u  g  (x) 

Aquf  u  puede  significar  cualquiera  de  los  sfmbolos  a,  a  .  a  .  — oo  o  4- oo. 


La  forma  indeterminada  ocjoc  Utilizamos  el  teorema  A  para  terminar  el 
ejemplo  6  de  la  seccion  anterior. 


iil  EJEMPLO  1  ;  Encuentre  lim  — . 

SOLE  Cl  ON  Tanto  x  como  ex  tienden  a  oo  cuando  x  — *  oo.  De  aquf  que.  por  la  regia 
de  L’Hopital, 

x  Dxx  1 

lfm  —  =  lfm  — — -  =  lfm  —  =  0  ■ 

,v-»oo  e  x->°o  l)  e  e 


He  aquf  un  resultado  general  del  mismo  tipo. 


m  EJEMPLO  2  Demuestre  que  si  a  es  cualquier  numero  real  positivo,  lfm  —  =  0. 

mm - - — . —  *-»«>  e 

SOLEOON  Suponga,  como  un  caso  especial,  que  a  =  2.5.  Entonces,  tres  aplicaciones 
de  la  regia  de  L’Hopital  proporcionan 


lfm  a  k  lfm  2^*11  k  Um  (2j)(l-5^.  i  |fm  =  0 

x  — *  x  g*  x— » cc  gx  x— » e*  x  — *  so  jc'*er 


Un  argumento  similar  funciona  para  cualquier  a  >  0.  Denotese  con  m  al  maximo  ente- 
ro  menor  que  a.  Entonces,  m  +  1  aplicaciones  de  la  regia  de  L’Hopital  da 


L)  (L 


xa  J.  axa-x  1  a(a  -  l)xa  2 

lim  —  =  lim  - , —  =  lfm - - - 

X  — >  oo  €  x  —*  02  C  X  ~ *  °C  c 


i  a(a  -!)•••  (a  -m) 

=  '™. - - =0 


EJEMPLO  3  |  Demuestre  que  si  a  es  cualquier  numero  real  positivo,  lim  — —  =  0. 

- - -  x — ,00  x“ 
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Vea  como  crecen 

En  ciencias  de  la  computacion  uno 
pone  cuidadosa  atencion  a  la  cantidad 
de  tienrpo  necesaria  para  realizar 
una  tarea.  Por  ejemplo,  para  ordenar 
x  elementos  por  medio  del  algoritmo 
"de  la  burbuja”  toma  un  tiempo 
proporcional  a  x2,  mientras  que  el 
algoritmo  “rapido”  (quick  sort )  x  In 
x ,  una  gran  mejoria.  He  aqui  una  tabla 
que  ilustra  como  algunas  funciones 
comunes  crecen  cuando  x  aumenta 
de  10  a  100  a  1000. 


In  x 

2.3 

4.6 

6.9 

Vx 

3.2 

10 

31.6 

X 

10 

100 

1000 

x  In  x 

23 

461 

6908 

x 2 

100 

10000 

106 

ex 

2.2  X  104 

2.7  X  K)4-1 

1  o434 

SOLUCION  Tanto  In  x  como  xa  tienden  a  oo  cuando  x  — »  oo.  De  aqui  que,  por  medio 
de  una  aplicacion  de  la  regia  de  L’Hopital, 


b'm 

x  -*  x 


In  x 


l/x 

axa~{ 


lfm  —  =  0 
x-  -* oc  ax11 


S  Los  ejemplos  2  y  3  dicen  algo  que  es  valioso  recordar: para  x  suficientemente  grande, 
el  crece  mas  rapido  cuando  x  aumenta  que  cualquier  potencia  constante  de  x,  mientras 
que  In  x  crece  mas  lentamente  que  cualquier  potencia  constante  de  x.  Por  ejemplo,  cuan¬ 
do  x  es  suficientemente  grande,  ex  crece  mas  rapido  que  x1()0  y  In  x  crece  mas  lentamen- 
te  que  \7  x.  La  tabla  en  el  margen  y  la  figura  2  ofrecen  ilustracion  adicional. 


B  EJEMPLO  4 


In  x 

Encuentre  lim  - 

a^o+  cot  x 


SOLUCION  Cuando  x  — » 0+,  In  x — >  —  oo  y  cot  x  —*  oo,  de  modo  que  la  regia  de  L’Ho¬ 
pital  se  puede  aplicar. 


lfm 


In  x 


.  o+  cot  x 


=  lfm 

►  0+ 


l/x 

-CSC2X 


Esto  aun  es  una  indeterminacion  como  aparece,  pero  en  lugar  de  aplicar  otra  vez  la  re¬ 
gia  de  L’Hopital  (lo  cuai  solo  hace  que  las  cosas  empeoren),  rescribimos  la  expresion 
entre  corchetes  como 


Asf, 


v-y 

-esc2  X 


sen2  x 
x 


sen  x 

—sen  x - 

x 


,  In  x 
lim  - 

a— tv  cot  x 


,  sen  x 

lim  — sen  x - 

x  — -0 J  X 


0-1  =  0 


■ 


Las  formas  indeterminadas  0  •  oo  y  oc  -  oo  Supongase  que  A(x)  -*0,pero 
B(x)  — » oo.  (iOue  ocurre  con  el  producto  A(x)B(x)7  Trabajan  dos  fuerzas  en  competencia, 
tendiendo  a  jalar  el  producto  en  direcciones  opuestas.  (.Cuai  ganara  esta  batalla,  AoB, 
o  ninguna?  Depende  de  cuai  es  mas  fuerte  (es  decir,  cuai  hace  su  trabajo  mas  rapido)  o  si 
estan  niveladas.  La  regia  de  L’Hopital  nos  ayudara  a  decidir,  pero  solo  despues  de 
transformar  el  problema  a  la  forma  0/0  o  oo/oo. 


EJEMPLO  5  |  Encuentre  lfm  (tan  x  •  In  sen  x). 

-  A— -71-/2 


SOLUCION  Ya  que  lfm  In  sen  x  =  0  y  lfm  |tanx|  =  oo, esta  es  una  forma  in- 

x— >tt/2  x^tt/2 

determinada  0  •  oo.  Podemos  reescribirla  como  una  forma  0/0  por  medio  del  artificio 
simple  de  cambiar  tan  x  como  1  /cot  x.  Asf. 

lfm  (tan  x  ■  In  sen  x)  =  lfm  In  sen  x 
x  -*  ir/2  X  -»  tt/2  cot  X 


1 


cos  x 


=  lfm  - 

•tt/2 


—  r*SP.2ir 


=  lim  (-cos  x  •  sen  x)  =  0 
x  — *  tt/2 
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EJ EM PL0  6  |  Encuentre  Inn  ( —  —  - 

- - 1  v  •rV.v  -  1  In  ,v 


SOLUCION  El  primer  termino  crece  sin  cota;  lo  mismo  que  el  segundo.  Decimos 
que  el  lfmite  esta  en  una  forma  indeterminada  oo  -  oo.  La  regia  de  L’Hopital  determi- 
nara  el  resultado,  pero  solo  despues  de  reescribir  el  problema  de  manera  que  se  pueda 
aplicar  la  regia.  En  este  caso,  las  dos  fracciones  deben  combinarse,  un  procedimiento 
que  cambia  el  problema  a  una  forma  0/0.  Dos  aplicaciones  de  la  regia  de  L'Hopital  dan 


Inn  ( -  -*-)  =  lfm 

-»  i+\  x—  1  In  x  /  x  — *  l+ 


x  In  x  -  x  +  1  1  |j  x  •  1  /x  +  In  x  -  1 
(x  -  l)ln  x  x  -*  i+  (x  -  l)(l/x)  +  In  x 


=  lfm - —2^ -  I  lfm  1  +  ln-^  =  I 

x-*  i+  x-  1  +  x  In  x  x  — *  1+  2  +  lnx  2 


Las  formas  indeterminadas  0°.  oo°,  1  v  Ahora  regresemos  a  tres  formas  in¬ 
determinadas  del  tipo  exponencial.  Aquf,  el  truco  es  no  considerar  la  expresion  original 
sino  su  logaritmo.  Por  lo  comun,  la  regia  de  L'Hopital  se  aplicara  al  logaritmo. 


EJEMPLO  7  |  Encuentre  lfm+  (x  +  l)c 


SOLUCION  Esto  adquiere  la  forma  indeterminada  l00.  Sea  y  =  (x  +  l)cot  \  de  modo 
que 


In  v  =  cot  x  ln(x  +  1 )  = 


ln(x  +  1) 


Mediante  la  regia  de  L'Hopital  para  formas  0/0,  obtenemos 


lfm  In  v  =  lfm  ' n--  +  — -  =  lfm  —  +.^  =  1 

v  — *  o+  x-*  0+  tan  x  *  -»  0"  secA 


Ahora  y  =  e]n  y,  y  como  la  funcion  exponencial  f{x)  =  e*  es  continua, 

lfm+  y  =  lfm  exp  (In  y)  =  exp(  lfm+  In  _y)  =  exp  1  =  e 


EJEMPLO  8  j  Encuentre  lfm  (tanx)COSJ:. 

X— *77/2 


SOLUCION  Esta  tiene  la  forma  indeterminada  oo°.  Sea  y  =  (tan  x)CHS x,  de  modo  que 


In  y  =  cos  x  •  In  tan  x  = 


In  tan  x 


,  ,,  In  tan  x  1  ,,  tanx 

lim  In  v  =  lim - =  lim  - 

—  tt/2-  "  x  -»  tt/2-  sec  x  x  ^  trl 2-  sec  x  tan  x 


lfm  sec  x  _  jj-m  cos  x  _  q 
tt/2-  tan2x  x  —  tt/2-  sen2x 


Entonces 
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Por  lo  tanto, 

lfm  y  =  e°  =  1  M 

X  *77/2 

Resumen  Hemos  clasificado  ciertos  problemas  de  lfmites  como  formas  indetermi¬ 
nadas,  utilizando  siete  sfmbolos  0/0, 00/00, 0  •  00, 00  -  00, 0°,  oo°  y  I00.  Cada  uno  implica 
una  competencia  de  fuerzas  opuestas,  lo  cual  significa  que  el  resultado  no  es  obvio.  Sin 
embargo,  con  la  ayuda  de  la  regia  de  L’Hopital,  que  solo  se  aplica  directamente  a  las 
formas  0/0  e  00/00,  por  lo  comun  podemos  determinar  el  limite. 

Existen  muchas  otras  posibilidades  simbolizadas,  por  ejemplo,  O/oo,  oo/0, 00  +  00, 
00  •  00,  0 00  e  oo°°.  Y  a  estas,  /,por  que  no  denominarlas  como  formas  indeterminadas? 
Porque  en  cada  caso  las  fuerzas  trabajan  juntas,  no  en  competencia. 


BPJEMPLO  9  j  Encuentre  lfm  (sen  x)cot '. 

SOLUCION  Podriamos  llamar  a  esta  una  forma  O’30,  pero  no  es  indeterminada.  Ob¬ 
serve  que  sen  x  se  aproxima  a  cero  y  elevada  al  exponente  cot  x,  un  nurnero  que  esta 
aumentando,  solo  sirve  para  hacer  que  se  aproxime  mas  rapido  a  cero.  Asi, 

lfm  (sen  x)cot  x  =  0  ■ 

x— *0+ 


Revision  de  conceptos 

1.  Si  lfm  f(x)  =  lfm  g(x)  =  00,  entonces  la  regia  de  L’Ho- 

x—*a  x—*a 

pital  dice  que  lim  f(x)/g(x)  =  lfm  _ . 

x—*u  x—*  a 

2.  Si  lfm  f(x)  =  0  y  lfm  g(x)  =  °o,  entonces  lfm  /(x)g(x) 

x  —*a  x—*  a  x—*  a 

es  una  forma  indeterminada.  Para  aplicar  la  regia  de  L'Hopital,  pode¬ 
mos  reescribir  este  liltimo  limite  como _ . 


3.  Siete  formas  indeterminadas  se  estudiaron  en  este  texto.  Se 

simbolizan  por  medio  de  O/O.oo/oo,  0  •  oo  y _ . 

4.  ex  crece  mas  rapido  que  cualquier  potencia  de  x.  pero _ 

crece  mas  lentamente  que  cualquier  potencia  de  x. 


Conjimto  de  problemas  8.2 

En  los  problemas  del  1  al  40  encuentre  cada  limite.  Asegiirese  de  que 
tiene  una  forma  indeterminada  antes  de  aplicar  la  regia  de  L'Hopital. 


lfm 

X — >00 

In  xIOH(X) 

2. 

lfm 

x — .oo 

(In  x)2 

X 

2* 

lfm 

X-»00 

xmm 

4. 

lfm 

x-*°o 

3* 

ex 

ln(100x  + 

lfm 

3  sec  x  +  5 

6. 

lfm 

In  sen2  x 

,v->7r/2  tan  x 
ln(ln  x"xx)) 


7.  lfm 

x-»°° 


In  x 
cot  x 


9.  lfm  . _ 

V7— In 
11.  limfxlnx 

X— 0 


X 

1()()0\ 


13.  lim  (esc2  x  —  cot2  x) 

x— »() 

15.  lfm  (3x)*2 

x— >0+ 

17.  lfm  (5  cos  x)tanx 

x-(V 2)  A 


19.  lfm(x 

.v— »() 


V3)3/.t 


21.  lfm  (sen  x) 

X— ►IT/  2 


x  *o+  3  In  tan  x 

ln(4  -  8x)z 


8.  lfm 

r— *(1/2) 


tan  7tx 


, ,  2  esc*  x 

10.  lim - — 

cor  x 

12.  lfm  3x2  esc2  x 

x—*{) 

14.  lfm  (tan  x  —  sec  x) 

X — *7t/2 


16.  lfm  (cos  x)csc * 

x— *0 

18.  lfm  ( esc2  x  - 


x—*0\ 


20. 


lfm  (cos  2x)x  ’"I2 


22.  lfm  xx 

X—*CG 


23.  lfm  x1/jr 

x— >00 

25.  lfm  (tan  x)2^x 

x— *0+ 

27.  lfm  (sen  x)x 

x—>0* 

29.  lfm  esc  x - 

x^0\  x 


31.  lfm  (1  +  2ex)Vx 

x — ►0"*’ 


24.  lfm  ( cos  x)1^2 

x— >0 

26.  lfm  ( e"x  -  x) 

x — ►— oo 

28.  lfm  (cos  x  —  sen  x) 

x- *0 

30.  lfm  (  1  +  - 

°°V  x. 


32.  lfm 


1 


33.  lfm  (cos  x 
*-><) 


,l/x 


»1\X  —  1 

34.  lfm  (x1/2  In  x) 


x 

In  x 


35.  lfm  ecos  x 

36.  lfm  [ln(x  +  1)  —  ln(x  —  1)] 

X — »oo 


37.  lfm  - - 

x~>of  In  x 


38.  lfm(ln  x  cot  x) 


39.  lfm 

X  .oo 


.  I* 


+  e  '  dt 


40.  lfm 


/ 


sen  t  dt 


x  -  1 


41.  Encuentre  cada  limite.  Sugerencia:  transforme  a  problemas 
que  incluyan  una  variable  continua  x.  Suponga  que  a  >  0. 


(a)  lfm  'Va 

n — *00 

(c)  lfm  n(f\Ta  —  l) 


(b)  lfm  f/n 

n— ►oo 

(d)  lim  niVii  —  l) 
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42.  Encuentre  cada  h'mite. 


(a)  h'm  xx 

x^o+ 


(b)  lfm  {xx)x 

x— »0+ 

(d)  h'm  ((xx)xy 


(c)  h'm  x(x,)  (d)  h'm  ({xx)x)x 

x— *()'*  x—»l)¥ 

(e)  h'm  x(*"  ’* 

jc-*0* 

43.  Grafique  y  =  x 1 1 A ,  para  x  >  0.  Muestre  lo  que  sucede  para  x 
muy  pequena  y  x  muy  grande.  Indique  el  valor  maximo. 


44.  Determine  cada  h'mite. 


(a)  h'm  (1*  +  2X) l/x 
(c)  h'm  (H  +  2x)'/x 


(b)  h'm  (1*  +  2xf/x 

x—*0 

(d)  lfm  (1*  +  2X)^X 


45.  Para  k  a  0,  encuentre 


V  +  2k  +  ■■■  +  nk 


Sugerencia:  aunque  esto  tiene  la  forma  oo/oo,  la  regia  de  L’Hopital  no 
es  de  ayuda.  Piense  en  una  suma  de  Riemann. 

n 

46.  Sean  C],  c„  constantes  positivas  con  =  l,yseanx1( 

/-  1 

x2,...,  xn  numeros  positivos.  Tome  logaritmos  naturales  y  despues 
utilice  la  regia  de  L’Hopital  para  demostrar  que 

/  «  \i/'  « 

'fm  2 c>x\  =  4'*22  "  Xcn  = 

V/’t:  J  i=i 


Aqui  ]^[  significa  producto;  esto  es,  P[«,  significa  a,  -a2 . an. 

/  =  ] 

En  particular,  si  a,  b,  x  y  y  son  positivas  y  a  +  b  =  1 ,  entonces 

h'm  ( ax'  +  by‘)}/'  —  xuyb 
t— n,x  2 

47.  Verifique  la  ultima  proposition  en  el  problema  46  calculando 
cada  uno  de  los  siguientes  limites. 


(a)  ten  (|2'  +  i5')1/(  (b)  ten^'  + 

(c)  (!™+(h)2'  +  h)5')'A 

48.  Considere  fix)  =  rrxe  nx. 

(a)  Haga  la  grafica  de  fix)  para  n  =  1 , 2, 3, 4, 5, 6  en  [0, 1  ]  en  la  mis- 
ma  ventana  de  graficacion. 

(b)  Para  x  >  0,  encuentre  lim  fix). 

n~*  oo 

(c)  Evalue  /  f(x)  dx  para  n  =  1,2.3, 4, 5. 6. 

Jo 


(d)  Haga  una  conjetura  acerca  de  lim  /  fix)  dx.  Despues  justifi- 

"—°aJ  o 

que  su  respuesta  de  manera  rigurosa. 

ic-:Ai]  49.  Encuentre  los  puntos  maximo  absolute  y  minimo  absoluto 
(si  existen)  para/(x)  =  (x25  +  x3  +  2x)e~x  en  |0,oo). 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  f'{x)/g'(x) 

2.  lim  f{x)/[\/g{x)]  o  lim  g(x)/[l//(x)] 

x—*a  x—*a 

3.  oo  -  oo,  0°,  oot!,  1°°  4.  In  x 


-  nb 

8.3  En  la  definicion  de  /  f(x)  dx,  se  supuso  que  el  intervalo  [a,  b]  era  finito.  Sin  embargo, 

J  a 

Integrates  impropias:  en  muchas  aplicaciones  de  ffsica.  economia  y  probabilidad  queremos  permitir  a  a  o  a  b 
1'  j,..  x  (o  a  ambas)  ser  ooo-oo.  Por  lo  tanto,  debemos  encontrar  la  manera  de  dar  significado 

nmites  ae  mtegracion  a  simbolos  como 
infinitos 

J/*  oo  ^  /.oo 

’  - ^  dx,  /  xex~  dx,  /  x2e~x  dx 

n  1  +  Jr  ./-oo  7-oo 


Estas  integrates  se  denominan  integrales  impropias  con  limites  infinitos. 


Un  lfmite  infinito  Considere  la  funcion  fix)  =xe  x.  Tiene  mucho  sentido  pregun- 
tar  por  J()  xe  x  dx  o  J{)  xe~x  dx,  o  hasta  por  J()  xe~x  dx,  en  donde  b  es  cualquier  numero 
positivo.  Como  lo  indica  la  tabla  de  la  siguiente  pagina,  conforme  aumenta  el  h'mite  su¬ 
perior  en  la  integral  definida,  el  valor  de  la  integral  (el  area  bajo  la  curva)  aumenta,  pe- 
ro  aparentemente  no  sin  cota  (al  menos,  en  este  ejemplo).  Para  darle  significado  a 

xe~x  dx,  empezamos  integrando  desde  0  hasta  un  h'mite  superior  arbitrario,  diga- 
mos  b,  que  al  utilizar  integration  por  partes  da 


nb 

/  xex  dx  =  [— xe~x]h 

7o 


(-e  ')  dx  =  1 


rb  -  be~h 


Ahora,  imagine  que  el  valor  de  b  avanza  hacia  infinito.  ( Vease  la  siguiente  tabla).  Como 
lo  muestra  el  calculo  precedente,  si  hacemos  b  — *  oo,  el  valor  de  la  integral  definida 
converge  a  1.  Por  lo  tanto,  parece  natural  definir 


xe  x  dx 


lfm  /  xe  x  dx  =  h'm  (1  -  e  h  -  be  h)  =  1 
b— >o°  7(>  6— >oo 
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Integral 


Figura 


Valor  Aproximacion 

exacto  numerica 


dx 


dx 


dx 


dx 


dx 


Para  una 
b  arbitraria 


4  5 

b 


6  X 


1  -  -  \e~'  0.2642 


1  -  e~2  -  2e^  0.5940 


1  -  e~3  -  3e~3  0.8009 


1  -  e~h  -  be~h 


11m  \  -  e  b  -  be  h  '  =  \ 

b—>(X>  J 


He  aqul  la  definicion  general. 


Definicion 

rb 

rh 

1 

f(x)  dx  =  lfm 

/  f(x)dx 

a 

J 

nOO 

rb 

/  f(x)  dx  =  11m  j 

f{x)  dx 

J 

’a 

Si  los  h'mites  de  la  derecha  existen  y  tienen  valores  finitos,  entonces  decimos  que  las 

correspondientes  integrales  impropias  convergen  y  tienen  esos  valores.  De  otra  for- 

ma,  se  dice  que  la  integral  diverge. 

g|  EJEMPLO  1 


Encuentre,  si  es  posible 


dx. 


SOLUCIOTM 


Asf, 


Decimos  que  la  integral  converge  y  tiene  valor  -l/2e 
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_ /"~Xs _ . N  /\  » 

V_y  v„  x 

Figura  1 

t 


x 


Figura  2 


i  EJEMPLO  2  j  Encuentre  si  es  posible. 


f 


sen  x  dx. 


SOLUCION 


f 


sen  x  dx  =  11m  /  sen  x  dx  =  lfm  [—cos  x] 


b— >oo 


=  lfm  [  1  —  cos  b 1 

b->oo 


b~*o o 


El  ultimo  llmite  no  existe;  concluimos  que  la  integral  dada  diverge.  Considere  el  signi- 


i 


ficado  geometrico  de  /  sen  x  dx  para  apoyar  este  resultado  (vease  la  figura  1). 


BTejImPLQ  3  I  De  acuerdo  con  la  ley  del  inverso  de  los  cuadrados  de  Newton,  la 
fuerza  que  ejerce  la  Tierra  sobre  una  capsula  espacial  es  —k/x r2,  en  donde  x  es  la  distancia 
(en  millas,  por  ejemplo)  desde  la  capsula  al  centro  de  la  Tierra  (vease  la  figura  2).  Por  lo 
tanto,  la  fuerza  F(x)  requerida  para  elevar  a  la  capsula  es  F(x)  =  k/x2.  ^.Cuanto  trabajo 
se  realiza  al  impulsar  una  capsula  de  1000  libras  fuera  del  campo  de  atraccion  terrestre? 

SOLUCION  Podemos  evaluar  k  observando  que  enr  =  3960  millas  (el  radio  de  la 
Tierra)  F=  1000  libras.  Esta  da  k  =  1000(3960)2  «  1.568  X  1010.  Por  lo  tanto,  el  trabajo 
realizado  en  millas-libra  es 


1.568  X  10 


”  f  j 


101 


dx  =  lfm  1.568  X  10 

ft— »  OO 


=  lfm  1.568  X  1010 

b-*o o 


I 

x  J  396(1 

_i 

b  +  3960 


1.568  X  10 
3960 


to 


3.96  X  106 


/OO 

f(x)  dx. 

oo 


Deflnicion 


/0 

/( x)  dx  y  /  f{x)  dx  convergen,  entonces  se  dice  que  /  f(x)  dx  con- 
oo  J() 

verge  y  tiene  valor 

/» OO  i»()  nOO 

I  f(x)  dx  —  I  f(x)  dx  +  I  f(x)  dx 

J-  OO  J-  oo  Jo 

/oo 

f(x)  dx. 

OO 


/: 


jj  I  JEMlM  t)  4  Evalue 


J 

1  +  x2 


dx  o  establezca  que  diverge. 


SOLUCION 


1 

1  +  x2 


dx  =  11m 

b- »oo 


1  +  x2 


dx 


=  11m  [tan  1  x]'; 


b— .oo 


=  lfm  ftan  1  b  —  tan  1  0]  — 

b—*oo  L 


TT 

~2 
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Utilizaremos  la  notation  [/•’(x)]“  para  querer  decir  h'm  Fib)  —  F(a).  Defini- 

b-+  oo 

ciones  similares  se  aplican  a  [F(x)]“  oo  y  a  [F(x)]?°oo.  Observe  que  en  ninguno  de  estos 
casos  estamos  “sustituyendo”  infinito.  Cada  uno  esta  definido  como  un  h'mite  que  coin¬ 
cide  con  nuestro  enfoque  de  determinar  las  integrales  impropias. 


Funciones  dc  densidad  de  probabilidad  Cuando  introdujimos  por  primera 
vez  las  variables  aleatorias  y  funciones  de  densidad  de  probabilidad,  en  la  section  5.7, 
tuvimos  que  restringir  la  atencion  a  casos  en  donde  el  conjunto  de  resultados  posibles 
era  acotado.  En  muchas  situaciones  no  existe  h'mite  superior  (o  inferior)  para  el  con- 
junto  de  resultados  posibles.  Por  ejemplo,  no  hay  cota  superior  en  la  durabilidad  de  una 
baterfa,  o  que  tan  fuerte  es  una  mezcla  de  concreto.  Ahora  que  hemos  analizado  inte¬ 
grales  impropias,  podemos  prescindir  de  esta  restriction. 

Si  la  FDP/(x)  de  una  variable  aleatoria  continua  X  esta  definida  como  0  fuera  del 
conjunto  de  resultados  posibles,  entonces  los  requerimientos  para  una  FDP  son 


Figura  3 


1.  f(x)  ^  0 

/OO 

f(x)  dx  =  1 

00 

La  FDP  de  una  variable  aleatoria  nos  permite  encontrar  probabilidades  por  medio  de 
integration;  por  ejemplo,  la  figura  3  ilustra  la  probabilidad  de  que  X  este  entre  4  y  6. 
Entonces,  la  media  y  la  varianza  de  una  variable  aleatoria  estan  definidas  por 


M  =  E(X)  = 

/>OC 

/  x  f(x)  dx 

J- oo 

pOC 

a2  =  V(X)  = 

/  O  -  d)2f{x)  dx 

/-OO 

La  varianza  <r2  de  una  variable  aleatoria  es  una  medida  de  la  dispersion,  o  “dispersi- 
dad”  de  la  probabilidad,  y  puede  calcularse  asf  (vease  el  problema  41  de  la  section  5.7) 

<r2  =  E{X2)  -  p2 

Cuando  a2  es  pequena,  la  distribution  de  probabilidad  esta,  para  decirlo  de  manera  in¬ 
formal,  concentrada  muy  cerca,  alrededor  de  la  media;  cuando  a2  es  grande,  la  proba¬ 
bilidad  esta  mas  dispersa. 

Los  dos  ejemplos  siguientes,  y  algunos  de  los  ejercicios,  introducen  varias  familias 
utiles  de  distribuciones  de  probabilidad. 


§H  EJEMPLO  5  La  distribution  exponencial,  que  en  ocasiones  se  utiliza  para  mo- 
delar  tiempos  de  vida  de  componentes  electricos  o  mecanicos,  dene  FDP 


f  \e  Aj:,  si  0  <  x 

(0,  en  otro  caso 


donde  A  es  alguna  constante  positiva. 

(a)  Muestre  que  es  una  FDP  valida. 

(b)  Determine  la  media  ^  y  la  varianza  a2. 

(c)  Determine  la  funcion  de  distribution  acumulada  (FDA)  F(x). 

(d)  Si  el  tiempo  de  vida  de  un  componente  X ,  medida  en  horas,  es  una  variable  aleato¬ 
ria  que  tiene  una  distribution  exponencial  con  A  =  0.01 ,  ^,cual  es  la  probabilidad  de 
que  el  componente  funcione  al  menos  20  horas? 
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(d)  Haga  A  =  0.0.  La  probabilidad  de  que  el  componente  funcione  al  menos  20  horas  es 
la  probabilidad  de  que  el  tiempo  de  vida  sea  de  20  horas  o  mas: 


P(X  >  20)  =  /  0.01  e~omxdx 


=  [~e^°Xo 

=  0  -  (-e-001'20) 


=  e^-2 


La  distribucion  normal  es  la  conocida  curva  en  forma  de  campana.  En  realidad  es 
una  familia  de  distribuciones,  ya  que  la  media  q  puede  ser  cualquier  numero  y  la  va- 
rianza  puede  ser  cualquier  numero  positivo  cr2.  La  distribucion  normal  con  parametros 
q  y  a2  tiene  FDP 


V277  <7 


exp[ — (  jc  —  q)2/2cr2 


Figura  5 


(Los  parametros  q  y  <r2  resultan  ser  la  media  y  la  varianza,  respectivamente.  por  lo  que 
se  justifica  el  uso  de  las  letras  griegas  q  y  cr.)  La  figura  5  muestra  una  grafica  de  la  FDP 
para  la  distribucion  normal  con  media  q  =  0  y  varianza  a2  =  1.  Es  sorprendentemente 
diffcil  demostrar  que 


r  i 

J- °°  \/2tt  cr 


exp[— (x  ~  al)2/2ct2]  dx  =  1 


aunque  lo  haremos  mas  adelante  (seccion  13.4).  Otras  propiedades  de  la  distribucion 
normal  incluyen  lo  siguiente: 

(a)  su  grafica  es  simetrica  con  respecto  a  la  recta  x  =  q; 

(b)  tiene  un  maximo  en  x  =  q; 

(c)  tiene  puntos  de  inflexion  cuando  x  =  q  ±  cr; 

(d)  la  media  es  q; 

(e)  la  varianza  es  cr2. 

El  problema  33  incluye  algunas  otras  propiedades  de  la  FDP  normal.  La  distribucion 
normal  con  q  =  0  y  cr2  =  1  se  denomina  distribucion  normal  estandar.  Esta  es  la  distri¬ 
bucion  normal  que  se  grafico  en  la  figura  5. 

BS~EJEMPL06l  Demuestre  que 


(a)  — /  xe  -r'  2  dx  =  0 
V2TrJ-°° 


y=  f  x2e  x'  2  dx  =  1 

/ 2tT  J- oo 


SOLUCION 


1  f°° 

-7=  /  xe  2  dx  =  lfm 
/ 277  Jo 


- ~=  [  e  xl/2{—x  dx) 

-  v2ttJo 
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\/2tt 

1 

V2 Hr 


Como  xe  r  2  es  una  funcion  impar. 


]=fxe-^dx  =  — 4=/° 
V  2tt  J- o°  v  2tt  Jo 


-*2/2  dx  =  — 


— [  xe-*1/2  dx  =  ~^=  [  xe-*1'2  dx  +  —£=  f  xe^/2  dx 
V 2tt  J-o o  V  2tt  J-oo  v2tt  Jo 


1  1 

V2^+  V2^ 


/oo  ^ 

— ~^e~x  /2  dx  =  1, 

0°  V2tt 

-7=  [  e~xl/2dx  =  \ 

\Z2tt  Jo  2 

Entonces,  aplicamos  integracion  por  partes  y  la  regia  de  L’Hopital. 

1  f°°  1  fb 

— 7=  /  x2e~x2/2  dx  =  Urn  — 7=  /  (x)(Ca/2x)  dx 

V27r  Jo  ^°°V2Wo 

=  lfm — 7=  f  \-xe-xl/2\  +  /  e~x1/2  dx 

b-*°°V2i AL  jo  Jo 


k(0+ ie"'jldx)‘\ 


Como  x2e  1  2  es  una  funcion  par,  obtenemos  una  contribution  similar  a  la  iz- 
quierda  del  cero,  y  asf 

1  2  2,2  11 

— 7=  x2e  x  '2  dx  =  -  +  -  =  1  ■ 

V27rJ-oo  2  2 


La  paradoja  de  la  trompeta  de  Gabriel  Suponga  que  la  curva  y  =  1/x  en 
[1, 00)  se  hace  girar  alrededor  del  eje  x,  con  lo  que  se  genera  una  superficie  denomina- 
da  trompeta  de  Gabriel  (vease  la  figura  6).  Afirmamos  que 

1.  el  volumen  V  de  esta  trompeta  es  finito; 

2.  el  area  de  la  superficie  A  de  la  trompeta  es  infinita. 

A1  poner  los  resultados  en  terminos  practicos,  parecen  decir  que  la  trompeta  puede 
llenarse  con  una  cantidad  finita  de  pintura  y  que.  incluso,  no  hay  suficiente  pintura 
para  pintar  su  superficie  interna.  Antes  de  que  tratemos  de  esclarecer  esta  paradoja,  es- 
tablecemos  (1)  y  (2).  Utilizamos  los  resultados  para  el  volumen  de  la  seccion  5.2  y  para 
el  area  de  la  superficie  de  la  seccion  5.4. 
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?•  ,  '  '  ^ 


Hans  Mernling  (1425/40-1494).  El  Juicio 
final ,  detalle  del  panel  derecho:  el  angel 
hace  sonar  una  trompeta  y  el  condenado 
cae  al  infierno.  Museo  Promorskie, 
Gdansk.  Polonia.  Scala/Art  Resource, 
N.Y. 


y  como  In  b  — *  oo  cuando  b  — *  oo,  concluimos  que  A  es  infinita. 

(,Hay  algo  erroneo  en  nuestras  matematicas?  No.  Imagine  que  la  trompeta  se  cor- 
ta  por  un  lado,  se  abre  y  se  aplana.  Dada  una  cantidad  finita  de  pintura,  posiblemente 
no  podnamos  pintar  esta  superficie  con  una  capa  de  grosor  uniforme.  Sin  embargo,  po- 
drfamos  hacerlo  si  permitimos  que  la  capa  de  pintura  se  haga  cada  vez  mas  delgada 
conforme  nos  alejamos  del  extremo  mas  ancho  de  la  trompeta.  Y  por  supuesto,  esto  es 
exactamente  lo  que  sucede  cuando  llenamos  la  trompeta  sin  abrir  con  tt  unidades  cubi- 
cas  de  pintura.  (Pintura  imaginaria  puede  extenderse  a  un  grosor  arbitrario.) 

«oo 

Este  problema  implica  el  estudio  de  dos  integrales  de  la  forma  J  \/xn  dx.  Para 


Gabriel  pavimenta  una  calle 

Cuando  se  le  pidio  pavimentar  una 
calle  infinita  0  ^  x  <  oo,  0  £  y  ^  1  con 
oro  puro,  Gabriel  obedecio  pero 
hizo  que  el  grosor  h  del  oro  en  x 
satisficiera 


(,Cuanto  oro  necesito? 


V=  e  x  dx  =  Ifm  /  e  '  dx 
./«  *oo./0 

= t  =  * 

Solo  una  unidad  cubica. 


referencia  posterior,  ahora  analizamos  esta  integral  para  todos  los  valores  de  p. 

/OO 

l/xp  dx  diverge  para  p  =£  1  y  converge  para 

P>  1- 

SOLUCION  En  nuestra  solucion  de  la  trompeta  de  Gabriel,  demostramos  que  la  in¬ 
tegral  diverge  para p  =  1.  Sip  ^  1, 


x  p  dx  =  lim  - - 

b-> co[_  ~P  +  1  Ji 


r 

lfm  /  x  p  dx  = 
b— >co  J  j  b 

r  *  ir  i 

=  lim  -  - r 

fi-Hl  —  p]lbp  1 


Y~P+ 1  1  b 


-1  =  1 
J  p~  1 


si  p  <  1 
si  p  >  1 


La  conclusion  se  sigue. 


Revision  de  conceptos 

1.  La  j  f{x)  dx  se  dice  que  _ ,  si  ^h'm  j  f(x)  dx 

existe  y  es  finito. 

r 

2.  La  /  cos  x  dx  no  converge  porque _ no  existe. 


divergen. 


i.  La  /  f(x)  dx  se  dice  que  diverge  si . 
./  ^ 

gen. 

/OO 

(l/xp)  dx  converge  si  y  solo  si  _ 
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Conjunto  de  problemas  8.3 

En  los  problemas  del  1  al  24  evalue  cada  integral  impropia  o  demues- 
tre  que  diverge. 


e  x  dx 

2. 

fv 

2xe~  '  dx 

4. 

1  e4x  dx 

7-oo 

x  dx 

(L 

r  dx 

Vl  +  x2 

O. 

J 1  V7 TX 

r  i 

1L  J. 

r  lnx 

13.  /  — 

J2  X 

['  c 
15.  /  - - 

J-oo  (2x 


pOO 

8-  L  i 

pCC 

l0'  l  ( 

r  i. 

12-  i  - 

pOO 

14 •  i  * 


i  -±-2dx 

10  1  +  x2 

/»OC 

f  _ £ _ 

1  (i  +  x2)2 

r  ^  * 

„  X 


dx 

oo  (2x  -  3)3 
.00 

X 


-oo  Vr  +  9 


x2  +  2x  +  10 


xe  x  dx 


r  dx 

16'  l  (7 T-xfV 

is  r  d — 

7-cc  (X2  +  16)2 

pOO 

dx  20.  /  dx 


csch  x  dx 


/OO 

sech  x  dx  Sugerencia:  utilice  una  tabla  de  integrales  o 

OO 

un  CAS. 

/OO 

csch  x  dx 

p  OO 

23.  /  e~x  cos  x  dx  Sugerencia:  utilice  una  tabla  de  integrales  o 

J  o 

CAS. 

pOO 

24.  /  c_  t  sen  x  dx 

do 


un  CAS. 

24. 


e  ■'  sen  x  dx 


25.  Encuentre  el  area  de  la  region  bajo  la  curva  y  =  2/(4x2  -  1)  a 
la  derecha  de  x  =  1 .  Sugerencia:  utilice  fracciones  parciales. 

26.  Encuentre  el  area  de  la  region  bajo  la  curva  y~  l/(x2  +  x)  a  la 
derecha  de  x  =  1 . 

27.  Suponga  que  la  Ley  de  Newton  para  la  fuerza  debida  a  la 
gravedad  tuviese  la  forma  —k/x  en  lugar  de  - k/x 2  (vease  el  ejemplo 
3).  Demuestre  que  entonces  seria  imposible  enviar  cualquier  cosa 
fuera  del  campo  de  atraccion  terrestre. 

28.  Si  una  capsula  de  1000  libras  solo  pesa  165  libras  en  la  Luna 
(con  radio  de  1080  millas),  ^cuanto  trabajo  se  hace  al  impulsar  esta 
capsula  fuera  del  campo  de  atraccion  gravitacional  de  la  Luna?  (Vease 
el  ejemplo  3.) 

29.  Supongase  que  una  compania  espera  que  su  utilidad  anual  den- 
tro  de  t  anos  sea  /(f)  dolares  y  que  se  considera  que  el  interes  se  compo- 
ne  de  manera  continua  a  una  tasa  anual  de  r.  Entonces  el  valor  presente 
de  todas  las  utilidades  futuras  (UF)  puede  demostrarse  que  es 

/.OO 

FP=  e~"f(t)  dt 
J  o 

Encuentre  la  UF  si  r  =  0.08  y /(f)  =  100,000. 


30.  Resuelva  el  problema  29  suponiendo  que  /(f)  =  100,000  + 
lOOOf. 

31.  Una  variable  aleatoria  continua  X  tiene  una  distribution  uni¬ 
forme  si  tiene  una  funcion  de  densidad  de  probabilidades  de  la  forma 

...  .  J  - -  si  a  <  x  <  b 

f(x)  =  <  b  -  a 

lo  sir  s  aor  >  6 


/OO 

/(x)  dx  =  1. 

OO 


(b)  Encuentre  la  media  p  y  la  varianza  cr2  de  la  distribucion  unifor¬ 
me. 

(c)  Si  a  =  0  y  b  =  10.  encuentre  la  probabilidad  de  que  X  sea  menor 
a  2. 

32.  Una  variable  aleatoria  X  tiene  una  distribucion  Weibull  si 
tiene  funcion  de  densidad  de  probabilidad 

«„-[?( -*>• 

l  0  si  x  s  0 


(a)  Demuestre  que  /  f(x)dx=  1 .  (Suponga  que  b  >  1). 

J-OO 

(b)  Si  9  =  3  y  p  =  2,  encuentre  la  media  p  y  la  varianza  a2. 

(c)  Si  durabilidad  de  un  monitor  de  computadora  es  una  variable 
aleatoria  X  que  tiene  distribucion  Weibull  con  0  =  3  y  j3  =  2  (en 
donde  la  edad  se  mide  en  anos)  encuentre  la  probabilidad  de 
que  un  monitor  se  descomponga  antes  de  dos  anos. 

33.  Haga  un  bosquejo  de  la  grafica  de  la  funcion  de  densidad 
normal 

f(x)  =  - -  e--U-^)2/2„2 

ctV2tt 

y  demuestre,  por  medio  de  calculo,  que  cr  es  la  distancia  desde  la  me¬ 
dia  /x  hasta  la  abscisa  de  uno  de  los  puntos  de  inflexion. 

EMI  34.  La  funcion  de  densidad  de  probabilidad  Pareto  tiene  la  forma 
f  CMk 

r,  ^  J  — ITT  St  X  a  M, 

/(*)  =  <  xk+' 

(  0  si  x  <  M 

donde  k  y  M  son  constante  positivas. 

(a)  Determine  el  valor  de  C  que  hace  a  /(x)  una  funcion  de  densi¬ 
dad  de  probabilidad. 

(b)  Para  el  valor  de  C  que  encontro  en  la  parte  (a),  determine  el  va¬ 
lor  de  la  media  p.  ^La  media  es  finita  para  toda  k  positiva?  Si  no 
es  asf,  ^como  depende  la  media  de  k'l 

(c)  Para  el  valor  de  C  que  encontro  en  la  parte  (a),  determine  la  va¬ 
rianza  cr2.  t,Como  depende  la  varianza  de  k'l 

35.  Con  frecuencia,  la  distribucion  de  Pareto  es  utilizada  para 
modelar  distribuciones  de  ingreso.  Suponga  que  en  alguna  economfa, 
la  distribucion  del  ingreso  sigue  una  distribucion  de  Pareto  con  k  =  3. 
Suponga  que  el  ingreso  medio  es  de  $20,000. 

(a)  Determine  My  C. 

(b)  Determine  la  varianza  cr2. 

(c)  Determine  la  fraccion  de  asalariados  que  ganan  mas  de  $100,000. 
( Nota :  es  lo  mismo  que  preguntar  cual  es  la  probabilidad  de  que 
al  elegir  de  manera  aleatoria  a  una  persona  esta  tenga  un  ingre¬ 
so  de  mas  de  $100,000). 
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36.  En  teorfa  electromagnetica,  el  potencial  magnetico  u  en  un 
punto  sobre  el  eje  de  una  bobina  circular  esta  dada  por 

,  r  dx 

u  =  Ar  I  — - - z~— 

Ja  (r2  +  x‘)3/2 

en  donde  A,  r  y  a  son  constantes.  Evalue  u. 

/OO 

f(x)  dx  ilustrado 

OO 

por  medio  de  lo  siguiente.  Demuestre  que 


/OO 

sen  x  dx  diverge  y 

00 

r 

(b)  h'm  /  sen  x  dx  =  0. 

a^°° J-a 


38.  Considere  un  alambre  infinito  que  coincide  con  la  parte  posi- 
tiva  del  eje  x  y  que  tiene  densidad  de  masa  Sir)  =  (1  +  x2)  \  0  <  x  <  oo. 

(a)  Calcule  la  masa  total  del  alambre. 

(b)  Demuestre  que  este  alambre  no  tiene  centro  de  masa. 

39.  Proporcione  un  ejemplo  de  una  region  en  el  primer  cuadran- 
te  que  de  un  solido  de  volumen  finito  cuando  se  hace  girar  alrededor 
del  eje  x,  pero  que  de  un  solido  de  volumen  infinito  cuando  se  hace 
girar  alrededor  del  eje  y. 

40.  Sea  /  una  funcion  continua  no  negativa  en  0  s  r  <  oo  con 

pCO 

/  f(x)  dx  <  oo.  Demuestre  que 
Jo 


(a)  si  lim  fix)  existe  debe  ser  0; 

X— >oo 

(b)  es  posible  que  h'm  f(x)  no  exista. 

X— >00 


41.  Podemos  utilizar  una  computadora  para  aproximar 

/OO  n  b 

f(x)  dx  tomando  b  muy  grande  en  /  f(x)  dx  con  tal  que  se- 

/100 

(\/xp)  dx  pa¬ 
ra  p  =  2, 1.1,  1.01,  1  y  0.99.  Observe  que  esto  no  da  idea  de  que  la 
integral  f  (l/xp)  dx  converge  para p>  1  y  diverge  para p£l. 


fa  1 

!42.Aproxime  /  — (1  +  Jr2)^1  dx  para  a  =  10, 50  y  100. 

Jo  if 

i  r  i 

!  43.  Aproxime  /  — =  exp(  —  xl[2)  dx  para  a  =  1, 2, 3  y  4. 

J-°  V2ir 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  converge 

Jr>b  r  0  pOO 

cos  x  dx  3.  /  f(x)dx;  /  f(x)dx  4.  p  >  1 
0  J- oo  Jo 


8.4  Considerando  la  gran  cantidad  de  integraciones  complicadas  que  hemos  hecho,  he  aqui 


Integrales  impropias: 
integrandos  infinitos 


\ 

! 

1 

i 

I 

l 

1 

1 

/ 

1 

\ 

\ 

\ 

\ 

1 

| _ 

\ 

1 

-2 

1 

-i 

x 

Figura  1 


una  que  parece  muy  sencilla  pero  que  es  incorrecta. 


Una  mirada  a  la  figura  1  nos  dice  que  algo  esta  muy  mal.  El  valor  de  la  integral  (si  exis¬ 
te  uno)  tiene  que  ser  un  numero  positivo.  (f,Por  que?) 

^En  donde  esta  nuestro  error?  Para  responder,  nos  regresamos  a  la  seccion  4.2. 
Recuerde  que  para  que  una  funcion  sea  integrable  en  el  sentido  estandar  (o  propio) 
debe  ser  acotada.  Nuestra  funcion, /(x)  =  1/x,  no  esta  acotada,  asi  que  no  es  integrable 

en  el  sentido  propio.  Decimos  que  J  x~2  dx  es  una  integral  impropia  con  un  integrando 

infinito  ( integrando  no  acotado  es  un  termino  mas  preciso  aunque  menos  interesante). 

Hasta  ahora,  hemos  evitado  con  cuidado  integrandos  infinitos  en  todos  nuestros 
ejemplos  y  problemas.  Podrfamos  continuar  haciendo  esto,  pero  serfa  evitar  una  clase 
de  integrales  que  tienen  aplicaciones  importantes.  Nuestra  tarea  para  esta  seccion  es 
definir  y  analizar  esta  nueva  clase  de  integrales. 

Integrandos  que  son  infinitos  en  un  punto  frontera  Damos  la  definicion 
para  el  caso  en  donde /tiende  a  infinito  en  el  punto  frontera  del  lado  derecho  del  inter- 
valo  de  integration.  Existe  una  definicion  completamente  analoga  para  el  caso  en  donde  / 
tiende  a  infinito  en  el  punto  frontera  del  lado  izquierdo. 


Definicion 

Sea /continua  en  el  intervalo  semiabierto  [a,  b)  y  supongase  que  lim  |/(x)|  =  oo. 
Entonces  A 


J. m  dx ' 


f(x)  dx 


con  tal  que  este  h'mite  exista  y  sea  finito,  en  cuyo  caso  decimos  que  la  integral  con¬ 
verge.  De  otra  forma,  decimos  que  la  integral  diverge. 
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Figura  2 


Dos  ejemplos  clave 

Del  ejemplo  7  de  la  seccion  8.3 
aprendimos  que 


converge  si  y  solo  si  p  >  1 .  Del 
ejemplo  4  de  esta  seccion  aprendi¬ 
mos  que 


Observe  la  interpretation  geometrica  en  la  figura  2. 


[EJEMPLO  1  ]  Evalue,  si  es  posible,  la  integral  impropia 


SOLUCION  Observe  que  en  2  el  integrando  tiene  a  infinito. 


V4  -  x2 


dx  f  dx  ( x\  1 

,  —  =  lim  /  .  —  -  =  lim  sen  — 

^4  —  .r2  ‘^2  Jo  V^T—  x2  f~"2  L  \2/  Jo 


=  lfm  sen  M  — 
r- 2-  \2 


t^l- 


EJEMPLO  2  ]  Evalue,  si  es  posible, 


SOLUCION 


/16  /•16  I"  A  116 

x~l/4dx  =  11m  /  x-1/4dx=  11m  ~x3/4 

'-0 V/  '-O’  L3  J, 


/-o'  3 


SOLUCION 


r-»0+  3  3  3 


rl  i 

Evalue,  si  es  posible,  /  —  dx. 

Jo  x 

1  1 

/  —  dx  =  11m  /  -  dx  =  llmlln-rl1 

Jo  *  '-o+J  *  ' 


=  11m  f— In  r]  =  oo 
/-*o+  L  1 


Concluimos  que  la  integral  diverge. 


converge  si  y  solo  si  p  <  1.  La 
primera  tiene  un  limite  de  integration 
infinito,  la  segunda  tiene  un  integran¬ 
do  infinito.  Si  se  siente  como  en  casa 
con  estas  dos  integrates,  tambien  debe 
sentirse  comodo  con  cualesquiera 
otras  integrates  impropias  con  la  que 
se  encuentre. 


EJEMPLO  4  Muestre  que  /  —  dx  converge  si  p  <  1,  pero  diverge  si  p  >  1. 


SOLUCION  El  ejemplo  3  se  hizo  cargo  del  caso  p  =  1.  Si  p  1 , 

r]  i  r]  r  x~p+x  i1 

/  — -  dx  =  lim  /  x  p  dx  —  11m  - - 

Jo  X?  /-0+J  ,-o+L-p+lJ, 


„  r  1  1  1  1  - 

i—*o+  1  -  p  1  -  p  tp  1  1 

r  ‘  I  oo 


si  p  <  1 
si  p  >  1 


Figura  3 


§|  EJEMPLO  5  i  Haga  una  grafica  de  la  hipocicloide  de  cuatro  vertices,  x2'7  +  y 2/3  = 
1  y  determine  su  perlmetro. 

ED  SOLUCION  La  grafica  se  muestra  en  la  figura  3.  Para  encontrar  el  perlmetro,  es 
suficiente  con  determinar  la  longitud  L  de  la  parte  del  primer  cuadrante  y  multiplicar- 
la  por  cuatro.  Estimamos  que  L  sera  un  poco  mas  de  V2  ~  1.4.  Su  valor  exacto  (vea- 
se  la  seccion  5.4)  es 


L  =  /  Vl  +  {y')2  dx 
Jo 


444  Capitulo  8  Formas  indeterminadas  e  integrales  impropias 


Por  medio  de  derivation  imph'cita  de  x2^  +  _y2  3  =  1 ,  obtenemos 

-x-^  +  2y'/V  =  0 

3  3 


y2/3  1  —  x2/2  1 

i  ,  y _ _  i  ,  ± _ ± _ _ 


y  de  esta  manera 


1  +  (y'Y  =  1+^=1 


'l  +  ( y’f  dx  = 


El  valor  de  esta  integral  impropia  puede  deducirse  de  la  solution  al  ejemplo  4;  es 
L  =  l/fl  —  |)  =  |.  Concluimos  que  la  hipocicloide  tiene  perimetro  4L  =  6.  ■ 

Integrandos  que  son  infinitos  en  un  punto  interior  La  integral  J  \/x2dx 

de  nuestra  introduction  tiene  un  integrando  que  tiende  a  infinito  en  x  =  0,  un  punto  in¬ 
terior  del  intervalo  [-2, 1  ].  He  aquf  la  definition  apropiada  para  dar  significado  a  tal 
integral. 


Definicion 

Sea /continua  en  [a, 6]  excepto  en  un  numero  c, en  donde  a<c<b, y  supongase  que 
l(m|/(jc)|  =  oo.  Entonces  definimos 

x—*c 

/b  pc  i'b 

f(x)  dx  =  /  f{x)  dx  +  /  f(x)  dx 
J  a  Jc 

siempre  que  ambas  integrales  de  la  derecha  convergen.  En  caso  contrario.  decimos 
que  [  f(x)  dx  diverge. 


I  2  3 


EJEMPLO  6  I  Demuestre  que  J  \/x2  dx  diverge. 


SOLUCION 


['  1  ,  1  J 

I  —  dx  =  /  — r  dx  + 
-2  X  J  2  x 


La  segunda  integral  de  la  derecha  diverge,  por  el  ejemplo  4.  Esto  es  suficiente  para  dar 
la  conclusion.  * 

_  _  r7,  (jx 

g§  EJEMPLO  7  Evalue,  si  es  posible,  la  integral  impropia  J  - - 

SOLUCION  El  integrando  tiende  a  infinito  en  x  =  1  (vease  la  figura  4).  Asi, 


Jo  {x  -  l)2! 


Figura  4 


f  dx  j  dx 

5  “  Jo  (T^T)^  + 

['  dx  ['  dx 

=  lim  /  - rrr  +  lint  /  - — 

'-•■jo  {x  - 1)2/3  (jc  - 1)2/3 

=  lim  [3(x  -  l)1/3]'  +  ltm  [3(x  -  l)1/3]3 
=  3  Hm  [( t  -  1)1/3  +  1]  +  3  lim  [21/3  -  (s  -  1)1/3] 

I— >1  .V — *■  1  1 

=  3  +  3(21/3)  «  6.78 
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Revision  de  conceptos 

1.  La  integral  jf  (1/ Vx)  dx  no  existe  en  el  sentido  propio,  ya  3.  La  integral  impropia  J  (l/  V4  -  x)  clx  se  define  por 

que  la  funcion  f(x)  =  1/Vxes _ en  el  intervalo  (0, 1],  _ . 


2.  Considerada  como  una  integral  impropia 

lim  /  x  1 1  dx  = 

o-O*  /„ 


ia,  [  (1/Vi) 
Jo 


dx 


■  (' 
?ia  / 

Jo 


4.  La  integral  impropia  /  (l/jc^dx  converge  si  y  solo  si 


Conjunto  de  problemas  8.4 

En  /os  problemas  de!  1  al  32  evalue  cada  integral  impropia  o  demues- 
tre  que  diverge. 


dx 


(*  -  1) 

’  dx 


1/3 


jc  -  3 


2. 


4. 


dx 


/t  (jc  -  1)4/3 

r9 


dx 


5.  f  — 7== 

./()  Vl  -  JC2 

/■3  1  . 

7.  /  — r  dx 

./-l  x4 
'•128 


«•  / 


ioo  VI  +  jc2 

r» — 5 


»'  l  > 


dx 


/ 


9.  /  x“5/7  dx 

i 


10. 


11. 


13. 


dx 


ro  (2  -  3x)‘/3 

-4 


X 


,5.  / 


o  16  -  2x2 
dx 


dx 


17. 


-2  (jT+1)4* 
dx 


n-  L 

-s: 
■  1: 


0  N/7  -  X2 

V8 


dx 


Vs  (16  —  2x2)2,3 


dx 


dx 


V9~ 


/V 


x2  -  x  +  1 


16 


18. 


dx 


X-  +  x  -  2 


27  x1/'3 


dx 


r-TT/4 

19.  /  tan  2x  dx 


/•rr/2 


21. 


/()  I  —  COS  X 

pir/l 


dx 


70  x2/3-9 

/tt/2 

CSC  X  dx 

/“ 71/72  COS  X 

22.  /  1 ; —  dx 


/o  ^si 


sen  x 


/  77-/4  2 

sec  x 
- -  dx 


25.  /  — 

J  0  cos 


dx 


27. 


29. 


31. 


32. 


COS  X  -  1 

n  3  r  , 

e  dx 


0  -  1 
dx 


/1  x  In  x 

/*4c 


26. 


28. 


30. 


/o  (tan  x  -  l)2 
f  1  dx 


-3  x Vln(— x) 
dx 


2  V4x  -  x2 
10  dx 


x  In  1  x 


dx 


2r  Vx2  -  4f2 

2c 


x  dx 


Jc  \/ x1  +  xc  —  2  c2 


,c  >  0 


33.  Con  frecuencia,  es  posible  cambiar  una  integral  impropia  en 
una  propia  por  medio  del  uso  de  la  integracion  por  partes.  Considere 


Urn 


dx 


‘-0  'Jc  Vx(l  +  x) 

[c,  1]  donde  0  <  c  <  1  para  demostrar  que 

2Vc 


.  Utilice  la  integracion  por  partes  en  el  intervalo 


fl  dx 

Jc  Vx(l  + 


Vx  dx 


Vx(l  +  x)  c  +  1  “Jc  (1  +  x)2 

y  asf  concluir  que  tomando  el  lfmite  cuando  c  — *  0  una  integral  im¬ 
propia  puede  convertirse  en  una  integral  propia. 

34.  Utilice  integracion  por  partes  y  la  tecnica  del  problema  33 


para  transformar  la  integral  impropia 
propia. 


dx 


0  Vjc(1  +  x) 


en  una  integral 


35.  Si/(x)  liende  a  infinito  en  ay  b,  entonces  definintos 

pb  pc  pb 

/  /(x)  dx  =  /  f(x)  dx+  f(x)  dx, 

Ja  Ja  Jc 

en  donde  c  es  cualquier  punto  entre  ay  b,  siempre  que,  por  supuesto, 
las  ultimas  dos  integrales  converjan.  En  caso  contrario,  decimos  que  la 

V 

integral  dada  diverge.  Utilice  esto  para  evaluar 


demuestre  que  diverge. 

r3 

36.  Evalue 


V9  -  x2 


dx  o 


-3  9  —  x‘ 


dx  o  demuestre  que  diverge.  Vease  el 


problema  35. 

/’J  1 

37.  Evalue  / - -  dx  o  demuestre  que  diverge.  Vease  el 

J- 4  16  -  x 

problema  35. 

f'  1 

38.  Evalue  /  - — — - dx  o  demuestre  que  diverge. 

J- 1  xv  — ln|x| 

39.  Si  lim  fix)  =  00,  definintos 

*—<r 

f  f(x)  dx  =  lim  /  f(x)  dx  +  lim  /  f(x)  dx 

r— (»  X  1 

con  tal  que  ambos  Ifmites  existan.  En  caso  contrario,  decimos  que 

1 

/  /(x)  dx  diverge.  Demuestre  que  /  — -  dx  diverge  para  toda  p. 

Jo  Ja  x1 

40.  Suponga  que /es  continua  en  |0,co)  cxcepto  en  x  =  1,  en  don¬ 
de  lim  |/(x)|  =  00.  ^Como  definirfa  I  f(x)dx‘ ? 
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41.  Encuentre  el  area  de  la  region  entre  las  curvas  y  —  (x  -  8)  2/3 
y  y  =  0  para  0  =s  x  <  8. 

42.  Encuentre  el  area  de  la  region  entre  las  curvas  y  =  l/.t  y 
y  =  1/(jc3  +  jc)  para  0<rsl. 

43.  Sea  R  la  region  en  el  primer  cuadrante  debajo  de  la  curva 
y  =  .tT2/3  y  a  la  izquierda  de  x  =  1 . 

(a)  Demuestre  que  el  area  de  R  es  finita  encontrando  su  valor. 

(b)  Demuestre  que  el  volumen  del  solido  generado  al  hacer  girar  R 
alrededor  del  eje  x  es  infinito. 

fb 

44.  Encuentre  b  de  modo  que  /  In  x  dx  =  0. 

Jo 

I  sen  x 

45.  La  integral  /  - —  dx  es  impropia?  Explique. 

Jo  x 

[fxf]~]  46.  (Prueba  de  comparacion)  Si  0  £  f(x)  <  g( x)  en  [a,  oo),  pue- 


de  demostrarse  que  la  convergencia  de  /  g(x)  dx  implica  la  con- 


p  (X) 

J  a 


f. 


vergencia  de  /  f(x)  dx,  y  la  divergencia  de  /  f(x)  dx  implica  la 


divergencia  de 

r°° _ 1 

J 1  X4(l  H 


f 


f 


g(x)  dx.  Utilice  esto  para  demostrar  que 


4  dx  converge. 


4(1  +  x4) 

Sugerencia:  en  [l,oo),  l/[x4(l  +  x4)]  £  1/x4. 


47.  Utilice  la  prueba  de  comparacion  del  problema  46  para  de- 

/OO 

e~x  dx  converge.  Sugerencia:  e~x  <  e~x  en  [1,  oo). 

48.  Utilice  la  prueba  de  comparacion  del  problema  46  para  de- 
1 


mostrar  que 


i 


dx 


Vx  +  2  -  1 

49.  Utilice  la  prueba  de  comparacion  del  problema  46  para  de- 
dx  converge  o  diverge. 


terminar 


1 


x1 ln(x  +  1) 


50.  Formule  una  prueba  de  comparacion  para  integrales  impro¬ 
pias  con  integrandos  infinitos. 

51.  (a)  Utilice  el  ejemplo  2  de  la  section  8.2  para  demostrar  que 
para  cualquier  numero  positivo  n  existe  un  numero  M  tal  que 

x"'  1 

0  <  — —  <  —  para  x  a  M 
e  x1 

(b)  Utilice  la  parte  (a)  y  el  problema  46  para  demostrar  que 

pOO 

I  x"  ” 1  e~x  dx  converge. 


52.  Utilizando  el  problema  50  demuestre  que 
converge  para  n  >  0. 


f  xn-' 

Jo 


e  x  dx 


Jp  oo 

xn^1ex  dx.  n  >  0.  Por 
o 


los  problemas  51  y  52,esta  integral  converge.  Demuestre  cada  uno  de 
lo  siguiente  (observe  que  la  funcion  gamma  esta  definida  para  cual¬ 
quier  numero  positivo  real  n): 


(a)  r(l)  =  1  (b)  T(/i  +  1)  =  nT(n) 

(c)  r(«  +  1)  =  /;!,  si  n  es  un  entero  positivo. 

p  OO 

155H  54.  Evalue  /  x"~ Ae~x  dx  para  n  =  1,  2, 3, 4  y  5,  con  lo  que  se 
Jo 

confirma  el  problema  53(c). 


55.  La  funcion  de  densidad  de  probabilidad  gamma  es 


x  \Cxa^etix.  si  x  >  0 

/W  =  U  six^O 

donde  a  y  [3  son  constantes  positivas.  (Tanto  las  distribuciones 
gamma  como  la  Weibull  son  utilizadas  en  modelos  de  tiempo  de  vida 
de  personas,  animales  y  equipos). 

(a)  Determine  el  valor  de  C,  dependiente  de  a  y  [3,  que  hace  a/(x) 
una  funcion  de  densidad  de  probabilidad. 

(b)  Para  el  valor  de  C,  que  encontro  en  la  parte  (a),  determine  el  va¬ 
lor  de  la  media  /x. 

(c)  Para  el  valor  de  C.  que  encontro  en  la  parte  (a),  determine  la  va- 
rianza  cr2. 

1XFL  56.  La  transformada  de  Laplace,  nombrada  asi  en  honor  del 
matematico  frances  Pierre-Simon  de  Laplace  (1749-1827),  de  una 

p  OO 

funcion /(x)  esta  dada  mediante  L{/(f)}(s)  =  /  f(t)e~s'  dt.  Las 

Jo 

transformadas  de  Laplace  se  utilizan  para  resolver  ecuaciones  dife- 
renciales. 


(a)  Demuestre  que  la  transformada  de  Laplace  de  ra  esta  dada  por 
F(a  4- 1 ) /sa+ '  y  esta  definida  para  s  >  0. 

(b)  Demuestre  que  la  transformada  de  Laplace  de  eal  esta  dada  por 
l/(.v  -  a)  y  esta  definida  por  s  >  a. 

(c)  Demuestre  que  la  transformada  de  Laplace  de  sen(at)  estS  dada 
por  a/{s2  +  a2)  y  esta  definida  para  s  >  0). 


a/,  inicipieie 


y  despues  calcule  esta  area  por  medio  de  una  integracion  con  respec- 
to  a  v,  evalue: 


(b) 

1EXPL1  58.  Suponga  que  0<P  <  q  y  que 
^Que  puede  decir  acerca  de  p  y  ql 


j; 


xp  +  x‘ 


dx 


dx  converge. 


Respucstas  a  la  revision  de  conceptos: 

rb 

3.  lfm 

b 


(i/V4 


—  x)  dx  4.  p  <  1 


1.  no  acotada  2.  2 


8.5  Repaso  del  capitulo 

Examen  de  conceptos 

Responda  con  verdadero  o  fa/so  a  cada  una  de  las  siguientes  afirma- 
ciones.  Justifique  su  respuesta. 


1.  lfm  — -  -  0 

X— >0O  (' 

lOOOx4  +  1(XX) 

3.  lim - : - =  oo 

v  0.001  x4  +  1 


xm 

2.  lfm  - - 

j:— OO  In  X 


4.  lfm  xe  X,x  =  0 

X— >0O 


/(x) 

5.  Si  lfm  /(x)  =  lfm  g(x)  =  oo,entonces  lfm  ’  =  1. 

x—*a  x—*a  x~*a  g(x) 

6.  Si  lfm  f(x)  =  1  y  lfm  g(x)  =  oo,  entonces 

x~*a  x—*a 

lfm  [/(x)]*W  =  1. 

x—*a 

7.  Si  lfm  f(x)  =  1,  entonces  lfm  {lfm [/(x)]"}  =  1. 

x—*a  n—>c-olx—*a  } 
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=  oo. 


8.  Si  lim  f(x)  =  0  y  h'm  g(x)  =  oo,  entonces 
h'm  [/(x)]g^  -  0.  (Suponga  f(x)  >  0  para  x  ¥=  a). 

x—>a 

9.  Si  h'm  f(x)  =  -1  y  h'm  g(x)  =  oo,  entonces 
I'm  [f{x)g(x)}  =  -oo. 

X—>CI 

10.  Si  h'm  /(x)  =  0  y  h'm  g(x)  =  oo,  entonces 
h'm  [/(x)g(x)]  =  0. 

x—*a 

f(x) 

11.  Si  h'm  —  ,  =  3,  entonces  lim  \f(x)  -  3g(x)|  =  0. 

jt-*ocg(jc)  .r— ooLJ  v  '  ,J 

f(x) 

12.  Si  lim/(x)  =  2  y  limg(x)  =  0,  entonces  lim-j — — — r 

x^a  x  *a  |g(x)| 

(Suponga  que  g(x)  ¥=  0  para  x  4=  a). 

13.  Si  h'm  In  fix)  =  2,  entonces  lim  fix)  =  e2. 

x — *oo  x— >ooJ 

14.  Si  fix)  ^  0  para  x^ay  h'm  fix)  =  0,  entonces 
h'm  [1  +  f(x)]WM  =  e. 

x—*a 

p(x) 

15.  Si  plx)  es  un  polinomio,  entonces  h'm  — —  =  0. 

x-*°o  e 

p(x) 

16.  Si  p(x)  es  un  polinomio,  entonces  lim — —  =  p( 0). 

fix ) 

17.  Si  fix )  y  g(x)  son  derivables  y  h'm  — ——  =  L,  entonces 

fix)  x^°  S  lx) 

h'm  — — -  =  L. 

g(x) 

['  1 

18‘  Jo  dx  conver8e- 

r  i 

19.  /  — -  dx  diverge  para  toda  p  >  0. 

J  o  x v 

20.  Si  /  es  continua  en  10,  oo)  y  lim  f(x)  =0,  entonces 

-00  x—»°° 

/  f(x)  dx  converge. 

Jo 

J-oo 

’  f(x)  dx  converge,  entonces 
0 

/  f{x)  dx  converge. 

J-OO 

/l)  —  OC 

f(x)  dx  existe  y  es  finita,  entonces  /  f{x)  dx 

b  J-oo 

converge. 

23.  Si  f  es  continua  en  [0,  oo)  y  lim  fix)  =  0,  entonces 

-OO  X—^OO 

/  f{x)  dx  converge. 

Jo 

-oo 

24.  Si  0  £/(x)  £  e  x  en  [0,  oo),  entonces  I  f{x)  dx  converge. 

Jo 


rir/4 

25. 

Jo 


tan  x 


dx  es  una  integral  impropia. 


Problemas  de  examen 

Determine  cada  limite  en  los  problemas  del  1  al  18. 


1.  lim  - 


4x 


v— o  tan  x 


2.  lim 


tan  2x 


o  sen  3x 
cos  x 


,,  sen  x  —  tan  x 

3.  lint - — - -  4.  lim 

x-o  M  x  x2 


5.  lfm  2x  cot  x 

x->0 


ln(l  -  x) 

6.  lim - 

-t—l  COt  7 TX 


7.  lim 


In  t 


r->oo  f 

9.  lim  (sen  x)1' 
*->o+ 

11.  lim  xx 

x—  o+ 

13.  lim  Vr  In  x 

X-+0+ 


2f 

8.  lim  - — 

x— oo  in  x 

10.  lim  x  In  x 

x-« 0+ 

12.  lim(l  +  senx)2,/j: 

x — *0 

14.  lim  tl/‘ 

t—*o O 


15.  lim 


1  1 


x— (TVsenx  x 

tan  x 


16.  lim 


tan  3x 


x—tt/2  tan  x 


17.  lim  (sen  x) 

x—*ir/2 


18.  lim  xtanx  — —  secx 

x-  >-n/2  V  2 


En  los  problemas  del  19  al  38  evalue  la  integral  impropia  dada  o  de- 
muestre  que  diverge. 

dx  f°°  dx 


f  dx  f 

19’  Jo  (x  +  1)2  2°‘  1  1 

21.  [  e2xdx  22.  [  ~ 

J~  oo  J- 1  1 

r  dx  24  r 2 

Jo  x  +  1  ’  Ji/2  x(lnx)1/5 

r  dx  f 1  dx 

J 1  X2  +  x4  26’  J-oo  (2  -  x)2 

dx  fA  dx 

27 •  J-2  2x~ 3  28-  J  ~V~1 

r  dx  dx 

29>  I  x(ln  x)2  301  1  e*!2 

j"  dx  f 

31.  / - X77  32.  / 

h  (4  -  x)2/3  Ji 


23, 


25, 


Jo  1  +  x2 
dx 


dx 


32.  /  xe  x  dx 


33. 


35. 


37. 


f  -^-dx  34.  [  - 

J-OO  X+1  J-OO  1 

r -if-;  *1  *  r 

Jo  e2  +1  J- 

r 3  x  J  r'"  i 

7-3  V9  -  x2  Jxr/3  (In 


dx 


36.  I  x2e  **  dx 


tan  x 


dx 


-3  V  9  —  xx  Jnft  (In  cos  xf 

f°°  1 

39.  ^Para  que  valores  de  p  la  integral  /  —  dx  converge  y  para 

J  l  x 

que  valores  diverge? 


40.  ,.Para  que  valores  de  p  la  integral 
cuales  diverge? 


f~. 

Jo  x> 


dx  converge  y  para 


En  los  problemas  del  41  al  44  utilice  la  prueba  de  comparacidn  ( vease 
el  problema  46  de  la  seccion  8.4)  para  decidir  si  cada  una  de  las  si- 
guientes  integrales  convergen  o  divergen. 

dx 


«•/ 


43. 


f  In  x 
J3  x 


X°  +  X 
dx 


in  x  J 

42. 

/  dX 

u 

It  e 

[°°  lnx  J 

44. 

/  — V  “ x 

h  x 

PROBLEMAS 
DE  REPASO  E 
INTRODU  CCION 


De  la  section  0.1  recuerde  que  la  reciproca  de  la  implication  P=>QesQ=>P,y  la 
contrapositiva  es  no  Q  =>  no  P.  En  los  problemas  del  1  al  8  proporcione  la  reciproca  y 
la  contrapositiva  de  las  proposiciones  dadas.  I Cud/es,  entre  la  proposition  original,  su 
reciproca  y  su  contrapositiva  son  siempre  verdaderas? 

1.  Si  x  >  0,  entonces  x2  >  0. 

2.  Si  x 2  >  0,  entonces  x  >  0. 

3.  Si/es  diferenciable  en  c,entonces/es  continua  en  c. 

4.  Si/es  continua  en  c, entonces /es  diferenciable  en  c. 

5.  Si  /es  continua  por  la  derecha  en  c,  entonces  /es  continua  en  c. 

6.  Si  la  derivada  de  /'siempre  es  cero,  entonces  /es  una  funcion  constante.  fSuponga  que/es 
diferenciable  para  toda  jc]. 

7.  Si/(x)  =  x2,  entonces  f'(x) 

8.  Si  a  <  b ,  entonces  a 2  <  b2. 


2x. 


En  los  problemas  del  9  al  12  evahie  la  suma  dada. 


u. 


4  i 

57 


10.  1 


1  l 

—  +  — 

2  4 


i  _L 

8  +  16 


4  (-1)* 

12.  2  — 

2k 


32 


Evalue  los  siguientes  llmites. 
x 


13.  lim 


x- »oo 


2x  +  1 


15. 


Ifm  —x 

jr-.no  e 


14.  Ifm 


n 


2 n2  +  1 

/t2 


16.  Ifm  — 

n->oo  e 


i Cud!  de  las  integrates  impropias  converge? 


17.  ) 

ri-*x 

18.  I 

C\dx 

J 

19-J 

i  * 

f  1  w 
r  1.001  dx 

1  ^ 

J 

20.  J 

i  x2 
/.00 

1  /  dx 

2LJ 

r  1  „ 

22.  J 

r  1 

2  x  In  x 

2  x(ln  x)2 

CAPITULO  Y  Series  infinitas 


9.1 

Sucesiones  infinitas 

9.2 

Series  infinitas 

9.3 

Series  positivas: 
el  criterio  de  la 

integral 

9.4 

Series  positivas: 
otros  criterios 

9.5 

Series  alternantes, 

convergencia 
absoluta  y  conver¬ 
gencia  condicional 

9.6 

Series  de  potencias 

9.7 

Operaciones  sobre 
series  de  potencias 

9.8 

Series  de  Taylor  y 
de  Maclaurin 

9.9 

La  aproximacion 
de  Taylor  para  una 
funcion 

9.10 

Repaso  del  capitulo 

Alguien  podria  afirmar  que  existen 
muchas  sucesiones  diferentes  que 
inician  con 

1,4,7,10,13 

y  estamos  de  acuerdo.  Por  ejemplo, 
la  formula 

3n  —  2  +  (n  —  1 )  •  (n  —  2)  •  •  • 

(n  -  5) 

genera  esos  cinco  numeros.  Pero 
<,quien,  salvo  un  experto,  pensarla 
en  esta  formula?  Cuando  le  pregun- 
tamos  por  un  patron,  queremos  de- 
cir  un  patron  sencillo  y  obvio. 


9.1 

Sucesiones  infinitas 

En  un  lenguaje  sencillo,  una  sucesion 

d\7  #2?  #3,  #4,  .  .  . 

es  un  arreglo  ordenado  de  numeros  reales,  uno  para  cada  entero  positivo.  Mas  formal- 
mente,  una  sucesion  infinita  es  una  funcion  cuyo  dominio  es  el  conjunto  de  enteros  po¬ 
sitives  y  cuyo  rango  es  un  conjunto  de  numeros  reales.  Podemos  indicar  una  sucesion 

mediante  ai,a2,a3, _ mediante  o  simplemente  por  \an\.  En  algunos  casos, 

extenderemos  un  poco  este  concepto  permitiendo  que  el  dominio  conste  de  todos  los 

enteros  mayores  o  iguales  a  un  entero  especffico,  como  en  b[h  b\,  b2,  ■  .  ■  y  c8,  cq,  cw _ _ 

que  denotamos  como  {/>„}“=(>  y  {c„L5°=8,  respectivamente. 

Se  puede  especificar  una  sucesion  dando  suficientes  terminos  iniciales  para  esta- 
blecer  un  patron,  como  en 


1,4,7,10,13,... 

mediante  una  formula  explfcita  para  el  n-esimo  termino,  como  en 

o„  =  3n  -  2,  n  s  1 


o  mediante  una  formula  recursiva 

a]  =  1,  a„  =  +3,  n  s  2 

Observe  que  cada  una  de  estas  ilustraciones  describe  la  misrna  sucesion.  He  aqul  otras 
cuatro  formulas  explicitas  y  los  primeros  terminos  de  las  sucesiones  que  generan. 

(1)  an  =  1  -  K 

(2)  bn  =  1  +  (-1)"^, 

(3)  c„  =  (-ir  +  i 

(4)  dn  =  0.999, 


1  n  1  2  3  4 

n~h  °'2'3’4-5- 


,  3  2  5  4  7  6 

n  —  1-  2’ 3’ 4’ 5’ 6’ 7’"' 


,  n  3  2  5  4  7  6 

n  ~  1:  °’  2’ _  3’  4’  ~  5’  6’ _  7’ 


n  >  1 :  0.999,  0.999,  0.999,  0.999, 


1 


-I  0  1 


Figura  1 


Convergencia  Considere  las  cuatro  sucesiones  recien  definidas.  Cada  una  tiene  va- 
lores  que  se  apilan  cerca  de  1  (veanse  los  diagramas  de  la  figura  1 ).  Pero,  ^todas  conver- 
gen  a  a„)  y  (6„)  convergen  a  1 ,  pero  jc„j  y  j d„}  no. 

Para  que  una  sucesion  converja  a  1,  primero  debe  ocurrir  que  los  valores  de  la  su¬ 
cesion  se  acerquen  a  1.  Pero  deben  hacer  algo  mas  que  estar  cerca;  deben  permanecer 
cerca,  para  toda  n  mas  alia  de  cierto  valor.  Esto  descarta  a  la  sucesion  jc„).  Ademas,  cer¬ 
ca  significa  arbitrariamente  cerca,  es  decir,  dentro  de  cualquier  distancia  no  nula  dada 
con  respecto  de  1,  lo  cual  excluye  a  {dn\.  Aunque  la  sucesion  {dn\  no  converge  a  1 ,  es  co- 
rrecto  decir  que  converge  a  0.999.  La  sucesion  |c„)  no  converge;  decimos  que  diverge. 

He  aquf  la  definicion  formal,  la  introdujimos  por  primera  vez  en  la  seccion  1.5. 
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Definicion 

La  sucesion  [a„\  se  dice  que  converge  a  L  y  escribimos 

h'm  an  =  L 

n—>  oo 

si  para  cada  numero  positivo  e  existe  un  numero  positivo  correspondiente  a  N  tal 
que 

n  >  N  =>  \an  —  L\  <  e 

Si  no  hay  un  numero  finito  L  al  que  converja  una  sucesion,  se  dice  que  esta  diverge, 
o  que  es  divergente. 


Para  ver  una  relation  con  los  limites  en  infinito  (section  1.5),  consideremos  la  grafica 
de  an  =  1  —  \/n  y  a(x)  =  1  —  1/jt.  La  unica  diferencia  es  que  en  el  caso  de  la  sucesion,  el 
dominio  se  restringe  a  los  enteros  positivos.  En  el  primer  caso,  escribimos  lfm  an  =  1; 

n-»  oo 

y  en  el  segundo,  lim  a(x)  =  1 .  Observe  las  interpretaciones  de  e  y  N  en  los  diagramas 

x— >oo 

de  la  figura  2. 


Figura  2 


gpJEMPLO  1  i  Demuestre  que  si  p  es  un  entero  positivo,  entonces 


h'm  -  - 

n—*oo  n p 


=  0 


SOLUCION  Con  base  en  el  trabajo  previo,  esto  es  casi  obvio,  pero  daremos  una  de- 
mostracion  formal.  Sea  e  >  0  arbitrario  dado.  Elegimos  N  como  cualquier  numero  ma¬ 
yor  que  S/T/e.  Entonces  «  &  N  implica  que 


I an  -  L\ 


J_  <  _  1_ _ 

np  ~  Np<  [^l/ey 


Todos  los  teoremas  familiares  para  limites  son  validos  para  sucesiones  convergen- 
tes;  los  establecemos  sin  demostracion. 


Teorema  A 


Propiedades  de  los  limites  de  sucesiones 

Sean  [an]  y  \bn]  sucesiones  convergentes  y  k  una  constante.  Entonces 

(i)  h'm  k  =  k\ 

n—>  oo 

(ii)  lim  kan  =  k  lim  an\ 

n—>  oo  «— >  oo 

(iii)  h'm  (an  ±  bn)  =  h'm  an  ±  h'm  bn\ 

ti — >oo  n— n—>  oo 

(iv)  h'm  («„  •  bn)  =  h'm  an  ■  h'm  bn; 

n—*oo  n  *oo  n—>oo 

an  J1™,  an 

(v)  lim  =  - — ,  siempre  que  lfm  bn  #  0. 

n  >oo  b  lim  bn  n-* oo 
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■  EJEMPLO  2  I  Determine  lfm  — r - . 

SOLUCION  Para  decidir  lo  que  le  sucede  a  un  cociente  de  dos  polinomios  en  n  cuan- 
do  n  crece,  conviene  dividir  el  numerador  y  el  denominador  entre  la  mayor  potencia  de 
n  que  aparezca  en  el  denominador.  Esto  justifica  nuestro  primer  paso  mas  adelante;  los 
otros  se  justifican  apelando  a  las  afirmaciones  del  Teorema  A,  como  se  indica  median- 
te  los  numeros  encerrados  en  un  cfrculo. 


lfm 

n  -»  °° 


3  n2 
n1  +  1 


lfm 

n  -*  °° 


3 

7  +  (l/n2) 


©  lfm  3 

n  -»  °° 

~  lfm  [7  +  (l/n2)] 

n  —>  co 


®  lfm  3 

_  fl  — >  CO _ 

lfm  7  +  lfm  l/n2 

n  — *  cc  n  -*>  oo 


© 


3  =  3 

7  +  lfm  l/n2  7  +  0 


3 

7 


En  este  momento,  los  teoremas  de  lfmite  deben  ser  tan  familiares  que  por  lo  general 
pasaremos  directamente  del  primer  paso  al  resultado  final.  ■ 


M  EJEMPLO  3]  ^La  sucesion  {(In  «)/e")  converge?,  en  tal  caso,  i a  que  numero? 

SOLLCION  Aquf,  y  en  muchos  problemas  de  sucesiones,  es  conveniente  usar  el  si- 
guiente  hecho  casi  obvio  (vease  la  figura  2). 


Si  lfm  f(x)  =  L,  entonces  lfm  f{n )  =  L. 

x  »oo  /i— »oo 


[El  Como  se  esperaba 

En  el  capftulo  8  mostramos, 
mediante  el  uso  de  la  regia  de 
L’Hopital,  que  ex  crece  mas  rdpido 
que  cualquier  potencia  de  x  y  que 
In  x  crece  mas  lentamente  que 
cualquier  potencia  de  x.  Asf, 
esperarfamos  que  In  x/e'  y  In  n/e" 
ambas  tiendan  a  cero. 


Esto  es  conveniente,  ya  que  nos  permite  aplicar  la  regia  de  L’Hopital  al  problema  de  la 
variable  continua.  En  particular,  por  la  regia  de  L’Hopital. 

In*  \/x 

lim  — —  =  lim  — —  =  0 

x^-oo  e  x — e 


Asf, 


,  In  n 

lim  — —  =  0 

n—>  oo  e 


Es  decir,  {(In  n)/en\  converge  a  0.  ■ 

He  aquf  otro  teorema  que  ya  hemos  visto,  de  un  modo  ligeramente  distinto  (teore¬ 
ma  1.3D). 


Teorema  B 


Teorema  del  emparedado 

Suponga  que  {«„}  y  jc„)  convergen  a  L  y  que  an  £  bn  £  c„  para  n  a  K  (K  es  un  entero 
fijo).  Entonces  [bn j  tambien  converge  en  L. 


- - 1  sen'  n 

EJEMPLO  4n  Demuestre  que  lfm  -  =  0. 


SOLUCION  Para  n  a  1,  —l/n  <  (sen3  ?i)/n  <  \jn.  Como  lfm  (-1  jn)  =  0  y 

n—*oo 

lfm  (l/n)  =  0.  el  resultado  es  consecuencia  del  teorema  del  emparedado.  * 

n—*oo 
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Para  las  sucesiones  con  signo  variable,  el  siguiente  resultado  es  util. 


Teorema  C 


Si  h'm  \an\  =  0,  entonces  h'm  an  =  0. 

n— *oo  «— »  oo 


Detnostracioti  Como  —  I  an  I  <  an  <  I  an  I,  el  resultado  es  consecuencia  del  teorema 
del  emparedado.  ■ 

^Que  ocurre  con  los  numeros  de  la  sucesion  {0.999" j  cuando  n  — >oo?  Le  sugerimos 
que  calcule  0.999”  para  n  =  10, 100, 1000  y  10,000  con  su  calculadora  para  tener  una  me- 
jor  idea.  Luego  observe  el  siguiente  ejemplo. 


iP  I  |  I  M  1*1.  O  S 


Demuestre  que  si  —1  <  r  <  1,  entonces  h'm  r" 

n— «oo 


=  0. 


SOLUCIOTNl  Si  r  =  0,  el  resultado  es  trivial,  de  modo  que  suponemos  lo  contrario. 
Entonces  1/1  r\  >  1  y  entonces  1/lr  I  =  1  +  p  para  algun  numero  p  >  0.  Por  la  formula  del 
binomio. 


u 


A 


J _ 1 _ I _ I _ I _ I _ I _ I _ 1 _ I _ I _ I _ L 

1  2  3  4  5 

Inn  u  „  =  A 


Figure  3 


Asi, 


(terminos  positivos)  &  pn 


0  <  |r|” 


pn 


Como  lint  (1  / pn)  =  (1  Ip)  lim  (1  In)  =  0,  el  teorema  del  emparedado  implica  que 

ii  — *oo  11  — 

h'm  (/•["  =  0  o,  en  forma  equivalente,  h'm  |r"|  =  0.  Por  el  teorema  C, h'm  r"  -  0.  M 

/;  — *  oo  n—*oc  n— *oo 


<-,Que  ocurre  si  r  >  1 ;  por  ejemplo,  si  r  =  1 .5?  Entonces  r"  crecera  hacia  oo.  En  este 
caso,  escribimos 


h'm  r"  =  oo,  r  >  1 

,t-»00 


Sin  embargo,  decimos  que  la  sucesion  {/'}  diverge.  Para  converger,  una  sucesion  debe 
tender  a  un  lfmite  finito.  La  sucesion  {r" )  tambien  diverge  cuando  rs-1. 


Sucesiones  monotonas  Ahora  consideremos  una  sucesion  no  decreciente  arbi- 
traria  {«„},  con  lo  que  queremos  decir  que  an  <  an+t .  n  >  1.  Un  ejemplo  es  la  sucesion 
an  =  n2:  otra  es  an  =  1  —  l/n.  Si  usted  reflexiona  un  poco  sobre  esto,  podria  convencerse 
de  que  una  sucesion  de  este  tipo  solo  puede  hacer  una  de  dos  cosas.  O  bien  se  va  a  infini- 
to  o,  si  no  puede  hacerlo  por  estar  acotada  por  arriba,  entonces  debe  tender  a  una  orilla 
(vease  la  figura  3).  He  aqui  el  enunciado  formal  de  este  resultado  tan  importante. 


Teorema  D 


Teorema  de  la  sucesion  monotona 


Si  U  es  una  cota  superior  para  una  sucesion  no  decreciente  {<?„},  entonces  la  sucesion 
converge  a  un  limite  A  que  es  menor  o  igual  a  U.  De  manera  analoga,  si  L  es  una  co¬ 
ta  inferior  para  una  sucesion  no  creciente  {£>„},  entonces  la  sucesion  \b„\  converge  a 
un  limite  que  es  mayor  o  igual  a  L. 


La  expresion  sucesion  monotona  se  usa  para  describir  una  sucesion  no  decrecien¬ 
te  o  no  creciente;  de  aqui  el  nombre  de  este  teorema. 

El  teorema  D  describe  una  propiedad  muy  importante  del  sistema  de  los  numeros 
reales.  Es  equivalente  a  la  propiedad  de  completez  de  los  numeros  reales,  que  en  len- 
guaje  comun  dice  que  la  recta  real  no  tiene  “agujeros”  (veanse  los  problemas  47  y  48). 
Esta  propiedad  es  la  que  distingue  la  recta  numerica  real  de  la  recta  numerica  racional 
(que  esta  llena  de  agujeros).  Se  podria  decir  mas  de  este  tema;  esperamos  que  el  teore¬ 
ma  D  apele  a  su  intuicion  y  que  tendra  fe  en  el,  hasta  asistir  a  un  curso  mas  avanzado. 
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Haremos  otro  comentario  sobre  el  teorema  D.  No  es  necesario  que  las  sucesiones 
jfl,J  y  { bn }  sean  monotonas  inicialmente;  basta  que  sean  monotonas  a  partir  de  cierto 
punto,  es  decir,  para  n  '  K.  De  hecho,  la  convergencia  o  divergencia  de  una  sucesion  no 
depende  del  caracter  de  los  terminos  iniciales,  sino  de  lo  que  ocurra  para  n  grande. 

PlEVlPLO^  Demuestre  que  la  sucesion  bn  =  n2/ 2"  converge  usando  el  teore¬ 
ma  D. 

SOLUCION  Los  primeros  terminos  de  esta  sucesion  son 

1  9  25  9  49 

2’  8’  '  32’  16’  128’"' 

Para  n  a  3,  la  sucesion  parece  ser  decreciente  ( b„  >  b„+t ),  un  hecho  que  estableceremos 
a  continuacion.  Cada  una  de  las  siguientes  desigualdades  es  equivalente  a  las  demas. 

n2  ^  (n  +  l)2 

2"  ^  2"+l 

2  ^  (n  + 

n  2 

In2  >  n2  +  2 n  +  1 

rr  —  2n  >  1 

n(n  —  2)  >  1 

Es  claro  que  la  ultima  desigualdad  es  cierta  para  n  3.  Como  la  sucesion  es  decrecien¬ 
te  (condicion  mas  fuerte  que  ser  no  creciente)  y  esta  acotada  por  abajo  por  cero,  el  teo¬ 
rema  de  la  sucesion  monotona  garantiza  que  tiene  un  limite. 

Sena  facil  usar  la  regia  de  L’Hopital  para  mostrar  que  el  limite  es  cero.  ■ 


Revision  de  conceptos 

1.  Un  arreglo  de  numeros  a\,  as,  . se  Uama_ 

2.  Decimos  que  la  sucesion  (  an  )  converge  si _ 


3.  Una  sucesion  creciente  que  ademas  es _ debc  converger. 

4.  La  sucesion  j r"}  converge  si  y  solo  si 

<  r  £  _ . 


Conjunto  de  problemas  9.1 

En  los  problemas  del  I  a 1 20  se  da  una  formula  expllcita  para  a„.  Escri- 
ba  los  primeros  cinco  terminos  de  (un),  determine  si  la  sucesion  con¬ 
verge  o  diverge  y,  si  converge,  determine  lim  an. 

n-*o o 


"  3  n  -  1 

4  n2  +  2 

~  2,0  t 

n  +  in  I 


5.  a„  = 


7.  =  (-1) 


n'  +  3  tr  +  3u 


v  ’  n  +  2 
cos(mr) 


n 

e2" 

„2 

+  3  n  -  1 

(“ 

7T)" 

3  n  +  2 

2.  an  ~  ,  . 

n  +  1 
3  n2  +  2 

4- =  y~r 

V3rt2  +  2 

6*  a"  -  ~2n  +  1 . 

n  COS(A277 ) 

8.  an  =  — - — 

2  n  —  1 

10.  an  =  e  "  sin  n 

e2n 

12.  a„  =  — 

14.  an  =  (I)”  +  3"''2 


15.  «„  =  2  +  (0.99)" 


"  Vn 


ln(l jn) 

18.  a„  =  — -==- 

V2  n 

20.  a„  =  (2 «)l/2" 


Sugerencia:  teorema  6.5A. 

En  los  problemas  del  2i  al  30  determine  una  formula  explkita  an  = 
_ para  cada  sucesion,  determine  si  la  sucesion  converge  o  diver¬ 
ge  y,  si  converge,  determine  lim  a„. 

_ 1  2  3  4 


21  1?34  22  _ 

2’  3’  4’  5’  ‘  ‘  ‘  . 

23  -1  2  ’  4  -5 

‘'3’  5’  7’ 

,  1  1  1 

24.  1, - 7, - - T,... 

1  2  1  3  1  4 

2  3  4 

25-  ■  ^ 2  _  j  2  ’  ^2  _  2-  4-  —  V  ’  ‘  ” 


31  -)4‘  -,V 


2"  2~'  23 4  2: 
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^  2  J  3  ^  4  u  5 

27.  sen  1,  2  sen  L  3  sen  I,  4  sen), .. . 


I  4  _  jq  16 
'  3’  9>  27*  81’ ’ *  * 


23  24  25 

29- 


2*  2  3*  3  4*  4  S’ 


En  /os  problemas  del  31  al  36  escriba  los  primeros  cuatro  terminos  de 
la  sucesion  (a„).  Despues  use  el  teorema  D  para  demostrar  que  la 
sucesion  converge. 


4  n  -  3 
2" 


fr(-s) 


33.  an  ~~  I  1  — 


34.  an  -  1  +  ^  i  + 

35.  fl|  =  l,a„+i  =  1  + 


,n  s  2 


36.  «]  =  2,  «„  M  =  -^a„  + 

G=J  37.  Suponga  que  ut  =  V3  y  un+i  =  \/3  +  un,  determine  una 
sucesion  convergente  y  calcule  lim  un  con  cuatro  cifras  decimales. 

«-»o o 

38.  Demuestre  que  la  sucesion  {un)  del  problema  37  esta  acotada 
por  arriba  y  que  es  creciente.  Use  el  teorema  D  para  concluir  que 
converge.  Sugerencia:  aplique  la  induccion  matematica. 

39.  En  forma  algebraica.  determine  lfm  u„  del  problema  37. 

/!— >OC 


Sugerencia:  sea  u  =  lim  un.  Luego,  ya  que  un+i  =  V3  +  un,  u  = 

_ _  «— >oo 

V3~  +  u.  Ahora  eleve  al  cuadrado  ambos  lados  y  despeje  u. 

40.  Use  la  tecnica  del  problema  39  para  determinar  lim  a„  del 

n— *oo 

problema  36. 

ED  41.  Suponga  que  iq  =  0  y  un¥l  =  m,!+]  =  1.1“"  determine  una  su- 
cesion  convergente,  calcule  lim  un  con  cuatro  cifras  decimales. 

n—>oo 

42.  Demuestre  que  \un]  del  problema  41  es  creciente  y  esta  aco¬ 
tada  por  arriba  por  2. 


43.  Determine 


r  vf  *V 

lim  V  sen  —  — 

«-°°*  =  i\  nj  n 


Sugerencia:  escriba  una  integral  definida  equivalente. 

44.  Demuestre  que 

lim  if - 1 - 2]-  =  7 

oo*  =  iLl  +  {k/n)2\n  4 

45.  Use  la  definicion  de  limite  para  demostrar  que  lfm  n/(n  +  1) 

n—*oG 

=  1 ;  es  decir,  para  e  >  0  dado,  determine  N  tal  que  n  >  N  =>  \n/(n  +  1 ) 

—  1  I  <  E. 

46.  Como  en  el  problema  45, demuestre  que  lfm  n/{n2  +  1)  =  0. 

n-*oo 


junto.  Por  lo  general,  esta  propiedad  se  considera  como  un  axioma  de 
los  numeros  reales.  Demuestre  el  teorema  D  mediante  esta  propiedad. 

49.  Demuestre  que  si  lim  an  =  0  y  \bn)  esta  acotada,  entonces 
lim  anbn  =  0. 

n— *00 

50.  Demuestre  que  si  { a,,}  converge  y  [b„]  diverge,  entonces  { a„  + 
bn )  diverge. 

51.  Si  ( an )  y  {b„ )  divergen,  ^es  cierto  que  { an  +  bn]  diverge? 

j.EXPL!  52.  Una  famosa  sucesion  {/„),  llamada  sucesion  de  Fibonacci, 
en  honor  de  Leonardo  Fibonacci,  quien  la  introdujo  aproximada- 
mente  en  el  ano  1200,  se  define  mediante  la  formula  recursiva 


fx  =  h  =  1, 


fn+i  +  fn 


(a)  Calcule  desde/3  hasta/10. 

(b)  Sea  4>  =  |(l  +  V/5)  *  1.618034.  Los  griegos  llamaron  a  este 
niimero  razon  durea  (razon  dorada);  afirmaron  que  un  rectan- 
gulo  cuyas  dimensiones  estaban  en  esta  razon  era  “perfecto”.  Se 
puede  demostrar  que 


1  r/i  +  V5\n  (\  -  V5\n 


VsLV  2 


=  V5[r  ~  {~ir<t,~n] 

Verifique  que  esto  da  el  resultado  correcto  para  n  =  1  y  n  =  2.  El 
resultado  general  se  puede  demostrar  por  induccion  (es  un  buen 
reto).  Mas  relacionado  con  esta  seccion,  use  esta  formula  expli- 
cita  para  demostrar  que  lim  fn+\/fn  =  <#>. 

(c)  Con  la  ayuda  del  limite  recien  demostrado,  muestre  que  satis- 
face  la  ecuacion  x2  —  x  —  1  =  0.  Entonces,  en  otro  giro  interesante, 
use  la  formula  cuadratica  para  demostrar  que  las  dos  raices  de 
esta  ecuacion  son  4>  y  — 1  /</>,  dos  numeros  que  aparecen  en  la 
formula  explicita  para  /„. 

53.  Considere  un  triangulo  equilatero  que  contiene  1  +  2  +  3  +  •  •  • 
+  n  =  n{n  +  l)/2  circulos,  cada  uno  de  diametro  1  y  apilados  como  se 
indica  en  la  figura  4  para  el  caso  n  =  4.  Calcule  lim  AJB,t,  donde  A„ 

n— »oo 

es  el  area  total  de  los  circulos  y  Bn  es  el  area  del  triangulo. 


t  '  :-f 


Figura  4 


47.  Sea  S  —  (x:  x  es  racional  y  x2  <  2).  Convenzase  de  que  S  no  tiene 
una  minima  cota  superior  en  los  numeros  racionales,  pero  que  tiene  una 
cota  en  los  numeros  reales.  En  otras  palabras,  ia.sucesion  de  numeros 
racionales  1, 1.4, 1.41, 1.414, . . .  no  tiene  limite  dentro  de  los  numeros  ra- 
cionalqs. 

HxEQ  48.  La  propiedad  de  completez  de  los  numeros  reales  dice  que 
para  cualquier  conjunto  de  numeros  reales  que  este  acotado  por  arri¬ 
ba  existe  un  niimero  real  que  es  la  minima  cota  superior  para  el  con- 


I  En  los  problemas  del  54  al  59  utilice  el  hecho  de  que 
lim  /( x)  =  lim  Para  calcular  los  siguientes  limites. 

54.  lfm  fid--)  55.  lim  (l  +  -*-) 

n—*°°\  n)  n->oo\  2n  J 

I  V  ..  fn  -  IV 
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,  (2  +  n2Y 

58.  lim  - -z 

"-“VS  +  rrJ 


(2  +  n2  Y 
59.  lim  - r 

«— °°V  3  +  rt2/ 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  una  sucesion 
2.  lim  an  existe  (sentido  finito)  3.  acotada  por  arriba  4.  —  1 ;  1 

n— »oc 


9.2 

Series  infinitas 


Cuando  le  pide  a  una  computadora  o  a  una  calculadora  el  seno  de  un  angulo,  o  e  a  al- 
guna  potencia,  la  maquina  esta  utilizando  una  algoritmo  para  realizar  esta  aproxima- 
cion.  Muchos  de  tales  algoritmos  tienen  como  base  las  series  infinitas,  el  tema  de  esta  y 
de  las  siguientes  secciones  del  presente  capitulo.  En  la  seccion  9.8  veremos  que 


sen  x  =  x 


El  tema  de  la  ultima  seccion  de  este  capitulo  es  el  uso  de  tales  series  (en  realidad,  solo 
el  uso  de  un  numero  finito  de  terminos  en  la  serie)  para  aproximar  una  funcion  dada  a 
una  precision  deseada.  Pero  existe  un  poco  de  trabajo  antes  de  llegar  a  ese  punto.  Debe- 
mos  dar  el  significado  a  una  serie  “infinita”  como  las  anteriores.  Iniciamos  con  el  tema 
de  una  serie  infinita  de  numeros,  en  contraparte  a  una  serie  infinita  de  potencias  de  x, 
denominada  serie  de  potencias  (que  abordaremos  en  la  seccion  9.6).  Como  ejemplo, 
considere  la  serie 

1  1  1 
_  +  _  +  _+  ... 

Si  solo  incluimos  el  primer  termino,  tenemos  una  suma  de  Si  incluimos  los  primeros 
dos  terminos,  tenemos  una  suma  de  \  +  \  si  incluimos  los  primeros  tres  terminos, 

tenemos  una  suma  de^  +  |  +  |  =  |;y  asi  sucesivamente.  Esta  es  la  idea  de  una  suma 
parcial,  que  es  la  suma  de  un  numero  finito  de  terminos  iniciales  de  la  serie.  Denota- 
mos  la  n— esima  suma  parcial,  esto  es,  la  suma  de  los  primeros  n  terminos,  mediante  Sn. 
Para  esta  serie  las  sumas  parciales  son 


1  1 
52  "  2  +  4 


3 

4 

1  __  7 

8  “  8 


1  1  1 
"  2  +  4  +  8 


2"  2" 


Claramente,  estas  sumas  parciales  se  hacen  cada  vez  mas  cercanas  a  1.  De  hecho, 


lim  Sn=  lim  1  -  —  =  1 

tl  ^OC  M  »OC  \  I  ) 


Entonces,  la  suma  infinita  se  define  como  el  limite  de  las  sumas  parciales  Sn, 

Mas  en  general,  considere  la  serie  infinita 

Cl  i  +  #2  +  ^4 

oo 

que  tambien  se  indica  mediante  0  '^Jak-  Entonces  Sn,  la  n-esima  suma  parcial. 

k= t 

esta  dada  por 


S„  =  fli  +  a2  +  a3 


11  k 

k  =  1 
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Establecemos  la  siguiente  definicion  formal. 


Definicion 


La  serie  infinita  ^  ak  converge  y  tiene  snma  S,  si  la  sucesion  de  sumas  parciales  jS,,) 

k=  1 

converge  en  S.  Si  jS„j  diverge,  entonces  la  serie  diverge.  Una  serie  divergente  no  tie- 


Serie  geometries  Una  serie  de  la  forma 


a  +  ar  +  ar ‘  +  ar  + 


donde  a  #  0,  es  una  serie  geometrica. 


EJEMPLO  1]  Demuestre  que  una  serie  geometrica  converge  y  tiene  suma 
S  =  a/(  1  —  r)  si  I  r  I  <  1,  pero  diverge  si  I  r  I  >  1. 


SOLUCION  Sea  Sn  =  a  +  ar  +  ar2  H - 1-  ar”  1 .  Si  r  =  1 ,  S„  —  na,  lo  cual  crece  sin  limite, 

de  modo  que  (S„)  diverge.  Si  r  ^  1 ,  podemos  escribir 

Sn  -  rSn  =  (a  +  ar  +  ■  ■  ■  +  ar”~')  -  ( ar  +  ar2  +  ■  ■  ■  +  ar”)  =  a  -  ar " 


y  entonces 


a  -  ar  a  a 

s -  ~ 


Si  1  r  I  <  1,  entonces  lfm  r"  =  0  (seccion  9.1,  ejemplo  5)  y  asf 

n—*oo 

S  =  lfm  S„  =  — — — 

n  —  oo  n  1  -  r 

Si  I rl  >  1  o  r  =  —  1,  la  sucesion  j r")  diverge  y,  en  consecuencia,  tambien  lo  hace  |S„}.  i! 

EJEMPLO  2  |  Use  el  resultado  del  ejemplo  1  para  calcular  la  suma  de  las  dos  se¬ 
ries  geometricas  siguientes. 

4  4  4  4 

K  ’  3  9  27  81 

51  51  51 

(b)  0.515151 ...  = - + - + - : - +  ■  •  ■ 

v  ;  100  10,000  1,000,000 


SOI. LOON 


1  2  ^ 


(b)  S  - 


_51 

100 _ _  |00 

_ L  — 

ioo  loo 


51  _  17 
99  ”  33 


Por  cierto,  el  procedimiento  de  la  parte  (b)  sugiere  como  mostrar  que  cualquier  deci¬ 
mal  periodico  representa  un  numero  racional.  *8 


Figura 


i  ,  .  1. 1 1  MP1  O  ,1  j  El  diagrama  de  la  figura  1  representa  un  triangulo  cquilatero  con 
una  infinidad  de  cfrculos,  tangentes  al  triangulo  y  a  los  cfrculos  cercanos  y  que  llegan 
hasta  las  esquinas.  ^Que  fraccion  del  area  del  triangulo  es  ocupada  por  los  cfrculos? 

SOLUCION  Suponga,  por  conveniencia,  que  el  cfrculo  mayor  tiene  radio  1,  lo  cual 
hace  que  el  triangulo  tenga  lados  de  longitud  2  V3.  Concentre  su  atencion  en  la  pila 
vertical  de  cfrculos.  Con  un  pequeno  razonamiento  geometrico  (el  centra  del  cfrculo 
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mayor  esta  a  dos  tercios  del  camino  desde  el  vertice  superior  hasta  la  base),  vemos  que 
los  radios  de  estos  circulos  son  1,  |,  |, . . . ,  y  concluya  que  la  pila  vertical  tiene  area 


El  area  total  de  todos  los  circulos  es  el  triple  de  este  numero,  menos  el  doble  del  area 
del  circulo  grande,  es  decir,  27-71-/8  -  2tt,  u  II-77-/8.  Como  el  triangulo  tiene  area  3  V/3.  la 
fraction  de  esta  area  ocupada  por  los  circulos  es 


lln 
24  V3 


0.83 


HpEJEMWX)  4|  Suponga  que  Peter  y  Paul  se  turnan  para  lanzar  una  moneda  le¬ 
gal;  gana  el  primero  que  obtenga  una  cara.  Si  Peter  lanza  primero,  ^cual  es  la  probabi- 
lidad  de  que  el  gane? 


SOLUOON  Peter  gana  al  obtener  cara  en  el  primer  lanzamiento,  lo  cual  sucede  con 
probabilidad  de  i  O  puede  ganar  si  ocurren  los  siguientes  eventos  en  sucesion:  Peter 
lanza  una  cruz,  Paul  obtiene  una  cruz  y  Peter  obtiene  una  cara.  Cada  uno  de  estos 
eventos  tiene  probabilidad  de  rnodo  que  suceden  con  probabilidad  5  x  7  x  2  =  8- 
Otra  forma  en  que  Peter  puede  ganar  es  que  los  primeros  cuatro  lanzamientos  sean  ca¬ 
ra,  mientras  que  el  tercer  lanzamiento  de  Peter  (quinto  global)  sea  cruz.  Esto  sucede 
con  probabilidad  1  x  2  x  2  x  2  x  2  =  32-  Este  Proceso  continua,  de  modo  que  la  pro¬ 
babilidad  de  que  Peter  gane  es  la  suma  de  la  serie  geometrica 


111  1  1/2  2 

—  _|_  —  _J_  -  -f-  -  _|_  ...  —  - - - —  —  — 

2  8  32  128  1-1/43 


Logica 


Considere  estas  dos  proposiciones: 


OO 

1.  Si  converge,  entonces 
lim  an  —  (). 

n— OO 

OO 

2.  Si  lim  a„  =  0,  entonces  ^\a„ 

ft — *  OO  _  1 

"  n  =  1 


converge. 


La  primera  proposition  es  verdade- 
ra  para  cualquier  sucesion  (a„);  la 
segunda  no.  Esto  proporciona  otro 
ejemplo  de  una  proposition  verda- 
dera  (la  primera)  cuyo  reciproco  es 
falso. 

Recuerde  que  la  contrapositiva 
de  una  proposition  es  verdadera 
siempre  que  la  proposition  sea 
verdadera.  La  contrapositiva  de  la 
primera  proposition  es 


3.  Si  lim  an  ¥=  0,  entonces  'y\an 

11 — *00 

"  Al  —  1 

diverge. 


Por  lo  tanto,  Paul  gana  con  probabilidad  1  -  |  =  3.  Peter  tiene  mas  oportunidad  de 
ganar,  ya  que  el  tira  primero.  Nf 


Un  criterio  general  para  la  divergencia  Considere  la  serie  geometrica  a  +  nr 
+  ar  +  •••  +  ar”^1  +  •••  una  vez  mas.  Su  n-esimo  termino  an  esta  dado  por  a„  =  arn~'.  El 
ejemplo  1  muestra  que  una  serie  geometrica  converge  si  y  solo  si  lim  a„  =  0. 

n—*oo 

^Esto  podria  ser  cierto  para  todas  las  series?  La  respuesta  es  no,  aunque  la  mitad 
de  la  afirmacion  (la  parte  “solo  si”)  es  correcta.  Esto  conduce  a  un  importante  criterio  de 
divergencia  para  las  series. 


Teoirema  A 


Criterio  del  n-esimo  termino  para  la  divergencia 

OO 

Si  la  serie  ^  a„  converge,  entonces  lim  an  =  0.  En  forma  equivalente,  si  lim  an  0 


o  si  lim  an  no  existe,  entonces  la  serie  diverge. 

n — >00 


Demostracion  Sea  Sn  la  n-esima  suma  parcial  y  S  = 
un  =  Sn  —  Sn-\.Como  lim  Sn  \  =  lim  S„  =  S,  se  sigue  que 

n  *  00  n  >  00 


lfm  Str  Observe  que 

fl  — * 


lfm  an  =  lfm  Sn  —  lim  5„-|  =  S  —  S 

fl—>  OO  fl  *00  >00 

OO 

n 

Demuestre  que  >  — n - 7  diverge. 

,,  1  3  nr  +  2  n 


EJEMPLO  5 
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SOLUCION 


lim  an  =  h'm  — 5 - ~  =  h'm  - —  =  — 

a  >00  a  *00  3 yy1  +  2 n2  3  +  2 /n  3 

Asi,  por  el  criterio  del  n-esimo  termino,  la  serie  diverge.  ■ 

La  serie  armonica  Los  estudiantes  acostumbran  voltear  el  teorema  A  y  hacerlo 
decir  que  a„  — >  0  implica  la  convergencia  de  Sa„.  La  serie  armonica 

~  1  '1  1  1 

y  -  =  1  +  -  +  -+  •••  +  -+  ••• 

“ j  n  2  3  n 

demuestra  que  esto  es  falso.  Es  claro  que,  lim  an  =  lim  (1  /n)  =  0.  Sin  embargo,  la 

n— »oo  n— >00 

serie  diverge,  como  mostraremos  a  continuation. 

METEMPLO  6l  Demuestre  que  la  serie  armonica  diverge. 

SOLUCION  Mostraremos  que  Sn ,  crece  sin  cota.  Imagine  que  n  es  grande  y  escriba 

1111  1 
5„-l  +  -  +  -  +  -  +  -+  •••  H — 

2  3  4  5  n 


„  1  fl  (\  1  1  j  1 

2  V3  4)  \5  6  7  8/  V9 


1  2  4  8  1 

>1+  —  +  —  +  —  4-  —  +  •  •  •  +  — 

2  4  8  16  n 

1111  1 

=  l+  A  +  ^  +  ^  +  ^+  •••  +  “ 

2  2  2  2  n 

Es  claro  que  al  hacer  n  suficientemente  grande,  podemos  introducir  en  la  ultima  expre- 
sion  tantos  ^  como  queramos.  Asi,  S,„  crece  sin  lfmite,  de  modo  que  (5„)  diverge.  Por  lo 
tanto,  la  serie  armonica  diverge.  ■ 

Serie  telescopica  (colapsante)  Una  serie  geometrica  es  una  de  las  pocas  series 
que  admiten  una  formula  explicita  S„;  una  serie  telescopica  es  otra  (vease  el  ejemplo  2 
de  la  seccion  4.1) 


Demuestre  que  la  siguiente  serie  converge  y  calcule  su  suma. 


y - - - 

&  (k  +  2)(k  +  3) 


SOLUCION  Use  una  descomposicion  en  fracciones  parciales  para  escribir 


( k  +  2){k  +  3)  k  +  2  k  +  3 


Entonces 


_  1 _ i_ 

3  n  +  3 


n  +  2  n  +  3 


Por  lo  tanto. 


La  serie  converge  y  tiene  suma 


lim  S„  =  r 

n-*  00  J 
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Una  nota  sobre  la  terminologia 

Este  teorema  introduce  un  cambio 

sutil  en  la  terminologia.  El  simbolo 

00 

2 ak  ahora  sera  utilizado  tanto  para 

k  =  1 

la  serie  infinita,  a\  +  a2  +  ■  •  •  y  para  la 
suma  de  esta  serie,  que  es  un  numero. 


Propiedades  de  las  series  convergentes  Las  series  convergentes  se  compor- 
tan  de  ntanera  similar  a  las  sumas  finitas;  lo  que  se  espera  que  ocurra,  con  frecuencia 
ocurre. 


Teorema  B 


oo  oo 


Linealidad  de  las  series  convergentes 


Si  2  ak  y  2  bk  convergen  y  si  c  es  una  constante,  entonces  ^  ca k  y  2  (flt  +  bk 

k  =  1  *  =  1  k  —  1  £=l 

tambien  convergen  y 


(i)  2ca*  =  c^ak, 


k  =  1 


k= 1 


(ii)  2(fl*  +  bk )  =  2fl*  +  2 bk ■ 

k  =  1  k  =  1  A:  =  1 


n 


n 


Demostracion  Por  hipotesis  lim  ^ak  y  lim  existen.  Asi,  usamos  las  pro- 

n~*cak  =  \  n^cok=  I 

piedades  de  las  sumas  con  una  cantidad  finita  de  terminos  y  las  propiedades  de  lfmites 
de  sucesiones. 

oo  n  n 


(i)  2 cak 

k  =  1 


n  oo 

=  c  lim  ^ak  = 


oo  n  f  n  n 


EJEMPLO 8]  Calcule  St3!!)*  “  5(j )*'. 


k=  1 


SOLUCION  Por  el  teorema  B  y  el  ejemplo  1, 


l'1 

8, 


-51i 


=  3- 


k  =  1 


=  3.2 U  - 


i  - 


_  3 

I  ~  7 


Teorema  C 


OO  OO 

Si  ^  ak  diverge  y  c  #  0,  entonces  ^  cak  diverge. 

k = 1  *=1 


Dejaremos  al  lector  la  demostracion  de  este  teorema  (problema  41 ).  Esto  intplica, 
por  ejemplo,  que 


2 

k=\ 


3k 


S  1  1 

*“i  3  '  k 


diverge,  pues  sabemos  que  la  serie  armonica  diverge. 
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La  ley  asociativa  de  la  suma  nos  permite  agrupar,  de  cualquier  forma,  terminos  en 
una  suma  finita.  Por  ejemplo, 

2  +  7  +  3  +  4  +  5  =  (2  +  7)  +  (3  +  4)  +  5  =  2  +  (7  +  3)  +  (4  +  5) 

Pero  a  veces  perdemos  el  sentido  de  la  definition  de  una  serie  infinita  como  el  limite  de 
una  sucesion  de  sumas  parciales,  por  lo  que  nuestra  intuition  puede  llevarnos  a  una  pa- 
radoja.  Por  ejemplo,  la  serie 

l  —  i  +  i  —  i  +  •••  +  M)"+l  +  ••• 

tiene  sumas  parciales 

51  =  1 

52  =  1  -  1  =  0 

53  =1  —  1  +  1  =  1 

54  =  l  —  1+1  —  1=0 


La  sucesion  de  sumas  parciales,  1, 0, 1, 0, 1, _ diverge;  asf,  la  serie  1  —  1+1  —  1  + —  diver¬ 

ge.  Sin  embargo,  podemos  ver  la  serie  como 

(1  -  1)  +  (1  -  1)  +  ••• 

y  afirmar  que  la  suma  es  0.  En  forma  alternativa,  podemos  ver  la  serie  como 

1  -  (1  -  1)  -  (1  -  1)  -  ••• 

y  afirmar  que  la  suma  es  1.  La  suma  de  la  serie  no  puede  ser  igual  a  0  y  a  1.  La  agrupa- 
cion  de  terminos  en  una  serie  es  aceptable  siempre  que  la  serie  sea  convergentc;  en  tal 
caso  podemos  agrupar  los  terminos  de  cualquier  manera. 


Teorema  D 


Agrupacion  de  terminos  en  una  serie  infinita 

Los  terminos  de  una  serie  convergente  se  pueden  agrupar  de  cualquier  manera 
(siempre  que  el  orden  de  los  terminos  se  mantenga)  y  la  nueva  serie  convergeria  en 
la  misma  suma  que  la  serie  original. 


Demostracion  Sea  1,an  la  serie  convergente  original  y  sea  {.S’,,}  su  sucesion  de  su¬ 
mas  parciales.  Si  Sr/„  es  una  serie  formada  al  agrupar  los  terminos  de  y  si  {T},,}  es 
su  sucesion  de  sumas  parciales,  entonces  cada  Tm  es  una  de  las  Sn.  Por  ejemplo,  T4 
podria  ser 

T4  =  +  («2  +  <13)  +  (04  +  flj  +  (If,)  +  (r<7  +  «r) 

en  cuyo  caso  i\  =  S$.  Asf,  (Tm)  es  una  “subsucesion"  de  {S,,}.  Un  momento  de  reflexion 
le  permitira  convencerse  de  que  si  Srl  —*  S ,  entonces  Tm  —*  S.  ■ 


Revision  de  conceptos 

1.  Una  expresion  de  la  forma  a\  +  a2  +  a2  +  —  se  llama _ . 

2.  Se  dice  que  una  serie  « ,  +o2H - converge,  si  la  sucesion  {S„| 

converge,  donde  S„  = _ . 


3.  La  serie  geometrica  a  +  ar  +  ar  +  •  •  •  converge  si _ ;  en 

este  caso,  la  suma  de  la  serie  es _ . 

■XJ 

4.  Si  h'm  a„  #  0,  podemos  garantizar  que  la  serie  _ . 
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Conjunto  de  problemas  9.2 


En  los  problemas  del  I  al  14  indique  si  la  serie  dada  converge  o  diver¬ 
ge.  Si  converge,  determine  su  suma.  Sugerencia:  tel  vez  le  ayude  escri- 
bir  los  primeros  terminos  de  la  serie. 


i.  2 


3-  2[2a)*  +  3(-i)‘] 


00  h  -  <; 

"  S  irf 


1 


*  2  f- 


i 


9-  E  , 

100* 


11.  E 


k  k  -  1 
k\ 


13.  2 


lft\(k  -  l)2 


2  snr 

oo 

4.  s[sa)‘-3(r ■] 

k  =  I 
oc 

‘  2© 

OO  Q 

8-  Ef 

*  =  1  * 

OO  rs 

10.  2 


a=i  (*  +  2)* 

00  4*  +  i 

■ 

“  2 

14'  fc  -  5 


En  /as  problemas  del  15  al  20  escriba  el  decimal  dado  como  una  serie 
infinita;  luego  determine  la  suma  de  la  serie  y,  por  ultimo,  use  el  resul- 
tado  para  escribir  el  decimal  como  el  cociente  de  dos  en  terns  (vease  el 
ejemplo  2). 

15.  0.22222...  16.  0.21212121... 

17.  0.013013013...  18.  0.125125125... 

19.  0.49999...  20.  0.36717171... 

•  X' 

21.  Evalue  E)r0  -  r)k,  0  <r  <2. 

k--  0 


22.  Evalue  ^(— l)*J«r*,  —  1  <  a:  <  1. 

4=0 

011  k 

23.  Demuestre  que  E'nl  — T  diverge.  Sugerencia;  obtenga 

*  =  :  k  +  l 

una  formula  para  S„. 

“  /  1  \ 

24.  Demuestre  que  Elnl  1 - r  )  =  —In  2. 

4=2  V  k~ / 

25.  Se  arroja  una  pelota  desde  una  altura  de  100  pies.  Cada  vez 
que  golpea  el  suelo,  rebota  hasta  |  de  su  altura  anterior.  Calcule  la 
distancia  total  que  recorre  hasta  llegar  al  reposo. 

26.  Tres  personas  A,  B  y  C  dividen  una  manzana  como  sigue. 
Primero  la  dividen  en  cuartos.  tomando  cada  uno  un  pedazo.  Luego 
dividen  el  cuarto  restante  en  cuartos,  tomando  un  pedazo  cada  uno  y 
as!  succsivamente.  Demuestre  que  cada  uno  recibe  una  tercera  parte 
de  la  manzana. 

27.  Suponga  que  el  gobierno  inyecta  mil  millones  de  dolares  mas 
a  la  economla.  Tambien,  que  cada  empresa  e  individuo  ahorran  25% 
de  su  ingreso  y  gastan  el  resto,  de  modo  que  75%  de  los  mil  millones 
originales  vuelven  a  gastarse.  De  esa  cantidad,  se  gasta  75%  y  as! 
sucesivamente.  ^Cual  es  el  incremento  total  en  el  gasto  debido  a  la 
accion  gubernamental?  (En  economla.  esto  se  llama  el  efecto  multi- 
plicador). 

28.  Resuelva  el  problema  27  suponiendo  que  solo  10%  del  ingre¬ 
so  se  ahorra  en  cada  etapa. 

S  29.  Suponga  que  el  cuadrado  ABCD  (figura  2)  tiene  lados  de 
longitud  1  y  que  E,F,Gy  H  son  puntos  medios  de  los  lados.  Si  el  pa¬ 
tron  indicado  se  continua  de  manera  indefinida,  ^.cual  sera  el  area  de 
la  region  sombreada? 


D  G  C 


E3  30.  Si  el  patron  que  aparece  en  la  figura  3  continua  indefinida- 
mente.  ^que  fraccion  del  cuadrado  original  quedara  sombreado? 


E3  31.  Cada  triangulo  en  la  cadena  descendente  (figura  4)  tiene  sus 
vertices  en  los  puntos  medios  de  los  lados  del  siguiente  triangulo  ma¬ 
yor.  Si  el  patron  indicado  de  sombreado  continua  indefinidamente, 
^que  fraccion  del  triangulo  original  quedara  sombreada?  ^Es  necesa- 
rio  que  el  triangulo  sea  equilatero  para  que  esto  sea  cierto? 


Figura  4  Figura  5 

El  32.  Se  inscriben  circulos  en  los  triangulos  del  problema  31 .  como 
se  indica  en  la  figura  5.  Si  el  triangulo  original  es  equilatero,  (,que 
fraccion  del  area  quedara  sombreada? 
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33.  El  copo  de  nieve  de  Koch  se  forma  como  sigue.  Inicie  con  un 
triangulo  equilatero,  que  se  supone  tiene  lados  de  longitud  9.  En  cada 
lado  reemplace  el  tercio  medio,  con  dos  lados  de  un  triangulo  equila¬ 
tero  que  tienen  lados  de  longitud  3.  Luego,  en  cada  uno  de  estos  12 
lados  reemplace  cada  tercio  medio  con  dos  lados  de  un  triangulo 
equilatero  que  tiene  lados  de  longitud  1.  El  copo  de  nieve  de  Koch  es 
el  resultado  de  continuar  este  proceso  sin  parar.  Las  primeras  cuatro 
etapas  se  muestran  en  la  figura  6. 

(a)  Determine  el  perimetro  del  copo  de  nieve  de  Koch  o  demuestre 
que  es  infinito. 

(b)  Determine  el  area  del  copo  de  nieve  de  Koch  o  demuestre  que 
es  infinito. 


34.  Considere  el  triangulo  rectangulo  ABC  como  se  muestra  en 
la  figura  7.  El  punto  A{  se  determino  dibujando  una  perpendicular 
a  la  recta  AB  que  pasa  por  C;  B\  se  forma  dibujando  una  recta  parale- 
la  a  AC  que  pasa  por  At.  Este  proceso  contimia  para  producir  A2, 

. . . ,  y  B2,  #3, _ Determine  una  serie  para  las  areas  de  los  triangu- 

los  que  se  forma  de  esta  manera  y  demuestre  que  la  serie  totaliza  el 
area  del  A ABC. 


35.  En  una  version  de  la  paradoja  de  Zenon,  Aquiles  puede  co- 
rrer  diez  veces  mas  rapido  que  la  tortuga,  pero  la  tortuga  inicia  la  Ca¬ 
rrera  100  yardas  mas  adelante.  Aquiles  no  puede  alcanzar  a  la 
tortuga,  afirma  Zenon,  porque  cuando  Aquiles  haya  recorrido  100 
yardas,  la  tortuga  habra  avanzado  10;  cuando  Aquiles  recorra  otras 
10  yardas,  la  tortuga  habra  avanzado  una  mas,  y  asi  sucesivamente. 
Convenza  a  Zenon  de  que  Aquiles  alcanzara  a  la  tortuga  e  indique 
con  exactitud  cuantas  yardas  debera  recorrer  Aquiles  para  hacerlo. 


36.  Tom  y  Joel  son  buenos  corredores  y  ambos  pueden  correr  a 
una  velocidad  constante  de  10  millas/hora,  Su  fabuloso  perro  Trot 
puede  hacerlo  mucho  mejor,  pues  corre  a  20  millas/hora.  Partiendo 
de  poblaciones  que  estan  a  60  millas  de  distancia  entre  si,  Tom  y  Joel 
corren  uno  en  direction  del  otro,  mientras  que  Trot  corre  de  un  lado 
a  otro  entre  ellos.  ^Cuanto  habra  recorrido  Trot  en  el  momento  que 
los  muchachos  se  encuentren?  Suponga  que  Trot  comenzo  a  correr 
con  Tom  hacia  Joel  y  que  puede  dar  vueltas  instantaneas.  Resuelva  el 
problema  de  dos  formas. 

(a)  Use  una  serie  geometrica. 

(b)  Determine  una  forma  mas  rapida  de  resolver  el  problema. 


37.  Suponga  que  Peter  y  Paul  lanzan,  en  forma  alternada,  una 
moneda  para  la  cual  la  probabilidad  de  cara  es  j  y  la  probabilidad 

2 

de  cruz  es  Si  lanzan  la  moneda,  gana  el  primero  que  obtenga  una 
cara  y  Peter  lanza  primero,  ^cual  es  la  probabilidad  de  que  Peter 
gane? 

38.  Repita  el  problema  37  para  el  caso  en  donde  la  probabilidad 
de  cara  esp  y  la  probabilidad  de  cruz  es  1  -p. 

39.  Suponga  que  Mary  tira  un  dado  legal  hasta  que  parezca  un 
"6”.  Sea  X  la  variable  aleatoria  que  es  el  numero  de  tiros  necesarios 
para  que  aparezca  este  “6”.  Determine  la  de  distribution  de  probabi¬ 
lidad  para  X  y  verifique  que  la  suma  de  todas  las  probabilidades  es  1. 

40.  Utilice  el  hecho  de  que 


x=l 


p 

(1  -  p)2 


(la  cual  se  deduce  en  la  section  9.7)  para  determinar  el  valor  espera- 
do  de  la  variable  aleatoria  X  del  problema  39. 

OO  CO 

41.  Demuestre.  Si  ^ a k  diverge,  tambien  lo  hace  parac^O. 

k=l  k= l 

42.  Use  el  problema  41  para  concluir  que  2  +  4  +  s  +  l  + 
diverge. 

43.  Suponga  que  puede  disponer  de  una  cantidad  ilimitada  de  la- 
drillos,  cada  uno  de  1  unidad  de  largo. 

(a)  Demuestre  que  pueden  colocarse  como  en  la  figura  8,  sin  caer. 
Sugerencia:  considere  los  centros  de  masa. 

(b)  ^Que  tan  lejos  puede  sobresalir  el  ladrillo  superior  a  la  derecha 
del  ladrillo  inferior  usando  este  metodo  de  apilamiento? 


Figura  8 


N 

44.  (,Que  tan  grande  debe  ser  N  para  que  SN  =  2(V^)exceda 

k=  1 

a  4?  Nota:  los  calculos  con  computadora  muestran  que  para  que  S„ 
exceda  a  20,  N  =  272,400,600  y  para  que  S^exceda  100,  N  «  1.5  X  1043. 

45.  Demuestre  que  es  posible  si  2a„  diverge  y  converge,  en- 

tonces  2(a„  +  bn)  diverge. 

46.  Demuestre  que  es  posible  que  y  diverjan  y  que  in- 
cluso  asf  2(a„  +  b„ )  converja. 
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47.  Observe  la  region  de  la  figura  9,  primero  en  forma  vertical  y 
luego  en  forma  horizontal  para  concluir  que 

1+-  +  -  +  -+  =  -  +  -  +  -  +  —  + 
y  use  este  hecho  para  calcular: 

OO  i 

<*»  Si 

(b)  x,  la  coordenada  horizontal  del  centroide  de  la  region. 


1  r 


Figura  9 


no  C  en  intervalos  de  tiempo  de  longitud  r,  la  cantidad  A„  del  medica- 
mento  en  el  cuerpo  justo  despues  de  la  dosis  (n  +  1)  es 

An  =  C  +  Cekt  A  Ce2k‘  +  •  ■  •  +  Ce -"k‘ 

donde  k  es  una  constante  positiva  que  depende  del  tipo  de  medica- 
mento. 

(a)  Deduzca  una  formula  para  A,  la  cantidad  de  medicamento  en  el 
cuerpo  justo  despues  de  una  dosis,  si  una  persona  ha  consumido 
el  medicamento  durante  mucho  tiempo  (suponga  un  tiempo  in- 
finitamente  largo). 

(b)  Evalue  A  si  se  sabe  que  la  mitad  de  una  dosis  se  elimina  del 
cuerpo  en  6  horas  y  se  administran  dosis  de  2  miligramos  cada 
12  horas. 

50.  Determine  la  suma  de  la  serie. 

CXI  s-yk 

Y - - - 

(2k+1  -  1)(2*  -  1) 


48.  Sea  r  un  ntimero  fijo  con  I  r  I  <  1.  Entonces  se  puede  demos- 

OO 

trar  que  ^  converge,  digamos  con  suma  S.  Use  las  propiedades 
k=\ 

de  2  para  demostrar  que 

OO 

(1  -  r)S  = 

*= l 

y  luego  obtener  una  formula  para  5,  generalizando  asi  el  problema 
47a. 

49.  Muchos  medicamentos  son  eliminados  del  cuerpo  en  forma 
exponencial.  Asi,  si  un  medicamento  se  administra  en  dosis  de  tama- 


51.  Evalue  ^  “T  donde  \fk]  es  la  sucesion  de  Fibonacci 

k  =  1  J  kJ  k  +  2 

presentada  en  el  problema  52  de  la  seccion  9.1.  Sugerencia:  demues- 
tre  primero  que 

1 _  _  __1 _ 1 

fkfk+2  f kf k  +  I  f k  +  \  f k  +  2 

Respuestas  al  repast)  de  conceptos:  1.  una  serie  infinita 
2.  a\  A  a2  A  a3  A  ■  ■  •  +  a„  3.  |r|  <  l;a/(l  -  r) 

4.  diverge 


9.3 

Series  positivas: 
el  criterio  de  la  integral 


Importantes  recordatorios 

a  i,  a2,  a3,... 
es  una  sucesion. 

ci\  A  a2  A  a3  A 
es  una  serie. 

Sn  —  U\  A  a2  A  a3  A  •  •  •  A  un 

es  la  n-esima  suma  parcial  de  la  se¬ 
rie. 

•St)  S 2 ,  S3.... 

es  la  sucesion  de  sumas  parciales  de 
la  serie.  La  serie  converge  si  y  solo  si 
S  =  lim  Sn 

,1— .OO 

existe  y  es  finito,  en  cuyo  caso  S  se 
denomina  la  suma  de  la  serie. 


En  la  seccion  9.2  presentamos  varias  ideas  importantes,  aunque  las  ilustramos  princi- 
palmente  con  dos  tipos  muy  particulares  de  series:  geometricas  y  telescopicas.  Para 
estas  series  podemos  dar  formulas  exactas  para  las  sumas  parciales  Sn ,  algo  que  rara 
vez  podemos  hacer  para  la  mayor  parte  de  las  series.  Ahora,  nuestra  tarea  es  iniciar  un 
estudio  de  las  series  infinitas  generales. 

Siempre  hay  dos  preguntas  importantes  sobre  una  serie. 

1.  /.La  serie  converge? 

2.  Si  converge,  ^cual  es  su  suma? 

;C6mo  contestar  a  estas  preguntas?  Alguien  podria  sugerir  el  uso  de  una  computa- 
dora.  Para  responder  la  primera  pregunta,  basta  sumar  mas  y  mas  terminos  de  la  serie, 
observando  los  numeros  obtenidos  como  sumas  parciales.  Si  estos  numeros  parecen  esta- 
bilizarse  en  un  ntimero  fijo  S,  la  serie  converge.  Y  en  este  caso,  S  es  la  suma  de  la  serie,  lo 
cual  responde  a  la  segunda  pregunta.  Esta  respuesta  simplemente  es  incorrecta  para  la 
primera  pregunta  y  solo  es  parcialmente  adecuada  para  la  segunda.  Veamos  por  que. 

Considere  la  serie  armonica 

1+-  +  -  +  -+ 
i-r2-r3-r4T 

presentada  en  la  seccion  9.2  y  analizada  en  el  ejemplo  6  y  el  problema  44  de  esa  sec¬ 
cion.  Sabemos  que  esta  serie  diverge,  pero  una  computadora  no  nos  ayudaria  a  descu- 
brir  este  hecho.  Las  sumas  parciales  Sn  de  esta  serie  crecen  sin  limite,  pero  lo  hacen  tan 
lentamente  que  se  necesitan  mas  de  272  millones  de  terminos  para  que  Sn  alcance  20  y 
mas  de  1043  terminos  para  que  Sn  llegue  a  100.  Debido  a  la  limitation  inherente  en  el 
ntimero  de  digitos  que  puede  manejar,  una  computadora  daria  en  algtin  momento  va- 
lores  repetidos  para  Sn ,  lo  cual  sugeriria  incorrectamente  que  las  Sn  estarian  conver- 
giendo.  Lo  que  es  cierto  para  la  serie  armonica  es  cierto  para  cualquier  serie  que 
diverge  lentamente.  Enfatizamos  lo  siguiente:  una  computadora  no  puede  sustituir  los 
criterios  matematicos  para  la  convergencia  y  la  divergencia,  tema  que  tratamos  a  con¬ 
tinuation. 
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En  esta  y  la  proxima  section  restringimos  nuestra  atencion  a  las  series  con  termi- 
nos  positivos  (o  al  menos  no  negativos).  Con  esta  restriction  podremos  dar  algunos  cri- 
terios  de  convergencia  notablemenle  sencillos.  Los  criterios  para  series  con  terminos 
de  signo  arbitrarios  aparecen  en  la  section  9.5 

Sumas  parciales  acotadas  Nuestro  primer  resultado  es  consecuencia  directa 
del  teorema  de  la  sucesion  monotona  (teorema  9. ID). 

■  nmRfmraE  Criterio  de  la  suma  acotada 

Una  serie  Ea*.  de  terminos  no  negativos  converge  si  y  solo  si  sus  sumas  parciales  es- 
tan  acotadas  por  arriba. 

Detnostracion  Como  ya  es  usual,  sea  Sn  =  ai  +  a2  H - 1-  a„.  Como  ak  >  0,  .S'„+ ,  >  S„; 

es  decir,  {S,,}  es  una  sucesion  no  decreciente.  Asi,  por  el  teorema  9.1  D,  la  sucesion  {£„] 
convergera  si  existe  un  numero  U  tal  que  Sn  ■&  U  para  toda  n.  En  caso  contrario,  las  S„ 
crecerian  sin  liinite,  en  cuyo  caso  j.S’„)  diverge.  ■ 

_ -  111 

^JJIJEMPLO  1  Muestre  que  la  serie  —  +  —  +  —  +  ■  ■  •  converge. 

SOHJCION  Queremos  demostrar  que  las  sumas  parciales  Sn  estan  acotadas  por 
arriba.  Observe  primero  que 

n\  =  1  •  2  •  3  •  •  •  m  ^  1  •  2  *  2  •  -  ■  2  =  2n~x 
y  entonces  1  /«!  l/2"_1.  Asf, 

o  111  1 

Sn  —  —  +  —  ~t"  —  ■  +  — 

"  1!  2!  3!  nl 

,  1  1  1 

<1+— •  +  —  +  •••  +  - - 

2  4  2"_ 

Estos  ultimos  terminos  provienen  de  una  serie  geometrica  con  r  =  \.  Podemos  obte- 
ner  su  suma  mediante  una  formula  en  el  ejemplo  1  de  la  section  9.2.  Obtenemos 


i  r 
<  ■  V2/-  =  2  1 


Asf,  por  el  criterio  de  la  suma  acotada,  la  serie  dada  converge.  El  argumento  tambien 
muestra  que  su  suma  S  es  a  lo  mas  2.  Posteriormente  mostraremos  que  S  =  e  —  1  ~ 
1.71828.  » 

OO  /,0° 

Serie  e  integrales  impropias  El  comportamiento  de  ^f(k)  y  /  f(x)dx , 

k  =  \  J 1 

con  respecto  de  la  convergencia,  es  similar  y  proporciona  un  criterio  muy  poderoso. 


EtanBrnTiWia  Criterio  de  la  integral 

Sea  /  una  funcion  continua,  positiva  no  creciente  en  el  intervalo  [1,  oo)  y  suponga 
que  ak  =f(k)  para  todo  entero  positivo  k.  Entonces  la  serie  infinita 


converge  si  y  solo  si  la  integral  impropia 


/(. x)  dx 


converge. 


Observemos  que  el  entero  1  puede  reemplazarse  por  cualquier  entero  positivo  M 
en  este  teorema  (vease  el  ejemplo  4). 
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Demostracion  Los  diagramas  de  la  figura  1  indican  la  forma  de  interpretar  las  su- 
mas  parciales  de  la  serie  como  areas  y,  con  ello,  relacionar  la  serie  con  una  integral 
correspondiente.  Observe  que  el  area  de  cada  rectangulo  es  igual  a  su  altura,  pues  en 
cada  caso  el  ancho  es  1.  Con  base  en  estos  diagramas  podemos  ver  facilmente  que 


n- 1 


-  /  /(*)  dx  -  2 ak 


k=2 


k  =  1 


/ 


Ahora  suponga  que  j  f(x)dx  converge.  Entonces,  por  la  desigualdad  izquierda  an¬ 
terior, 


k=2 


r 


Sn  =  cl\  +  ^ak  ^  a\  +  /  f(x)  dx  ^  ax  +  /  f(x)  dx 


Por  lo  tanto,  por  el  criterio  de  la  suma  acotada,  V,  a k  converge. 


k= t 


Por  otra  parte,  suponga  que,  2  ak  converge.  Entonces,  por  la  desigualdad  derecha 


k=l 


anterior,  si  t  =s  n. 


f{x)  dx  <  ^ ak  <  ^ ak 
k=\  k= 1 


Como  /  f(x)  dx  crece  con  t  y  esta  acotada  superiormente,  lim  /  f(x)  dx  debe 
J  i  i 

/OO 

/(x)  dx  converge.  ■ 

La  conclusion  del  teorema  B  se  enuncia  con  frecuencia  de  esta  manera:  la  serie 

OO 

2 /( k)  y  la  integral  impropia  /  /(x)  dx  convergen  o  divergen  juntas,  listed  debe 

k  =  t  J 1 

ver  que  esto  es  equivalente  a  nuestro  enunciado. 


EJEMPLO  2  |  (Criterio  de  la  serie p)  La  serie 


OO  ,  1 

,?>1  + 


2p  +  3P  +  4p 


donde  p  es  una  constante,  es  una  serie  p.  Demuestre  lo  siguiente: 

(a)  La  serie p  converge  sip  >  1. 

(b)  La  serie  p  diverge  si  p  £  1. 

SOLUCION  Si  p  s  0,  la  funcion  /(x)  =  \/xp  es  continua,  positiva  y  no  creciente  en 
[l,oo)  y  f(k)  =  l/kp.  Asi,  por  el  criterio  de  la  integral,  2(1  /kp)  converge  si  y  solo  si 

lim  /  x~p  dx  existe  (como  un  numero  finito). 

>oo  /  , 


Si  p  A  1, 


Si  p  =  1, 


/ 


x  p  dx  = 


x^p 


ti -p  - 1 


i; 


x  1  dx  =  [In  x]'.  =  In  t 


Como  lim  t 1  p  =  0  si  p  >  1  y  lim  tl  p  =  oo  si  p  <  1  y  como  lim  In  /  =  oo,  conclui- 

t—*oo  t—>CO  I—*  OO 

mos  que  la  serie  p  converge  si  p  >  1  y  diverge  si  0  <  1 . 
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La  cola  de  una  serie 

El  inicio  de  una  serie  no  desempena 
papel  alguno  en  su  convergencia  o 
divergencia.  Solo  la  cola  es  impor- 
tante  (en  realidad,  la  cola  es  la  que 
menea  al  perro).  Por  la  cola  de  una 
serie  queremos  decir 

aN  +  aN+\  +  aN+ 2  + 

donde  N  denota  un  numero  arbitra- 
riamente  grande.  Por  lo  tanto,  al  pro¬ 
bar  la  convergencia  o  divergencia  de 
una  serie  podemos  ignorar  los  termi- 
nos  iniciales  y  hasta  cambiarlos.  Sin 
embargo,  es  claro  que  la  suma  de 
una  serie  depende  de  todos  sus 
terminos,  incluyendo  a  los  iniciales. 


Aun  debemos  estudiar  el  caso  p  <  0.  Ahora,  el  «-esimo  termino  de  2  ( 1  /k  p ) ,  es  decir, 
1  /np,  ni  siquiera  tiende  a  0.  Asi,  por  el  criterio  del  «-esimo  termino,  la  serie  diverge. 

Observe  que  el  caso  p  =  1  corresponde  a  la  serie  armonica,  analizada  en  la  seccion 
9.2.  Nuestros  resultados  de  entonces  y  los  actuates  son  consistentes.  La  serie  armonica 
diverge.  ■ 

OO  -| 

I  lJUMPLO  3  |  ;Converge  o  diverge  la  scric  ^  777^7? 

-  k= 4  k 

OO 

SOLUCION  Por  el  criterio  de  la  serie  p,  ^  (1/L1  001 ).  La  insertion  o  elimination  de 

k  =  \ 

un  numero  finito  de  terminos  en  una  serie  no  afecta  su  convergencia  o  divergencia  ( aun - 
que  puede  afectar  la  suma).  Asi,  la  serie  dada  converge.  if 


B  I  J  EM  1*1.0  4  Determine  si  — — —  converge  o  diverge. 

—  1  k=i  k  In  k 

SOLUCION  Las  hipotesis  del  criterio  de  la  integral  se  cumplen  para/(x)  =  1  /(x  lnx) 
en  [2,oo).  El  hecho  de  considerar  el  intervalo  [2, 00)  en  vez  de  [l,oo)  no  es  importante, 
como  lo  hicimos  notar  despues  del  teorema  B.  Ahora, 


r  1  f 

/  — - - dx  =  Km  / 

h  xlnx  t^ooj 2 


—  dx)  =  Km  [In  In  x]'  =  00 
lnx\x  J  /-» ooL  2 


Asi,  £!/(&:  In  k)  diverge. 


Como  aproximar  la  suma  de  una  serie  Hasta  ahora  hemos  estado  interesa- 
dos  en  si  una  serie  converge  o  diverge.  Salvo  por  unos  cuantos  casos  especiales,  tal  co¬ 
mo  la  serie  geometrica  o  una  serie  telescopica,  no  hemos  abordado  la  pregunta  de  a 
que  si  converge  una  serie  a  que  converge.  En  general,  esta  es  una  pregunta  diffcil,  pero 
en  este  momento  podemos  utilizar  el  metodo  sugerido  por  el  criterio  de  la  integral  pa¬ 
ra  aproximar  la  suma  de  una  serie. 

Si  utilizamos  la  n-esima  suma  parcial  Sn  para  aproximar  a  la  suma  de  la  serie 
S  =  A]  +  a2  +  #3  +  •  •  • 
entonces  el  error  que  cometemos  es 

En  S  Sn  @n  +  l  L  an  +  2 

Sea  f(x)  una  funcion  con  las  propiedades  de  que  an  =  f(n)  y /sea  positiva,  continua  y  no 
creciente  en  [l,oo);estas  son  las  condiciones  del  teorema  B.  Con  base  en  estas  condi- 


En  an 


f{x)  dx 


n  rt+  I  n+2  «  +  3  n+4 


Figura  2 


(vease  la  figura  2).  Podemos  utilizar  este  resultado  para  determinar  una  cota  superior 
del  error  implicado  al  utilizar  los  primeros  n  terminos  para  aproximar  la  suma  S  de  la 
serie,  y  podemos  utilizarla  para  determinar  que  tan  grande  debe  ser  n  para  aproximar 
a  5  con  una  precision  deseada. 

K  EjlMPLOS]  Determine  una  cota  superior  para  el  error  al  utilizar  la  suma  de 

tsmm -  go  ^ 

los  primeros  20  terminos  para  aproximar  la  suma  de  la  serie  convergente  S  =  ^  — — . 

SOLUCION  La  eleccion  obvia  para  f(x)  es  f(x)  =  1  /x^2;  esta  funcion  es  positiva, 
continua  y  no  creciente  en  [l.oo).  El  error  satisface 


E20  ~  _  2  ,.3/2  < 


1  r  ia  2 

777  dx  =  Km  —  2x~x!2  =  — 7=  ~  0.44721 


Incluso  con  20  terminos  el  error  es  un  tanto  grande. 
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§gf  i;iEMPL<>6  ^Que  tan  grande  debe  ser  n,  de  modo  que  la  suma  parcial  S„  se 
aproxime  a  la  suma  de  la  serie  del  ejemplo  5  con  un  error  no  mayor  que  0.005? 


SOLUCION  El  error  satisface 


£- = ^  <  i,  Y d*  =  a  [-^'1  ■  Y 

Asf,  para  garantizar  que  el  error  sea  menor  que  0.005,  necesitamos  tener 


<  0.005 


Vn  > 


n  >  =  4002  =  160,000 

V  0.005  ) 


Revision  de  conceptos 

1.  Una  serie  de  terminos  no  negativos  converge  si  y  solo  si  sus 
sumas  parciales  son _ . 


3.  La  insertion  o  eliminacion  de  un  numero  finito  de  terminos 
en  una  serie  no  afecta  su _ aunque  puede  afectar  su  suma. 


2.  El  criterio  de  la  integral  relaciona  la  convergencia  de  ~^aky 

*  =  l 

f(x)  dx,  suponiendo  que  ak  = _ y  que  /es _ , _ y 


4.  La  serie  p  2  0/kp)  converge  si  y  solo ; 
i?=i 


_en  [Loo). 


Conjunto  de  problemas  9.3 

Use  el  criterio  de  la  integral  para  determinar  la  convergencia  o  diver- 
gencia  de  cada  una  de  las  siguientes  series. 


1.  V  - 

ffl.  k  +  3 


3-  2.  .2 


(i  k-  +  3 


7.  V  - 

Pf. l  4E  +  2 

OO  o 

9.  y  — - — — — 

&  (4  +  3 k)^ 

OO 

11.  2  ke^ 

k  =  \ 


2.  y - 

/£i  2k  -  3 

OO  O 

4  y - 

'  ki i  2E2  +  1 

“  3 

/  V  _ 

*=ioo  (e  +  2y 

°°  k2 

8.  X  ~k 

“  1000 A;2 

io-  2 - 1 

w  1  +  A-3 

*  1000 

12‘  *=5  E(ln  Ac)2 


En  /o.s  problemas  del  13  al  22  use  cualquiera  de  los  criterios  desarro- 
llados  hasta  ahora.  entre  ellos  los  de  la  seccion  9.2,  para  decidir  acerca 
de  la  convergencia  o  divergencia  de  la  serie.  Justifique  su  conclusion. 


~  k2  +  1 

,3'  .?  VTi 

~[YlY  k-\ 

15'  *?i  L  V  2  /  +  2k  +  1 


OO  /  I 

^  /  K7T 

I7- 


14.  2 

k=  1 


~  / 1  1 

“■  ,?,Y  +  2* 

oc  ^ 

18.  ^ E  sen  — 
*i  k 


19.  ^k2e  e 


21.  2 


,  tan  1  k 
i  1  +  E2 


20-  *?,(*  “  e+T 

OO  i 

22.  Y - 5 

/■“i  1  +  4E2 


En  los  problemas  del  23  al  26  estime  el  error  cometido  al  aproximar  la 
suma  de  la  serie  dada  mediante  la  suma  de  los  cinco  primeros  termi¬ 
nos  (vease  el  ejemplo  5). 


23-  2  1 

k= l  eK 

OO 

23-  2 


24-  Jl  EVE 


26-  *?,  E(E  +  1)  E  +  1 


Para  las  series  dadas  en  los  problemas  del  27  al  32  determine  que  tan 
grande  debe  ser  n,  de  modo  que  al  utilizar  la  n-esima  suma  parcial  pa¬ 
ra  aproximar  la  serie  proporcione  un  error  de  no  mas  de  0.0002. 


27.  2  T3 

k=\  k~ 

OO 

29.  2  ~ ^ 

*i  1  +  E- 

V  E 
31'  1  +  E4 


28’ 

*  =  1  K 

™  k 
30.  2  ^ 

A:  —  1  e 

OO  1 

32.  y - 

h  E(E  +  1) 
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33.  (.Para  que  valores  de  p  converge  ^  1  /[«(ln  n)p\'!  Explique. 


34.  ^.Converge  o  diverge  la  serie  'n  n  •  ln(ln  n)]  Ex- 


35.  Use  diagramas,  como  en  la  figura  1,  para  demostrar  que 

in (n  +  1)  <  1  H - h  —  +  H - <  1  +  in  m 

v  ’  2  3  n 


Sugerencia:  J  (1/x)  dx  —  In  n. 

36.  Use  el  problema  35  para  demostrar  que  la  sucesion 


B"  -  1  +  \  +  \  + 


H - ln(n  +  1) 

n 


es  creciente  y  esta  acotada  superiormente  por  1. 

37.  Use  el  resultado  del  problema  35  para  demostrar  que  lim  Bn 

n—*oo 

en  el  problema  36  existe.  (El  limite,  denotado  como  y,  se  llama  cons- 
tante  de  Euler  y  es  aproximadamente  0.5772.  En  la  actualidad,  no  se 
sabe  si  y  es  racional  o  irracional.  Sin  embargo,  se  sabe  que  si  y  fuese 
racional,  entonces  el  denominador  en  su  minima  expresion  seria  al 
menos  10244,663). 

38.  Use  el  problema  35  para  obtener  cotas  superior  e  inferior 
buenas  para  la  suma  de  los  primeros  10  millones  de  terminos  de  la  se¬ 
rie  armonica. 

39.  Del  problema  37  podemos  inferir  que 


>+i  +  I  + 

2  3 


y  +  ln(n  +  1) 


Use  esto  para  estimar  el  numero  de  terminos  de  la  serie  armonica 
necesarios  para  obtener  una  suma  mayor  que  20  y  compare  con  el 
resultado  indicado  en  el  problema  44  de  la  seccion  9.2. 

40.  Ahora  que  hemos  mostrado  la  existencia  de  la  constante  de 
Euler  siguiendo  el  camino  dificil  (problemas  35  a  37),  resolveremos 
un  problema  mucho  mas  general  de  manera  sencilla  y  veremos  como 
surge  y  de  la  nada,  por  asi  decirlo.  Sea/continua  y  decreciente  en 
f 1 , oo) y  sea 


/?„  =  /(!)  +/( 2)  +  ■■•  +/(«)  - 


■>-r 


f(x)  dx 


Observe  que  B„  es  el  area  de  la  region  sombreada  de  la  figura  3. 

(a)  ^Por  que  es  obvio  que  B„  crece  con  /!? 

(b)  Demuestre  que  B„  sf(  1 ).  Sugerencia:  simplemente  recorra  todos 
los  pequenos  pedazos  sombreados  hacia  la  izquierda,  dentro  del 
primer  rectangulo. 

(c)  Concluya  que  lim  B„  existe. 

n — 

(d)  (.Como  obtenemos  y  a  partir  de  esto? 


n  n  +  1  x 


Figura  3 


41.  Sea/continua,  creciente  y  concava  hacia  abajo  en  [1,  oo),  co¬ 
mo  en  la  figura  4.  Ademas,  sea  A„  el  area  de  la  region  sombreada. 
Demuestre  que  An  es  creciente  con  n ,  que  An  £  T,  donde  T  es  el  area 
del  triangulo  resaltado,  y  asi  que  lim  A„  existe. 

rt— »oc 


3/1—1  n 


Figura  4 


42.  Particularice  la  funcion  del  problema  41  a  f(x)  =  In  x. 

(a)  Demuestre  que 

,  fin  1  +  in  2  ln(«  —  1)  +  In  n 


1  „  =  J  In  x  dx  - 


=  n  In  n  —  n  +  1  —  In  n\  +  ln\4i 

{n/e)nVh 

=  1  +  In - 

n\ 

(b)  Concluya  de  la  parte  (a)  y  el  problema  41  que 

,  ,,  n\ 

k  =  lim - 7= 

„^cc  (n/e)nVn 

existe.  Se  puede  demostrar  que  k  =  V27r. 

(c)  Esto  significa  que  n\  ~  s/lTTn(n/e)n,  que  se  llama  formula  de 
Stirling.  Use  esto  para  aproximar  15!  y  compare  con  el  valor  que 
da  su  calculadora  para  15! 

43.  Demuestre  que  el  error  cometido  al  aproximar  5  mediante 
S„  satisface 


/ 

J  n+ 1 


f(x)  dx 


en  donde  la  notacion  es  la  misma  que  en  el  analisis  que  precede  al 
ejemplo  5. 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  acotada  superiormente 
2.  f(k)\  continua;  positiva;  no  creciente  3.  convergencia  o  diver- 
gencia  4.  p  >  1 


Series  DOSitivaS*  Hemos  analizado  por  completo  la  convergencia  y  divergencia  de  dos  series,  la  geome- 
.  4  ..  .  trica  y  la  serie  p. 

otros  cnterios 

oo 

2 rn  converge  si  —1  <  r  <  1,  en  otro  caso  diverge 

n—\ 
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00  ^ 

2  — p  converge  si  p  >  1,  en  otro  caso  diverge 

n  =  1  n 

En  el  primer  caso  vimos  en  donde  convergia  la  serie,  si  esta  converge;  en  el  segundo  ca¬ 
so  no.  Estas  series  proporcionan  estandares,  o  modelos,  con  los  que  podemos  comparar 
otras  series.  Recuerde  que  seguimos  considerando  series  cuyos  terminos  son  positivos 
(o  al  menos  no  negativos). 

Comparacion  de  una  serie  con  otra  Una  serie  con  terminos  menores  que  los 
terminos  correspondientes  de  una  serie  convergente  debe  converger;  una  serie  con  ter¬ 
minos  mayores  que  los  terminos  correspondientes  de  una  serie  divergente  debe  diver- 
gir.  Lo  que  debe  ser  cierto,  es  cierto. 


Teorenia  A 


Criterio  de  comparacion  ordinaria 

Suponga  que  0  <  a„  <  para  n  s  N. 

(i)  Si  ?.bn  converge,  tambien  lo  hare  2a„. 

(ii)  Si  1.an  diverge,  tambien  lo  hare  X£>„. 


Demostracion  Suponga  que  N  =  1;  el  caso  N>\  solo  es  un  poco  mas  dificil.  Para 
demostrar  (i),  sea  Sn  =  aj  +  a2  +  •  •  •  +  an  y  observe  que  {£„}  es  una  sucesion  no  decre- 
ciente.  Si  converge,  por  ejemplo,  con  suma  B,  entonces 

OO 

Sn  —  b\  +  b2  +  ■■■  +  bn  ^  2 bn  =  B 

n  —  l 


Por  el  criterio  de  la  suma  acotada  (teorema  9.3A),  converge. 

La  propiedad  (ii)  es  consecuencia  de  (i),  ya  que  si  Sb„  converge,  entonces  2fl„, 
tendria  que  converger.  ■ 


M  EJEMPLO  1 


^.Converge  o  diverge  la  serie 


? 


SOLUCION  Podriamos  pensar  que  diverge,  pues  el  n-esimo  termino  se  comporta 
como  1/5 n  para  n  grande.  De  hecho. 


n  n  11 

5n2  -  4  5 n2  5  n 


°°  i  i 

Sabemos  que  ^  7'-  diverge, pues  es  un  quinto  de  la  serie  armonica  (teorema  9.2C). 

n  =  i  5  n 

Asi,  por  el  criterio  de  comparacion  ordinaria,  la  serie  dada  tambien  diverge.  flU 


B  EJEMPLO  2 


OO 

^Converge  o  diverge  la  serie  ^ 

n  =  1 


n 


? 


2  n(n  +  1)' 


SOLUCION  Podriamos  pensar  que  converge,  pues  el  «-esimo  termino  se  comporta 
como  (1/2)"  para  n  grande.  Para  justificar  esto,  observemos  que 


n 

2 n{n  +  1) 


(ITri-r  <  (i)‘ 


Como  converge  (es  una  serie  geometrica  con  r  =  concluimos  que  la  serie  da¬ 
da  converge.  ■ 


Si  hay  un  problema  al  aplicar  el  criterio  de  comparacion  ordinaria,  este  surge  al 
buscar  la  serie  adecuada  con  la  cual  comparer  la  serie  en  cuestion.  Suponga  que  quere- 
mos  determinar  la  convergencia  o  divergencia  de 


1 


„=3  (n  -  2) 


2  =  2  „2 


n= 3 


n  —  4  n 


Sospechamos  que  converge,  de  modo  que  nos  inclinamos  por  comparar  ] /( n  -  2)2  con 
l/n2.  Por  desgracia, 

( n  -  2)2  n1 

que  no  sirve  (la  desigualdad  esta  en  sentido  contrario  al  deseado).  Despues  de  unos 
cuantos  experimentos,  vemos  que 

__1 _ <  9_ 

( n  —  2)1  n2 

paran>3;como  29/m2  converge,  tambien  lo  hace  21  /(n  —  2)2. 

^Podemos  evitar  estas  contorsiones  con  las  desigualdades?  Nuestra  intuition  nos 
dice  que  2a„  y  2i>„  convergen  o  divergen  juntas,  siempre  que  an  y  bn  tengan  aproxima- 
damente  el  mismo  tamano  para  n  grande  (salvo  una  constante  multiplicativa).  Este  es 
el  contenido  esencial  de  nuestro  siguiente  teorema. 


Teorema  B 


Criterio  de  comparacion  del  limite 

Suponga  que  an  £  0,  b„  >  0  y  que 

a„ 

lint  rr  =  L 

n~*°°  K 

Si  0  <  L  <  oo,  entonces  2a„  y  2fo„  convergen  o  divergen  juntas.  Si  L  —  0  y  26„  con¬ 
verge,  entonces  2a„  converge. 


Demostracion  Primero  consideramos  e  =  L/2  en  la  definicion  de  limite  de  una  suce- 
sion  (seccion  9.1).  Existe  un  numero  N  tal  que  n^N  =>  \(an/bn)  -  L\<  L/2;  es  decir, 


L  an  L 

-  —  <  —  -  L  <  — 
2  b„  2 


Esta  desigualdad  es  equivalente  (sumando  L)  a 

■L  <  o«  3L 

2  bn  2 

Por  lo  tanto,  para  n  a  N, 

2  3  L 

bri  ^  ^ n  y  ^  ^  bn 


Estas  dos  desigualdades,  junto  con  el  criterio  de  comparacion  ordinaria,  muestran  que 
y  convergen  o  divergen  juntas.  Dejaremos  la  demostracion  de  la  ultima  afir- 
macion  del  teorema  al  lector  (problema  37).  ■ 


m  EJEMPLQ3 


Determine  la  convergencia  o  divergencia  de  cada  serie. 


OO  o  ^ 

v,  3n  —  2 

(a)  2  3 - 9  2  ,  ,i 

n=\  n  —  2  n  +11 


oo 


(b)  2 

n= 1 


1 

Vn2  +  19/z 


SOLUCION  Aplicamos  el  criterio  de  comparacion  del  limite;  no  obstante,  debemos 
decidir  con  que  comparamos  el  «-esimo  termino.  Vemos  a  que  se  parece  este  termino 
para  n  grande  al  observar  los  terminos  de  mayor  grado  en  el  numerador  y  el  denomi- 
nador.  En  el  primer  caso,  el  «-esimo  termino  es  como  3/»2,  en  el  segundo  es  como  1  /n. 


,  x  „  an  „  (3 n  -  2 )/(n3  -  2 n2  +  11)  3 n2  -  2 n2 

(a)  lim  —  =  lim  - z - =  lim  — 5 - 3 - 

n->oc  bn  00  3 fn"  n->°°  3n3  —  6 n2  +  33 


=  1 


a„  \/\/n 2  +  19  n  /  n2 

(b)  lim  ~  =  lim - — -  =  lim  \  /  ~ - 

n— 00  bn  n— OO  l/n  oo  V  n  +  19/z 


=  1 


Como  23/ n2  converge  y  21//;  diverge,  concluimos  que  la  serie  en  (a)  converge  y  la  se¬ 
rie  en  (b)  diverge.  B 
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B  EJEMPLO  4  !  /.Converge  o  diverge  la  serie  ^  — — ? 

.  n=1  /r 

SOLUCION  /.Contra  que  debemos  comparar  (In  n)/n2?  Si  intentamos  con  1/n’,  ob- 
tenemos 

an  In  n  1 

hm  —  =  hm  — r-  - — -  =  lim  In  n  =  oo 

n->° O  n-»oo  n  n  n-»oo 

El  criterio  falla,  no  se  cumplen  sus  condiciones.  Por  otro  lado,  si  usamos  1  /n,  obtenemos 

an  ..In  n  1  In /i 

lim  —  =  lim  — r-  -7 —  =  lim  - =  0 

n  *oo  bn  n  *  oo  A/  *oo  A? 

De  nuevo,  el  criterio  falla.  Tal  vez  algo  entre  1/n2  y  1/n  funcione,  tal  como  1  /n3^2. 

a„  Inn  1  Inn 

lim  —  =  lim  — r-  - —  =  lim  — -=■  =  0 

n-> oo  pn  n~*oo  n  Vl  «-* oo  Vn 

(La  ultima  igualdad  es  consecuencia  de  la  regia  de  L’Hopital).  Concluimos  de  la  segun- 
da  parte  del  criterio  de  comparacion  del  limite  que  2 (In  n)/n2  converge  (pues 
21  /iv'l2  converge  por  el  criterio  de  la  serie  p).  ■ 

Comparacion  de  una  serie  con  ella  misma  La  obtencion  de  resultados  uti¬ 
les  mediante  los  criterios  de  comparacion  requiere  vision  y  perseverancia.  Debemos 
elegir  adecuadamente  una  serie  conocida  para  hallar  una  que  sea  justamente  la  correc- 
ta  para  la  comparacion  con  la  serie  que  queremos  verificar.  /.No  seria  bueno  que  se  pu- 
diese  comparar  una  serie  consigo  misma  y  asf  determinar  la  convergencia  o  la 
divergencia?  A  grandes  rasgos,  esto  es  lo  que  hacemos  en  el  criterio  del  cociente. 


Teorema  C 


Criterio  del  cociente 


Sea  2 an  una  serie  de  terminos  positivos  y  supongase  que 


@n  + 1 

lim  -  =  p 

rt— >00  fl 


(i)  Si  p  <  1 ,  la  serie  converge. 

(ii)  Sip>losi  lim  an+Jan  =  oo.  la  serie  diverge. 

n— *oo 

(iii)  Si  p  =  1 ,  el  criterio  no  es  concluyente. 


Demostracion  He  aqui  lo  que  esta  detras  del  criterio  del  cociente.  Como 
lim  an  1 Jan  =  p,  an+i  ~  pa„:  es  decir,  la  serie  se  comporta  como  una  serie  geometri- 

n—*  oo 

ca  con  razon  p.  Una  serie  geometrica  converge  cuando  su  razon  es  menor  que  1  y  diver¬ 
ge  cuando  su  razon  es  mayor  que  1.  Nuestra  tarea  consiste  en  unir  estos  argumentos. 

(i)  Como  p  <  1,  podemos  elegir  un  numero  r  tal  que  p  <  r  <  1;  por  ejemplo,  r  =  (p  + 
l)/2.  A  continuation  elegimos  N  de  modo  que  n  >  N  implica  an+]/an  <  r.  (Pode¬ 
mos  hacer  esto  porque  lim  an+Jan  =  p  <  r). 

H-*0O 


Entonces 


aN+ 1  <  raN 

®N+2  ^  CP/v 


aN+ 3  <  raN+2  <  raN 
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Como  raN  +  raN  +  iiaN+  •••  es  una  serie  geometrica  con  0<  r<  1,  converge.  Por  el 

00 

criterio  de  comparacion  ordinaria,  2  an  converge,  y  por  lo  tanto  tambien  lo 

n  =  N  + 1 

oo 

hace 

n=  1 

(ii)  Como  p  >  1,  existe  un  numero  N  tal  que  an+]/an  >  1  para  toda  n  s  TV.  Asf, 

aN  + 1  >  aN 

aN+2  >  aN  +  l  >  aN 
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SOLUCION  Debemos  usar  el  hecho  de  que 


IV 


n 


h'm  1  H —  )  =  hm(l  +  h)1/h 


h->  0 


lo  cual  es  consecuencia  del  teorema  6.5A.  Suponiendo  esto,  podemos  escribir 

„  «»+ 1  ,,  («  +  !)•  n"  „  (  n 

p  =  hm  - =  hm - tt~7  =  lim  - 

n- >oo  an  n-»oo  ( n  -f  l)n+1  tl\  n^>°°\ri  +  1 

=  h'm  — - =  h'm  — — \  ,  ■-  =  —  <  1 

n^°°  ({n  +  1  )/n)  n-*°°  (1  +  1  /n)  e 

Por  lo  tanto,  la  serie  dada  converge. 


Resumen  Para  verificar  la  convergencia  o  divergencia  de  una  serie  con  termi- 
nos  positivos,  observe  con  cuidado  an. 

1.  Si  h'm  an  ^  0,  concluya  del  criterio  del  n-esimo  termino  que  la  serie  diverge. 

„-»oo 

2.  Si  a, ,  incluye  n!/on",  trate  de  usar  el  criterio  del  cociente. 

3.  Si  an  incluye  solo  potencias  constantes  de  n,  trate  de  usar  el  criterio  de  compara- 
cion  del  lfmite.  En  particular,  si  an  es  una  expresion  racional  en  n,  use  este  criterio 
con  bn  como  el  cociente  de  los  terminos  principales  del  numerador  y  el  denomina- 
dor. 

4.  Si  los  criterios  anteriores  no  funcionan,  trate  con  el  criterio  de  comparacion  ordi- 
naria,  el  criterio  de  la  integral  o  el  criterio  de  la  suma  acotada. 

5.  Algunas  series  exigen  un  manejo  inteligente  o  un  truco  para  determinar  su  conver¬ 
gencia  o  divergencia. 


Revision  de  conceptos 

1.  El  criterio  de  comparacion  ordinaria  dice  que  si _ y  si 

"Lbk  converge,  entonces  tambien  converge. 

2.  Suponga  que  ak  a  0  y  bk  >  0.  El  criterio  de  comparacion  del 

h'mite  nos  dice  que  si  0  < _ <  oo,  entonces  1ak  y  1bk  convergen  o 

divergen  a  la  vez. 


3.  Sea  p  =  lim  "  +  1.  El  criterio  del  cociente  dice  que  una 

a„ 

serie  2ot  de  terminos  positivos  converge  si _ .  diverge  si _ , 

y  puede  hacer  cualquiera  de  estas  si _ . 

4.  2(3 k/k\)  es  un  candidato  obvio  para  el  criterio _ ,  mientras 

que  2 k/(k3  -  k  —  1 )  es  un  candidato  obvio  para  el  criterio _ . 


Conjunto  de  problemas  9.4 

En  los  problemas  1  al  4  utilice  el  criterio  de  comparacion  del  llmite  pa¬ 
ra  determinar  la  convergencia  o  divergencia. 

3n  +  1 


i.  2 


n= i  ir  +  2  n  +  3 


2-  2  „3 


3.  2 


1 


n  =  1  rtV n  +  1 


4.  2 

n= 1 


n=\  nr  -  4 
V2n  +  1 


En  los  problemas  5  a 1 10  use  el  criterio  del  cociente  para  determinar  la 
convergencia  o  divergencia. 


5.  2  A 

«=t  «  •’ 


oo  cn 

6-  2^ 

n~i  n 


„?1  n 


n\ 

loo 


2 »(!)" 


9-  2 


(2 n)\ 


io.  2 

k  =  \ 


3 k  +  k 
k\ 


En  los  problemas  11  al  34  determine  la  convergencia  o  divergencia  de 
coda  una  de  las  series.  Indique  el  criterio  utilizado. 


ii.  2 


n 


13.  2 


,fi  n  +  200 
n  +  3 


12.  2 


5  +  n 


„=i  n2Vn 

“  tr 
15-  .2  ^7 


14.  2 


V«  +  i 

n2  +  1 


“  Inn 

16.  2  ~ord 

n  =  \  z 


^  4n3  +  3 n 

17.  2  ^ , — 

n5  -  4n2  +  1 


18.  2 


nz  +  1 
3" 


7. 


8. 
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1111 
19‘  1  -2  +  2-3  +  3-4  +  4-5  + 


Sugerencia:  a„  — 


n(n  +1) 


12  3  4 

20.  ~ r  +  — r  H - y  H y  + 

22  32  42  52 

2  3  4  5 

21.  ~ - -  -+■ -  + - — —  4-  — — — -  +  •  ■  • 

1*3*4  2*4*5  3*5*6  4*6*7 

12  3  4 

22.  — r - ! r - 1 - 1 - r - h  •  •  • 

l2  4-  1  22  +  1  32  +  1  42  +  1 

1  2  3  4  32  33  34 

23.  -  +  ^  +  +  24.  3+  —  +  —  +  —  + 

3  32  33  34  2!  3!  4! 

,  1  I  1 

25.  1  H - p  H - p  H - P  + 

2V2  3V3  4V4 

In  2  In  3  In  4  In  5 

26.  — ^ — I - z. — I - z — I - z — I-  •  •  • 

22  32  42  52 


27.  V  - —■ 

n=i  2  +  sen  n 

7^  4  +  cos  n 

29.  2  - 1 - 

„=i  n~ 


ft 

31.  2  TZ  77 

«=i  (2«)! 

33.  2  - r- 

«! 


28‘  „?i  3"  +  1 

£  52* 

30-  2 


32-  " 

,1=2  V  n 


34  2  +  n5" 


35.  Sea  a„>0y  suponga  que  2a„  converge.  Demuestre  que  2a;, 
converge. 

36.  Demuestre  que  lfm  <n\/n")  =  0  analizando  la  serie  2n\/n". 

,1  —  00 

Sugerencia:  ejemplo  7,  seguido  del  criterio  del  n-esimo  termino. 

37.  Demuestre  que  si  a„  a  0.  b„  >  0,  lfm  ajbn  =  0  y  2b  n  conver- 

n— >°c- 

ge,  entonces  2an  converge. 

38.  Demuestre  que  si  an  a  0,  bn  >  0,  lfm  ajb„  =  oo  y  2i>„  di- 

00 

verge,  entonces  2a„  diverge. 

39.  Suponga  que  lfm  no,,  =  1 .  Demuestre  que  2a„  diverge. 

rt  — >  DO 

40.  Demuestre  que  si  2an  es  una  serie  convergente  con  terminos 


positivos,  entonces  21n(  1  +  an)  converge. 

41.  Criterio  de  la  raiz  Demuestre  que  si  an  >  0  y  lfm  "  =  R 

«  — OO 

,  entonces  2a„  converge  si  R  <  1  y  diverge  si  R  >  I . 

42.  Compruebe  la  convergencia  o  divergencia  mediante  el  crite¬ 
rio  de  la  rafz. 

1(^T  >b>  Ksti)' 

w  1(H)' 

43.  Compruebe  la  convergencia  o  divergencia.  En  algunos  casos, 
el  uso  adecuado  de  las  propiedades  de  los  logaritmos  simplificara  el 
problema. 

(a)  finfi+r)  (b)  i4Srr^l 


(c)  „?2  (In  /j)ln" 

oo  j 

(e)  2  7, - 7 

n=2  (In  ny 


~“\n{n  +  2)  J 

OO  | 

(d)  „?3  [ln(ln  «)]ln " 
■S,  f  In  n  1 2 

(f)  2  -r 

n=  1  L  n  J 


(Expy  44. 

Sean  p(n)  y  q(n)  polinomios  en  n  con  coeficientes  no  nega¬ 
tives.  Proporcione  condiciones  sencillas  para  determinar  la  conver- 

.  ,.  .  .  P(n) 

gencia  o  divergencia  de  V  .  .  . 

„  =  i  q(n) 

SMS  45.  De  condiciones  sobre  p  que  determinen  la  convergencia  o 

°°  i  /  i  ]  i  \ 

divergencia  de  £  —  ^  1  +  —  +  —  +  ■  •  •  + —pj. 

46.  Compruebe  la  convergencia  o  divergencia. 


(a)  2  sen' 


(c)  2  Vn  1  -  cosl  - 

n=  1  L  \n 


(b)  2tan(- 

n=l 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  0  s  ak  £  bk 
2.  h'm  (ak/bk)  3.  p  <  1;  p  >  1;  p  =  1  4.  Cociente,  compara- 

k—*oo 

cion  del  limite. 


9.5  En  las  dos  ultimas  secciones  hemos  considerado  series  de  terminos  no  negativos.  Aho- 

ScrieS  altcrnantcs  ra  e^m*narnos  esa  restriccion,  permitiendo  que  algunos  terminos  sean  negativos.  En 

.  ’  particular,  estudiaremos  las  series  alternantes;  es  decir,  series  de  la  forma 


convergencia  absoluta 
y  convergencia 
condicional 


a  I  —  U2  +  £?3  “  £?4  + 

donde  an>  0  para  toda  n.  Un  ejemplo  importante  es  la  serie  armonica  alternante 


1  _  i  +  i  _  I  + 

1  2  3  4 


Ya  hemos  visto  que  la  serie  armonica  diverge;  pronto  veremos  que  la  serie  armonica  al- 
ternante  converge. 
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s, 

a 2 

J, 

1 

T 

«3 

A. 

1 

.  I 

A 

I 

1 

r 

s, 

1 

a4 

.  I 

r 

1 

I 

1 

— 1 — 

*T' 

k  1  lllllfr - 

1 

41IIIII4 

1 

-t- 

Par  n 


+ - ♦ - — f- 

5"  S„+, 


Impar  n 

- *- 

S"  S„ 

Figura  2 


Un  criterio  de  convergencia  Supongamos  que  la  sucesion  (a,,)  es  decreciente; 
es  decir,  n,1+1  <  a„  para  toda  n.  Ademas,  S„  tiene  su  significado  usual.  A  si,  para  la  serie 
alternante  a j  -  a2  +  a3  -  a4  H ,  tenemos 

51  = 

52  =  -  a2  =  s,  -  a2 

53  =  U\  U2  +  Cl3  —  S2  ~F  Ci3 

54  =  Q\  Ct2  +  A3  A4  —  S3  “  A4 

y  asi  sucesivamente.  La  figura  1  muestra  una  interpretation  geometrica  de  estas  sumas 
parciales.  Observe  que  los  terminos  con  numero  par  S2,  S4,  Sft, . . .  son  crecientes  y 
acotados  por  arriba,  por  lo  que  deben  converger  a  un  limite,  digamos  S'.  De  manera 
analoga,  los  terminos  con  numero  impar  Si,  S3,  S5, . . .  son  decrecientes  y  acotados  por 
abajo.  Tambien  deben  converger,  digamos,  a  S". 

Tanto  S'  como  S"  estan  entre  S„  y  S,)+1  para  toda  n  (vease  la  figura  2),  de  modo  que 

Is*  -  S'|  <  |S„+,  -  S„|  =  an+] 

Asi,  la  condicion  a„+1  — »  0  cuando  n  —* 00  garantizara  que  S'  =  S"  y,  en  consecuencia,  la 
convergencia  de  la  serie  a  su  valor  comun,  que  llamamos  S.  Por  ultimo,  observamos 
que,  como  S  esta  entre  S„  y  S„+i, 

|S  -  S„|  2s  |S„+i  -  Sj  =  a„+1 

Es  decir,  el  error  generado  al  usar  S„  como  aproximacion  de  la  suma  S  de  toda  la  serie 
no  es  mayor  que  la  magnitud  del  primer  termino  despreciado.  Hemos  demostrado  el  si- 
guiente  teorema. 


Teorema  A 


Sea 


Criterio  de  la  serie  alternante 

(ii  —  a2  +  a2  —  + 


una  serie  alternante  con  an  >  an+1  >  0.  Si  lfm  an  =  0,  entonces  la  serie  converge. 

n—*  °° 

Ademas,  el  error  cometido  al  usar  la  suma  Sn  de  los  primeros  n  terminos  para  apro- 
ximar  la  suma  S  de  la  serie  no  es  mayor  que  an+\. 


B ejempi7o  1 1  Demuestre  que  la  serie  armonica  alternante 

!  _  I  +  1  _  I  +  ... 

A  2  3  4 

converge.  ^Cuantos  terminos  de  esta  serie  se  necesitan  para  obtener  una  suma  parcial 
S„  a  menos  de  0.01  de  la  suma  S  de  toda  la  serie? 

SOLUCION  La  serie  armonica  alternante  satisface  las  hipotesis  del  teorema  A  y  por 
lo  tanto  converge.  Queremos  que  IS  —  Sn  I  s  0.01, y  esto  se  cumplira  si  a„+1  £ 0.01.  Como 
an+l  =  1  /(n  +  1),  necesitamos  que  1  j(n  +  1)  £  0.01,  lo  que  se  satisface  si  n  >  99.  Asi, 
necesitamos  considerar  99  terminos  para  garantizar  que  tenemos  la  precision  deseada. 
Esto  le  dara  una  idea  de  lo  lento  que  converge  la  serie  armonica  alternante.  (Vease  el 
problema  45,  donde  se  muestra  una  forma  inteligente  de  determinar  la  suma  exacta 
de  esta  serie).  ® 

|j  LJEMPLO  2  |  Demuestre  que 

1  1  j_  _ 

1!  2!  +  3!  4!  + 

converge.  Calcule  S5  y  estime  el  error  cometido  al  usar  esto  como  un  valor  para  la  suma 
de  toda  la  serie. 
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SOLUCION  El  criterio  para  series  alternantes  (teorema  A)  se  aplica  y  garantiza  la 
convergencia. 

£5  =  1—  —  +  —  —  —7  +  ~  0.6333 

5  2  6  24  120 

|S  -  S5|  <  a6  =  ~  0.0014  tt 

6! 


EJEMPLO  3]  Demuestre  que  ^  ( —  1 )”  1  converge. 

Al  —  1  2 


SOLUCION  Para  tener  una  idea  de  esta  serie,  escribimos  los  primeros  terminos: 

I_1+9_125_36  ... 

2  1  '  32  64  ' 


La  serie  es  alternante  y  lfm  rr/2n  =  0  (regia  de  L’Hopital),  pero  por  desgracia,  los 

n— .00 

terminos  no  son  decrecientes  al  principio.  Sin  embargo,  parecen  ser  decrecientes 
despues  de  los  dos  primeros  terminos;  esto  es  bueno,  pues  lo  que  ocurre  al  inicio  de  una 
serie  no  afecta  la  convergencia  o  la  divergencia.  Para  mostrar  que  la  sucesion  [rr/ 2")  es 
decreciente  a  partir  del  tercer  termino,  consideremos  la  funcion 

/M  =  | 

Observe  que  si  x  £  3,  la  derivada 

2x  •  2*  -  x22x  In  2  x2x{2  -  x  In  2) 

/  (x)  =  - ^ ^ - 


x{2  -  0.69x) 

w  y  <0 

Asi,/es  decreciente  en  [3,oo)  y  entonces  \n2/2n)  es  decreciente  para  n  s  3.  Para  una  de- 
mostracion  distinta  de  este  ultimo  hecho,  v6ase  el  ejemplo  6  de  la  section  9.1.  SB 


Convergencia  absoluta  ^Converge  o  diverge  una  serie  como  la  siguiente 


i+A  +  2 - L  + 

9  T  16  T  25  36  T 


en  la  que  existe  un  patron  de  dos  terminos  positivos  seguido  de  uno  negativo?  En  este 
caso,  el  criterio  para  series  alternantes  no  es  aplicable.  Sin  embargo,  como  la  serie  co- 
rrespondiente  de  terminos  positivos 

1+1  +  1  +  A  +  A+  -L  +  ... 

1  t4t9t16t25t36t 

converge  (serie  p  con  p  =  2)  parece  plausible  pensar  que  la  misma  serie  con  algunos 
terminos  negativos  deberia  converger  (aun  mejor).  Este  es  el  contenido  de  nuestro  si¬ 
guiente  teorema. 

pTSiffalmlH  Criterio  de  convergencia  absoluta 

Si  21  m„  I  converge,  entonces  converge. 


Demostracion  Usaremos  un  truco.  Sea  vn  =  un  +  I  u„  I,  de  modo  que 


Ahora, 0£  t)„£ 2!m„I, de  modo  que  el  criterio  de  comparacion  ordinaria  garantiza  que 
~Zv„  converge  por  el  criterio  de  comparacion  ordinaria.  El  teorema  de  linealidad  (teo¬ 
rema  9.2B)  implica  que  =  2(w„  —  \  un\)  converge.  ■ 
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Una  serie  2«„  se  dice  que  converge  absolutamente  si  21  u„  I  converge.  El  teorema 
B  afirma  que  la  convergencia  absoluta  implica  la  convergencia.  Todos  nuestros  crite- 
rios  para  la  convergencia  de  series  con  terminos  positivos  se  convierten  automatica- 
mente  en  criterios  para  la  convergencia  absoluta  de  una  serie  con  algunos  terminos 
negativos.  En  particular,  esto  es  cierto  para  el  criterio  del  cociente,  que  reformulamos  a 
continuacion. 

■KnffaiTBmW  Criterio  del  cociente  absoluto 

Sea  2«„  una  serie  de  terminos  no  nulos  y  suponga  que 

k,+il 

lim  — : — p-  =  p 

«^°°  \u„\ 

(i)  Si  p  <  1,  la  serie  converge  absolutamente  (y  por  lo  tanto  converge). 

(ii)  Si  p  >  1,  la  serie  diverge. 

(iii)  Si  p  =  1 ,  el  criterio  no  es  concluyente. 


Demostracion  Las  demostraciones  de  (i)  y  (iii)  son  consecuencia  directa  del  crite¬ 
rio  del  cociente.  Para  (ii)  podriamos  concluir  del  criterio  del  cociente  original  que 
21  un  I  diverge,  pero  aqui  estamos  afirmando  algo  mas,  que  2 un  diverge.  Como 

l««+il  ^  . 
lim  — r-  >  1 
«->°°  \u„\ 

se  deduce  que  para  n  suficientemente  grande,  digamos  n  £  N,  I  u„+l  I  >  !  un  I.  Esto,  a  su 
vez,  implica  que  I  u„  I  >  I  uN  I  >  0  para  toda  n  a  N,  de  modo  que  lim  un  no  puede  ser  0. 

n— >oo 

Concluimos  mediante  el  criterio  del  n-esimo  termino  que  2w„  diverge.  ■ 

[f EJEMPLO  4~]  Demuestre  que  2  (_l)f,  +  !  “ ■"  converge  absolutamente. 


SOLUCION 


P  =  lim  -7 — r 
n~*°°  |M„I 


+  l  O/I 

_  I  f  jn 

«-*<»  («  +  1)!  n! 


=  lim  — 1 — -  =  0 

n-»  oo  n  +  1 

Con  base  en  el  criterio  del  cociente  absoluto  concluimos  que  la  serie  converge  absolu¬ 
tamente  (y  por  lo  tanto  converge).  9 

. . . — ,  ^  cos(n!) 

^JJiJEMPI.O  5  ;  Compruebe  la  convergencia  o  divergencia  de  2j  - 5 — • 

n = 1  ^ 

SOLUCION  Si  usted  escribe  los  primeros  100  terminos  de  esta  serie,  descubrira  que 
los  signos  de  los  terminos  varian  de  una  manera  un  tanto  aleatoria.  De  hecho.  es  dificil 
analizar  directamente  esta  serie.  Sin  embargo, 

|cos(«!)|  1 


de  modo  que  la  serie  converge  absolutamente  por  el  criterio  de  comparacion  ordinarui. 
Del  criterio  de  convergencia  absoluta  (teorema  B)  concluimos  que  la  serie  converge. 


Convergencia  condicional  Un  error  comun  consiste  en  dar  la  vuelta  al  teore¬ 
ma  B.  Este  no  dice  que  la  convergencia  implique  la  convergencia  absoluta.  Es  claro  que 
esto  es  falso;  basta  observar  la  serie  armonica  alternante.  Sabemos  que 
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converge,  pero  que 


1 


diverge.  Una  serie  2«„  se  denomina  condicionalmente  convergente  si  2t<„  converge 
pero  SI  un  I  diverge.  La  serie  armonica  alternante  es  el  primer  ejemplo  de  una  serie  con¬ 
dicionalmente  convergente,  pero  hay  muchas  otras. 


Demuestre  que  y  (  — 1  ),I+ 1  —  -  es  condicionalmente  convergente. 
n=l  V« 


SOI.UC  ION  2  ( —  1 )”+ 1  [1/  V7t  ]  converge  por  el  criterio  para  series  alternantes.  Sin 

n  =  1 
oo 

embargo,  y  1/ Vrc  diverge,  pues  es  una  serie  p  con  p  =  \.  ■ 

n  =  1 

Las  series  absolutamente  convergentes  se  comportan  mucho  mejor  que  las  condi¬ 
cionalmente  convergentes.  He  aqui  un  bonito  teorema  acerca  de  series  absolutamente 
convergentes.  Es  espectacularmente  falso  para  series  condicionalmente  convergentes 
(veanse  los  problemas  del  35  al  38).  La  demostracion  es  dificil,  de  modo  que  no  la  in- 
cluiremos  aqui. 

■  tgiffSiiEl*!  Teorema  de  reordenamiento 

Los  terminos  de  una  serie  absolutamente  convergente  pueden  reordenarse  sin  afec- 
tar  la  convergencia  o  la  suma  de  la  serie. 


Por  ejemplo,  la  serie 

1+I_I  +  T  +  J__T  +  X  +  ±_T  + 

1  T  4  9  T  16  2S  36  49  T  64  81  T 

converge  absolutamente.  El  reordenamiento 

1  +  I  +  _L_i  +  i.  +  J_  +  ±__L  +  .. 

1  4  16  9  '  25  '  49  ~  64  36  ^ 

converge  y  tiene  la  misma  suma  que  la  serie  original. 


Revision  de  conceptos 

1.  Si  a„  a:  0  para  toda  n,  la  serie  alternante  fli  -  n2  +  —  •  •  •  con- 

vergera  siempre  que  el  tamano  de  los  terminos  decrezca  y _ . 

2.  Si  21  u*l  converge,  decimos  que  la  serie  2 uk  converge _ ; 

si  2 uk  converge,  pero  2l«d  diverge,  decimos  que  2 uk  converge _ . 


3.  El  primer  ejemplo  de  una  serie  condicionalmente  conver¬ 
gente  es _ . 

4.  Los  terminos  de  una  serie  absolutamente  convergente  pue¬ 
den  _ sin  afectar  su  convergencia  o  su  suma. 


Conjunto  de  problemas  9.5 


En  los  problemas  del  1  al  6  demuestre  que  cada  serie  alternante  En  los  problemas  del  7  al  12  demuestre  que  coda  serie  converge  abso- 

converge  y  luego  estime  el  error  cometido  al  usar  la  suma  parcial  lutamente. 

St)  como  una  aproximacion  a  la  suma  S  de  la  serie  ( veanse  los  ejemplos  ^  ^ 

del  I  ul  3).  1  £(->)"  «  V  i  -  l  i"  '  _ 


3  y(-iy,+l - 

ifT  ’  ln(«  +  1) 


5.  + 

n=  \ 


2. 


4.  emt 


6. 

n= l  Vn 


9.  2(-i )n+'yn 

n=  1  z 


8’  „¥,(  l)"nV7i 

oo  2 

n=  1  t 


oo  -I  oo  r>  n 

n.  2(-ir+1^ — rr  i2.  y(-ir+i- 

«=i  n{n  +  1)  ,,i  n\ 

En  los  problemas  del  13  al  30  clasifique  cada  serie  como  absolutamen¬ 
te  convergente,  condicionalmente  convergente  o  divergente. 
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OO 

15‘  10«  +  1 

OO  1 

i7.  sc-ir-r” 

„=2  «  ln  « 

oo  4 

19.  S(-l)"+1^ 

#1=1  Z 


i4.  2(-irl-rr 


16.  2c-1)" 


10rt  1  +  1 


2i.  2M)"+1“ 


nz  +  1 


18-  SC-1)""1 

«=i  «(  1  +  Vrt) 

OO  -| 

20.  2(-l)»-^= 

«2  Vrt2  -  1 

OO  _  ^ 

22.  2(-l)"  +  1— : 


21 ,1  — 

25.  |(-,).25M 

«=i  AzVn 


24.  2 


sen(mr/2) 


n—1  W 


27.  2M)"4 

n=l 


29.  S 


'n(n  +  1) 


26.  S«sen^J 

oo  / _ i  \n  +  l 

28.  - 7= 

n=  1  Vrt  +  1  +  Vrt 


30.  SC-1)"41^11- 

n=1  n 


31.  Demuestre  que  si  1a„  diverge,  tambien  lo  hace  2la„l. 

32.  De  un  ejemplo  de  dos  series  Ea„  y  26m  ambas  convergentes, 
tales  que  2a„/>„  diverja. 

33.  Demuestre  que  los  terminos  positivos  de  la  serie  armonica 
alternante  forman  una  serie  divergente.  Demuestre  lo  mismo  para 
los  terminos  negativos. 

34.  Demuestre  que  los  resultados  del  problema  33  se  cumplen 
para  cualquier  serie  condicionalmente  convergente. 

35.  Demuestre  que  la  serie  armonica  alternante 

1_i  +  l_l  +  i_i  +  ... 

(cuya  suma  real  es  In  2  «  0.69)  se  puede  reordenar  para  converger  a 
1.3,  mediante  los  siguientes  pasos. 

(a)  Considere  una  cantidad  suficiente  de  terminos  positivos 
1  +  |  +  5  +  ■  •  ■  para  exceder  apenas  a  1.3. 

(b)  Ahora  sume  una  cantidad  suficiente  de  terminos  negativos 

—  i  ^  |  —  ■••de  modo  que  la  suma  parcial  Sn  quede  justo 

debajo  de  1.3. 

(c)  Sume  de  nuevo  un  numero  suficiente  de  terminos  positivos  para 
exceder  1.3,  y  asf  sucesivamente. 

EJ  36.  Use  su  calculadora  como  ayuda  para  encontrar  los  20  prime- 
ros  terminos  de  la  serie  descrita  en  el  problema  35.  Calcule  Vo- 


37.  Explique  por  que  una  serie  condicionalmente  convergente 
puede  reordenarse  para  converger  a  cualquier  numero  dado. 

38.  Demuestre  que  una  serie  condicionalmente  convergente  se 
puede  reordenar,  de  modo  que  diverja. 

39.  Demuestre  que  ltm  a„  =  0  no  es  suficiente  para  garantizar 

«-» OO 

la  convergencia  de  la  serie  alternante  2(-l)',+1a„.  Sugerencia:  alterne 
los  terminos  de  21/rt  y  E(— l//r). 

40.  Analice  la  convergencia  o  divergencia  de 

1 _ 1___  __1 _ 1 

V2-1  V2+1  V3-1  V3  +  1 


V4  -  1  V4  +  1 

OO  OG  OO 

41.  Demuestre  que  si  ^  oj  y  2  t>l  convergen,  entonces  2  akbk 

i?=\  '  k  =  1  t  =  i 

converge  absolutamente.  Sugerencia:  primero  demuestre  que  2\akbk\ 
—  Ok  +  bk- 

42.  Bosqueje  la  grafica  de  y  =  (sen  x)/x  y  luego  demuestre  que 


(sen  x)/x  dx  converge. 


43.  Demuestre  que 


/.CO 

/  |sen  x\j 
Jo 


x  dx  diverge. 


44.  Demuestre  que  la  grafica  de  y  =  x  sen  —  en  (0, 1  ]  tiene  lon- 
gitud  infinita. 

45.  Observe  que 

111  1 

1  —  —  +  —  —  “+  ■••  —  — 

2  3  4  2rt 

11  1/11  1\ 
=  1  +  2  +  3+  "  +2rt~  V  +  2  +  3  +  ' "  +  /t/ 

1  1  1 

—  -  4-  -  4-  ...  4.  — 

n  +  1  rt  +  2  2  n 


Reconozca  la  ultima  expresion  como  una  suma  de  Riemann  y  utilfce- 
la  para  determinar  la  suma  de  la  serie  armonica  alternante. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  ltm  «„  =  0 

n — *00 

2.  absolutamente;  condicionalmente  3.  la  serie  armonica 
alternante  4.  reordenarse 


9.6 

Series  de  potencias 


Hasta  ahora  hemos  estudiado  lo  que  podrfa  llamarse  series  de  constantes,  es  decir,  se¬ 
ries  de  la  forma  2tr„  donde  cada  un  es  un  numero.  Ahora  estudiaremos  las  series  defun- 
ciones,  series  de  la  forma  2t<„(x).  Un  ejemplo  tfpico  de  esta  clase  de  series  es 


OO 


2 

«= 1 


sen  n.x 


sen  x 
1 


sen  2x 
4 


sen  3x 

- - -  _|_  ... 

9 


Por  supuesto,  en  cuanto  sustituimos  un  valor  de  x  (como  oc  =  2.1),  regresantos  a  territo- 
rio  familiar;  tenemos  una  serie  de  constantes. 

Hay  dos  preguntas  importantes  en  cuanto  a  una  serie  de  funciones. 

1.  ^Para  que  valores  de  x  converge  la  serie? 

2.  iA  que  funcion  converge?  Es  decir,  ^cual  es  la  suma  S(x)  de  la  serie? 
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Serie  de  Fourier 

La  serie  de  funciones  seno  mencio- 
nada  en  la  introduction  es  un  ejem- 
plo  de  una  serie  de  Fourier ,  llamada 
asf  en  honor  de  Jean  Baptiste  Joseph 
Fourier  (1768-1830).  Las  series  de 
Fourier  son  de  gran  importancia  en 
el  estudio  de  fenomenos  de  ondas, 
ya  que  estas  series  nos  permiten 
representar  una  onda  complicada 
como  una  suma  de  sus  componentes 
fundamentales  (denominados  tonos 
puros  en  el  caso  de  ondas  de  sonido). 
Es  un  amplio  campo,  que  dejamos 
para  otros  autores  y  otros  libros. 


La  situation  general  es  un  tema  propio  de  un  curso  de  calculo  avanzado.  Sin  em¬ 
bargo,  incluso  en  el  calculo  elemental  podemos  aprender  mucho  en  el  caso  particular 
de  una  serie  de  potencias.  Una  serie  de  potencias  en  x  tiene  la  forma 

00 

^ anxn  —  u0  +  a\x  +  fl2*2  +  ' " 

H=  o 

(Aqui  interpretamos  af)x{>  como  a0  incluso  cuando  x  =  0).  Podemos  responder  de  inme- 
diato  nuestras  dos  preguntas  en  el  caso  de  una  serie  de  potencias. 


BfEJEMPLO  1 


^Para  que  valores  de  x  la  serie  de  potencias 


OO 

2 ax n  =  a  +  ax  +  ax 2  +  ax 3  +  ■  •  • 

n=  o 


converge  y  cual  es  su  suma?  Suponga  que  a  =£  0. 

SOLUCION  En  realidad,  estudiamos  esta  serie  en  la  section  9.2  (con  r  en  vez  de  x)  y 
la  llamamos  una  serie  geometrica.  Converge  para  —  1  <  x  <  1  y  tiene  suma  S(x)  dada  por 


S(x)  =  — — — ,  —1  <  x  <  1 

1  —  X 


■ 


-I  I 

Conjunto  de  convergencia 


Figura  1 


El  conjunto  de  convergencia  Llamamos  al  conjunto  donde  una  serie  de  po¬ 
tencias  converge  su  conjunto  de  convergencia.  <,Que  tipo  de  conjunto  puede  ser  el  con¬ 
junto  de  convergencia?  El  ejemplo  1  sugiere  que  puede  ser  un  intervalo  abierto  (vease 
la  figura  1).  f,Hay  otras  posibilidades? 


M  EJEMPLO  2 


^Cual  es  el  conjunto  de  convergencia  para 


oo  n 

«=o  (n  +  1)2" 


lx  lx?  lx? 

2  2  +  3  22  +  4  23 


-2 


2 


Conjunto  de  convergencia 


Figura  2 


Conjunto  de  convergencia 


Figura  3 


SOLUCION  Observe  que  algunos  de  los  terminos  pueden  ser  negativos  (si  x  es  un 
numero  negativo).  Comprobemos  la  convergencia  absoluta  mediante  el  criterio  del  co- 
ciente  absoluto  (teorema  9.5C). 


p  =  lim 

«-»  oo 


~n+ 1 


(n  +  2)2"+1  (n  +  1)2" 


=  lim  — 

n-> oo  2 


1 


n  +  2 


La  serie  converge  absolutamente  (y  por  lo  tanto  converge)  cuando  p  =  lx  1/2  <  1  y 
diverge  cuando  lxl/2  >  1.  En  consecuencia,  converge  cuando  lx  I  <  2  y  diverge  cuando 
lx  I  >2. 

Si  x  =  2  o  x  =  —  2,  el  criterio  del  cociente  falla.  Sin  embargo,  cuando  x  =  2,  la  serie  es 
armonica,  la  cual  diverge;  y  cuando  x  =  —  2,  es  la  serie  armonica  alternante,  la  cual  con¬ 
verge.  Concluimos  que  el  conjunto  de  convergencia  para  la  serie  dada  es  el  intervalo 
— 2  =£x<  2  (figura  2).  * 


00  x" 

■Tejemplo  3  Determine  el  conjunto  de  convergencia  para  2  ~ T- 

n= o  n- 


SOLUCION 


p  =  lim 


i+i 


(n  +  1)! 


x 

n! 


~  lim 


„-*oo  n  +  ] 


=  0 


Con  base  en  el  criterio  del  cociente  absoluto  concluimos  que  la  serie  converge  para  to- 
da  x  (vease  la  figura  3).  ® 


OO 

fjEJlMPlOJ  Determine  el  conjunto  de  convergencia  para  ^  n\x" . 
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o 

Conjunto  de  convergencia 


Figura  4 


SOLUCION 


p  =  Inn 

n— >oo 


( n  +  l)!x 


n+\ 


i\rn 


h'm  {n  +  1 

/l— *oo 


si  x  =  0 
si  x  #  0 


Concluimos  que  la  serie  solo  converge  en  x  =  0  (vease  la  figura  4). 


m 


En  cada  uno  de  nuestros  ejemplos,  el  conjunto  de  convergencia  fue  un  intervalo 
(un  intervalo  degenerado  en  el  ultimo  ejemplo).  Esto  siempre  ocurre.  Por  ejemplo,  es 
imposible  que  una  serie  de  potencias  tenga  un  conjunto  de  convergencia  que  conste  de 
dos  partes  disconexas  (como  [0, 1]  U  [2, 3]).  Nuestro  siguiente  teorema  nos  cuenta  toda 
la  historia 


Teorema  A 


El  conjunto  de  convergencia  para  una  serie  de  potencias  2a„x"  siempre  es  un  inter¬ 
valo  de  uno  de  los  tres  tipos  siguientes: 

(i)  El  unico  punto  x  =  0. 

(ii)  Un  intervalo  (-R,  R),  incluyendo  uno  o  ambos  extremos. 

(iii)  Toda  la  recta  real. 

En  (i),  (ii)  y  (iii)  se  dice  la  serie  que  tiene  radio  de  convergencia  0,  R ,  e  oo,  respecti- 
vamente. 


Demostracion  Suponga  que  la  serie  converge  enx=xi  t^O.  Entonces  lim  «„x"  =  0, 

n  — *  oo 

de  modo  que  existe  un  numero  N  tal  que  |a„x"|  <  1  para  n  >  N.  Entonces,  para  cual- 
quierx  tal  que  lx  I  <  I x1 1, 


|«„x 


\anx\ 


< 


lo  cual  se  cumple  para  n  >  /V.  Ahora,  2lx/xi  I”  converge,  pues  es  una  serie  geometrica 
con  razon  menor  que  1.  Asf.  por  el  criterio  de  comparacion  ordinaria  (teorema  9.4A), 
21  a„xn  I  converge.  Hemos  demostrado  que  si  una  serie  de  potencias  converge  en  x,  en¬ 
tonces  converge  (absolutamente)  para  cada  x,  tal  que  lx  I  <  Ixj  I. 

Por  otro  lado,  suponga  que  una  serie  de  potencias  diverge  en  x2.  Entonces  debe 
divergir  para  cada  x  tal  que  lx  I  >  lx2l.  Ya  que  si  convergiese  en  X]  tal  que  Ixjl  >  lx2 1,  en¬ 
tonces,  por  lo  que  mostramos  antes,  convergeria  en  x2,  contrario  a  la  hipotesis. 

Estos  dos  parrafos  eliminan  todos  los  tipos  posibles  de  conjuntos  de  convergencia, 
excepto  los  tres  tipos  mencionados  en  el  teorema.  ■ 


En  realidad  hemos  demostrado  algo  ligeramente  mas  que  lo  que  afirmamos  en  el 
teorema  A,  y  es  importante  establecerlo  como  otro  teorema. 


Teorema  B 


Una  serie  de  potencias  2«„x"  converge  absolutamente  en  el  interior  de  su  intervalo 
de  convergencia. 


Por  supuesto,  la  serie  podrfa  converger  absolutamente  en  los  extremos  del  interva¬ 
lo  de  convergencia,  pero  eso  no  podemos  garantizarlo;  revise  el  ejemplo  2. 

Series  de  potencia  en  x  —  a  Una  serie  de  la  forma 

^ja„(x  —  a)n  =  a0  +  ax{x  -  a)  +  a2(x  -  a)2  +  ••• 

se  denomina  serie  de  potencia  en  x-a.  Todo  lo  que  hemos  dicho  acerca  de  las  series  de 
potencias  en x  se  aplica  de  la  misma  forma  a  series  en  x-a.  En  particular, su  conjunto 
de  convergencia  siempre  es  una  de  las  siguientes  clases  de  intervalos: 
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a- R  a  a  +  R 


Conjunto  de  convergencia 


Figura  5 


1.  El  unico  punto  x  =  a. 

2.  Un  intervalo  (a  —  R,a  +  R ),  incluyendo,  posiblemente,  uno  o  ambos  puntos  extre- 
mos  (figura  5). 

3.  Toda  la  recta  real. 


Conjunto  de  convergencia 


Figura  6 


-  “  (x-l)n 

EJEMPLO  5  Determine  el  conjunto  de  convergencia  para  2,  -  . 

-  n= 0  (n  +  1) 

SOLUCION  Aplicamos  el  criterio  del  cociente  absoluto. 

„  u-i)"+i  (x-i r  ,  1l(«  +  i)2 

p  =  urn  - z — - =  lim  \x  —  1  - -37 

r  _  /  /  i-l\2  _  1  /  _  1  \  7 


( n  +  2)z  ( n  +  1 Y 


( n  +  2)L 


=  \x-  1 


Asi,  la  serie  converge  si  lx  —  1 1  <  1;  es  decir,  si  0  <  x  <  2;  diverge  si  lx  —  1 1  >  1.  Tam- 
bien  converge  (incluso  absolutamente)  en  ambos  extremos  0  y  2,  como  podemos  ver 
al  sustituir  estos  valores.  El  conjunto  de  convergencia  es  el  intervalo  cerrado  [0,  2] 
(figura  6).  H 

EJEMPEO6  Determine  el  conjunto  de  convergencia  de 

(x  +  2)2  In  2  (x  +  2)3  In  3  (x  +  2)4ln4 
2-9  3-27  4-81 

,  (x  +  2)n  In  n 

SOLUCION  El  termino  n-esimo  es  un  =  - — - .  n  2.  Asi  que, 


(x  +  2)"+1 ln(«  +  1) 

p  =  lfm - — ; - 

P  «-*«>  {n  +  l)3n+1 


(x  +  2)"  In  n\ 


\x  +  2|  n  ln(«  +  1)  |x  +  2| 

~  3  n  +  1  In  n  ~  3 

Sabemos  que  la  serie  converge  cuando  p  <  1,  esto  es,  cuando  lx  +  2 1  <  3,  o  de  forma 
equivalente,  — 5  <  x  <  1 ,  pero  debemos  verificar  los  puntos  extremos  — 5  y  1 . 

En  x  =  —5, 

(-3)"  In  n  Inn 

u"=  „3- . =  ('1) 

y  2(— l)"(ln  n)/n  converge  por  el  criterio  de  la  serie  alternante. 

En  x  =  1  ,«„=  (In  n)/n  y  2(ln  n)/n  diverge  por  comparacion  con  la  serie  armonica. 
Concluimos  que  la  serie  dada  converge  en  el  intervalo  —  5  s  x  <  1.  ■ 


Revision  de  conceptos 

1.  Una  serie  de  la  forma  a0  +  atx  +  a2x2-\ —  se  denomina _ . 

2.  En  lugar  de  preguntar  si  una  serie  de  potencias  converge,  de¬ 
bemos  preguntar _ . 


3.  Una  serie  de  potencias  siempre  converge  en  un(a)  _ 

puede  o  no  incluir  a _ . 

4.  La  serie  5  +  x  +  x2 +x3 -t - converge  en  el  intervalo  _ 
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Conjunto  de  problemas  9.6 

En  los  problemas  del  1  al  8  determine  el  conjunto  de  convergencia  de 
la  serie  de  potencias  dada. 


X  +  1  (x  +  1)“  (x  +  1  )' 

25.  1  +  — —  +  - +  - - - -  + 


1.  V  - 

h  (n  ~  1)! 


5.  2(-i r'h 


7.  2(-l)" 

n  —  \ 


(x  -  2  r 


2.  V  — 

«  =  1 

oo 

4. 

rt  =  l 

oo  n 

6.  S(-D"v 

W  =  1  ^ 

~  {x  +  ir 


En  los  problemas  del  9  al  28  determine  el  conjunto  de  convergencia 
para  la  serie  de  potencias  dada.  Sugerencia:  primero  encuentre  una 
formula  para  el  termino  n-esimo,  luego  utilice  el  criteria  del  cociente 
absoluto. 

2  4  4  5 

X  X  X'  X  X 

9‘  r72_2^3  +  374_4^5+576_ 

X2  x3  x4 

10.  1  +  *  +  J,  +  Jj  +  ^7  + 

3  s  7  o 

_  *  x -  x’  X 

'  X  3!  +  5!  ~~  7!  +  9!  “ 

x2  x4  x6  xs  x10 

12.  1  —  —  ■+■  —  —  —  "I-  —  — - -+■  •  •  • 

2!  4!  6!  8!  10! 

13.  x  +  2x2  +  3x3  +  4x4  + 

14.  x  +  22x2  +  32x3  +  42x4  +  •  •  • 

.  x2  x3  x4 

15.  1  -  x  +  - - -  +  —  -  ■■■ 

2  3  4 

2  3  4  5 

Jt  X'  X  X 

16.  1  +  x  +  — —  +  —  +  — —  +  — —  +  •  ■  • 

V  2  V 3  V 4  v5 

X  x2  x3  x4 

1Z  1  _  T^3  +  2^4  _  3^5  +  4^6  “ 

2  3  4 

X  X  X'  X 

18.  T  I - - - 1 - ~z - 1 - - - • — V  •  ■  • 

22  -  1  32  -  1  42  -  1  52  -  1 

2  3  4 

„  ,  X  X  X'  X 

19.  1  -  -  +  -T - T  +  -7  -  •  •  • 

2  22  23  24 

20.  1  +  2x  +  22x2  +  2-V  +  24x4  +  •  •  • 

,  „  22x2-»  23x3  24x4 

21.  1  +2x  +  — +  — +  -^4- 

x  2x2  3x3  4x4  5x5 

22.  2+^T  +  X  +  ~5^  +  T^  + 

„  X  -  1  (X  -  l)2  (x  -  l)3  (x  -  l)4 

23-  1  2  3  4  + 

(x  +  2)2  (x  +  2)3 

24.  1  +  (x  +  2)  +  —  +  —  +  •  •  • 


x  -  2  ,  (x  -  2)-  (x  -  2\  (x  -  2)4 

26.  - 4 - 1 - 7. - 1 - 7, - 1 - 5 - 1-  ■  ■  ■ 

l2  22  32  42 

x  +  5  (x  +  5)2  (x  +  5)3  (x  +  5)4 

27.  - + - +  x - + - —  +  . . . 

1-2  2-3  3-4  4-5 

28.  (x  +  3)  -  2(x  +  3)2  +  3(x  +  3)3  -  4(x  +  3)4  + 

29.  Con  base  en  el  ejemplo  3.  sabemos  que  Sx"/n!  converge  para 
toda  x.  ^Por  que  podemos  concluir  que  lim  x"/n\  =  Oparatodax? 

n— °o 

30.  Sea  k  un  numero  arbitrario  y  1  <x  <  1.  Pruebe  que 


k(k  -  l)(k  -  2) •••(*-  n) 
lim  - - - x"  =  0 

H— .00  n\ 


Sugerencia:  vease  el  problema  29. 

31.  Determine  el  radio  de  convergencia  de 

y  1-2-3 -n  2n 
&  1  •  3  •  5 • • • (2n  -  1 ) 


32.  Determine  el  radio  de  convergencia  de 

y 

h  (n'.y 

en  donde  p  es  un  entero  positivo. 

■30 

33.  Determine  la  suma  S(x)  de  2  (x  -  3)".  (,Cual  cs  el  conjun¬ 
to  de  convergencia? 

OO 

34.  Suponga  que  ^  «„(x  -  3)"  converge  en  x  =  -1.  ^,Por  que 

«= n 

podemos  concluir  que  converge  en  x  =  6?  j Podemos  asegurar  que 
converge  en  x  =  7?  Explique. 

35.  Determine  el  conjunto  de  convergencia  para  cada  serie. 


”  (3x  +  1)” 

3  2^  n  •  ?n 

n=l  n  z 


~  (2x  -  3)" 

(b> 


36.  Con  respecto  al  problema  52  de  la  seccion  9.1 ,  en  donde  se  de- 
finio  la  sucesion  de  Fibonacci  f,  f2,  /),...  Determine  el  radio  de  con 

OO 

vergencia  de  2  f  nx" • 

n  =  1 

oo 

37.  Suponga  que  «„+3  =  an  y  sea  5(x )  =  ~^anxn.  Demuestre  que 

n=  0 

la  serie  converge  para  lx  I  <  1  y  proporcione  una  formula  para  S(x). 

38.  Siga  las  instrucciones  del  problema  37  para  el  caso  en  donde 
an+p  =  a„  para  algun  entero  positivo  fijo  p. 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos  :  1.  serie  de  potencias 

2.  en  donde  converge  3.  intervalo;  puntos  extremos  4.  (  —  1,1) 
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9.7 

Operaciones  sobre  series 
de  potencias 


Por  la  section  anterior  sabemos  que  el  conjunto  de  convergencia  de  una  serie  de  po¬ 
tencias  2 anxn  es  un  intervalo  I.  Este  intervalo  es  el  dominio  de  una  nueva  funcion  S(x), 
la  suma  de  la  serie.  La  pregunta  mas  obvia  acerca  de  S(x)  es  si  podemos  darle  una 
formula  sencilla.  Hemos  hecho  esto  para  una  serie,  una  serie  geometrica. 

00  n 

Vax"  =  - - ,  -1  <  x  <  1 

„=o  1  -  x 


En  realidad,  no  hay  mucha  razon  en  esperar  que  la  suma  de  una  serie  de  potencias 
arbitraria  sea  una  de  las  funciones  elementales  estudiadas  anteriormente  en  este  libro, 
aunque  avanzaremos  un  poco  en  esa  direction  en  esta  section  y  un  poco  mas  en  la  sec- 
cion  9.8. 

Una  mejor  pregunta  es  si  podemos  decir  algo  acerca  de  las  propiedades  de  S(x). 
Por  ejemplo,  ^es  diferenciable?  ^,Es  integrable?  La  respuesta  a  ambas  preguntas  es  si. 


Derivation  e  integracicm  termino  a  termino  Piense  en  una  serie  de  poten¬ 
cias  como  un  polinomio  con  un  numero  infinito  de  terminos.  Se  comporta  como  un  po- 
linomio  bajo  la  integration  y  la  derivation;  estas  operaciones  se  pueden  realizar 
termino  a  termino,  como  sigue. 


El  teorema  encierra  varios  aspectos.  Afirma  que  5  es  diferenciable  e  integrable, 
muestra  como  calcular  la  derivada  y  la  integral  e  implica  que  el  radio  de  convergencia 
de  la  serie  derivada  e  integrada  es  igual  al  radio  de  la  serie  original  (aunque  no  habla 
acerca  de  los  puntos  extremos  del  intervalo  de  convergencia).  La  demostracion  del  teo¬ 
rema  es  dificil.  Dejaremos  la  demostracion  para  libros  mas  avanzados. 

Una  consecuencia  agradable  del  teorema  A  es  que  podemos  aplicarlo  a  una  serie 
de  potencias  con  una  formula  conocida  para  la  suma,  con  el  fin  de  obtener  formulas  de 
suma  para  otras  series. 

EJEMPLO  1  Aplique  el  teorema  A  a  la  serie  geometrica 

— - —  =  1  +  x  +  x2  +  x3  +  •  •  • ,  —\<x<\ 

1  —  X 

para  obtener  formulas  para  dos  nuevas  series. 

SOLUCION  Al  derivar  termino  a  termino  se  obtiene 

l 

- ~  =  1  +  2x  +  3x2  +  4x 3  + 

(1  -  *)2 


-1  <  x  <  1 
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Un  resultado  acerca  de  un  punto 
extremo 

La  cuestion  sobre  lo  que  ocurre  en 
un  punto  extremo  del  intervalo  de 
convergencia  de  una  serie  de  poten¬ 
cias  es  compleja.  Un  resultado  se 
debe  al  mas  grande  matematico 
noruego,  Niels  Henrik  Abel 
(1802—1829).  Suponga  que 

OO 

/(*)  =  Xa«-v" 

ii=0 

para  I  x  I  <  R.  Si  /es  continua  en  un 
punto  extremo  ( R  o  - R )  y  si  la  serie 
converge  en  ese  punto,  entonces  la 
formula  tambien  es  valida  en  ese 
punto  extremo. 


Al  integrar  termino  a  termino  se  obtiene 


Esto  es, 

2  3 

— ln(l  —  x)  =  x  +  ~  +  -^-+---,  —  1  <  *  <  1 

Si  reemplazamos  x  por  -x  en  la  ultima  y  multiplicamos  ambos  lados  por  —1,  obtenemos 


2  3  4 

in(i  +  *)  =  *-  y  +  y-  ^/  + 

-1  <  X  <  1 

Del  problema  45  de  la  seccion  9.5  aprendimos  que  este  resultado  es  valido  en  el  punto 
extremo  x  =  1  (tambien  vea  la  nota  al  margen).  ■ 

|  bJI  MIM  O  2  Determine  la  representacion  en  serie  de  potencias  para  tan  1  x. 


SOLUCION  Recuerde  que 


tan 


dt 


Con  base  en  la  serie  geometrica  para  1/(1  -  x)  con  x  reemplazada  por  -f2,  obtenemos 


Por  lo  tanto, 


Esto  es, 


- -  =  1  -  t2  +  r4  -  r6  +  •  ■  • ,  - 1  <  t  <  1 

1  +  t2 


tarT1  x  =  /  (1  -  t2  +  t4  -  t6  +  ■■■)  dt 
Jo 


-1  x3 
tan  x  =  x  — — 

x5 

X7 

-1  <  x  <  1 

+ - 

yr  +  • •  •  , 

3 

5 

7 

(Por  la  nota  al  margen,  esto  tambien  se  cumple  en  x  =  ±1 ). 


EJEMPLO  3  I  Determine  una  formula  para  la  suma  de  la  serie 


5(x)  =  1  +  *  +  §  +  ^7  + 


SOLUCION  Anteriormente  vimos  (seccion  9.6,  ejemplo  3)  que  esta  serie  converge 
para  toda  x.  Al  derivar  termino  a  termino,  obtenemos 


x2  x3 

S'(x)  =1  +  x  +  ^[  +  ^[  + 


Esto  es,  S'(x)  =  S(x)  para  toda  x.  Ademas,  S(0)  =  1.  Esta  ecuacion  diferencial  tiene  co- 
mo  unica  solucion  S(x)  =  e x  (vease  la  seccion  6.5).  Por  lo  tanto. 


1  +  x  + 


2! 


.r 

3[ 


EJEMPLO  4  i  Obtenga  la  representacion  en  serie  de  potencias  para  e 
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SOLUCION  Basta  con  que  sustituya  - x 2  por  x  en  la  serie  para  ex. 

2  7  x4  x6 

e  =  1  —  x2  + - +  •  •  •  St 

2!  3! 

Operaciones  algebraicas  Las  series  de  potencias  convergentes  pueden  sumarse 
o  restarse  termino  a  termino  (teorema  9.2B).  En  ese  sentido  se  comportan  como  poli- 
nomios.  Las  series  de  potencias  convergentes  tambien  se  pueden  multiplicar  y  dividir 
de  una  manera  sugerida  por  la  multiplicacion  y  division  “larga"  de  polinomios. 

jg§  EJEMPLQ5  [  Multiplique  y  divida  la  serie  de  potencias  para  ln(l  +  x)  por  la  de  ex. 

SOLUCION  No?  referimos  a  los  ejemplos  1  y  3  para  las  series  necesarias.  La  clave  de 
la  multiplicacion  es  encontrar  primero  el  termino  constante,  despues  el  termino  en  x, 
luego  el  termino  en  x2  y  asi  sucesivamente.  Ordenamos  nuestro  trabajo  como  sigue 

2  3  4 

jr  x  x 

0  +  x  — — — I — - - — l- 

2  3  4 

2  3  4 

X  X  X 

1  -f-  x  +  —  —  4-  —  + 

2!  3!  4! 


0  +  (0  +  l)x  +  (  0  +  1  -  -  )x2  +  (  0  +  — 


1  1  1 


+  (o  +  !--L+i_iy 

V  3!  2!2  3  4  J 


1  i 

=  0  +  x  +  -x2  +  -x3  +  0  •  x4  + 

2  3 


He  aquf  como  se  realiza  la  division 


1  +  X  +  \x2  +  l6X3  + 


x  -  |x2  +  |x3  -  x4  + 


2  X2  +  2  X3 


.  3  2  _  1  v3 


-^x2  —  |x3 


i*4  + 


X  +  x2  +  |x3  +  \x4  + 


Ax4  + 

\2X 

4  X4  + 


|x3  +  ^X4  + 

|x3  +  ^X4  + 


La  pregunta  real  relativa  al  ejemplo  5  es  si  las  dos  series  obtenidas  convergen  a 
[ln(l  +x)]ex  y  [ln(l  +x)]/ex,  respectivamente.  Nuestro  siguiente  teorema,  enunciado  sin 
demostracion,  responde  esta  interrogante. 


Sean  /(x)  =  ~Zatrx"  y  g(x)  =  'Zbnxn,  donde  ambas  series  convergen  al  menos  para  I  x  I  <  r. 
Si  se  realizan  las  operaciones  de  suma,  resta  y  multiplicacion  en  estas  series  como  si 
fuesen  polinomios,  entonces  la  serie  resultante  convergera  para  I  x  I  <  r  y  representa 
a  f(x)  +  g(x),  f(x)  —  g(x)  y  f(x)-g(x),  respectivamente.  Si  bQ  ¥=  0,  el  resultado  corres- 
pondiente  es  valido  para  la  division,  pero  solo  podemos  garantizar  su  validez  para 
lx  I  suficientemente  pequeno. 


Dijimos  que  la  operacion  de  sustituir  una  serie  de  potencias  en  otra  tambien  es  va- 
lida  para  lx  I  suficientemente  pequena,  siempre  que  el  termino  constante  de  la  serie 
sustituida  sea  cero.  He  aqui  una  ilustracion. 
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S.  Ramanujan  (1887-1920) 


Una  de  las  personas  mas  notables 
de  principios  del  siglo  XX  fue  el 
matematico  de  la  India  Srinivasa 
Ramanujan.  En  gran  medida  autodi- 
dacto,  tras  su  muerte,  Ramanujan 
dejo  varias  libretas  donde  registro 
sus  descubrimientos.  Solo  hasta 
ahora  se  han  estudiado  con  mayor 
detalle  estos  cuadernos.  En  ellos  hay 
muchas  formulas  extranas  y  maravi- 
Uosas,  algunas  para  las  sumas  de  se¬ 
ries  infinitas.  He  aqul  una. 

1  Vs  “  (4«)![1103  +  26,390«] 

w  ~  980l,^)  (nl7(396V 

Formulas  como  estas  fueron 
utilizadas  en  1989  para  calcular  el 
desarrollo  decimal  de  tt  con  mas  de 
mil  millones  de  decimales.  (Vease  el 
problema  35.) 


EJEMPLO  6  Determine  la  serie  de  potencias  para  etan  x,  hasta  los  terminos  de 


grado  4. 

SOLUCION  Como 


2  3  4 

„  u  u~  u 

-  =1+"  +  2!  +f!+4!  + 


X  ,  J  +  Uin  x 


(tan  1  x)2  (tan  1  x)3  (tan  1  x)4 


+ 


2!  3!  4! 

Ahora  sustituimos  la  serie  para  tan-1  x  del  ejemplo  2  y  reducimos  terminos  semejantes. 

\2 


„tan  x  _ 


1  +  X 


+ 


+ 


2! 


x3 

x-y+  ■ 
3! 


x_ 

*-y  + 


4! 


1  +  ,x-y+  ' 

(Ve^ 

24 


+ 


+ 


(*2  -  I 


x4  + 


)  ,  (*3  +  •••) 


x2  x3  7x4 

=  1+X  +  J-J-J4  + 


Serie  de  potencias  en  x  —  a  Hemos  establecido  los  teoremas  de  esta  seccion 
para  series  de  potencias  en  x,  pero  con  algunas  modificaciones  obvias  son  igualmente 
validas  para  series  de  potencias  en  x  -  a. 


Revision  de  conceptos 

1.  Una  serie  de  potencias  puede  derivarse  o _ termino 

a  termino  en  el _ de  su  intervalo  de  convergencia. 

2.  Los  primeros  cinco  terminos  en  el  desarrollo  en  serie  de  po¬ 
tencias  para  ln(l  -x)  son _ . 


3.  Los  primeros  cuatro  terminos  en  el  desarrollo  en  serie  de  po¬ 
tencias  para  exp(x2)  son _ . 

4.  Los  primeros  cinco  terminos  en  el  desarrollo  en  serie  de  po¬ 
tencias  para  exp(x2)  —  In  ( 1  —  .r)  son _ . 


Conjunto  de  problemas  9.7 

En  los  problemas  1  al  10  determine  la  representacion  en  serie  de  po¬ 
tencias  paraf(x)  y  especifiqite  el  radio  de  convergencia.  Cada  una  esta 
relacionada  en  cierto  sentido  con  una  serie  geometrica  ( veanse  los 
ejemplos  1  y  2). 

1.  /(*) 

2.  fix) 

3.  f(x) 

5.  fix) 

7.  f(x) 

9.  fix) 


11.  Obtenga  la  serie  de  potencias  en  x  para  ln[(l  +x)/(l  -x)j  y 
especifique  el  radio  de  convergencia.  Sugerencia: 

ln[(l  +  x)/(l  -  x)j  =  ln(l  +  x)  -  ln(l  —  x) 

12.  Demuestre  que  cualquier  mimero  positivo  M  se  puede  repre- 
sentar  mediante  (1  +  x)/(l  -  x),  donde  x  esta  dentro  del  intervalo  de 
convergencia  de  la  serie  del  problema  1 1 .  Por  lo  tanto,  concluya  que 
el  logaritmo  natural  de  cualquier  mimero  positivo  se  puede  determi- 
nar  por  medio  de  esta  serie.  Determine  In  8  de  esta  forma,  con  tres  ci- 
fras  decimales. 

En  los  problemas  del  13  al  16  utilice  el  resultado  del  ejemplo  3  para 
determinar  la  serie  de  potencias  en  x  para  las  funciones  dadas. 

13.  f(x)  =  e  x  14.  fix)  =  xex 

15.  fix)  =  ex  +  e~x  16.  f{x)  =  e7x  -  1  -  2x 


1  +  x 

1 

yry5 

1 

(1  -  x)3 


Sugerencia:  derive  el  problema  1. 

x 


2  —  3x  j  _  2; 


4.  fix) 


6.  fix)  = 


(1  +  x)2 

1 

3  +  2x 


1  -  x4 


8.  fix) 


2  -  x3 


In ( 1  +  t)  dt  10.  fix)  =  /  tan  1  t  dt 
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En  los  problemas  del  17  al  24  utilice  los  metodos  del  ejemplo  5  para 
determinar  la  serie  de  potencias  en  x,  para  cada  funcion  f. 

17.  f{x)  -  e~x--  '  - 

18.  f(x)  =  ex  tan  1  x 


(Veanse  los  problemas  52  de  la  seccion  9.1  y  36  de  la  seccion  9.6).  Si 

OO 

F(x)  =  '^jfnxn'  demuestre  que 

n= o 

F(x)  =-  xF{x)  -  x2F(x)  =  x 

y  luego  utilice  este  hecho  para  obtener  una  formula  sencilla  para  F(x). 


19.  f(x) 


20.  fix)  = 


J  v  '  1  +  ln(l  +  x) 

21.  fix)  =  (tan'1  x)(l  +  x2  +  x4) 


22.  fix)  - 


1  +  x2  +  x4 


fx  e’ 

23‘  f{x)  =  l  TT7  dt 

24.  fix)  =  /  t~~1  dt 

Jo  1 

25.  Determine  la  suma  de  cada  una  de  las  siguientes  series;  reco- 
nozca  como  esta  relacionada  con  algo  familiar. 

(a)  x  -  x2  +  x3  -  x4  +  x5  -  ■  •  ■ 

1  x  x2  x3 

<b)  2!  +  3!  +  4!  +  5!  + 

4x2  8x3  16x4 

(c)  2x  +  —  +  —  +  — +  ■  ■  • 

26.  Siga  las  instrucciones  del  problema  25. 

(a)  1  +  x2  +  x4  +  x6  +  x8  +  •  •  • 

(b)  cos  x  +  cos2  x  +  cos3  x  +  cos4  x  +  ■  ■  ■ 

X2  X4  X6  X8 

(c)  y  +  T  +  T  +  Y+  - 

OO 

27.  Determine  la  suma  de  ^  nxn. 

n  =  \ 

oo 

28.  Determine  la  suma  de  ^njn  +  1  )x". 

n= l 

29.  Utilice  el  metodo  de  sustitucion  (ejemplo  6)  para  determinar 
series  de  potencias  hasta  terminos  de  grado  3. 


(a)  tan  \ex  -  1) 

(b)  y-> 

OO  oo 

30.  Suponga  que  /(x)  =  ^  anx"  =  2jbnx"  para  lx  I  <  R.  De- 

<1  =  0  /!  =  () 

muestre  que  an  =  b„  para  toda  n.  Sugerencia:  sea  x  =  0;  luego  derive  y 
nuevamente  haga  x  =  0.  Continue  asf. 

31.  Determine  la  representacion  en  serie  de  potencias  de 
x/(x2  -  3x  +  2).  Sugerencia:  utilice  fracciones  parciales. 

x3  x5  x7 

32.  Sea  v  =  y(x)  =  x  —  —  +  — —  — j-  +  ■  ■  ■ .  Muestre  que  y 

satisface  la  ecuacion  diferencial  y"  +  y  =  0  con  las  condiciones 
y(0)  =  0  y  v'(0)  =  1.  Con  base  en  esto,  adivine  una  formula  sencilla 
para  y. 

33.  Sea  (/„ |  la  sucesion  de  Fibonacci  definida  mediante 

/„  =  ().  /,  =  1,  f„+2  =  /„+!+/„ 


34.  Sea  v  =  y(x)  =  T"  — x",  donde/„  es  como  en  el  problema 
«=o  n\ 

33.  Demuestre  que  y  satisface  la  ecuacion  diferencial  y"  -y'  -  y  =  0. 

O  35.  ^Alguna  vez  se  ha  preguntado  como  las  personas  han  calcula- 
do  el  desarrollo  decimal  de  tt  con  un  gran  numero  de  cifras?  Un  me¬ 
todo  depende  de  la  siguiente  identidad  (vease  el  problema  76  de  la 
seccion  6.8). 


tt  =  1 6  tan 


Calcule  las  seis  primeras  cifras  de  7r  mediante  esta  identidad  y  la  se¬ 
rie  para  taiC'x.  (Usted  necesitara  los  terminos  hasta  xi;/9  para 
tan  '(j),  pero  solo  el  primer  termino  para  tan  l(  1  /239)).  En  1706, 
John  Machin  usd  este  metodo  para  calcular  los  100  primeros  dfgitos 
de  tt,  mientras  que  en  1973,  Jean  Guilloud  y  Martine  Bouyer  deter- 
minaron  el  primer  millon  de  cifras  usando  una  identidad  relacionada 
con  la  anterior 


77 = 48tan"‘Gy + 32tan"(^)  -  2°tan_i(^k 


En  1983,  tt  se  calculo  hasta  16  millones  de  cifras,  mediante  un  meto¬ 
do  un  poco  distinto.  Por  supuesto,  se  usaron  computadoras  en  estos 
calculos  recientes. 

36.  El  numero  e  se  calcula  facilmente,  con  el  numero  de  cifras 
que  se  desee,  usando  la  serie  rapidamente  convergente 

1  1  1 

e=1  +  1+2!+3[  +  ^+- 

Esta  serie  tambien  se  puede  usar  para  demostrar  que  e  es  irracional. 
Haga  esto  completando  el  siguiente  argumento.  Suponga  que  e  =  p/q, 
donde  p  y  q  son  enteros  positivos.  Elija  n  >  q  y  sea 


M  =  n\ \e  -  1  -  1 


2!  3! 


Ahora  M  es  un  entero  positivo.  ((,Por  que?)  Ademas, 

A/  ~  n !  -  J-  - -f-  -  -)-  •  •  • 

fn  +  1)1  {n  +  2)1  in  +  3)1 


__J _  1 _ _ 1 _ 

n  +  1  in  +  1 )(«  +  2)  {n  +  1  )(n  +  2 )(«  +  3) 


n  +  1  [n  +  l)2  in  +  l)3 


que  es  una  contradiccion  (^con  que?) 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  integrando;  interior 

12  13  14  IS-*!,  2  ,  1  4  i  1  6 

2.  —X  —  2X  -  jX  —  4  X  —  jX‘  3.  1  +  X  +  2 x  +  ^x 

4.  1  +  x  +  |x2  +  |x3  +  ^x4 
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9.8 

Series  de  Taylor 
y  Maclaurin 


La  principal  pregunta  pendiente  es  esta:  dada  una  funcion  /  (por  ejemplo,  sen  x  o 
ln(cos2x)),  ^podemos  representarla  mediante  una  serie  de  potencias  en  x  o,  mas  en  ge¬ 
neral,  en  x  -  a?  Mas  precisamente,  ^podemos  hallar  numeros  c0,  cb  c2,  c3, . . .  tales  que 

/(x)  =  Cq  +  C\{x  —  a)  +  c2(x  —  a)2  +  c3(x  —  a)3  + 

para  x  que  pertenece  a  algun  intervalo  en  torno  de  a? 

Suponga  que  tal  representacion  existe.  Entonces,  por  el  teorema  sobre  la  deriva¬ 
tion  de  una  serie  (teorema  9.7  A), 

/'(  jc)  =  q  +  2  c2(x  —  a)  +  3  c3(x  —  a)2  +  4c4(x  —  a)3  +  ■  •  • 

f"{x)  =  2 \c2  +  3!c3(x  —  a)  +  4-3c4(x  —  a)2  + 

f"'(x )  =  3!c3  +  4!c4(x  —  a)  +  2‘4-3c5(x  —  a)2  + 


Al  sustituir  x  —  ay  resolver  para  c„,  obtenemos 

Co  =  /(«) 
Cl  =  f'(a) 
/"(«) 


/"'(«) 


y,  mas  generalmente, 

_  f(n\a) 

C n  . 

n\ 

(Para  que  esto  sea  valido  en  n  =  0,  definimos  f^\a)  como  f(a)  y  0!  como  1).  Asf,  los 
coeficientes  c„  estan  determinados  por  la  funcion  /  Esto  muestra  tambien  que  una  fun¬ 
cion  /no  puede  ser  representada  mediante  dos  series  de  potencias  distintas  enx-«,  un 
punto  importante  que  hemos  dejado  pasar  hasta  ahora.  Resumimos  esto  en  el  siguien- 
te  teorema 


Teorema  A 


Teorema  de  unicidad 

Suponga  que/satisface 

/( x)  =  c0  +  C[(x  —  a)  +  c2(x  —  a)2  +  c3(x  —  a)3  + 

para  toda  x  en  algun  intervalo  alrededor  de  a.  Entonces 

/(n)(«) 

c«  = - f— 

n\ 


Asf,  una  funcion  no  puede  ser  representada  por  mas  de  una  serie  de  potencias 
en  x  —  a.  La  representacion  en  serie  de  potencias  de  una  funcion  cn  x  -  a  es  su  serie  de 
Taylor,  Uamada  asf  en  honor  del  matematico  ingles  Brook  Taylor  (1685-1731).  Si  a  =  0, 
la  serie  correspondiente  se  denomina  serie  de  Maclaurin,  Uamada  asf  en  honor  del  ma¬ 
tematico  escoces  Colin  Maclaurin  (1698-1746). 

Convergencia  de  series  de  Taylor  Pero  la  cuestion  de  la  existencia  persiste. 
Dada  una  funcion  /  ,-podemos  representarla  por  medio  de  una  serie  de  potencias  en 
x  —  a  (que  debe  ser,  necesariamente,  la  serie  de  Taylor)?  Los  dos  teoremas  siguientes 
dan  la  respuesta. 
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Teorema  B 


Formula  de  Taylor  con  residuo 

Sea/una  funcion  cuya  ( n  +  l)-esima  derivada /(,1+1)(x)  existe  para  cada  x  en  un  in- 
tervalo  /  que  contiene  a  a.  Entonces,  para  cada  x  en  /, 

f{x)  =  f(a)  +  f'(a)(x  -  a)  +  ^f~ix  ~  af  + 

+  - 7 — {x  ~  a)n  +  R„{x) 

n\ 

donde  el  residuo  (o  error)  Rn(x )  esta  dado  por  la  formula 

f{n+])(c) 


R,,{x) 


y  c  es  algun  punto  entre  x  y  a. 


(n  +  1 )! 


(x  —  a) 


n+ 1 


Detnostracion  Demostraremos  el  teorema  para  el  caso  particular  de  «  =  4;  la  de- 
mostracion  para  n  arbitraria  sigue  la  misma  estructura  y  se  deja  como  ejercicio.  (Vease 
el  problema  37).  Primero  definimos  la  funcion  R4(x)  en  I  como 

fttW  =  fix)  -  f(a)  -  f'(a){x  -  a)  -  '^~{x  ~  a)2 


2! 


/"'(«) 


/(4)(«) 


(x  -  a)3  -  -  af 


3!  '  4! 

Ahora  consideramos  a  x  y  a  a  como  constantes  y  definimos  una  nueva  funcion  g  sobre 
/  mediante 

f”(t){x  -  t f  -  t)3 

g(0  =  fix)  -  fit)  ~  f'iO(x  -  0  -  L 


/(4)(0(x  -  o4 


-  Rfx) 


2! 

(x  -  f)5 


3! 


4!  (x  -  af 

Es  claro  que  g(x)  =  0  (recuerde  que  x  se  considera  fija)  y 


g(<*)  =  fix)  ~  fia)  ~  f'ia)(x  -  a)  - 


f"ia)ix  -  a)2  f"'(a)(x  ~  a f 


2! 


3! 


/(4)(a)(x  -  af  (x  -  af 

~  ~  4) - “  -  ^7) - 

4!  (x  -  a) 

=  Rfx)  —  Rfx) 

=  0 


Como  ay  x  son  puntos  en  I,  con  la  propiedad  de  que  g(a)  =  g(x)  =  0,  podemos  aplicar 
el  teorema  del  valor  medio  para  derivadas.  Por  lo  tanto,  existe  un  numero  real  c  entre  a 
y  x  tal  que  g'(c )  =  0.  Para  obtener  la  derivada  de  g,  debemos  aplicar  varias  veces  la  re¬ 
gia  del  producto 


g'it)  =  0  -  fit)  -  [f'it)i- 1)  +  (x  -  t)f"it))  - 

^[/"(f)2(x-0(-l)  +  ix-tff"(t)\ 
~  [fm(t)3(x  ~  tf{- 1)  +  (x  -  f)3/(4)(0] 

-  4,  [/(4)( t)4{x  ~  tfi- 1)  +  (x  -  f)7(5)(0]  -  R*(x) 

=  -Tj  (x  -  04/(5)(0  +  5R4ix)~ - - 

4!  (x  -  ay 
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Asi,  mediante  el  teorema  del  valor  medio  para  derivadas,  existe  alguna  c  entre  xy  a  tal 
que 

0  =  g'(c)  =  -±(x  ~  c)Y5)(c)  +  5 R,(x)  {X  -  C)" 

4!  ( x  —  ay 

Esto  conduce  a 

1  „  ,,,  (x  —  c)4 

-  c)4f(  ](c)  =  5ft,(x)- - -T 

4!  (x  -  ay 

/(5)(c)  s 

R4(x)  =  — — — (x  -  a )5  ■ 

Este  teorema  nos  indica  cual  puede  ser  el  error  al  aproximar  una  funcion  con  un  nume- 
ro  finito  de  terminos  de  su  serie  de  Taylor.  En  la  siguiente  seccion  explotaremos  con 
mas  detalle  la  relation  dada  en  el  teorema  B. 

Finalmente,  ahora  podemos  contestar  cuando  una  funcion  /  se  puede  representar 
mediante  una  serie  de  potencias  en  x  —  a. 


Teorema  C 


Teorema  de  Taylor 

Sea  /  una  funcion  con  derivadas  de  todos  los  ordenes  en  algun  intervalo  (a  -  r,a  +  r). 
La  serie  de  Taylor 

f(a)  +  f’(a)(x  -  a)  +  ~^~{x  -  a)2  +  3,  (x  -  a)  +  ■  ■  ■ 

representa  a  la  funcion /en  el  intervalo  (a  -  r,  a  +  r)  si  y  solo  si 

lfm  RJx)  =  0 

n— >oo 

donde  R„(x)  es  el  residuo  en  la  formula  de  Taylor, 


f("+1)fc) 


y  c  es  algun  punto  en  (a  -  r,a  +  r). 


Demostracion  Solo  necesitamos  recordar  la  formula  de  Taylor  con  residuo  (teore¬ 
ma  B), 


/(x)  =  f{a)  +  f'(a)(x  -  a)  + 


f(n\a) 

+  -  «y  +  KM 


y  el  resultado  se  deduce. 


Observe  que  si  a  =  0,  obtenemos  la  serie  de  Maclaurin 

/"( 0)  ,  /"'( 0)  , 

/( 0)  +  /'( 0)x  +  -^x2  +  -^x2 


Advertencia 

He  aqui  un  hecho  que  sorprende  a 
muchos  estudiantes.  Es  posible  que 
la  serie  de  Taylor  para  /(x)  converja 
en  un  intervalo,  pero  que  alii  no  re¬ 
presente  a  f(x).  Esto  se  muestra,  por 
ejemplo,  en  el  problema  40.  Por  su- 
puesto  que 

lim  RJx)  ^  0 

n— »  no 

en  este  ejemplo. 


g  EJEMPLO  1  Determine  la  serie  de  Maclaurin  para  sen  x  y  demuestre  que  re¬ 
presenta  a  sen  x  para  toda  x. 


SOLUTION 


f(x)  =  sen  x  /( 0)  =  0 

f'(x)  =  cos  x  •  /'( 0)  =  1 
/"(x)  =  -sen  X  /"( 0)  =  0 

f"'(x)  =  -  cosx  /"'(0)  =  —  1 

f(4\x)  =  sen  x  /(4)( 0)  =  0 
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.v3  x5  x1 

sen,-., 


y  esto  es  valido  para  toda  x,  siempre  que  podamos  demostrar  que 

lim  RJx)  =  lim  - - - x" r  1  =  0 

n  *oc  nV  ’  n — >oo  (n  +  1)! 

Ahora,  l/(,!+1)(x)  I  =  I  cos  x  I  o  l/("+1)(x)  I  =  I  sen  x  I,  y  de  este  modo 


!*„(*)  I 


(n  +  1)! 


Pero,  lim  xn/n\  =  0  para  toda  x,  ya  que  x"/«!  es  el  termino  «-esimo  de  una  serie  con- 

n-*  oo 

vergente  (veanse  el  ejemplo  3  y  el  problema  29  de  la  seccion  9.6).  Como  consecuencia, 
vemos  que  lim  Rn(x)  =0.  H 

n-*oo 

B  EJEMPLO  2  Determine  la  serie  de  Maclaurin  para  cos  x  y  muestre  que  repre- 
senta  a  cos  x  para  toda  x. 

SOLUCION  Podriamos  proceder  como  en  el  ejemplo  1.  Sin  embargo,  es  mas  facil 
obtener  el  resultado  derivando  la  serie  de  ese  ejemplo  (procedimiento  vdlido  de  acuer- 
do  con  el  teorema  9.7  A).  Obtenemos 


x2  x4  x6 

1  ~  6!  + 


m  EJEMPLO  3  Determine  la  serie  de  Maclaurin  para  /(x)  =  cosh  x  de  dos  mane- 
ras  distintas  y  demuestre  que  representa  a  cosh  x  para  toda  x. 


SOLUCION 

Metodo  1.  Este  es  el  metodo  directo 


/(x)  =  cosh  x 
f'(x)  =  senh  x 
f"{x)  =  cosh  x 
f"'(x)  =  senh  x 


m  =  i 
/'( 0)  =  0 
/"( 0)  =  1 
/"'( 0)  =  o 


Por  lo  tanto, 


r2  r4  r6 

cosh  ^=l+^  +  ^  +  '6!- 


siempre  que  podamos  demostrar  que  lim  R„(x)  =  0  para  toda  x. 

n  *  oo 

Ahora  sea  B  un  numero  arbitrario  y  suponga  que  lx  I  <5.  Entonces 


| cosh  x  | 


ex  +  e  x  ex  e  x  eB  eB  ,. 

- <  —  +  -  -  —  +  —  =  eB 

2  2  2  2  2 
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Mediante  un  razonamiento  analogo,  I  senh  x  I  <  eB.  Ya  que  /("+l)(x)  es  cosh  x  o  senh  x, 
concluimos  que 

f(n  +  l)(c)xn  + 1  eB]x^ 

(n  +  1 )!  —  (n  +  1 )! 


|/?,,(-v)l  |  («  +  l)!  I  ~  (n  +  1)! 

La  ultima  expresion  tiende  a  cero  cuando  n  —>00,  al  igual  que  en  el  ejemplo  1. 


x2 

x3 

x4 

_J_  - 

+  - 

2! 

3! 

4! 

2 

j 

4 

X 

X 

X 

i  _ _ _ 

2! 

~  3\ 

_l_  - 

4! 

Metodo  2.  Utilizamos  el  hecho  de  que  cosh  x  =  ( ex  +  e  x)/2.  Del  ejemplo  3  de  la  sec¬ 
cion  9.7, 


ex  =  \  +  x 
ex  =  1-  x 


El  resultado  que  se  obtuvo  previamente  se  deduce  sumando  estas  dos  series  y  dividien- 
do  entre  2.  ■ 

||  EJEMPLO  4  Determine  la  serie  de  Maclaurin  para  senh  y  demuestre  que  re- 
presenta  senh  x  para  toda  x. 

SOLUTION  Hacemos  ambos  trabajos  a  la  vez  cuando  derivamos  la  serie  para  cosh  x 
(ejemplo  3)  termino  a  termino  y  utilizamos  el  teorema  9.1  A. 


x3  x5  x7 

senh  *  =  *  +  ^  +  ^  +  77  + 


La  serie  binomial  Todos  estamos  familiarizados  con  la  formula  del  binomio.  Para 
una  entero  positivo  p, 

( 1  +  vV-  =  1  +(p\r+(p\2.  ...  .(p\p 


en  donde 


(1+x/-l  +  ^  +  ^+-+^ 


p\  =  p\  =  p(p  -  1  )(p  -  2)  ■■■  {p  -  k  +  1) 

k)  k\(p  —  k)\  k\ 


Observe  que  si  redefinimos  II  como 


p\  =  P(P  -  1)(P  -  2)---(p  -  k  +  1) 
k)  k\ 


entonces  ^  J  tiene  sentido  para  cualquier  numero  real  p ,  siempre  que  k  sea  un  entero 
positivo.  Por  supuesto,  si  p  es  un  entero  positivo,  entonces  nuestra  definicion  se  reduce 

a  p\/[k\(p-k)\]. 


Teorema 


11  Serie  binomial 

Para  cualquier  numero  real  p  y  para  lx  I  <  1, 


(1  +  x)P  =  1  + 


Demostracion  partial  Sea  /(x)  =  (1  4-  xf.  Entonces 


f(x)  =  (1  +  xY 
fix)  =  p{  1  +  xy-1 
f"(x)  =  p(p  -  1)(1  +  xy-2 
f"’(x)  =  p{p  -  1  )(p  -  2) ( i  +  xy-> 


m  =  i 

/'( 0)  =  p 

/"(O)  =  p(p  -  i) 

/"'( 0)  =  p(p  -  1)(P  -  2) 


Asf,  la  serie  de  Maclaurin  para  (1  +  x'f  es  como  se  indica  en  el  teorema.  Para  demostrar 
que  representa  a  (1  +  xY,  necesitamos  demostrar  que  lfm  RJx)  =  0.  Desafortuna- 

n — ►oo 

damente,  es  diffcil,  y  lo  dejamos  para  cursos  mas  avanzados.  (Vease  el  problema  38 
para  una  manera  completamente  diferente  de  demostrar  el  teorema  D).  ■ 

=  0  para  k  >p.  y  la  serie  binomial  se  colapsa  en 
una  serie  con  un  numero  finito  de  terminos,  la  formula  usual  del  binomio. 


Si  p  es  un  entero  positivo. 


EJEMPI.O  5  |  Represente  (1  -  x)  ~  en  una  serie  de  Maclaurin  para  —1  <  x  <  1. 


SOLUCION  Por  el  teorema  D, 


(1  +  x)  =  1  +  (—  2):t  + 


(~ 2)(~ 3)  2  (~ 2)(~ 3)(— 4)  3 


2! 


3! 


x-’  + 


=  1  -  2x  +  3x2  -  4x3 


Asf, 


(1  -  x)~ 2  =  ]  +  2x  +  3xl  +  4x3  + 


Naturalmente,  esto  coincide  con  el  resultado  obtenido  por  un  metodo  diferente  en  el 
ejemplo  1  de  la  seccion  9.7.  ■ 


EJEMPLO  6  I  Represente  V 1  +  x  en  una  serie  de  Maclaurin  y  utilfcela  para 


aproximar  vn  con  cinco  decimales. 

SOLUCION  Por  el  teorema  D,  para  lx  I  <  1, 

n  ,  ,  ,  i  ,  (1)H)  , ,  (i)(-l)(-l) 

(1  +  x)  '  =1  +  -X  +  — X  H - — - . 

7  22!  3! 


+ 


(l)H)(- §)(-§) 


4! 


x4  + 


1  1  ?  1  i  5  4 

=  1  +  2*  ~  Y  *  u*  ~  mx 


Como  1 0.1 1  <  1,  concluimos  que 

/—  ,  0.1  0.01  0.001  5(0.0001) 

v  ’  2  8  16  128 

«  1.04881 


BT EJEMPLO  7 


Calcule 


x4  dx  con  cinco  decimales. 


r 
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SOLUCION  Del  ejemplo  6, 


^  - 1  +  ~  r‘ +  ^'2  -  id'6  + 


1  +  x  dx  =  x  +  — - 


x5  X9  x 13 


10  72  208 


0.40102 


Resumen  Concluimos  nuestro  analisis  de  las  series  con  una  lista  de  las  series  de 
Maclaurin  importantes  que  hemos  determinado  hasta  el  momento.  Estas  series  seran 
utiles  para  realizar  los  problemas,  pero,  lo  que  es  mas  importante,  tienen  aplicaciones 
diversas  en  matematicas  y  ciencias. 

Series  de  Maclaurin  importantes 


1.  - =  1  +  X  +  x2  +  x3  +  x4 

1  —  X 

2  3  4 

2.  ln(l  +  *)  =  x  — —  +  — - — 

2  3  4 


3.  tan  1  x  =  x  — —  +  — 


7  9 

X  X 
-  _j_  -  -j- 

7  9 


x2  X3  X4 

4.  4‘-l+*  +  -  +  -  +  -  + 


6.  cos  x  —  1 


3  5  7  9 

X  X  X  X 

7.  senhx  =  x  +  -  +  -  +  -  +  -  + 

x2  x4  x6  xs 

8,  coshx-1  +-  +  -  +  -  +  -  + 


x 3  x5 

x  3!  +  5! 

x7 

7! 

2  4 

6 

X  X 

X 

1  2!  +  4! 

~  6! 

-1  <  X  <  1 


-1  <  X  <  1 


-1  =s  JC  <;  1 


9.  (i  +  xy = i  +  (jj*  +  (^y  +  r  y 


-1  <  X  <  1 


Revision  de  conceptos 

1.  Si  una  funcion  f(x)  se  representa  por  medio  de  la  serie  de 

potencias  2  c*. xk,  entonces  c*.  = _ . 

2.  La  serie  de  Taylor  para  una  funcion  representara  a  la  fun¬ 

cion,  de  aquellas  x  para  los  que  el  residuo  en  la  formula  de  Taylor  sa- 
tisfaga _ . 


3.  La  serie  de  Maclaurin  para  sen  x  representa  sen  x  para _ 

<x< _ . 

4.  Los  primeros  cuatro  terminos  en  la  serie  de  Maclaurin  para 

(1  +JC)1/3  son _ . 


Conjunto  de  problemas  9.8 

En  los  problemas  del  1  al  18  determine  los  terminos  hasta  x5  de  la  serie 
de  Maclaurin  para  f(x).  Sugerencia :  tal  vez  sea  mas  facil  usar  series  de 
Maclaurin  cottocidas  y  hiego  realizar  multiplicaciones,  divisiones, 
etcetera.  Por  ejemplo,  tan  x  =  (sen  .v)/(cos  *). 

1.  f(x)  =  tan  x  2.  f(x)  =  tanh  x 

3.  f(x)  =  f '  sen  r  4.  f(x)  =  e  x  cos  x 

5.  f(x)  =  (cos  x)  ln(l  +  x)  6.  f(x)  =  (sen  x)\/ 1  +  x 


7.  f(x)  =  ex  +  x  +  sen  x 

cos  x  —  1  +  x2/2 

8.  f(x)  =  - ^ - —  9.  /( x)  -  — 

x  1 

1  (  1  \  — ln(l  +  x) 

10.  /(jc)  =  - - In  - -  =  - , - - 

1  +  x  VI  +  x)  1  +  x 


11.  f(x)  = 


1  +  X  +  x~ 


1  +  X 

12.  f(x)  - 


1  -  sen  x 
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13.  /( x)  =  sen3  x 

14-  /(*)  =  x(sen  2x  +  sen  3x) 

CO 

15.  f{x)  =  xsec(x2)  +  sen  x  16.  fix)  =  — 


17.  fix)  =  (1  +  xf'2 


18.  fix)  =  (1  -  x2)2'3 


En  los  problemas  del  19  al  24  determine  la  serie  de  Taylor  enx-a  has- 
ta  el  termino  ( x  -  a )3. 


19.  ex,  a  =  1 


21.  cos  x,  a  = 


20.  sen  x,  a  =  — 
6 
TT 

22.  tan  x,  a  =  — 


23.  1  +  x2  +  x3,  a  =  1 

24.  2  -  x  +  3x2  —  x3,  a  =  —  1 

25.  Sea  f(x)  =  Ea„x"  una  funcion  par  (/(—or)  -  f(x))  para  x  en 
(-/?,  /?).  Demuestre  que  a„  =  0  si  n  es  impar.  Sugerencia:  utilice  el  teo- 
rema  de  unicidad. 

26.  Enuncie  y  demuestre  un  teorema  analogo  al  del  problema  25 
para  funciones  impares. 

27.  Recuerde  que 


r_L_ 


Determine  los  primeros  cuatro  primeros  tdrminos  distintos  de  cero 
en  la  serie  de  Maclaurin  para  sen-1  x. 

28.  Dado  que 


r _ 1 _ 

Jo  VI  T? 


Jo  \1  '  t1 

determine  los  primeros  cuatro  terminos  distintos  de  cero  en  la  serie 
de  Maclaurin  para  senh  1  x. 

[c]  29.  Calcule.  con  una  precision  de  cuatro  decimales, 

/  cos(x2)  dx 
Jo 

[c]  30.  Calcule,  con  una  precision  de  cinco  decimales 
/•0.5 

/  senVx  dx 
Jo 

31.  Escribiendo  \/x  =  1/[1  -  (1  -  x)]  y  utilizando  el  desarrollo  co- 
nocido  de  1  /(I  -  x),  determine  la  serie  de  Taylor  para  1/x  en  poten- 
cias  de  x  -  1 . 

32.  Sea  fix)  =  (1  +  x)1/2  +  (1  -  x)1/2.  Determine  la  serie  de  Ma¬ 
claurin  para/y  utilicela  para  encontrar/(4,(0)  y/(51,(0). 

33.  En  cada  caso  determine  la  serie  de  Maclaurin  para  /(x)  me- 
diante  el  uso  de  series  conocidas  y  luego  utilicela  para  calcular/<4)(0) 

(a)  fix)  = 

(b)  /(x)=esin  t 


(c)  fix)  = 


f  V  -  ! 

Jo  t 2 


(d)  f[x)  =  ecmx  -  e  •  ecos  1  1 

(e)  fix)  =  ln(cos2  x) 

34.  En  ocasiones  uno  puede  encontrar  una  serie  de  Maclaurin 
mediante  el  metodo  de  igualacion  de  coeficientes.  Por  ejemplo,  sea 

sen  x 

tan  x  =  =  an  +  a<x  +  ^x2  +  •  •  • 

cos  x 


Luego  multiplique  por  cos  x  y  reemplace  sen  x  y  cos  x  por  sus  series, 
para  obtener 

x3  (  x2  \ 

x  —  —  +  •  -  •  =  (fl0  +  a^x  +  a2x2  +  -■•)(!  — —  +  ■■  ■  J 


=  a0  +  a^x  +  {^a2  -  yjx2  +  U;!  -  yjx3  + 


a0  =  0,  a,  =  1,  a2 


«o  „  a\  1 

y  =  0,  = 


de  modo  que 


a0  =  0,  at  =  1,  a2  =  0,  a3  =  |, 


y  por  lo  tanto 


tan  x  =  0  +  x  +  0  +  ^xJ  + 


lo  que  coincide  con  el  problema  1.  Utilice  este  metodo  para  determi- 
nar  los  terminos,  hasta  x4,  en  la  serie  para  sec  x. 

35.  Use  el  metodo  del  problema  34  para  determinar  los  terminos 
hasta  x5  en  la  serie  de  Maclaurin  para  tanh  x. 

36.  Use  el  metodo  del  problema  34  para  determinar  los  terminos 
hasta  x4  en  la  serie  de  Maclaurin  para  sech  x. 

37.  Demuestre  el  teorema  B  para 

(a)  el  caso  particular  n  =  3,  y 

(b)  n  arbitrario. 

38.  Demuestre  el  teorema  D  como  sigue.  Sea 

fw  ■ 1 + !(«>• 

(a)  Demuestre  que  la  serie  converge  para  I  x  I  <  1 . 

(b)  Demuestre  que  ( 1  +  x)/'(x)  =  pf  (x)  y  /( 0)  =  1 . 

(c)  Resuelva  la  ecuacion  diferencial  para  obtener  fix)  =  (1  +  xf. 


39.  Sea 


JO  si  t  <  0 

■  V  si  ,  S  0 


Explique  por  que  fit)  no  puede  representarse  por  medio  de  una  serie 
de  Maclaurin.  Tambien  demuestre  que,  si  git)  proporciona  la  distan- 
cia  recorrida  por  un  automovil  que  esta  estacionado  para  /  <  0  y  mo- 
viendose  hacia  adelante  para  t  =;  0,  entonces  git)  no  puede  ser 
representada  mediante  una  serie  de  Maclaurin. 


40.  Sea 


nx)  =  {; 


si  x  5*  0 
si  x  =  0 


(a)  Muestre  que  /'( 0)  =  0,  utilizando  la  definicion  de  derivada. 

(b)  Muestre  que  /"( 0)  =  0. 

(c)  Suponiendo  que  se  conoce  el  hecho  que  fn\ 0)  =  0  para  toda  n, 
determine  la  serie  de  Maclaurin  para  fix). 

(d)  (i,La  serie  de  Maclaurin  representa  a  /(x)? 

(e)  Cuando  a  =  0,1a  formula  en  el  teorema  B  se  denomina  formula 
de  Maclaurin.  (iCual  es  el  residuo  en  la  formula  de  Maclaurin 

para  fix)! 

Esto  muestra  que  una  serie  de  Maclaurin  puede  existir  aunque  no  re¬ 
presente  a  la  funcion  dada  (el  residuo  no  tiende  a  0  cuando  n  oo). 
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Utilice  un  CAS  (del  ingles  computer  algebra  sistem:  sistema  de 
algebra  computational)  para  determinar  los  primeros  cuatro  terminos 
distintos  de  cero  en  la  serie  de  Maclaurin  para  lo  siguiente.  Comprue- 
be  los  problemas  del  43  al  48  para  ver  que  obtiene  la  misma  respuesta 
que  utilizando  los  metodos  de  la  section  9. 7. 

41.  sen  x  42.  exp  x 

43.  3  sen  x  —  2  exp  x  44.  exp(x2) 


45.  sen(exp  x  —  1) 
47.  (sen  x)(exp  x) 


46.  exp  (sen  x) 

48.  (sen  x)/(exp  x) 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos  1.  /(*'/0)/A:! 

2.  lfm  RJx)  =0  3.  — oo;  oo  4.  1  +  \x  —  kx2  +  j?x3 

n—*oo 


9.9 

La  aproximacion 
de  Taylor  para 
una  funcion 


Las  series  de  Taylor  y  de  Maclaurin,  que  fueron  introducidas  en  la  seccion  anterior,  no 
pueden  utilizarse  de  manera  directa  para  aproximar  una  funcion,  tal  como  e*  o  tan  x. 
Sin  embargo,  al  truncar  una  serie  de  Taylor  o  una  de  Maclaurin,  esto  es,  cortar  la  serie 
despues  de  un  numero  finito  de  terminos,  conduce  a  un  polinomio  que  podemos  utili- 
zar  para  aproximar  una  funcion.  Tales  polinomios  se  denominan  polinomios  de  Taylor 
o  de  Maclaurin. 


Polinomio  de  Taylor  de  orden  1  En  la  seccion  2.9  enfatizamos  que  una  fun¬ 
cion  /se  puede  aproximar  cerca  de  un  punto  a  mediante  su  recta  tangente  a  traves  del 
punto  ( a,f(a ))  (vease  la  figura  1).  Llamamos  a  esta  recta  la  aproximacion  lineal  a  f  cer¬ 
ca  de  a  y  encontramos  que 


PM  =  f(a)  +  f’(a)(x  -  a) 


Despues  de  estudiar  las  series  de  Taylor  en  la  seccion  9.8,  usted  reconocera  que  P\(x) 
esta  compuesto  por  los  dos  primeros  terminos;  es  decir,  los  terminos  de  orden  0  y  1,  de 
la  serie  de  Taylor  de/en  torno  de  a.  Por  lo  tanto,  llamamos  a  Px  el  polinomio  de  Taylor 
de  orden  1  alrededor  de  (con  base  en)  a.  Como  sugiere  la  figura  1,  podemos  esperar 
que  P\(x)  sea  una  buena  aproximacion  de  f(x)  solo  cerca  de  x  =  a. 


EJEMPLO  1  |  Calcule  P](x)  alrededor  de  a  =  1  para /(x)  =  In  x  y  utih'celo  para 
aproximar  In  0.9  y  In  1.5. 

SOLIJCION  Como/(x)  =  In  x,/'(x)  =  l/x;  asi,/(l)  =  0  y  /'( 1 )  =  1.  Por  lo  tanto, 

P\(x)  =  0  +  1  (x  —  1)  —  x  —  1 


En  consecuencia  (vease  la  figura  2),  para  x  cerca  de  1, 

In  x  «  x  —  1 


y 

In  0.9  «  0.9  -  1  =  -0.1 
In  1.5  «  1.5  -  1  =  0.5 

Los  valores  de  In  0.9  y  In  1 .5  con  cuatro  cifras  correctas  son  -0. 1 054  y  0.4055.  Como  era 
de  esperar,  la  aproximacion  es  mucho  rnejor  para  In  0.9  que  para  In  1.5,  pues  0.9  esta 
mas  cerca  de  1  que  1 .5.  H 

El  polinomio  de  Taylor  de  orden  n  La  aproximacion  lineal  Px(x)  funciona 
bien  cuando  x  esta  cerca  de  a ,  pero  no  tan  bien  cuando  x  no  esta  cerca  de  a.  Como  el 
lector  podra  imaginar,  al  agregar  terminos  de  orden  superior  de  la  serie  de  Taylor  se 
obtendra  una  rnejor  aproximacion.  Asf,  el  polinomio  cuadratico 


Pi(x)  =  f{a)  +  f'(a){x 


a)  +  -^—(x  -  a) 
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compuesto  por  los  primero  tres  terminos  de  la  serie  de  Taylor  para/,  dara  una  mejor 
aproximacion  a/que  la  aproximacion  lineal  P\(x).  El  polinomio  de  Taylor  de  orden  n 

alrededor  de  (con  base  en)  a  es 


Figura  3 


n  EJEMPLO  2  Calcule  P2(x)  alrededor  de  a  =  1  para  f(x )  =  In  x  y  utilicelo  para 
aproximar  In  0.9  y  In  1.5. 


SOLUCION  En  este  caso ,f(x)  =  In  x,f'(x)  =  1/x \f"(x)  =  -1  /x1,  de  modo  que  /(I )  =  0, 
/'( 1)  =  1  y/"(l)  =  —  1.  Por  lo  tanto, 

P2(x)  =  0  +  1(jc  -  1)  -  ~(x  ~  l)2 
En  consecuencia,  para  x  cerca  de  1, 

In  *  «  (x  -  1)  -  ^(x  -  l)2 

y 

In  0.9  «  (0.9  -  1)  -  |  (0.9  -  l)2  =  -0.1050 
In  1.5  «  (1.5  -  1)  -  |(1.5  -  l)2  =  0.3750 


Como  se  esperaba,  estas  son  mejores  aproximaciones  que  las  obtenidas  mediante  la 
aproximacion  lineal  P\{x)  (ejemplo  1).  La  figura  3  muestra  la  grafica  de  y  =  In  x  y 
la  aproximacion  P2(x).  M 


Polinomios  de  Maclaurin  Cuando  a  =  0,  el  polinomio  de  Taylor  de  orden  n  se 
simplifica  como  el  polinomio  de  Maclaurin  de  orden  n,  que  da  una  aproximacion  parti- 
cularmente  util  cerca  de  x  =  0: 


Orden  contra  grado 

Hemos  elegido  la  terminologia  poli¬ 
nomio  de  Taylor  (y  de  Maclaurin)  de 
orden  n.  pues  la  derivada  de  mayor 
orden  que  aparece  en  su  construc- 
cion  es  de  orden  n.  Observe  que  este 
polinomio  puede  tener  grado  menor 
que  «,  si  pn\a)  =  0.  Si  en  el  ejemplo 
3  n  es  impar,  entonces  el  polinomio 
de  Maclaurin  de  orden  n  para  cos  x 
sera  de  grado  n  -  1 .  Por  ejemplo,  el 
polinomio  de  Maclaurin  de  orden  5 
para  cos  x  es 


un  polinomio  de  grado  4. 


Bf  EJEMPLO  3  Calcule  los  polinomios  de  Maclaurin  de  orden  n  para  ex  y  cos  x. 
Luego  aproxime  e° 1  y  cos(0.2)  usando  n  =  4. 

SOLUCION  El  calculo  de  las  derivadas  necesarias  aparece  en  la  siguiente  tabla. 


n 

En  x  =  0 

En  x  =  0 

0 

Rx) 

ex 

1 

COS  X 

1 

1 

fix) 

ex 

1 

—sen  x 

0 

2 

fix) 

ex 

1 

—cos  X 

-1 

3 

f{3)(x) 

ex 

1 

sen  x 

0 

4 

fw(x) 

ex 

1 

COS  X 

1 

5 

f{5)(x) 

ex 

1 

—sen  x 

0 
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Esto  implica  que 


x2  +  -X3  +  — 4 

2!  3!  4! 


1 

n\ 


COS  X 


1  -  ^x2  +  ±x4  -  +  (-ir/2^x«  (n  par) 


n\ 


Asf,  usando  n  =  4  y  x  =  0.2,  obtenemos 


0.2  2  0.2  3  0.2  4 

e02  «  1  +  0.2  +  2 - —  +  2 - —  +  2 - -  =  1.2214000 

2  6  24 

(0.2)2  (0.2)4 

cos (0.2)  «  1  -  ~  =  0.9800667 


Compare  estos  resultados  con  los  valores  con  siete  cifras  correctas,  1.2214028  y 
0.9800666.  ■ 


Para  tener  una  idea  visual  de  la  forma  en  que  los  polinomios  de  Maclaurin  aproxi- 
man  a  cos  x,  hemos  bosquejado  las  graficas  de  P\(x)  a  Ps(x)  y  P$(x),  junto  con  la  grafi- 
ca  de  cos  x,  en  la  figura  4. 


Figura  4 


En  el  ejemplo  3  usamos  el  polinomio  de  Maclaurin  de  orden  4  para  aproximar  cos 
(0.2)  como  sigue: 


Este  ejemplo  ilustra  los  dos  tipos  de  error  que  pueden  aparecer  en  los  procesos  de 
aproximacion.  En  primer  lugar,  existe  el  error  del  metodo.  En  este  caso  aproximamos 
cos  x  mediante  un  polinomio  de  cuarto  grado,  en  vez  de  evaluar  la  suma  exacta  de  la  se- 
rie.  En  segundo  lugar,  hay  un  error  de  calculo.  Esto  incluye  los  errores  debidos  al  re- 
dondeo,  como  cuando  sustituimos  el  decimal  infinito  0.9800666...  por  0.9800667  en  el 
ultimo  termino  anterior. 

Aqui  aparece  un  hecho  triste  en  la  vida  del  analista  numerico.  Podemos  reducir  el 
error  del  metodo  usando  polinomios  de  Maclaurin  de  orden  superior.  Pero  el  uso  de 
polinomios  de  mayor  orden  implica  mas  calculos,  lo  cual  incrementa  potencialmente 
los  errores  de  calculo.  Ser  un  buen  analista  numerico  significa  saber  como  establecer 
un  equilibrio  entre  estos  dos  tipos  de  error.  Por  desgracia,  esto  es  mas  un  arte  que  una 
ciencia.  Sin  embargo,  podemos  decir  algo  definido  acerca  del  primer  tipo  de  error,  te- 
ma  que  estudiaremos  a  continuacion. 
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El  error  en  el  metodo  En  la  section  9.8  dimos  una  formula  para  el  error  al  apro- 
ximar  una  funcion  mediante  su  polinomio  de  Taylor.  La  formula  de  Taylor  con  residuo 
es 

f(x)  =  f{a)  +  f'(a)(x  -  a)  +  ~  a)2  +  ••• 

+  -  a)n  +  R„(x) 

n\ 

=  P„(x)  +  Rn(x) 


El  error  o  residuo  Rn(x)  esta  dado  por 

Rn{x)^{^Tii{x~a)n+1 

donde  c  es  algiin  numero  real  entre  ay  x.  Esta  formula  para  el  error  se  debe  al  matema- 
tico  franco— italiano  Joseph  Louis  Lagrange  (1736—1813)  y  con  frecuencia  se  llama  la 
cota  del  error  de  Lagrange  para  polinomios  de  Taylor.  Cuando  a  —  0,1a  formula  de  Tay¬ 
lor  se  llama  formula  de  IVfacIaurin. 

Un  problema  que  tal  vez  pase  inadvertido  en  este  punto  es  que  no  conocemos  el 
valor  de  c;  lo  unico  que  sabemos  es  que  es  algun  numero  real  entre  ay  x.  Para  muchos 
problemas,  debemos  establecer  una  cota  para  el  residuo  mediante  las  cotas  conocidas 
para  x.  El  siguiente  ejemplo  ilustra  este  punto. 

|B§  EJEMPLO  4  J  Aproxime  e0-8  con  un  error  menor  que  0.001. 

SOLUCION  Para/(.r)  =  er,  la  formula  de  Maclaurin  proporciona  el  residuo 


a  ,z)  _  /'""M  ■„  _ 
R"W  -(„  +  !)!*  " 


(, n  +  1)! 


R“{0-8)  m  J^TTymn+1 

donde  0  <  c  <  0.8.  Nuestro  objetivo  es  elegir  n  lo  suficientemente  grande  de  modo  que 
I  ft„(0.8) l<  0.001 .  Ahora,  ec  <  e0M  <  3  y  (0.8)"+l  <  (l)n+1,y  asf 


|R”<08"  <  (Trn t  -  ornji 

Es  facil  comprobar  que  3 /(«  +  1 )!  <  0.001  cuando  «  a 6,  de  modo  que  podemos  obtener 
la  precision  deseada  usando  el  polinomio  de  Maclaurin  de  orden  6: 

(0.8)2  (0.8)3  (0.8)4  (0.8) 5  (0.8)6 
K  ’  21  3!  4!  5!  6! 


Nuestra  calculadora  da  2.2254948  para  esta  suma. 

^Podemos  asegurarnos  de  que  este  valor  esta  a  menos  de  0.001  del  resultado  real? 
Ciertamente,  el  error  del  metodo  es  menor  que  0.001.  Pero  ^podrfa  ocurrir  que  el  error 
de  calculo  distorsione  nuestra  respuesta?  Tal  vez,  pero  son  pocos  los  calculos,  que  po¬ 
demos  confiar  en  dar  la  respuesta  de  2.2255  con  una  precision  dentro  de  0.001.  M 


Herramientas  utiles  para  acotar  \R„  |  El  valor  preciso  de  R„  casi  nunca  se  al- 
canza,  pues  no  conocemos  c;  solo  sabemos  que  c  esta  en  cierto  intervalo.  Por  lo  tanto, 
nuestra  tarea  es  encontrar  el  maximo  valor  posible  de  I  R„  I  para  c  en  el  intervalo  dado. 
Con  frecuencia,  es  diffcil  hacer  esto  con  exactitud,  de  modo  que  nos  conformaremos 
con  obtener  una  “buena”  cota  superior  para  Esto  implica  un  uso  adecuado  de  las 
desigualdades.  Nuestras  herramientas  principals  son  la  desigualdad  del  triangulo  I  a  ± 
£>|<lal-l-|f>lyel  hecho  de  que  una  fraction  crece  cuando  aumentamos  el  numerador 
o  disminuimos  el  denominador. 
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g|  EJEMPLO  5  Si  se  sabe  que  c  esta  en  [2, 4],  proporcione  una  buena  cota  para  el 
valor  maximo  de 


c  —  sen  c 
c 


SOLUCION 


sen  c  c  —  sen  c 


\c  \  +  |sen  c| 

|c| 


Obtenemos  otra  cota  mejor,  como  sigue: 


c2  —  sen  c 

sen  c 

sen  c 

c 

c 

c 

—  |C|  + 

c 

4Z  +  1 


4  +  -  =  4.5 
2 


B  EJEMPLO  6  Use  un  polinomio  de  Taylor  de  orden  2  para  aproximar  cos  62°  y 
luego  proporcione  una  cota  para  el  error  de  la  aproximacion. 

SOLUCION  Como  62°  esta  cerca  de  60°  (cuyos  coseno  y  seno  son  conocidos),  usa- 
mos  la  medida  en  radianes  y  el  polinomio  de  Taylor  con  base  en  a  =  tt/3. 


Ahora, 


f(x)  =  COS  X 

f'(x)  =  -sen  x 

f"{x)  =  —cos  x 
f"'(x)  =  sen  x 


At)  -  \ 


f"'(c)  =  sene 


7T  77 

62  =  ^  +  radianes 


1  V3 


+  R2(x) 


( 7T  7T  \  1  V3  f  TT  \  1  f  ir\2  (  77  7T 

cos - 1 - )  = - 1  — - —  +  - 1 - 

V3  90/  2  2  \90j  4V90 /  2V  3  90 


0.4694654  +  R2 


l«2l  = 


sen  c  tt 


3!  V  90 


—  < 


0.0000071 


De  nuevo,  el  numero  de  calculos  es  pequeno,  de  modo  que  podemos  sentirnos  seguros 
al  informar  que  cos  62°  =  0.4694654  con  un  error  menor  que  0.0000071.  ■ 


El  error  de  calculo  Hasta  ahora,  en  todos  nuestros  ejemplos  hemos  supuesto  que 
el  error  de  calculo  es  lo  bastante  pequeno  como  para  ser  ignorado.  Por  Io  general  su- 
pondremos  esto  en  este  libro,  pues  nuestros  problemas  implicaran  siempre  una  peque- 
na  cantidad  de  calculos.  Sin  embargo,  nos  sentirnos  obligados  a  advertirle  que  al  usar 
computadoras  para  hacer  centenas  o  miles  de  operaciones,  estos  errores  de  calculo  po- 
drfan  acumularse  y  distorsionar  una  respuesta. 


502  Capitulo  9  Series  infinitas 


Hay  dos  fuentes  de  errores  de  calculo  que  pueden  ser  de  importancia,  incluso  al 
usar  una  calculadora.  Considere  el  calculo  de 


a  +  b\  +  b2  d"  ^3  +  ' ' '  +  bm 

donde  a  es  mucho  mayor  que  cualquiera  de  los  b\ por  ejemplo,  a  =  1 0,000,000  y  £>,  =  0.4, 

i  =  1,2, _ m.  Si  usamos  la  aritmetica  de  punto  flotante  de  ocho  digitos  y  trabajamos  de 

izquierda  a  derecha,  sumando  primero  b:  a  a,  luego  sumando  b2  al  resultado,  y  asi  suce- 
sivamente,  en  cada  etapa  obtendremos  siempre  10,000,000.  Incluso  asi,  una  suma  de  25 
de  los  b  tendria  que  afectar  al  septimo  digito  de  la  suma  total.  La  moraleja  aqui  es  que 
al  sumar  un  gran  mimero  de  pequenos  terminos  a  uno  o  mas  terminos  grandes,  es  me- 
jor  encontrar  primero  la  suma  de  los  terminos  pequenos.  Siempre  que  sea  posible  sume 
los  numeros  del  menor  al  mayor. 

Una  fuente  mas  probable  de  un  error  de  calculo  se  debe  a  la  perdida  de  cifras  sig- 
nificativas  en  una  resta  de  numeros  casi  iguales.  Por  ejemplo,  al  restar  0.823421  de 
0.823445,  cada  uno  con  seis  cifras  significativas,  se  obtiene  0.000024,  que  solo  tiene  dos 
cifras  significativas.  Que  esto  puede  causar  problemas  se  puede  ver  con  facilidad  si 
calculamos  una  aproximacion  numerica  de  una  derivada. 

Considere  el  calculo  de  /'( 2)  para  f(x)  —  x4  usando  el  cociente  de  diferencias 


/'( 2) 


/( 2  +  h)  -  /( 2) 
h 


(2  +  lCr")4  -  24 

w* 


En  teoria,  cuando  n  crece  (y  h  =  10""  decrece  en  forma  correspondiente)  el  resultado 
debe  parecerse  cada  vez  mas  al  valor  correcto,  32.  Pero  observe  lo  que  ocurre  con  una 
calculadora  de  ocho  digitos,  cuando  n  es  muy  grande.  Problemas  como  este  surgen  in¬ 
cluso  al  usar  aritmetica  de  punto  flotante  de  16  o  32  digitos.  Sin  importar  el  numero  de 
cifras  significativas  utilizadas  en  los  calculos,  el  cociente  de  diferencias  de  la  tabla  ante¬ 
rior  sera  0  para  n  lo  suficientemente  grande. 


n 

(2  +  10~")4  -  24 

[(2  +  10-")4  -  24]/10_,i 

2 

0.32240801 

32.240801 

3 

0.03202401 

32.024010 

4 

0.00320024 

32.002400 

5 

0.00032000 

32.000000 

6 

0.00003200 

32.000000 

7 

0.00000320 

32.000000 

8 

0.00000032 

32.000000 

9 

0.00000003 

30.000000 

10 

0.00000000 

0.000000 

Revision  de  conceptos 

1.  Si  P2(x)  es  el  polinomio  de  Taylor  de  orden  2  alrededor  de 

1  para  f(x),  entonces  P20)  =  _ ,  =  _  y 

P2O)  =  _ ■ 

2.  El  coeficiente  de  x 6  en  el  polinomio  de  Maclaurin  de  orden  9 

para  /(x )  es _ . 


3.  Los  dos  tipos  de  errores  que  surgen  en  la  teoria  de  aproxi¬ 
macion  se  denominan _ y _ . 

4.  Los  errores  de  calculo  al  utilizar  la  formula  de  Taylor  tienden 

a _ cuando  n  aumenta,  mientras  que  los  errores  del  metodo 

tienden  a _ cuando  n  aumenta. 
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Conjunto  de  problemas  9.9 


0  En  los  problemas  del  1  al  8  determine  el  polinomio  de  Maclaurin 
de  orden  4  paraf(x)  y  uselo  para  aproximar  f( 0.12). 

L  /( x)  =  e2x  2.  f(x)  =  e”3jc 

3.  f(x)  =  sen  2x  4.  f{x)  —  tan  x 

5.  f(x)  =  ln(l  +  x)  6.  /( x)  =  Vl  +  x 

7.  f(x)  =  tan-1  x  8.  /(x)  =  senh  x 


0  En  los  problemas  del  9  al  14  determine  el  polinomio  de  Taylor  de 
orden  3  alrededor  de  a  para  la  funcion  dada. 


9.  ex\  a  =  1 


11.  tan  x\a  — 


13.  cot  1  x;  a  =  1 


10.  sen  x;  a  = 


12.  sec  x;  a  =  - 
14.  Vx;  a  =  2 


15.  Determine  el  polinomio  de  Taylor  de  orden  3  alrededor  de  1 
para  /(x)  =  x3  —  2x2  +  3x  +  5  y  muestre  que  es  una  representacion 
exacta  de/(x). 

16.  Determine  el  polinomio  de  Taylor  de  orden  4  alrededor  de  2 
para  f(x)  =  x4,  y  demuestre  que  representa  a  /(x)  de  manera  exacta. 

17.  Determine  el  polinomio  de  Maclaurin  de  orden  n  para 
f(x)  =  1/(1  -x).  Luego  utili'celocon  n  =  4  para  aproximar  cada  uno  de 
lo  siguiente. 

(a)  /(0.1)  (b)  /(0.5)  (c)  / (0.9)  (d)  /( 2) 

0  18.  Determine  el  polinomio  de  Maclaurin  de  orden  n  (n  impar) 
para  sen  x.  Luego  uselo  con  n  =  5  para  aproximar  cada  uno  de  lo  si¬ 
guiente.  (Este  ejemplo  debe  convencerlo  que  la  aproximacion  de 
Maclaurin  puede  ser  muy  pobre,  si  x  esta  lejos  de  cero).  Compare  sus 
respuestas  con  las  que  le  da  su  calculadora.  <,Que  conclusion  saca? 

(a)  sen(O.l)  (b)  sen(0.5)  (c)  sen(l)  (d)  sen(10) 


[C"51  En  los  problemas  del  19  al  28,  en  el  ntismo  conjunto  de  ejes,  tra¬ 
ce  la  funcion  dada  junto  con  los  polinomios  de  Maclaurin  de  ordenes 
l,  2, 3,  y  4. 


19.  cos  2x 
21.  sen  x2 


25.  sen  ex 


20.  sen  x 
22.  cos(x  —  7T ) 

24.  esenjr 

26.  sen(ln(l  +  x)) 
1 


2  +  sen  x 


En  los  problemas  del  29  al  36  determine  una  buena  cota  para  el  valor 
maxima  de  la  expresion  dada,  considerando  que  c  esta  en  el  intervalo 
que  se  establece.  Las  respuestas  pueden  variar  dependiendo  de  la  tec- 
nica  empleada.  (Vease  el  ejemplo  5.) 


4c  IT  u 

sen  c  4  ’  2 


30.  I  tan  c  +  sec  c\;  0, 


c“  +  sen  c 


- — C  ;  o,j 
cos  c  4 


En  los  problemas  del  37  al  42  determine  una  formula  para  /?6(x).  el  re- 
siduo  para  el  polinomio  de  Taylor  de  orden  6  alrededor  de  a.  Luego 
obtenga  una  buena  cota  para  1 f?6(0.5)  I.  Veanse  los  ejemplos  4  v  6. 


37.  ln(2  +  x);  a  =  0 
39.  sen  x;  a  =  rr/4 


41.  a  =  1 

x 


38.  o  ';  a  =  1 
1 

40.  - a  =  1 

x  -  3 

1 

42.  —z;a  =  l 


43.  Determine  el  orden  n  del  polinomio  de  Maclaurin  para  e? 
que  se  requiere  para  aproximar  e  con  cinco  decimales;  esto  es,  de  mo- 
do  que  I  Rn(  1)  I  £  0.000005  (vease  el  ejemplo  4). 

44.  Determine  el  orden  n  del  polinomio  de  Maclaurin  para  4 
tan”1  x,  que  se  requiere  para  aproximar  7r  =  4  tan”1  1  con  cinco  deci¬ 
males;  esto  es,  de  modo  que  I  R„(t)  I  £  0.000005. 

45.  Determine  el  polinomio  de  Maclaurin  de  tercer  orden  para 
(1  +  x)1/2  y  acote  el  error  R3(x)  para  -0.5  £x  s0.5. 

46.  Determine  el  polinomio  de  Maclaurin  de  tercer  orden  para 
(1  +  x)3/2  y  acote  el  error  R3(x),  si  -0.1  sxsO. 

47.  Determine  el  polinomio  de  Maclaurin  de  tercer  orden  para 

(1  +  x)”^2 

y  acote  el  error  R3(x),  si  —0.05  £  x  £  0.05. 

48.  Determine  el  polinomio  de  Maclaurin  de  cuarto  orden  para 

lnf(l  +  x)/(l  -  x)] 
y  acote  el  error  R4(x),  si  -0.5  £  x  £  0.5. 

49.  Observe  que  el  polinomio  de  Maclaurin  de  cuarto  orden  para 
sen  x,  en  realidad  es  de  tercer  grado.  ya  que  el  coeficiente  de  x4  es  0.  Asl, 

x3 

sen  x  =  x  — —  +  f?4(x) 

6 

Demuestre  que  si  0  £  x  £  0.5, 1  /?4(x)  I  £  0.0002605.  Utilice  este  resul- 


tado  para  aproximar 


sen  x  dx  y  proporcione  una  cota  para  el 


50.  En  analogfa  con  el  problema  49, 


cos  x  =  1 


x2  x4 

T  +  24  +  Rs{x) 


Si  0  £x  £  1,  proporcione  una  buena  cota  para  I  R$(x) 3 1.  Luego  utilice 

su  resultado  para  aproximar  /  cos  x  dx  y  proporcione  una  cota  pa- 
do 

ra  el  error. 

51.  El  problema  49  sugiere  que  si  n  es  impar,  entonces  el  poli¬ 
nomio  de  Maclaurin  de  orden  n  para  sen  x  tambien  es  el  polinomio 
de  orden  ( n  +  1),  as!  que  el  error  puede  calcularse  por  medio  de  Rn+l. 
Utilice  este  resultado  para  determinar  que  tan  grande  debe  ser  n,  de 
modo  que  I  /?„+i(x)  I  sea  menor  que  0.00005,  para  toda  x  en  el  intervalo 
0  £ x  £  7r/2.  (Observe,  n  debe  ser  impar). 

52.  El  problema  50  sugiere  que  si  n  es  par,  entonces  el  polino¬ 
mio  de  Maclaurin  de  orden  n  para  cos  x  tambien  es  el  polinomio  de 
orden  (n  +  1),  asf  que  el  error  puede  calcularse  por  medio  de  Rn+\. 
Utilice  este  resultado  para  determinar  que  tan  grande  debe  ser  n, 
de  modo  que  I  l?„+1(x)  I  sea  menor  que  0.00005,  para  toda  x  en  el  in¬ 
tervalo  0  £  x  £  tt/2.  (Observe,  n  debe  ser  par.) 
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/  /  \ 


Figura  5 


53.  Utilice  un  polinomio  de  Maclaurin  para  obtener  la  aproxi¬ 
macion  A  ~  r2t3/l2  para  el  area  de  la  region  sombreada  en  la  figura  5. 
Primero  exprese  A  de  forma  exacta,  luego  aproxime. 

54.  Si  un  objeto  de  masa  en  reposo  m0  tiene  velocidad  v,  enton- 
ces  (de  acuerdo  con  la  teoria  de  la  relatividad)  su  masa  m  esta  dada 
por  mo/Vl  -  v2/c 2,  en  donde  c  es  la  velocidad  de  la  luz.  Explique 
como  los  ffsicos  obtienen  la  aproximacion 


siempre  que  k  sea  muy  pequena.  Demuestre  como  ella  llego  a  esta 
conclusion  y  veriffquela  para  k  —  0.01. 

57.  Desarrolle  x4  —  3x3  +  2x2  +  x  —  2  en  un  polinomio  de  Taylor  de 
orden  4  alrededor  de  1  y  demuestre  que  R4(x)  =  0  para  toda  x. 

58.  Sea  f(x)  una  funcion  que  tiene  al  menos  n  derivadas  en  x  =  a, 
y  sea  P„(x)  el  polinomio  de  Taylor  de  orden  n  alrededor  de  a.  Demues¬ 
tre  que 

Pn(a)  =  f(a),  P'n(a)  =  f'(a),  P"(a )  =  f"(a), 

•••,  P(nn\a)  =  /<">(«) 

ED  59.  Calcule  sen  43°  =  sen(43Tr/180)  mediante  el  polinomio  de  Taylor 
de  orden  3  alrededor  de  tt/4  para  sen  x.  Luego  obtenga  una  buena 
cota  para  el  error  que  se  comedo.  Vease  el  ejemplo  6. 

ED  60.  Calcule  cos  63°  por  el  metodo  ilustrado  en  el  ejemplo  6.  Selec- 
cione  n  lo  suficientemente  grande  de  modo  que  Rn  I  0.0005. 

El  61.  Demuestre  que  si  x  esta  en  [0,  ir/2]  el  error  al  utilizar 


m0 

m  ~  m0  +  — 


55.  Si  se  invierte  dinero  a  una  tasa  de  interes  de  r  que  capitaliza 
cada  mes,  se  duplicara  en  n  anos,  donde  n  satisface 


(a) 


Demuestre  que 


n  =  In  2 


1 

,12  ln(l  +  r/12) 


(b)  Utilice  el  polinomio  de  Maclaurin  de  orden  2  para  ln(l  +  x),  y 
una  descomposicion  en  fracciones  parciales  para  obtener  la 
aproximacion 


n 


0.693 

r 


+  0.029 


EG  (c)  Algunas  personas  utilizan  la  regia  del  72 ,  n  «  72/(100r),  para 
aproximar  n.  Llene  la  tabla  para  comparar  los  valores  obteni- 
dos  con  base  en  estas  res  formulas. 


sen  x 


+ 


5! 


es  menor  que  5X10  5  y,  por  lo  tanto,  que  esta  formula  es  suficiente¬ 
mente  buena  para  construir  una  tabla  del  seno  con  cuatro  decimales. 

62.  Utilice  la  formula  de  Maclaurin,  en  lugar  de  la  regia  de  L’Ho- 
pital,  para  determinar 

sen  x  -  x  +  x3/6 

(a)  lfm - ^ - 

x^O  x5 

cos  x  -  1  +  x2/2  -  x4/24 

(b)  lfm - t - 

x— o  x6 

[MED  63.  Sea  g(x)  =  p(x)  +  xn+xf(x),  en  donde  p(x)  es  un  polinomio 
de  grado  a  lo  mas  n  y  /tiene  derivadas  hasta  de  orden  n.  Demuestre 
que  p(x)  es  el  polinomio  de  Maclaurin  de  orden  n  para  g. 

iEXPL:j  64.  Recuerde  que  el  criterio  de  la  segunda  derivada  para  extre- 
mos  locales  (seccion  3.3)  no  se  aplica  cuando/"(c)  =  0.  Pruebe  la  ge¬ 
neralization  siguiente,  que  puede  ayudar  a  determinar  un  maximo  o 
un  mfnimo  cuando/"(c)  =  0.  Suponga  que 


n  n  n 


r  ( Exacta )  ( Aproximacion )  (Regia  del  72) 


0.05 

0.10 

0.15 

0.20 

56.  La  autora  de  un  texto  de  biologfa  afirma  que  la  solution  po- 
sitiva  mas  pequena  para  x  =  1  -  E1+*b  es  aproximadamente  x  =  2k, 


f'(c)  =  f"(c)  =  f'"(c)  =  •■•  =/w(c)  =  0 

donde  n  es  impar  y  f(n+1\x)  es  continua  cerca  de  c. 

1 .  Si  /("+1  *(c)  <  0,  entonces  /(c)  es  un  valor  maximo  local. 

2.  Si  /<n+1)(c)  >  0,  entonces  /(c)  es  un  valor  mfnimo  local. 

Pruebe  este  resultado  con  f(x)  =  x4. 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  /(I );  /'(l);  /”( 1) 
2.  /<6>(0)/6!  3.  error  del  metodo;  error  de 

calculo  4.  aumenta;  disminuye. 


9.10  Repaso  del  capitulo 

Examen  de  conceptos 

Responda  con  verdadero  o  falso  a  cada  una  de  las  siguientes  afirma- 
ciones.  Justifique  su  respuesta. 

1.  Si  0  s  an<bn  para  todo  numero  natural  n  y  existe  lfm  b„  en¬ 
tonces  existe  lfm  an. 

n—*oo 

2.  Para  cada  entero  positivo  n,  n!  <  n"  s  (2 n  -  1)! 


3.  Si  lfm  an  =  L,  entoncces  lfm  ain+^  =  L. 

n  -*oo  n— *oo 

4.  Si  lfm  a2n  =  L  y  lfm  ain  =  L,  entonces  lfm  an  =  L. 

n— *oo  n—>  oo  rt~+oo 

5.  Si  lfm  amn  =  L  para  todo  entero  positivo  m  ^  2,  entonces 

n—>oo 

lfm  an  =  L. 

i— »oo 

6.  Si  lfm  a2n  =  L  y  lfm  a2n+i  —  L,  entonces  lfm  an  =  L. 

n—*oo  n— *oo  n—*oo 
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7.  Si  lfm  (an  -  an+1)  =  0,  entonces  lfm  a„  existe  y  es  finito. 

n— *oo  n—*oo 

8.  Si  {a,,}  y  { b„ )  divergen,  entonces  ja„  +  £>„)  diverge. 

9.  Si  (a„)  converge,  entonces  («„/«}  converge  en  0. 

OO  OO 

10.  Si  converge,  entonces  tambien  converge 

n= 1  n- 1 

11.  Si  0  <  an+i  <  an  para  todo  numero  natural  n ,  y  si  lfm  =  0, 

rt— *oo 
OO 

entonces  X ( ~ 1 ) " + 'an  converge  y  tiene  suma  5  que  satisface  0  <  5  <  a, . 

n  =  1 


12.  V  —  I  converge  y  tiene  suma  S  que  satisface  1  <  S  <  2. 

„„i \n/ 

13.  Si  una  serie  X  an  diverge,  entonces  su  sucesion  de  sumas  par- 
ciales  no  esta  acotada. 

OO 

14.  Si  0  £  a„  <  para  todo  numero  natural  n,  y  si  X  b„  diverge, 

OO  n= 1 

entonces  X  an  diverge. 


15.  El  criterio  del  cociente  no  ayudara  en  la  determinacion  de  la 

.  ,  £  2n  +  3 

convergencia  o  divergence  de  V  — - - - - . 

n=\  3«4  +  2 tr  +  3«  +  1 

OO 

16.  Si  an  >  0  para  todo  numero  natural  «,  y  X  an  converge,  en- 

n  =  1 

tonces  lfm  (a„+l/a„)  <  1. 

n~*  oo 

oo  /  1  y 

17.  X^l  _  ~J  converge 

OO  j 

18-  2  7  7  4  7  77  converge. 
n- 1  ln(n  +  1) 

oo  .  A 

'ST'  n  +  I 

19-  Zj  - O  converge 

«= 2  (n  In  az) 

2°  sen2(nir/2) 

20.  X - converge. 

«  =  i  « 

OO 

21.  Si  0  s  a„+i00  s  £>„  para  todo  numero  natural  n  y  si  X  con' 

oo  «=i 

verge,  entonces  X  an  converge. 

n= 1 

22.  Si  para  alguna  c  >  0,  can  a  l/n  para  todo  numero  natural  n. 

OO 

entonces  ^  an  diverge. 

n—  1 

23.  |  +  (i)2  +  (I)3  +  -  -  -  +  (I)1000  < 


24.  Si  X  an  converge,  entonces  X  (  —  l)na„  converge. 

«=1  n— 1 

oo 

25.  Si  bn  £  an  <  0  para  todo  numero  natural  n,  y  si  X  bn  conver- 

oo  „=i 

ge,  entonces  X  an  converge. 

n  =  1 

oo 

26.  Si  0  £  an  para  todo  numero  natural  n,  y  si  X  an  converge,  en- 

OO  „  =  1 

tonces  X  ( ~1  Y'an  converge. 

«= 1 


28.  Si  Xa«  diverge,  entonces  X  l«„|  diverge. 

n= 1  «=1 

oo 

29.  Si  la  serie  de  potencias  Xan(*  —  3)"  converge  en  a;  = -1 .1, 

«=o 

entonces  tambien  converge  en  x  =  7. 

OO 

30.  Si  X  anXn  converge  enr  =  —2,  entonces  tambien  converge  en 


31.  31.Si/(x)  =  Xfl™x"  y  si  'a  serie  converge  en  x  =  1.5.enton- 

n  =  0 

P  1  OO 

ces  /  f(x)  dx  =  Xfl«/(n  +  1)- 

J0  n  =  0 

32.  Toda  serie  de  potencias  converge  para  al  menos  dos  valores 
de  la  variable. 

33.  Si  existen  /(0),/'(0),/"(0), . . . ,  entonces  la  serie  de  Maclaurin 
para  f(x)  converge  en  f(x)  en  una  vecindad  de  x  =  0. 

34.  La  funcion  f(x)  =  1  +  x  +  x2  +  x3  H - satisface  la  ecuacion  di- 

ferencial  y‘  =  y2  en  el  intervalo  (—1, 1). 

OO 

35.  La  funcion  f(x)  =  X  (~1)nx"/n\  satisface  la  ecuacion  dife- 

n  — 0 

rencial  /  +  y  =  0  en  toda  la  recta  real. 

36.  Si  P(x)  es  el  polinomio  de  Maclaurin  de  orden  2  para/(x),  en¬ 
tonces  P(0)  =/(0),  P"( 0)  =/'(0)  y  P"(0)  =/"( 0). 

37.  El  polinomio  de  Taylor  de  orden  n  alrededor  de  a  para  / (x)  es 
unico;  esto  es ,/(x)  solo  tiene  uno  de  tales  polinomios. 

38.  f(x)  =  xs/2  tiene  un  polinomio  de  Maclaurin  de  segundo  or¬ 
den. 

39.  El  polinomio  de  Maclaurin  de  orden  3  para  f(x)  =  2x3  -  x2  + 
lx  -  11  es  una  representacion  exacta  d ef(x). 

40.  El  polinomio  de  Maclaurin  de  orden  16  para  cos  x  s61o  inclu- 
ye  potencias  pares  de  x. 

41.  Si  /’( 0)  existe  para  una  funcion  par,  entonces /'(0)  =  0. 

42.  La  formula  de  Taylor  con  residuo  tiene  al  teorema  del  valor 
medio  para  derivadas  como  un  caso  particular. 


Problemas  de  examen 

En  los  problemas  del  1  al  8  determine  si  la  sucesion  dada  converge  o 
diverge  y,  si  converge,  determine  lfm  a„. 

n— *oo 


!.«„  =  ■ 


-W  +  1 


3.  a„  =  1  + 


5.  a„  =  Yy~n 


In  n 

2-“-'  vi: 


4.  an  =  ~ ; 


6-  a"  yn  +  m 


oo  -i  99  i 

27.  X(-!)"+1- -  X(-1)"+1-  <0.0L 

n= l  n  „=i  n 


r  a"  Vn 


(  mr 

8.  an  =  eosl  — 
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En  los  problemas  del  9  al  18,  determine  si  la  serie  dada  converge  o  di¬ 
verge,  y  si  converge,  determine  su  suma. 


“•  ,l,(i  -  uh 

oo 

11.  In  |  +  In  |  +  In  |  +  ■  ■  ■  12-2  cos  klT 


43.  Mediante  la  derivation  de  la  serie  geometrica 


13. 

k=() 


3  4 

M.  S  b  +  ^ 

A:=0\2  3 


15.  0.91919191...  =  ^91  TTvl 

k-l  \100 


22  24  26 
17-'-2!  +  4!-6!  + 


“•  lfe)‘ 

IS- 1  -  Ti +  h  -  h +  h 


En  los  problemas  del  19  al  32  indique  si  la  serie  dada  converge  o  diver¬ 
ge  y  justifique  su  conclusion. 


i9.  2  — o 

2i.  |(-i r+‘3= 

«=i  V  n 

~  2"  +  3n 

23‘  2  ^ 


0°  ,  -J 

“  «2 

27-  2  ,7 

«=1  ri- 

™  2n«! 

29.  >  - 

,£t  («  +  2)! 


31.  2»2 


S  n  +  5 

20.  2  - - J 

1  +  n3 


24.  2  — 

n=l  e 

26.  2  “T-  - 

«=i  «2  +  7 

~  «33” 

28<  (n  +  1)! 

30.  f(l--Y 

°°  (-1)" 

32  y  — — — 

"j  1  +  In  n 


=  1  -  x  +  x2  -  x3  +  x4  - 


U  <  1, 


determine  una  serie  de  potencias  que  represente  1/(1  +  x)2.  ^Cual  es 
su  intervalo  de  convergencia? 

44.  Determine  una  serie  de  potencias  que  represente  1/(1  +  x)3 
en  el  intervalo  (-1, 1). 

45.  Determine  la  serie  de  Maclaurin  para  sen2  x.  ^Para  que  valo- 
res  de  x  la  serie  representa  la  funcion? 

46.  Determine  los  primeros  cinco  terminos  de  la  serie  de  Taylor 
para  ex  alrededor  del  punto  x  =  2. 

47.  Escriba  la  serie  de  Maclaurin  para/(x)  =  sen  x  +  cos  x.  ^Para 
que  valores  de  x,  la  serie  representa/? 

48.  Determine  que  tan  grande  debe  ser  n,  de  modo  que  al  utilizar 

“  1 

la  n-esima  suma  parcial  para  aproximar  la  serie  2 j  g  + . 'jA  da  un 

error  de  no  mas  que  0.00005. 

49.  Determine  que  tan  grande  debe  ser  n  de  modo  que  al  utilizar 

^  k 

la  /i-esima  suma  parcial  para  aproximar  la  serie  2j  ~~IA  da  un  error  de 

k  =  l  ek“ 

no  mas  que  0.000005. 

50.  ^Cuantos  terminos  tenemos  que  tomar  en  la  serie  conver- 
gente 

J_  J _ 1_  _1_  J_ 

V2+V^  V4  +  V5  V6  +  " ' 

para  asegurar  que  hemos  aproximado  su  suma  con  una  tolerancia  de 
0.001? 

51.  Utilice  el  metodo  mas  sencillo  que  pueda  idear  para  determi- 
nar  los  primeros  tres  terminos  diferentes  de  cero  de  la  serie  de  Ma¬ 
claurin  para  cada  uno  de  lo  siguiente: 

(a)  — - — t  (b)  Vl  +  x1 


(c)  e  x  —  1  +  x 
(e)  e~x  sen  x 


(d)  xsecx 
(0  TTy 


1  +  sen  x 


En  los  problemas  del  33  al  36  establezca  si  la  serie  dada  es  absoluta- 
mente  convergente,  condicionalmente  convergente,  o  es  divergente. 


35-  S-ir^Ti 

n~  1  4L 


oo 

34.  2  — 

n—  1  L 

s  (-i r^t 

36.  2  — , - 

lv=2  In  n 


En  los  problemas  del  37  al  42  determine  el  conjunto  de  convergencia 
para  las  series  de  potencias. 


oo  n 

^  X 

37.  y  -7 — 

»=o  n3  +  1 

^  ~  (-!)"(*  ~4)n 

’  n=0  n  +  1 

oo  /  _ 

41.  2 - 

2"  +  1 


oc  ( _ p\n  +  \  Yn 

38-  2  Vt  V 

«=o  2n  +  3 


-A- 

40-  2  Try 

„=o  (3n)! 

“  n\{x  +  1)” 

42.  2  -in 

n=0  J 


52.  Determine  el  polinomio  de  Maclaurin  de  orden  2  para/(x)  = 
cos  x  y  uselo  para  aproximar  cos  0. 1 . 

ED  53.  Determine  el  polinomio  de  Maclaurin  de  orden  1  para  f(x)=x 
cos  x2  y  uselo  para  aproximar /(0.2). 

ED  54.  Determine  el  polinomio  de  Maclaurin  de  orden  4  para/(x)  y 
uselo  para  aproximar /(0.1). 

(a)  f(x)  =  xex 

(b)  f(x)  =  cosh  x 

55.  Determine  el  polinomio  de  Taylor  de  orden  3  alrededor  de  2 
para  g(x)  =  x3  -  2x2  +  5x  -  7  y  demuestre  que  es  una  representacion 
exacta  de  g(x). 

56.  Utilice  el  resultado  del  problema  55  para  calcular  g(2A). 

57.  Determine  el  polinomio  de  Taylor  de  orden  4  alrededor  de  1 
para  f(x)  =  l/(x  +  1 ). 

58.  Obtenga  una  expresion  para  el  termino  del  error  R4(x)  en  el 
problema  57  y  determine  una  cota  para  el  si  x  =  1.2. 
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59.  Determine  el  polinomio  de  Maclaurin  de  orden  4  para 
/(x)  =  sen2  x  =  ^(1  -  cos  2x),  y  encuentre  una  cota  para  el  error 
R4(x),  si  lx  I  £  0.2.  Nota:  se  obtiene  una  mejor  cota,  si  observa 
que  R4(x)  =  Rs(x)  y  luego  acota  R5(x). 

03  60.  Si/(x)  =  In  x,  entonces/("*  (x)  =  (— 1)"  '(«  -  l)!/x".  Por  lo  tan- 
to,  el  polinomio  de  Taylor  de  orden  n  alrededor  de  1  para  In  x  es 

lnx  =  (x  -  1)  -  ~ (x  -  l)2  +  |(x 

+ 


-  1)3  + 
(-ir1 


{x  -  1)"  +  Rn(x) 


iQne  tan  grande  deberfa  ser  n  para  que  sepamos  que  I  Rn(x)  I  < 
0.00005,  si  0.8  £x<  1.2? 


E3  61.  En  relacion  con  el  problema  60.  Utilice  el  polinomio  de  Taylor 
de  orden  5,  alrededor  de  1,  para  aproximar 

pl-2 

In  x  dx 
J  0.8 

y  proporcione  una  buena  cota  para  el  error  en  que  se  incurre. 


/ 


PROBLEMAS 
DE  REPASO  E 
INTRODUCTION 


1.  Para  la  grafica  de  y  =  x2/ 4  determine  la  ecuacion  de  la  recta  tangente  y  la  recta  normal  (es 
decir,  la  recta  perpendicular  a  la  recta  tangente)  que  pasan  por  el  punto  (2, 1). 

2.  Determine  todos  los  puntos  en  la  grafica  de  y  =  x2/4,  (a)  en  donde  la  recta  tangente  es  pa- 
ralela  a  la  recta  y  =  xy  (b)  donde  la  recta  normal  sea  paralela  a  la  recta  y  =  x. 

x 2  y2  x 2  y2 

3.  Determine  todos  los  puntos  de  interseccion  de  —  +  —  =ly  —  +  —  =1. 

16  9  9  16 


4.  Determine  todos  los  puntos  de  interseccion  de 


x 2  y2 

-  +  -=ly*2  +  y2  =  9. 


5.  Utilice  derivacion  imph'cita  para  determinar  la  ecuacion  de  la  recta  tangente  a  la  curva 

7  7,  /  V3  \ 

x  +  y  / 4  =  1  en  el  punto  I — ,  1  j . 


6.  Utilice  derivacion  implicita  para  determinar  la  ecuacion  de  la  recta  tangente  a  la  curva 

2  y2 

— —  —  =  1  en  el  punto  (9,  8\/2). 

x 2  y2  x 2  y2 

7.  Determine  todos  los  puntos  de  interseccion  de.  —  +  77  =  1  y- —  —  =  1-  Para  el 

1 00  64  9  27 

punto  de  interseccion  que  esta  en  el  primer  cuadrante,  utilice  derivacion  imph'cita  para  determi¬ 
nar  las  ecuaciones  de  las  rectas  tangentes  a  ambas  curvas.  Determine  todos  los  angulos  entre 
estas  dos  rectas  tangentes. 


8.  Suponga  que  x  =  2  cos  /  y  y  =  2  sen  t.  Llene  la  tabla  siguiente  y  trace  las  parejas  ordenadas 

(x.y)- 


t  x  =  2  cos  t  y  =  2  sen  t 

0 

it/ 6 
7t/4 
7t/3 
7t/2 

77 

3tt/2 

27T 


En  los  problemas  9  y  10  determine  los  valores  de  r  y  8. 


En  los  problemas  11  y  12  determine  los  valores  dexy  y. 


x 


x 
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10.1 

La  parabola 

Considere  un  cono  circular  recto  con  dos  hojas  y  haga  pasar  pianos  por  el,  en  distintos 
angulos,  como  se  muestra  en  la  figura  1.  Las  curvas  que  obtendra  como  secciones  se  Hainan, 
respectivamente,  elipse,  parabola  e  hiperbola.  (Tambien  puede  obtener  varias  formas 
h'mites  o  degeneradas:  una  circunferencia,  un  punto,  un  par  de  rectas  que  se  intersecan 
y  una  recta).  Estas  curvas  se  llaman  secciones  conicas ,  o  simplemente  conicas.  Esta  de¬ 
finition,  que  debemos  a  los  griegos,  es  incomoda  y  pronto  adoptaremos  una  distinta.  Se 
puede  demostrar  que  las  dos  definiciones  son  coherentes. 


F.lipse 


Parabola 


Figura  1 


Hipdrbola 


Lf 


e 


Figura  2 


En  el  piano,  sea  €  una  recta  fija  (la  directriz)  y  F  un  punto  fijo  (el  foco)  que  no  esta 
sobre  la  recta,  como  en  la  figura  2.  El  conjunto  de  puntos  P  para  los  que  el  cociente 
de  la  distancia  I PF I  desde  el  foco  entre  la  distancia  I  PL  I  a  la  recta  es  una  constante 
positiva  e  (la  excentricidad),  es  decir,  el  conjunto  de  puntos  P  que  satisfacen 


\PF\  =  e\PL\ 


es  una  conica.  Si  0  <  e  <  1,  la  conica  es  una  elipse;  si  e  =  1 ,  es  una  parabola;  si  e  >  1,  es 

una  hiperbola. 

A1  trazar  las  curvas  correspondientes  a  e  =  |,  e  =  1  ye  =  2,  obtenemos  las  tres 
curvas  que  aparecen  en  la  figura  3. 


if  / 

b  I  ipse  (e  —  ()  Parabola  (e  =  1)  Hiperbola  (<-  =  2  ) 


Figura  3 

En  cada  caso,  las  curvas  son  simetricas  respecto  de  la  recta  que  pasa  por  el  foco  y  es 
perpendicular  a  la  directriz.  Llamamos  a  esta  recta  el  eje  mayor  (o  simplemente  el  eje) 
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Figura  4 


X--P 

\y  1 

F(0,p ) 

F(p.O)  \\ 

A  _ 

►  y 

X 

X 

y-~p 

(  >’ 

II 

^3 

II 

■s3 

t  y 

_ 

/•  (  P-  0)  1 

*  '  J 

\ 

F(0-p) 

de  la  conica.  Un  punto  donde  la  conica  cruza  al  eje  es  un  vertice.  La  parabola  tiene  un 
vertice,  mientras  que  la  elipse  y  la  hiperbola  tienen  dos  vertices. 

La  parabola  (e  =  1 )  Una  parabola  es  el  conjunto  de  puntos  P  que  son  equidis- 
tantes  de  la  directriz  (  y  del  foco  F\  es  decir,  los  puntos  que  satisfacen 

\PF\  =  \PL\ 

Esta  definition  nos  permite  deducir  la  ecuacion  en  xy,  y  queremos  que  esta  sea  lo  mas 
sencilla  posible.  La  position  de  los  ejes  de  coordenadas  no  tiene  efectos  sobre  la  curva, 
pero  influye  sobre  la  sencillez  de  la  ecuacion  de  la  curva.  Como  una  parabola  es  simetrica 
con  respecto  de  su  eje,  es  natural  colocar  uno  de  los  ejes  de  coordenadas,  como  el  eje  x, 
a  lo  largo  del  eje  de  la  parabola.  Ubicamos  F,  el  foco,  a  la  derecha  del  origen,  digamos, 
en  (p ,  0);  y  la  directriz  a  la  izquierda,  con  ecuacion  x  =  —p.  Entonces  el  vertice  esta  en  el 
origen.  La  figura  4  muestra  todo  esto. 

La  condicion  \PF I  =  I  PL  I  y  la  formula  de  la  distancia  implican 

V(jc  -  p )2  +  (y  -  0)2  =  \/(x  +  p)2  +  (y  -  y)2 

Despues  de  elevar  al  cuadrado  ambos  lados  y  simplificar,  obtenemos 


Esto  se  llama  ecuacion  canonica  de  una  parabola  horizontal  (con  eje  horizontal),  que 
abre  hacia  la  derecha.  Observe  que  p  >  0  y  que  p  es  la  distancia  del  foco  al  vertice. 

H  FJLMPLO  I  Determine  el  foco  y  la  directriz  de  la  parabola  con  ecuacion 

y2  =  12*. 


Figura  5 


SOLUCION  Como  y2  =  4(3).r,  vemos  que  p  =  3.  El  foco  esta  en  (3, 0);  la  directriz  es 
la  recta  x  =  —  3.  8 


1  “ 

,y 

1 

l  » 

'  %  1 

“'I 

- 

Figura  6 


X 


Hay  tres  variantes  de  la  ecuacion  canonica.  Si  inlercambiamos  los  papeles  de  x  y  y, 
obtenemos  la  ecuacion  x2  =  4py.  Esta  es  la  ecuacion  de  una  parabola  vertical  con  foco 
en  (0 ,p)  y  directriz  y  =  —p.  Por  ultimo,  si  introducimos  un  signo  menos  en  un  lado  de  la 
ecuacion,  esto  hace  que  la  parabola  se  abra  en  la  direction  opuesta.  Los  cuatro  casos  se 
muestran  en  la  figura  5. 

H  IJI  MPLO  2  Determine  el  foco  y  la  directriz  de  la  parabola  x2  =  —yy  bosqueje 
la  grafica 

SOLUCION  Escribimos  jc2  =  — 4(^)y,  de  donde  concluimos  que  p  —  La  forma 
de  la  ecuacion  nos  dice  que  la  parabola  es  vertical  y  que  abre  hacia  abajo.  El  foco  esta 
en  (o,  —  j);  la  directriz  es  la  recta  y  =  La  grafica  aparece  en  la  figura  6.  &t 


US  I  JIMl’I  O  3 

foco  en  (0, 5). 


Determine  la  ecuacion  de  la  parabola  con  vertice  en  el  origen  y 


SOLUCION  La  parabola  abre  hacia  arriba  y  p  =  5.  La  ecuacion  es  x2  =  4(5)y,  es  de¬ 
cir,  ;r2  =  20y.  '  « 

gg  1-JEMPLO  4  i  Determine  la  ecuacion  de  la  parabola  con  vertice  en  el  origen, 
que  pasa  por  (—2, 4)  y  abre  hacia  la  izquierda.  Bosqueje  la  grafica. 


SOLUCION  La  ecuacion  tiene  la  forma  y1  =  —4 px.  Como  (-2, 4)  esta  en  la  grafica, 
(4)2  =  —  4p(— 2),de  donde  p  =  2.  La  ecuacion  deseada  esy2  =  -&c  y  su  grafica  aparece  en 
la  figura  7.  * 


Figura  7 
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La  propiedad  optica  Una  propiedad  geometrica  sencilla  de  una  parabola  es  la 
base  de  muchas  aplicaciones  importantes.  Si  F  es  el  foco  y  P  es  cualquier  punto  en  la  pa¬ 
rabola,  la  recta  tangente  en  P  forma  angulos  iguales  con  FP  y  la  recta  GP,  que  es  paralela 
al  eje  de  la  parabola  (vease  la  figura  8).  Un  principio  de  la  ffsica  dice  que  cuando  un 
rayo  de  luz  choca  con  una  superficie  reflejante,  el  angulo  de  incidencia  es  igual  al  de  re¬ 
flexion.  Esto  implica  que  si  una  parabola  se  gira  en  torno  de  su  eje  para  formar  una  ca- 
pa  reflejante  hueca,  todos  los  rayos  de  luz  que  salen  del  foco  y  tocan  la  capa  se  reflejan 
hacia  fuera,  paralelos  al  eje.  Esta  propiedad  de  la  parabola  se  usa  en  el  diseno  de  faros 
buscadores,  con  la  fuente  luminosa  colocada  en  el  foco.  Recfprocamente,  se  usa  en  cier- 
tos  telescopios  y  antenas  parabolicas  donde  los  rayos  paralelos  que  llegan  desde  una 
estrella  distante  o  de  un  satelite  se  enfocan  en  un  solo  punto. 


H  EJEMPLO  5 


Demuestre  la  propiedad  optica  de  la  parabola. 


SOLUCION  En  la  figura  9,  sea  QP  la  recta  tangente  en  P  y  sea  GP  la  recta  paralela 
al  eje  x  que  pasa  por  P.  Debemos  demostrar  que  a  =  (3.  Despues  de  observar  que 
ZFQP  =  /3,  reducimos  el  problema  a  demostrar  que  el  triangulo  FQP  es  isosceles. 

Primero,  obtenemos  la  coordenada  x  de  Q.  Al  derivar  y 2  =  4 px  en  forma  implfcita 
obtenemos  2 y'y  =  4 p,  de  donde  podemos  concluir  que  la  pendiente  de  la  recta  tangen¬ 
te  en  P{x0,y0)  es  2p/y0.  La  ecuacion  de  esta  recta  es 


Lo 


2P  (  , 

(x  -  X0) 

Lo 


Al  hacer  y  =  0  y  despejar  a  x  tenemos  —y0  =  (2p/y0)(x  —  x0),  o  x  —  x(J  =  —y\l2p.  Ahora, 
yl  =  4 px0,  lo  que  implica, x  —  x0  =— 2x0,  es  decir,x  =  —  x();  Q  tiene  coordenadas  (— x0, 0). 

Para  demostrar  que  los  segmentos  FP  y  FQ  tienen  la  misma  longitud,  usamos  la 
formula  de  la  distancia 

\FP\  =  V(x0  -  p )2  +  yl  =  Vxg  -  2 x0p  +  p2  +  4 px0 

=  a/xq  +  2  xqp  +  p2  =  x0  +  p  =  \FQ\  ft 

El  sonido  obedece  las  mismas  leyes  de  reflexion  que  la  luz;  se  usan  microfonos 
parabolicos  para  elegir  y  concentrar  sonidos  de,  por  ejemplo,  una  parte  distante  de  un 
estadio  de  futbol.  Los  radares  y  radio— telescopios  tambien  tienen  como  base  este  prin¬ 
cipio. 

Hay  muchas  otras  aplicaciones  de  las  parabolas.  Por  ejemplo,  la  trayectoria  de  un 
proyectil  es  una  parabola  si  se  desprecia  la  resistencia  del  aire  y  otros  factores  menores. 
El  cable  de  un  puente  colgante  con  carga  uniforme  toma  la  forma  de  una  parabola. 
Con  frecuencia,  los  arcos  son  parabolicos.  Las  trayectorias  de  algunos  cometas  son 
parabolicas. 
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Revision  de  conceptos 

1.  El  conjunto  de  puntos  P  que  satisfacen  I PF I  =  el  PL  I  (es  decir, 

la  distancia  al  foco  es  igual  a  e  por  la  distancia  a  la  directriz)  es  una 
elipse  si _ ,  una  parabola  si _ y  una  hiperbola  si _ . 

2.  La  ecuacion  canonica  de  una  parabola,  con  vertice  en  el  ori- 

gen  y  que  abre  a  la  derecha,  es _ . 


3.  La  parabola  y  =  \x2  tiene  foco _ y  directriz _ 

4.  Los  rayos  de  una  fuente  de  luz  en  el  foco  de  un  espejo  para- 

bolico  se  reflejaran  en  una  direccion _ , 


Conjunto  de  problemas  10.1 


En  los  problemas  del  1  al  8  determine  las  coordenadas  del  foco  y  la 
ecuacion  de  la  directriz  para  cada  parabola.  Haga  un  bosquejo  que 
muestre  la  parabola,  su  foco  y  su  directriz. 


1.  y2  =  4* 

3.  x2  =  —12 y 
5.  y2  =  x 
7.  6y  —  2x2  =  0 


2.  y2  =  —12x 
4.  *2  =  —  16y 
6.  y2  +  3x  =  0 
8.  3*2  -  9y  =  0 


En  los  problemas  del  9  al  14  determine  la  ecuacion  canonica  de  cada 
parabola  a  parlir  de  la  informacion  dada.  Suponga  que  el  vertice  estd 
en  el  origen. 


9.  El  foco  esta  en  (2, 0) 

10. 

La  directriz  es  *  =  3 

1 1.  La  directriz  es  y  -  2  =  0 

12. 

El  foco  esta  en  (0,  —  ^ 

13.  El  foco  esta  en  ( -4,  0) 

14. 

La  directriz  es  y  =  \ 

15.  Determine  la  ecuacion  de  la  parabola  con  vertice  en  el  ori¬ 
gen  y  eje  a  lo  largo  del  eje*  si  la  parabola  pasa  por  el  punto  (3,-1). 
Haga  un  bosquejo. 

16.  Determine  la  ecuacion  de  la  parabola  que  pasa  por  el  punto 
(-2,4),  si  su  vertice  esta  en  el  origen  y  su  eje  esta  a  lo  largo  del  eje*. 
Haga  un  bosquejo. 

17.  Determine  la  ecuacion  de  la  parabola  que  pasa  por  el  punto 
(6,  -5),  si  su  vertice  estd  en  el  origen  y  su  eje  esta  a  lo  largo  del  eje  y. 
Haga  un  bosquejo. 

18.  Determine  la  ecuacion  de  la  parabola  cuyo  vertice  es  el  ori¬ 
gen  y  su  eje  es  el  eje  y,  si  la  parabola  pasa  por  el  punto  (-3, 5).  Haga 
un  bosquejo. 


En  los  problemas  del  19  al  26  determine  las  ecuaciones  de  la  tangente 
y  la  normal  a  la  parabola  dada  en  el  punto  dado.  Bosqueje  la  parabo¬ 
la  y  las  rectas  tangente  y  normal. 


19.  y2  =  16*,  (1,-4) 
21.  *2  =  2y,  (4,  8) 


20.  *2  =  -lOy,  (2V5,  -2) 
22.  y2  =  —9x,  (-1,  -3) 


23.  y2  =  -15*,  (-3,  -3  VI)  24.  *2  =  4y,  (4.  4) 

25.  .v2  =  -6y,  (3  V2,  -3)  26.  y2  =  20*,  (2,  -2VT0) 


27.  La  pendiente  de  la  recta  tangente  a  la  parabola  y2  =  5*  en 
cierto  punto  sobre  la  parabola  es  Vi/4.  Determine  las  coordenadas 
de  ese  punto.  Haga  un  bosquejo. 

28.  La  pendiente  de  la  recta  tangente  a  la  parabola  *2  =  -14y  en 
un  punto  sobre  la  parabola  es  —  2  V7/7-  Determine  las  coordenadas 
de  ese  punto. 

29.  Determine  la  ecuacion  de  la  recta  tangente  a  la  parabola  y2  = 
-18*  que  es  paralela  a  la  recta  3*  —  2y  +  4  =  0. 

30.  Cualquier  segmento  de  recta  que  pase  por  el  foco  de  la  para¬ 
bola,  cuyos  extremos  esten  en  la  parabola,  es  una  cuerda  focal.  De- 
muestre  que  las  tangentes  a  una  parabola  en  los  puntos  extremos  de 
cualquier  cuerda  focal  se  cortan  en  la  directriz. 


31.  Demuestre  que  las  tangentes  a  una  parabola  en  los  extremos 
de  cualquier  cuerda  focal  son  perpendiculares  entre  si  (vease  el  pro- 
blema  30). 

32.  Una  cuerda  de  una  parabola  que  es  perpendicular  al  eje  y  a  1 
unidad  del  vertice  tiene  longitud  de  1  unidad.  ^.Que  distancia  hay  del 
vertice  al  foco? 

33.  Demuestre  que  el  vertice  es  el  punto  de  una  parabola  mas 
cercano  al  foco. 

34.  Un  asteroide  del  espacio  exterior  es  observado  desde  la 
Tierra  y  sigue  una  trayectoria  parabolica  con  la  Tierra  en  el  foco. 
Cuando  la  linea  de  la  Tierra  al  asteroide  hace  primero  un  angulo  de 
90°  con  el  eje  de  la  parabola,  se  calcula  que  el  asteroide  se  encuentra 
a  40  millones  de  millas.  <,Que  tanto  se  acercara  el  asteroide  a  la  Tierra 
(vease  el  problema  33)?  Considere  a  la  Tierra  como  un  punto. 

GO  35.  Resuelva  el  problema  34  suponiendo  que  el  angulo  mide  75° 
en  vez  de  90°. 

36.  Los  cables  de  la  parte  central  de  un  puente  colgante  tienen  la 
forma  de  una  parabola  (vease  el  problema  41).  Si  las  torres  estan  se- 
paradas  por  una  distancia  de  800  metros  y  los  cables  estan  unidos  a 
estas  en  puntos  que  est5n  a  400  metros  por  arriba  del  suelo  del  puen¬ 
te,  ^cual  es  la  longitud  del  poste  vertical  que  esta  a  100  metros  de  la 
torre?  Suponga  que  el  cable  toca  la  parte  inferior  del  puente  en  el 
punto  medio  de  este  (figura  10). 


. 

’ 

poste  / 

\ 

1  v... 

Figura  10 


37.  La  cuerda  focal  perpendicular  al  eje  de  una  parabola  se 
denomina  lado  recto.  Para  la  parabola  y2  =  4p*  en  la  figura  11,  sea  F 
el  foco.  R  cualquier  punto  sobre  la  parabola  a  la  izquierda  del  lado 
recto  y  G  la  intersection  del  lado  recto  con  la  recta  que  pasa  por  R  y 
que  es  paralela  al  eje.  Determine  I FR I  +  I RG I  y  observe  que  esta 
suma  es  constante 
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38.  Para  la  parabola  y 2  =  Apx  de  la  figura  12,  P  es  cualquiera  de 
sus  puntos,  excepto  el  vertice;  PB  es  la  recta  normal  en  P;  PA  es 
perpendicular  al  eje  de  la  parabola,  y  Ay  B  estan  sobre  el  eje.  Deter¬ 
mine  \AB\  y  observe  que  esto  es  constante. 

39.  Demuestre  que  la  cuerda  focal  de  la  parabola  y2  =  Apx  con 
puntos  extremos  (jq.yi)  y  ( x2,y2 )  tiene  longitud  X\  +  x2  +  2 p.  Use  es¬ 
to  para  el  caso  particular  del  calculo  de  la  longitud  L  del  lado  recto. 

40.  Demuestre  que  el  conjunto  de  puntos  equidistantes  a  una 
circunferencia  y  a  una  recta  fuera  de  la  circunferencia  es  una  parabola. 

US  41.  Considere  la  plataforma  de  un  puente  con  un  peso  de  S  li¬ 
bras  por  pie  lineal,  sostenida  por  un  cable,  que  suponemos  de  peso 
despreciable  en  comparacion  con  la  plataforma.  La  seccion  de  cable 
OP  desde  el  punto  mas  bajo  (el  origen)  y  el  punto  general  P(x ,  y) 
aparecen  en  la  figura  13. 

Las  fuerzas  que  actuan  en  esta  seccion  del  cable  son 
H  =  tension  horizontal  que  jala  en  O 
T  =  tension  tangente  en  P 
W  =  Sx  =  peso  de  x  pies  de  la  plataforma 


Para  lograr  el  equilibrio,  los  componentes  horizontal  y  vertical  de  T 
deben  equilibrarse  con  H  y  W,  respectivamente.  Asf, 

T  sen  <f>  Sx 

tan  <j> 


T  cos  4> 


H 


Es  decir, 


dy  _  Sx 

~Lx  ~  77’ 


y(  o)  =  o 


Resuelva  esta  ecuacion  diferencial  para  demostrar  que  el  cable  cuel- 
ga  con  la  forma  de  una  parabola.  (Compare  este  resultado  con  el  de 
un  cable  suspendido,  sin  carga,  del  problema  53  de  la  seccion  6,9.) 


punto  medio  de  [c,  b\.  Sea  7j  el  triangulo  con  vertices  sobre  la  para¬ 
bola  ena,cyb,y  sea  T2  la  union  de  los  dos  triangulos  con  vertices  en 
la  parabola  en  a,  d,  c  y  c,  e,  b,  respectivamente  (figura  14).  Continue 
construyendo  triangulos  de  esta  manera  y  obtenga  Tj,  7’4. . . . 


(a)  Demuestre  que  A(T\)  =  (b  —  a)3/8. 

(b)  Demuestre  que  A (T2)  =  A(7j)/4. 

(c)  Sea  S  el  segmento  parabolico  determinado  por  la  cuerda  PQ. 
Demuestre  que  el  area  de  S  satisface 


A(S)  =  A(T i)  +  A(T2)  +  A{T3)  +  •••  =  \a{T,) 

Este  es  un  famoso  resultado  de  Arqm'medes,  quien  lo  obtuvo  sin 
coordenadas. 

(d)  Use  estos  resultados  para  demostrar  que  el  area  bajo  y  =  x2  en- 
tre  a  y  b  es  b3/ 3  -  a3/ 3. 

|CAS]  43.  Ilustre  los  problemas  30  y  31  para  la  parabola  y  =  \x2  +  2 
graficando  (en  la  misma  ventana  de  graficacidn)  la  parabola,  su  di- 
rectriz,  su  cuerda  focal  paralela  al  eje  x  y  las  rectas  tangentes  en  los 
extremos  de  la  cuerda  focal. 

[C^S]  44.  En  el  problema  60  de  la  seccion  6.9,  se  le  pidio  determinar  la 
ecuacion  del  Arco  Gateway  en  San  Luis.  Missouri. 

(a)  Determine  la  ecuacion  de  una  parabola  con  las  propiedades  de 
que  su  vertice  este  en  (0, 630)  e  intersecte  al  eje  x  en  ±315. 

(b)  En  la  misma  ventana  de  graficacion  trace  la  catenaria  que  es  el 
Arco  Gateway  y  la  parabola  que  determino  en  la  parte  (a). 

(c)  Aproxime  (al  pie  mas  cercano)  la  mayor  distancia  vertical  entre 
la  catenaria  y  la  parabola. 


IME3  42.  Considere  la  parabola  y  =  x2  en  el  intervalo  [a,  b]  y  sean 
c  =  (a  +  b)/2  el  punto  medio  de  [a,  b],d  el  punto  medio  de  [a,  c],y  e  el 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  e  <  1;  e  =  1;  e  >  1 
2.  y2  =  Apx  3.  (0, 1);  y  =  —  1  4.  paralela  al  eje. 


10.2 

Elipses  e  hiperbolas 


Recuerde  que  la  conica  determinada  mediante  la  condition  I  PF\  =  e\  PL  I  es  una  elipse  si 
0  <  e  <  1  y  una  hiperbola  si  e  >  1  (vease  la  introduction  a  la  seccion  10.1 ).  En  cualquier 
caso,  la  conica  tiene  dos  vertices,  que  llamamos  A'  y  A.  El  punto  del  eje  mayor  a  la 
mitad  de  la  distancia  entre  A'  y  A  es  el  centro  de  la  conica.  Las  elipses  y  las  hiperbolas 
son  simetricas  respecto  a  sus  centros  (como  demostraremos  en  breve)  y,  por  tanto,  se 
llaman  conicas  centrales. 

Para  deducir  la  ecuacion  de  una  conica  central,  colocamos  el  eje  x  a  lo  largo  del  eje 
mayor,  con  el  origen  en  el  centro.  Podemos  suponer  que  el  foco  es  F(c,  0),  que  la  di- 
rectriz  es  x  =  k  y  los  vertices  son  A'(—  a,  0)  y  A(a,  0),  con  c,  k  y  a  positivos.  Es  claro 
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x  =  k 


0  F(c,0)A(a,0) 


i 

:  a  k 

X  - 

-  k 

i 

o 

A  (a,  0)  F  (c,  0) 

k 

a  c 

Figura  1 


que  A  debe  estar  entre  P  y  la  recta  x  =  k.  Las  dos  disposiciones  posibles  aparecen  en 
la  figura  1.  En  el  primer  caso,  la  condicion  I  PEI  =  el  PL  I  aplicada  al  punto  P  =  A 
intplica 

(1)  a  —  c  =  e(k  —  a)  =  ek  —  ea 

En  el  segundo  caso,  la  condicion  I PPI  =  el  PL  I  aplicada  al  punto  P  =  A  implica 

c  —  a  =  e(a  —  k)  =  ea  —  ek 

que,  al  ser  multiplicados  ambos  lados  por  —  1,  se  ve  que  es  equivalente  a  (1).  Luego  se 
aplica  la  relation  I  PPI  =  el  PL  I  a  los  puntos  A'(—  a,  0)  y  F'(—c ,  0)  y  a  la  recta  x  =  —k. 
Esto  conduce  a 

(2)  a  +  c  =  e(k  +  a)  —  ek  +  ea 


Al  despejar  c  y  k  en  las  ecuaciones  (1 )  y  (2),  obtenemos 


c  =  ea  y  k  —  — 
e 


Si  0  <  e  <  1,  entonces  c  =  ea<ayk  =  a/e  >  a.  Asi  que  para  el  caso  de  una  elipse,  el 
foco  Pesta  a  la  izquierda  del  vertice  A  y  la  directriz  x  =  k  se  encuentra  a  la  derecha  de  A. 
Por  otra  parte,  si  e  >  1,  entonces  c  =  ea>  ay  k  =  a/e  <  a.  Para  el  caso  de  una  hiperbola, 
la  directriz  x  =  k  se  encuentra  a  la  izquierda  de  A,  y  el  foco  P  a  la  derecha  de  A.  Las 
dos  situaciones  se  muestran  en  las  figuras  2  y  3. 


\ 

_ Fiv _ 1 

{ y 

1  F(c,  0) 

* 

K 

\ 

X- 

Hiperbola  (e  >1) 


Figura  2 


Figura  3 


Ahora,  sea  P(x,  y)  cualquier  punto  en  la  elipse  (o  hiperbola).  Entonces,  L(a/e,  y) 
es  su  proyeccion  sobre  la  directriz  (vease  la  figura  4  para  el  caso  de  la  elipse).  La 
condicion  I  PPI  =  el  PL  I  se  convierte  en 

V(x  -  ae) 2  +  y2  = 

Al  elevar  al  cuadrado  ambos  lados  y  agrupar  terminos,  obtenemos  la  ecuacion  equiva¬ 
lente. 

x2  —  2aex  +  a2e 2  +  y2  =  e2^.r2  —  ^ x  + 


o 


o 


(1  -  e2)*"  +  y2  =  a2(  1  -  e2) 


y2  _ 

a 2  a2(l  —  ez) 


Como  esta  ultima  ecuacion  solo  contiene  potencias  pares  de  x  y  y,  corresponde  a 
una  curva  simetrica  respecto  de  los  dos  ejes  y  del  origen.  Ademas,  debido  a  esta  simetria, 
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debe  haber  un  segundo  foco  en  (—  ae,  0)  y  una  segunda  directriz  en  x  =  —a/e.  El  eje 
que  contiene  los  dos  vertices  (y  los  dos  focos)  es  el  eje  mayor,  y  el  eje  perpendicular 
a  el  (que  pasa  por  el  centre)  es  el  eje  menor. 

Ecuacion  canonica  de  la  elipse  Para  la  elipse,  0  <  e  <  1,  de  modo  que  (1  -  e2) 
es  positivo.  Para  simplificar  la  notation,  sea  b  =  a\/ 1  —  e2.  Entonces,  la  ecuacion 
recien  deducida  toma  la  forma 


que  se  llama  la  ecuacion  canonica  de  una  elipse.  Como  c  =  ae,  los  numeros  a,  b  y  c  satis- 
facen  la  relation  pitagorica  a2  =  b2  +  c2.  En  la  figura  5,  el  triangulo  rectangulo  sombrea- 
do  exhibe  la  condition  a2  =  b2  +  c2.  Asf,  el  numero  2 a  es  el  diametro  mayor,  mientras 
que  2b  es  el  diametro  menor. 


^  .  f  _ 

a2  b2 

b2  +  c2  =  a 2 


c 


Figura  5 


c: 

e  cere  a  de  1 


e  cerca  de  0 

Figura  6 


Ahora  considere  el  efecto  de  cambiar  el  valor  de  e.  Si  e  esta  cerca  de  1  entonces 
b  =  aVT^  e 2  es  pequeno  con  respecto  de  a;  la  elipse  es  delgada  y  muy  excentrica. 
Por  otro  lado,  si  e  esta  cerca  de  0  (cerca  de  la  excentricidad  nula),  b  es  casi  tan  grande 
como  a;  la  elipse  es  gorda  y  bien  redondeada  (figura  6).  En  el  caso  lfmite  cuando  b  =  a, 
la  ecuacion  adquiere  la  forma 


que  es  equivalente  a  x2  +  y2  =  a2.  Esta  es  la  ecuacion  de  una  circunferencia  de  radio  a 
con  centra  en  el  origen. 


BT  EJEMPLO  1 


Bosqueje  la  grafica  de 


36 


, _ : 

i  y 

S'  x- 

{  1  1  1  1 

1  1  1  1  1  ''5  r 

villi 

-2  L,_ 

1  1  1  1  U  V 

-  1  2  3  4  x 

y  determine  sus  focos  y  excentricidad. 

SOLUCION  Como  a  =  6  y  b  =  2,  calculamos 

c  =  Vfl2  -  b2  =  V36  -  4  =  4V2 


5.66 


Figura  7 


Los  focos  estan  en  (±c,  0)  =  (±4\/2,  0).  y  e  =  c/a  ~  0.94.  La  grafica  se  bosqueja 
en  la  figura  7.  ■ 
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Figura  8 


A  las  elipses  bosquejadas  hasta  ahora  les  llamamos  elipses  horizontales,  porque  el 
eje  mayor  es  el  x.  Si  intercambiamos  los  papeles  de  x  y  y,  tenemos  la  ecuacion  de  una 
elipse  vertical: 


M  EJEMPLO  2 


Bosqueje  la  grafica  de 


16  25 


1 


y  determine  sus  focos  y  excentricidad. 

SOLUCION  El  cuadrado  mayor  esta  ahora  bajo  y2,  lo  cual  nos  dice  que  el  eje  mayor 
es  vertical.  Observando  que  a  =  5  y  b  —  4, concluimos  que  c  =  V25  —  16  =  3.  Asi, los 
focos  son  (0,  ±3)  ye  —  c/a  =  1  =  0.6  (figura  8).  ■ 


Ecuacion  canonica  de  la  hiperbola  Para  la  hiperbola,  e  >  1  y  en  conse- 
cuencia  e2  -  1  es  positivo.  Si  hacemos  b  =  aVr- 1,  entonces  la  ecuacion  x2/a1  + 
y2/{  1  —  e2)  a2  =  1,  que  dedujimos  antes,  adquiere  la  forma 


Esto  se  llama  la  ecuacion  canonica  de  una  hiperbola.  Como  c  =  ae,  ahora  obtenemos 
c2  =  a2  +  b2.  (Observe  como  difiere  esto  de  la  relacion  correspondiente  para  una  elipse). 
Para  interpretar  b,  observe  que  si  despejamos  y  en  terminos  de  x,  obtenemos 

y  =  ±—  V*2  -  a2 

a 

Para  x  grande,  Vjc 2  —  a2  se  comporta  como  x,  (es  decir,  ( Vx2  -  a2  —  x)  —*  0)  cuan- 
do  —*  oo;  vease  el  problema  70)  y  por  lo  tanto  y  se  comporta  como 

b  b 

y  =  —x  o  y  =  — x 
a  a 

Mas  precisamente,  la  grafica  de  la  hiperbola  dada  tiene  estas  dos  rectas  como  asfntotas. 

Los  hechos  importantes  para  la  hiperbola  se  resumen  en  la  figura  9.  Como  en  el 
caso  de  la  elipse,  existe  un  triangulo  rectangulo  importante  (sombreado  en  el  diagra- 
ma)  con  catetos  ay  b.  Este  triangulo  fundamental  determina  el  rectangulo  con  centro 
en  el  origen  que  tiene  lados  de  longitud  2 a  y  2b.  Las  diagonales  extendidas  de  este  rec¬ 
tangulo  son  las  asintotas  antes  mencionadas. 


Figura  9 
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Figura  10 


fB~EJEMPLO  3 


Bosqueje  la  grafica  de 


9  16 


=  1 


mostrando  las  asfntotas.  ^Cuales  son  las  ecuaciones  de  las  asfntotas?  ^Cuales  son  los 
focos? 


SOLUCION  Primero  determinamos  el  triangulo  fundamental;  tiene  como  cateto  ho¬ 
rizontal  3  y  como  cateto  vertical  4.  Despues  de  dibujarlo,  podemos  indicar  las  asintotas 

y  bosquejar  la  grafica  (figura  10).  Las  asfntotas  son  y  =  \x  y  y  —  —\x.  Como 
c  =  'S/a2  +  b2  =  V  9  +  16  =  5,  los  focos  estan  en  (±5,0).  ■ 

De  nuevo,  debemos  analizar  el  efecto  de  intercambiar  los  papeles  de  r  y  y.  La 
ecuacion  adquiere  la  forma 


Esta  es  la  ecuacion  de  una  hiperbola  vertical  (eje  mayor  vertical).  Sus  vertices  estan  en 
(0,  ±  a);  sus  focos  estan  en  (0,  ±  c). 

Para  la  elipse  y  la  hiperbola,  a  siempre  es  la  distancia  del  centra  a  un  vertice.  Para 
la  elipse,  a>  b;  para  la  hiperbola  no  hay  tal  requisito. 


M  ejemplo  4 


Determine  los  focos  de 


y  bosqueje  su  grafica. 


SOLUCION  Notamos  de  inmediato  que  6sta  es  una  hiperbola  vertical,  determinada 
por  el  hecho  de  que  el  signo  de  mas  se  asocia  al  termino  de  y2.  Asf  que,  a  =  3,  b  =  2,  y 
c  =  V9  +  4  =  Vb3  ~  3.61.  Los  focos  estan  en(o,  ±  Vb3)  (vease  la  figura  11).  IB 


EJEMPLO  5  De  acuerdo  con  Johannes  Kepler  (1571-1630),  los  planetas  giran 


alrededor  del  Sol  en  orbitas  elfpticas,  con  el  Sol  en  uno  de  sus  focos.  La  distancia 
maxima  de  laTierra  al  Sol  es  de  94.56  millones  de  millas  y  su  distancia  minima  es  91.45 
millones  de  millas.  ^Cual  es  la  excentricidad  de  la  orbita?  ^Cuales  son  los  diametros 
mayor  y  menor? 


SOLUCION  Usamos  la  notacion  en  la  figura  12  y  vemos  que 
a  +  c  —  94.56  a  —  c  =  91.45 


Al  despejar  ay  c  en  estas  ecuaciones,  obtenemos  a  =  93.01  y  c  =  1.56.  Asf, 


c  =  1,56 
a  ~  93.01 


0.017 


y  los  diametros  mayor  y  menor  (en  millones  de  millas)  son,  respectivamente, 


2 a  ^  186.02 


2b  =  2  Va 


185.99 


Propiedades  cordales  de  la  elipse  y  la  hiperbola  Hemos  elegido  definir 
las  secciones  conicas  en  terminos  de  la  condicion  I PF I  =  el  PL  I,  en  donde  la  figura  es 
una  elipse  si  0  <  e  <  1  y  una  hiperbola  si  e  >  1.  Este  enfoque  nos  permite  tratar  todas 
las  conicas  de  una  manera  unificada.  Muchos  autores  prefieren  definir  la  elipse  y  la 
hiperbola  mediante  las  siguientes  formas. 
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Elipse:  \PF'\+\PF\  =  2a 
Figura  13 


Hiperbola:  \\PF'\  -  IPFll  = 
Figura  14 


Una  elipse  es  el  conjunto  de  todos  los  puntos  en  el  piano,  tales  que  la  suma  de  sus 
distancias  a  dos  puntos  fijos  (los  focos)  es  una  constante  positiva  dada  2a.  Una  hiperbo¬ 
la  es  el  conjunto  de  puntos  en  el  piano  tales  que  la  diferencia  de  sus  distancias  a  dos 
puntos  fijos  (los  focos)  es  una  constante  positiva  dada,  2a.  (Aqui,  la  palabra  diferencia 
se  considera  como  la  distancia  mayor  menos  la  distancia  menor). 

Estas  definiciones  se  ilustran  en  la  figura  13  y  14.  Para  la  elipse,  imagine  una  cuerda 
de  longitud  2a  clavada  en  sus  dos  extremos.  Si  un  lapiz  estira  la  cuerda,  con  su  punta  en 
P,  entonces  se  puede  trazar  la  elipse  moviendo  el  lapiz,  manteniendo  tensa  la  cuerda. 
Estas  propiedades,  denominadas  propiedades  cordales,  deberian  ser  consecuencia  de 
nuestras  definiciones  con  excentricidad.  Ahora  las  deduciremos. 

Suponga  dadas  aye.  Sabemos  que  los  focos  tienen  coordenadas  (±ae,  0)  y  las  di¬ 
rectrices  tienen  ecuaciones  x  —  ±  a/e.  Estos  hechos  se  indican  en  la  figura  15. 


0  <<?<  1  £>>1 


Figura  15 


Si  consideramos  un  punto  arbitrario  P(x,  y)  sobre  la  elipse.  entonces,  de  la  condi¬ 
tion  I PF I  =  el  PL  I  aplicada  primero  al  foco  y  a  la  directriz  de  la  izquierda  y  luego  a  los 
correspondientes  de  la  derecha.obtenemos 

\PF'\  =  e^x  +  =  ex  +  a  \PF\  =  -  x^j  =  a  -  ex 


y  asf 


\PF'\  +  \PF\  =  2  a 


Ahora,  consideremos  la  hiperbola  con  P(x,  y)  en  su  rama  derecha,  como  se  muestra  en 
la  parte  derecha  de  la  figura  15.  Entonces 

\PF'\  —  H — ^  =  ex  +  a  lEEl  =  —  —  J  =  ex  —  a 

y  entonces  I  PF'  I  —  I  PEN  2a.  Si  P(x,  y)  hubiese  estado  en  la  rama  izquierda,  tendrfamos 
—2a  en  vez  de  2a.  En  cuatquier  caso. 


\\PF'\  -  |Pf||  =  2 a 


§([  EJEMPLO  6  |  Determine  la  ecuacion  del  conjunto  de  puntos  tales  que  la  suma 
de  sus  distancias  desde  (±3, 0)  es  igual  a  10. 


SO LU CION  Esta  es  una  elipse  horizontal  con  a 
y  la  ecuacion  es 


x2  y 2 

—  +  —  =  1 
25  16 


5yc  =  3.Asf,  b 


Va2  -  c2  =  4, 


Seccion  10.2  Elipses  e  hiperbolas  519 


HI  EJ  EMPLO  7  Determine  la  ecuacion  del  conjunto  de  puntos  tales  que  la  dife- 
rencia  de  sus  distancias  a  (0,  ±6)  es  igual  a  4. 

SOLUCION  Esta  es  una  hipdrbola  vertical  con  a  =  2  y  c  =  6.  Asf,  b  =  Vc2  —  a2  = 
V32  =  4V2,y  la  ecuacion  es 


32 


+ 


r 

4 


=  1 


g| 


Lentes 

Las  propiedades  opticas  de  las 
conicas  han  sido  utilizadas  en  la 
elaboration  de  lentes  durante  cien- 
tos  de  anos.  Una  innovation  reciente 
es  la  introduction  de  lentes  bifocales 
en  los  anteojos.  Comenzando  por  la 
parte  superior,  estas  lentes  se  pulen 
de  modo  que  la  excentricidad  varfe 
continuamente  de  c  <  1  a  e  =  1  a 
e  >  1,  produciendo  entonces  seccio- 
nes  transversales  horizontales  que 
van  de  elipses  a  parabolas  e  hiperbo¬ 
las,  de  modo  que  permitan  una 
vision  perfecta  de  los  objetos  a  cual- 
quier  distancia,  moviendo  en  forma 
adecuada  la  cabeza. 


Propiedades  opticas  Considere  dos  espejos,  uno  con  la  forma  de  una  elipse  y 
el  otro  con  la  forma  de  una  hiperbola.  Si  un  rayo  de  luz  que  emana  de  un  foco  toca  al  es- 
pejo,  se  reflejara  hacia  el  otro  foco  en  el  caso  de  la  elipse  y  se  alejara  del  otro  foco  en  el 
caso  de  la  hipdrbola.  Estos  hechos  aparecen  en  la  figura  16. 


Para  demostrar  estas  propiedades  opticas  (es  decir,  para  mostrar  que  a  =  ji  en  am- 
bas  partes  de  la  figura  16),  suponemos  que  las  curvas  estan  en  posicion  canonica,  de 
modo  que  sus  ecuaciones  son  x2/a2  +  y2/b2  =  1  y  x2/a2  —  y2/b2  =  1 ,  respectivamente. 
Para  la  elipse,  derivamos  de  manera  imph'cita  para  determinar  la  pendiente  de  la  recta 
tangente. 


2x  2 y/ 
a2  b 2 

y' 


o 


b2  x 
a2  y 


La  ecuacion  de  la  recta  tangente  en  (x0,yt])  es  m  =  -b2x{)/(a2y{)).  Por  lo  tanto,  la  ecuacion 
de  la  recta  tangente  se  puede  escribir  de  forma  sucesiva  como 


h  *o ,  V 

y  ~  Lo  =  ’ — T- _ 

a  % 

~  x0)  +  ^(y  -  y0)  =  0 
a  u 

Xpx  y0y  =  4  yl  _ 

fl2  b 2  a2  b2 

Para  calcular  tan  a  para  la  elipse,  recordamos  (problema  40  de  la  seccion  0.7)  una 
formula  para  la  tangente  del  angulo  medido  en  el  sentido  contrario  al  de  las  manecillas 
del  reloj  desde  una  recta  ^  a  otra  recta  £  en  terminos  de  sus  pendientes  respectivas 
wq  y  m: 

m  —  m j 

tan  a  = - 

1  +  mm  i 
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Ahora  nos  referimos  a  la  figura  16  y  sea  la  recta  FP  y  €  la  recta  tangente  en  P.  Entonces 

~b2x  o  _  y0  -  0 
a2y0  *o  ~  c 
-b2x 0V y0  -  0\ 
a2y0  J\x0  -  c) 

b2cx0  -  ( b2xl  +  a2yl )  b2cx0  -  a2b2 

(a2  -  b2)x0y0  -  a2cy0  c2x0y0  -  a2cy0 

b2(cx0  -  a2)  _  b 2 

cyo(c*o  “  fl2)  cyo 

El  mismo  calculo  con  c  reemplazado  por  —  c  da 


~b2x q(x0  -  c)  -  a2yl 
a2y0(x0  -  c)  -  b2x0y0 


tan(  — 0)  =  — — 

cyo 


Telescopio  de  reflexion 


Figura  17 


y  como  tan  /3  =  b2/cya.  Concluimos  que  tan  a  =  tan  /3,  y  en  consecuencia,  a  =  f3. 

Una  deduccion  similar  establece  el  resultado  correspondiente  para  la  hiperbola. 

Aplicaciones  La  propiedad  de  reflexion  de  la  elipse  es  la  base  del  efecto  de  la 
galena  de  murmullos  que  se  puede  observar,  por  ejemplo,  en  el  Capitolio  de  Estados 
Unidos,  el  Tabernaculo  de  los  Mormones  y  muchos  museos  de  ciencia.  Un  orador 
parado  en  un  foco  se  puede  escuchar  como  un  murmullo  para  otra  persona  en  el  otro 
foco,  aunque  su  voz  no  sea  audible  en  otras  partes  del  cuarto. 

Las  propiedades  opticas  de  la  parabola  y  la  hiperbola  se  combinan  en  el  diseno  de 
un  telescopio  de  reflexion  (figura  17).  Los  rayos  paralelos  de  una  estrelia  se  concentran 
finalmente  en  el  ocular  en  F'. 

La  propiedad  cordal  de  la  hiperbola  se  usa  en  navegacion.  En  el  mar,  un  barco 
puede  establecer  la  diferencia  2 a  en  su  distancia  a  dos  transmisores  fijos  midiendo  la 
diferencia  en  los  tiempos  de  recepcion  de  senales  de  radio  sincronizadas.  Esto  coloca 
su  trayectoria  en  una  hiperbola,  con  los  dos  transmisores  Fy  F'  como  focos  (vease  la  fi¬ 
gura  18).  Si  se  usa  otra  pareja  de  transmisores  G  y  G ',  el  barco  debe  estar  en  la  intersec- 
cion  de  las  dos  hiperbolas  correspondientes  (vease  la  figura  19).  LORAN  un  sistema 
de  navegacion  de  largo  alcance,  tiene  como  base  este  principio. 


Figura  18 


Figura  19 
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Revision  de  conceptos 

1.  La  ecuacion  canonica  de  la  elipse  horizontal  con  centro  en 

(0, 0)  es _ . 

2.  La  ecuacion  en  xy  de  la  elipse  vertical  con  centro  en  (0,  0) 

que  tiene  diametro  mayor  8  y  diametro  menor  6  es _ 


3.  Una  elipse  es  el  conjunto  de  puntos  P  que  satisfacen  I PF I  + 

I  PF'  I  =  2a,  donde  F  y  F'  son  puntos  fijos  llamados _ de  la 

elipse. 

4.  Un  rayo  que  emana  de  una  fuente  de  luz  en  el  foco  de  un  es- 

pejo  eliptico  se  reflejara _ ,  mientras  que  un  rayo  que  emana 

de  una  fuente  de  luz  en  el  foco  de  un  espejo  hiperbolico  se  reflejara 


Conjunto  de  problemas  10.2 


En  los  problemas  del  1  al  8  de  el  nombre  de  la  conica  (elipse  horizon¬ 
tal,  hiperbola  vertical  y  asi  sucesivamente)  correspondiente  a  la  ecua¬ 
cion  dada. 


7.  9x 2  +  4y2  =  9  8.  *2  -  4y2  =  4 

En  los  problemas  del  9  al  16  bosqueje  la  grafica  de  la  ecuacion  dada, 
indicando  sus  vertices,  sus  focos  y,  si  es  una  hiperbola,  sus  asmtotas. 


13.  16*2  +  4y2  =  32  14.  4*2  +  25y2  =  100 

15.  10x2  -  25y2  =  100  16.  x2  -  4y2  =  8 

En  los  problemas  del  17  al  30  determine  la  ecuacion  de  la  conica  cen¬ 
tral  dada. 

17.  Elipse  con  un  foco  en  (—3, 0)  y  un  vertice  en  (6, 0) 

18.  Elipse  con  un  foco  en  (6, 0)  y  excentricidad  3 

19.  Elipse  con  un  foco  en  (0,  -  5)  y  excentricidad  | 

20.  Elipse  con  un  foco  en  (0, 3)  y  diametro  menor  a  8 

21.  Elipse  con  un  vertice  en  (5, 0)  y  que  pase  por  (2, 3) 

22.  Hiperbola  con  un  foco  en  (5, 0)  y  un  vertice  en  (4, 0) 

23.  Hiperbola  con  un  vertice  en  (0,-4)  y  un  foco  en  (0,-5) 

24.  Hiperbola  con  un  vertice  en  (0,-3)  y  excentricidad  j 

25.  Hiperbola  con  asfntotas  2x  ±  Ay  =  0  y  un  vertice  en  (8, 0) 

26.  Hiperbola  vertical  con  excentricidad  V6/2  que  pasa  por  (2, 4) 

27.  Elipse  con  focos  (±2, 0)  y  directrices  x  =  ±8 

28.  Hiperbola  con  focos  (±  4, 0)  y  directrices  x  =  ±  1 

29.  Hiperbola  cuyas  asfntotas  son  x  ±2y  =  0  y  que  pasa  por  el 
punto  (4, 3) 

30.  Elipse  horizontal  que  pasa  por  (-5, 1)  y  (-4,  -2) 

En  los  problemas  del  31  al  34  determine  la  ecuacion  del  conjunto  de 
puntos  P  que  satisfacen  las  condiciones  dadas. 

31.  La  suma  de  las  distancias  de  P  a  (0,  ±9)  es  26. 


32.  La  suma  de  las  distancias  de  P  a  (±4, 0)  es  14. 

33.  La  diferencia  de  las  distancias  de  P  a  (±7, 0)  es  12. 

34.  La  diferencia  de  las  distancias  de  P  a  (0,  ±6)  es  10. 

En  los  problemas  del  35  al  42  determine  la  ecuacion  de  la  recta  tangeri- 
te  a  la  curva  dada  en  el  punto  indicado. 

35‘  §7 +  h =  1  en  (3’  ^ 

36-  § +  h =  1  en  (3V3’  ~2) 

37-  ^  +  \  =  len(3,-V6) 

38.  y  -  j  =  1  en  (V3,  V5) 

39.  x2  +  y2  =  169  en  (5,12) 

40.  x2  -  y2  =  -1  en  ( V2,  V5) 

41.  La  curva  del  problema  31  en  (0, 13) 

42.  La  curva  del  problema  32  en  (7, 0) 

43.  Una  entrada  con  forma  de  un  arco  eliptico  (una  semielipse) 
tiene  10  pies  de  ancho  y  4  pies  de  altura  en  el  centro.  Una  caja  de  2 
pies  de  alto  debe  pasar  por  la  entrada.  iQud  tan  ancha  puede  ser  la 
caja? 

44.  ^Que  tan  alto  es  el  arco  del  problema  43  a  una  distancia  de  2 
pies  a  la  derecha  del  centro? 

45.  ^Que  tan  largo  es  el  lado  recto  (cuerda  que  pasa  por  un  foco, 
perpendicular  al  eje  mayor)  para  la  elipse  xz/a2  +  y2/b2  =  1  ? 

46.  Determine  la  longitud  del  lado  recto  (vease  el  problema  45) 
de  la  hiperbola  x2/a 2  -yf/b2  =  1 . 

El  47.  El  cometa  Halley  tiene  una  orbita  elfptica  con  diametros 
mayor  y  menor  de  36.18  UA  y  9.12  UA,  respectivamente  (1  LJA  es 
1  unidad  astronomica,  la  distancia  media  de  la  Tierra  al  Sol). 
^Cual  es  su  distancia  minima  al  Sol  (suponiendo  que  el  Sol  esta 
en  un  foco)? 

E  48.  La  orbita  del  cometa  Kohoutek  es  una  elipse  con  excentrici¬ 
dad  e  =  0.999925  con  el  Sol  en  un  foco.  Si  su  distancia  minima  al  Sol 
es  de  0.13  UA,  ,;cual  es  su  distancia  maxima  al  Sol?  Vease  el  pro¬ 
blema  47. 

E  49.  En  1957,  Rusia  lanzo  el  Sputnik  I.  Su  orbita  elfptica  en  torno 
de  la  Tierra  alcanzo  sus  distancias  mdxima  y  minima  a  la  Tierra  de 
583  y  132  millas,  respectivamente.  Suponiendo  que  el  centro  de  la 
Tierra  es  un  foco  y  que  la  Tierra  es  una  esfera  con  4000  millas  de  ra¬ 
dio,  determine  la  excentricidad  de  la  orbita. 
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50.  La  orbita  del  planeta  Pluton  tiene  una  excentricidad  0.249. 
Lo  mas  cerca  del  Sol  que  Pluton  pasa  es  29.65  UA  y  lo  mas  lejos  es 
49.31  UA.  Determine  los  diametros  mayor  y  menor. 

51.  Si  dos  rectas  tangentes  a  la  elipse  9x2  +  4y2  =  36  intersecan  al 
eje  y  en  (0, 6),  determine  los  puntos  de  tangencia. 

52.  Si  las  rectas  tangentes  a  la  hiperbola  9x2  —  y2  =  36  intersecan 
al  eje  y  en  (0, 6)  determine  los  puntos  de  tangencia. 

53.  La  pendiente  de  la  tangente  a  la  hiperbola. 

lx2  -  7y2  -  35  =  0 
2 

en  dos  puntos  de  la  hiperbola  es  —  3.  ^Cuales  son  las  coordenadas  de 
los  puntos  de  tangencia? 

54.  Determine  las  ecuaciones  de  las  tangentes  a  la  elipse  x2  +  2 y2 
—  2  =  0  que  son  paralelas  a  la  recta. 

3jc  -  3V^y  -7  =  0 

55.  Determine  el  area  de  la  elipse  b2x2  +  a2y2  =  a2b2. 

56.  Determine  el  volumen  del  solido  obtenido  al  girar  la  elipse 
b2x2  +  a2y2  =  a2b2  en  torno  del  eje  y. 

57.  La  region  acotada  por  la  hiperbola 

bzx2  -  a2y2  =  a2b 2 

y  una  recta  vertical  que  pasa  por  un  foco  se  gira  en  torno  al  eje  x.  De¬ 
termine  el  volumen  del  solido  resultante. 

58.  Si  la  elipse  del  problema  56  se  gira  en  torno  al  eje  x.  Determi¬ 
ne  el  volumen  del  solido  resultante. 

59.  Determine  las  dimensiones  del  rectangulo  con  la  mayor  area 
posible  que  puede  inscribirse  en  la  elipse  b2x2  +  a2y2  =  a2b 2.  Suponga 
que  los  lados  del  rectangulo  son  paralelos  a  los  ejes  de  la  elipse. 

60.  Demuestre  que  el  punto  de  contacto  de  cualquier  tangente  a 
una  hiperbola  esta  a  la  mitad  de  la  distancia  entre  los  puntos  donde 
la  tangente  interseca  a  las  asintotas. 

61.  Determine  el  punto  del  primer  cuadrante  donde  las  hiperbo- 
las  25.r2  -  9y2  =  225  y  — 25.v2  +  18y2  =  450  se  intersecan. 

62.  Determine  los  puntos  de  interseccion  de  x2  +  4y2  =  20  y  x 
+  2  y  =  6. 

63.  Bosqueje  un  diseno  de  un  telescopio  de  reflexion  que  use 
una  parabola  y  una  elipse,  en  vez  de  una  parabola  y  una  hiperbola, 
como  se  describe  en  el  texto  y  se  muestra  en  la  figura  17. 

64.  Una  bola  colocada  en  un  foco  de  una  mesa  de  billar  eliptica 
se  golpea  con  una  fuerza  enorme,  de  modo  que  continua  rebotando 
en  las  orillas  de  manera  indefinida.  Describa  su  trayectoria.  Sugeren- 
cia:  haga  un  dibujo. 

65.  Si  la  bola  del  problema  64  esta  inicialmente  en  el  eje  mayor 
entre  un  foco  y  el  vertice  mas  cercano  a  este.  <,que  puede  decir  acer- 
ca  de  su  trayectoria? 

66.  Demuestre  que  una  elipse  y  una  hiperbola  con  los  mismos 
focos  se  intersecan  en  angulos  rectos.  Sugerencia:  trace  una  figura  y 
use  las  propiedades  opticas. 

67.  Describa  un  aparato  cordal  para  construir  una  hiperbola. 
(Hay  varias  posibilidades). 

68.  El  sonido  viaja  a  u  pies/segundo  y  una  bala  de  un  rifle  atiau 
pies/segundo.  El  sonido  del  disparo  de  un  rifle  y  el  impacto  de  la  bala 


en  el  bianco  se  escucharon  simultaneamente.  Si  el  rifle  estaba  en 
A(-c,0),el  bianco  en  B(c, 0)  y  la  persona  que  escucha  estaba  en  P(x,y), 
determine  la  ecuacion  de  la  curva  donde  esta  P  (en  terminos  de  u, 
v  y  c). 

69.  Tres  personas  situadas  en  A(-8, 0).  B(8, 0)  y  C(8, 10)  regis- 
traron  los  instantes  exactos  en  que  escucharon  una  explosion.  Si  B 
y  C  escucharon  la  explosion  al  mismo  tiempo  y  A  la  escucho  12 
segundos  despues,  ^donde  ocurrio  la  explosion?  Suponga  que  las 
distancias  estan  dadas  en  kilometros  y  que  el  sonido  viaja  a  j  kilo- 
metro/segundo. 

70.  Demuestre  que  ( V x2  —  a 2  —  x)  — »  0  cuando  ,v  — *  oo.  Suge¬ 
rencia:  racionalice  el  numerador. 

71.  Para  una  elipse,  sean  p  y  q  las  distancias  de  un  foco  a  los  dos 
vertices.  Demuestre  que  b  =  Vpg,  donde  2b  es  el  diametro  menor. 

72.  La  rueda  de  la  figura  20  gira  a  1  radian/segundo,  de  modo 
que  Q  tiene  coordenadas  (a  cos  t,a  sen  t).  Determine  las  coordenadas 
(x,y)  de  R  en  el  instante  t  y  muestre  que  recorre  una  trayectoria  ellp- 
tica.  Nota:  PQR  es  un  triangulo  rectangulo  cuando  P¥=  R  y  R  #  Q. 


v 


Figura  20 


73.  Sea  P  un  punto  en  una  escalera  de  longitud  a  +  b,  donde  P  es¬ 
ta  a  a  unidades  del  extremo  superior.  Conforme  la  escalera  se  desliza 
con  su  extremo  superior  en  el  eje  y  y  su  extremo  inferior  en  el  eje  x, 
P  describe  una  curva.  Determine  la  ecuacion  de  esta  curva. 

74.  Muestre  que  una  recta  que  pasa  por  un  foco  de  una  hiperbo¬ 
la  y  perpendicular  a  una  aslntota,  interseca  esa  asfntota  en  la  directriz 
mas  cercana  al  foco. 

75.  Si  dos  hiperbolas,  una  horizontal  y  una  vertical,  tienen  las 
mismas  asintotas,  demuestre  que  sus  excentricidades  e  y  E  satisfacen 
e-2  +  E~2  =  1. 

76.  Sea  C  la  curva  de  interseccion  de  un  cilindro  circular  recto  y 
un  piano  que  forma  un  angulo  4>  (0  <  <f>  <  tt/2)  con  el  eje  del  cilindro. 
Demuestre  que  C  es  una  elipse. 

EUd  LEXfy  77.  En  el  mismo  conjunto  de  ejes  trace  las  conicas 
y  =  ±(«.v2+  l)l/2  para-2<x<2  y  — 2<y<2,  usandoa  =  -2,-l,-0.5, 
-  0. 1 , 0, 0. 1 , 0.6, 1 .  Haga  una  conjetura  acerca  del  modo  en  que  la  for¬ 
ma  de  la  figura  depende  de  a. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  x2/a:  +  y2/b2  =  1 
2.  x2/9  +  y2/ 16  =  1  3.  focos  4.  al  otro  foco;  directamente 

alejandose  del  otro  foco 
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Traslacion  y  rotacion 
de  ejes 
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(x-2)2  +  0’-3)2  =  25 
o 

«2  +  V'2  =  25 


Hasta  ahora  hemos  colocado  las  conicas  en  un  sistema  de  coordenadas  de  un  modo 
muy  especial,  con  el  eje  mayor  a  lo  largo  de  uno  de  los  ejes  de  coordenadas  y  con  el  ver- 
tice  (en  el  caso  de  una  parabola)  o  el  centro  (en  el  caso  de  una  elipse  o  una  hiperbola) 
en  el  origen.  Ahora  colocaremos  nuestra  conica  en  una  position  mas  general,  aunque 
seguiremos  pidiendo  que  el  eje  mayor  sea  paralelo  a  uno  de  los  ejes  de  coordenadas. 
Eliminaremos  esta  restriction  mas  adelante  en  esta  seccion. 

El  caso  de  una  circunferencia  es  instructivo.  La  circunferencia  de  radio  5  con  cen¬ 
tro  en  (2, 3)  tiene  la  ecuacion 

( x  —  2)2  +  (y  —  3)2  =  25 
o  bien,  en  la  forma  desarrollada  equivalente, 

x2  +  y2  —  4x  —  6y  =  12 

La  misma  circunferencia  con  su  centro  en  el  origen  del  sistema  de  coordenadas  uv  (fi- 
gura  1)  tiene  la  sencilla  ecuacion 

u2  +  v2  =  25 

La  introduction  de  los  nuevos  ejes  no  cambia  la  forma  o  el  tamano  de  una  curva,  pero 
puede  simplificar  en  gran  medida  su  ecuacion.  Queremos  estudiar  esta  traslacion  de 
ejes  y  el  cambio  de  variable  correspondiente  en  una  ecuacion. 


Figura  1 


Figura  2 


Traslaciones  Si  se  eligen  nuevos  ejes  en  el  piano,  cada  punto  tendra  dos  conjuntos 
de  coordenadas:  las  coordenadas  (x, y)  con  respecto  de  los  ejes  anteriores  y  las  coorde¬ 
nadas  (w,  v)  con  respecto  de  los  nuevos  ejes.  Se  dice  que  las  coordenadas  originales 
sufren  una  transformation.  Si  los  nuevos  ejes  son  paralelos,  respectivamente,  a  los 
ejes  originales,  y  tienen  las  mismas  direcciones,  la  transformation  es  una  traslacion 
de  ejes. 

Con  base  en  la  figura  2,  es  facil  ver  como  estan  relacionadas  las  nuevas  coordena¬ 
das  («,  u)  con  las  anteriores  ( x ,  y).  Si  ( h ,  k )  son  las  coordenadas  anteriores  del  nuevo 
origen,  entonces 


o,  en  forma  equivalente. 


B  EJEMPLO  1  j  Determine  las  nuevas  coordenadas  de  P(—  6,  5)  despues  de  una 
traslacion  de  ejes  a  un  nuevo  origen  en  (2,-4). 

SOLUCION  Como  h  =  2y  k  =  -4,  tenemos  que 

u  =  x  —  h  =  —6  -  2  =  —8  v  =  y  —  k  =  5—  (-4)  =  9 
Las  nuevas  coordenadas  son  (—8, 9).  a 

gj EJEMPLO" 2  j  Dada  la  ecuacion  4x2  +  y2  +  4(k  -  2y  +  97  =  0,  determine  la  ecua¬ 
cion  de  su  grafica  despues  de  una  traslacion  con  el  nuevo  origen  (—5, 1). 

SOLUCION  En  la  ecuacion.  reemplazamos  x  por  u  +  h=u-5yy  por  v  +  k-v  +  1. 
Obtenemos 

4 (u  -  5)2  +  (v  +  l)2  +  40 (;<  -  5)  -  2(v  +  1)  +  97  =  0 
o 

4 u2  -  40 u  +  100  +  vz  +  2v  +  1  +  40«  -  200  -  2v  -  2  +  97  =  0 


4w2  +  v2  =  4 


Esto  se  simplifica  como 
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u1  +  —  =  1 

4 

lo  que  reconocemos  como  la  ecuacion  de  una  elipse.  ■ 

Completar  el  cuadrado  Dada  una  ecuacion  compleja  de  segundo  grado,  /como 
sabemos  cual  traslacion  la  simplificara  y  llevara  a  una  forma  reconocible?  Podemos 
completar  el  cuadrado  para  eliminar  los  terminos  de  primer  grado  de  cualquier  expre- 
sion  de  la  forma 

Ax2  +  Cy 2  +  Dx  +  Ey  +  F  =  0,  A  ^  0,  C  =+  0 

H  EJEMPLO  3  I  Haga  una  traslacion  que  elimine  los  terminos  de  primer  grado  de 
Ax2  +  9 y2  +  8x  -  90 y  +  193  =  0 
y  use  esta  informacion  para  bosquejar  la  grafica  de  la  ecuacion  dada. 


—  +  —  =  1 
9  4 


(*-l)2  (y-5)2_ 

9  4 


Figura  3 


SOLUCION  Recuerde  que  para  completar  el  cuadrado  de  x2  +  ax  debemos  agregar 
a2 /A  (el  cuadrado  de  la  mitad  del  coeficiente  de  x).  Usamos  esto  para  reescribir  la  ecua- 
cion  dada,  sumando  los  mismos  numeros  a  ambos  lados. 

A(x2  +  2x  )  +  9(y2  -  lOy  )  =  -193 

4(jc2  +  2x  +  1)  +  9(y2  -  lOy  +  25)  =  -193  +  4  +  225 

4(jc  +  l)2  +  9(y  -  5)2  =  36 

(x  +  l)2  ,  (y  -  5)2  ^ 


La  traslacion  u  =  x  +  1  y  v  =  y  -  5  transforma  esto  en 

u2  v 2 

7  +  7  =  1 

que  es  la  forma  canonica  de  una  elipse  horizontal.  La  grafica  aparece  en  la  figura  3.  ■ 


EJEMPLO  4 


Use  una  traslacion  para  simplificar 


y2  -  Ax  -  12 y  +  28  =  0 


Luego,  determine  la  conica  que  representa,  enumere  las  caracteristicas  importantes  de 
esta  conica  y  bosqueje  su  grafica. 


SOLUCION  Completamos  el  cuadrado. 

y2  -  12y  =  Ax  -  28 
y2  -  12y  +  36  =  4x  -  28  +  36 
(y  -  6)2  =  A(x  +  2) 

La  traslacion  u=x  +  2,v  =  y  —  6  transforma  esto  en  v2  =  4m, que  reconocemos  como  una 
parabola  horizontal  que  abre  hacia  la  derecha.  con  p  =  1  (figura  4).  ■ 


Ecuaciones  generales  de  segundo  grado  Ahora  plantearemos  una  pregunta 
importante.  /,  La  grafica  de  una  ecuacion  de  la  forma 

Ax2  +  Cy2  +  Dx  +  Ey  +  F  =  0 

es  siempre  una  conica?  La  respuesta  es  no,  a  menos  que  admitamos  ciertas  formas  lfmite. 
La  siguiente  tabla  indica  las  posibilidades,  con  una  ecuacion  muestra  para  cada  una. 

Asf,  las  graficas  de  la  ecuacion  cuadratica  general  anterior  caen  en  tres  categorias 
genericas,  aunque  dan  nueve  posibilidades  distintas,  incluyendo  formas  limite  (o  dege- 
neradas). 
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Conicas 


1.  (AC  =  0)  Parabola:  yl  =  4x 


x 2  y2 

2.  (AC  >  0)  Elipse:  —  +  ~  =  1 


x 2  y2 

3.  (AC  <  0)  Hiperbola:  — - —  =  1 


Formas  Hmite(o  degeneradas) 

Rectas  paralelas:  y2  =  4 
Una  sola  recta:  y2  =  0 
Conjunto  vacfo:  y2  =  -1 


Circunferencia:  x2  +  y2  =  4 

Un  punto:  2x2  +  y2  =  0 
Conjunto  vacfo:  2x2  +  y2  =  — 1 


Rectas  que  se  intersecan: 
x2  -  y2  =  0 


X 


Figura  5 


g|  EJEMPLO  5 


Use  una  traslacion  para  simplificar 


4x2  —  y2  -  8x  -  6y  -  5  =  0 


y  bosqueje  su  grafica. 

SOLUCION  Reescribimos  la  ecuacion  como  sigue: 

4(x2  —  2x  )  -  (y2  +  6y  )  =  5 
4(x2  -  2x  +  1)  -  (y2  +  6y  +  9)  =  5  +  4  -  9 
4(x  -  l)2  -  (y  +  3)2  =  0 


Sean  u  =  ;c-lyv  =  y  +  3,lo  que  produce 

4«2  -  v2  =  0 


(2  u  —  v)(2u  +  v)  =  0 

Esta  es  la  ecuacion  de  dos  rectas  que  se  cortan  (figura  5). 


EJEMPLO  6  j  Escriba  la  ecuacion  de  una  hiperbola  con  focos  en  (1, 1)  y  (1,11)  y 


vertices  en  (1, 3)  y  (1, 9). 


SOLUCION  El  centra  es  (1, 6),  a  la  mitad  de  la  distancia  entre  los  vertices  de  un  eje 

a2 

(y  -  6)2  (x  -  l)2 


mayor  vertical.  Asf,  a  =  3  y  c  =  5,  de  modo  que  b  =  x/c2  —  a2  =  4.  La  ecuacion  es 


16 


=  1 


La  ecuacion  general  de  una  seccion  conica  Considere  la  ecuacion 
Ax2  +  Cy2  +  Dx  +  Ey  +  F  =  0 

Si  tanto  A  como  C  son  cero,  tenemos  la  ecuacion  de  una  recta  (siempre  que,  por  su- 
puesto,  D  y  E  no  se  anulen  simultaneamente).  Si  al  menos  uno  de  los  valores  A  y  C  es 
distinto  de  cero,  podemos  aplicar  el  proceso  de  completar  el  cuadrado.  Obtenemos  una 
de  distintas  formas,  siendo  las  mas  tfpicas 


(1) 

(2) 

(3) 


(y  —  k)2  =  ±4  p(x  —  h) 
(x  -  hf  (y  -  kf 
a2  b2 

(x  -  hf  (y  -  k )2 
a2  b2 
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En  esta  forma,  estas  ya  se  pueden  reconocer  como  las  ecuaciones  de  una  parabola 
horizontal  con  vertice  en  ( h ,  k),  una  elipse  horizontal  (si  a2>  b 2)  con  centra  en  ( h ,  k )  y 
una  hiperbola  horizontal  con  centro  en  ( h ,  k ). 

En  todos  estos  casos  obtenemos  una  figura  cuyos  ejes  mayor  y  menor  son  parale- 
los  a  los  ejes  x  y  y.  Si  incluimos  el  termino  del  producto  cruzado,  Bxy ,  como  en 

Ax2  +  Bxy  +  Cx 2  +  Dx  +  Ey  +  F  =  0 

aun  obtenemos  una  section  conica  (o  alguna  forma  llmite),  pero  una  en  donde  los  ejes 
mayor  y  menor  son  paralelos  a  una  rotacion  de  los  ejes  x  y  y. 


Figura  6 


Rotaciones  Introducimos  una  nueva  pareja  de  ejes  de  coordenadas,  los  ejes  u  y  v, 
con  el  mismo  origen  que  los  ejes  x  y  y,  pero  girados  a  traves  de  un  angulo  0 ,  como  se 
muestra  en  la  figura  6.  Entonces,  un  punto  P  tiene  dos  conjuntos  de  coordenadas:  ( x,y ) 
y  (u,  v).  ^Cual  es  la  relation  entre  ellos? 

Si  r  denota  la  longitud  de  OP,  y  <fr  es  el  angulo  desde  el  eje  positivo  de  u  hasta  OP. 
Entonces  x,y,u  y  v  tienen  la  interpretation  geometrica  que  muestra  el  diagrama. 

Si  observamos  el  triangulo  rectangulo  OPM,  vemos  que 

cos(<£  +  6)  =  ^ 

de  modo  que 

x  =  r  cos (<f>  +  6)  =  r(cos  cos  0  —  sen  4>  sen  0) 

=  (r  cos  4>)  cos  0  —  (r  sen  4>)  sen  0 


A1  considerar  el  triangulo  OPN  se  muestra  que  u  =  r  cos  4>  y  v  =  r  sen  Por  lo  tanto, 


x  =  u  cos  0  -  v  sen  0 


Un  razonamiento  similar  conduce  a 


y  =  u  sen  0  +  v  cos  9 


Estas  formulas  determinan  una  transformation  llamada  rotacion  de  ejes. 


B  EJEMPLO  7  I  Determine  la  nueva  ecuacion  que  resulta  de  xy  =  1  despues  de  una 
rotacion  de  ejes  de  6  =  tt/ 4.  Bosqueje  la  grafica. 


2+! 

H 


4  It 


xy  =  1 


=  1 


SOLUCION  Las  sustituciones  pedidas  son 


7 T  77 

x  =  u  cos— —  v  sen— 

4  4 


V2 

2 

V2 


77  77 

y  =  u  sen—  +  i>cos—  =  „ 

7  4  4  2 


(w  -  v) 
(u  +  V ) 


La  ecuacion  xy  =  1  adquiere  la  forma 


que  se  simplifica  como 


V2  V2 

—  (U  -  v)—(u  +  V)  =  1 


2  2 

U  V  _ 

~2  ~  T  _ 


Reconocemos  esto  como  la  ecuacion  de  una  hiperbola,  con  a  =  b  =  V2.  Observe 
que  el  termino  de  producto  cruzado  ha  desaparecido  como  resultado  de  la  rotacion. 
La  election  del  angulo  0  =  ir/4  fue  la  correcta  para  lograr  que  esto  sucediera.  La  grafi¬ 
ca  aparece  en  la  figura  7.  ■ 


Figura  7 
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Determinat  ion  del  angulo  0  ^Como  sabemos  que  rotacion  hacer  para  elimi- 
nar  el  termino  de  producto  cruzado?  Considere  la  ecuacion 

Ax2  +  Bxy  +  Cy 2  +  Dx  +  Ey  +  F  =  0 

Si  hacemos  las  sustituciones 

x  =  u  cos  6  —  v  sen  9 
y  —  u  sen  8  +  v  cos  8 

esta  ecuacion  toma  la  forma 

au2  +  buv  +  cv2  +  du  +  ev  +  /  =  0 

donde  a,  b,c,d,ey  f  son  numeros  que  dependen  de  8.  Podriamos  hallar  las  expresiones 
de  todos  ellos,  pero  en  realidad  solo  nos  interesa  b.  A1  hacer  el  algebra  necesaria,  ve- 
mos  que 

b  =  B( cos2  0  —  sen2  8)  —  2 (A  —  C )  sen  0  cos  8 
=  B  cos  20  —  {A  —  C)  sen  28 
Para  hacer  que  b  =  0,  necesitamos  que 

B  cos  20  =  (A  —  C)  sen  26 


o 


Esta  formula  responde  nuestra  pregunta.  Para  eliminar  el  termino  del  producto 
cruzado,  elegimos  8  de  modo  que  satisfaga  esta  formula.  En  la  ecuacion  xy  =  1  del 
ejemplo  7,  A  =  0,  B  =  1  y  C  =  0,  de  modo  que  elegimos  8  tal  que  cot  20  =  0.  Un  angulo 
que  funciona  es  9  =  tt/4.  Tambien  podriamos  usar  0  =  3-7r/4  o  9  =  —  5ir/4,  pero  se  acos- 
tuinbra  elegir  un  angulo  en  el  primer  cuadrante,  es  decir,  elegimos  29  que  satisface  0  £ 
29  <  tt,  de  modo  que  0  <  8  <  tt/2. 


JJEJEMPLO  8  I  Haga  una  rotacion  de  ejes  para  eliminar  el  termino  de  producto 
cruzado  en 

4x2  +  2V3xy  +  2  y2  +  10V3*  +  lOy  =  5 
Luego  bosqueje  la  grafica. 

SOLUCION 


cot  26  = 


A  - C  4-2  1 


B  2V3  V3 
lo  cual  significa  que  29  =  tt/3  y  9  =  n/6.  Las  sustituciones  adecuadas  son 


V3  1  V3 u  -  v 


X  =  u- 


V  2 


1  V3  u  +  V3i 


y  =  u-  +  v- 
7  2  2 


Nuestra  ecuacion  se  transforma  primero  en 

\2 

+  2V3- 


(V3  u  —  n)2 


(V3t<  — 


+  2 


feLLM  +  iov^— — — 


^+10iLiLL_ 

2  2 
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y 


4.x 2  +  2\f2xy  +  2y2  +  10  \f5x  +  10y  =  5 
o(u±2f+  *=i 
5  25 


y  despues  de  simplificar,  en 

5  u2  +  v2  +  20m  =  5 

Para  escribir  esta  ecuacion  en  una  forma  reconocible,  completamos  el  cuadrado. 

5  (m2  +  4m  +  4)  +  v2  =  5  +  20 

(m  +  2)2  v2 

- - —  +  —  =1 

5  25 

Identificamos  la  ultima  ecuacion  como  la  de  una  elipse  vertical  con  centro  en  m  =  -2  y 
v  =  0  y  con  a  =  5  y  b  =  V5.  Esto  nos  permite  trazar  la  grafica  que  se  muestra  en  la  fi- 
gura  8.  Si  quisieramos  simplificar  aun  mas,  harfamos  la  traslacion  r  =  u  +  2,  s  =  v,  lo  cual 
produce  la  ecuacion  canonica  P/5  +  s2/ 25  =  1.  ■ 


Figura  8 


Revision  de  conceptos 

1.  La  forma  cuadratica  x2  +  ax  se  convierte  en  un  cuadrado  al 

sumar _ . 

2.  x2  +  6x  +  2 (y2  -  2 y)  =  3,  despues  de  completar  el  cuadrado,  es 

equivalente  a  (x  +  3)2  +  2(y  -  l)2  = _ ,  que  es  la  ecuacidn  de 

un(a) _ . 


3.  El  termino  de  producto  cruzado  (el  termino  xy)  se  puede  eli- 

minar  mediante  una  rotation  de  ejes  con  un  angulo  8  que  satisfaga 
cot  28  = _ . 

4.  Para  escribir  una  ecuacion  general  de  segundo  grado  en  for¬ 
ma  canonica,  primero  hacemos  una  _ de  ejes  y  luego  una 

_ _ de  ejes. 


Conjunto  de  problemas  10.3 

En  los  problemas  del  1  al  14  de  el  nombre  de  la  conica  o  forma  limite 
representada  por  la  ecuacion  dada.  Por  lo  general ,  debera  usar  el 
proceso  para  completar  el  cuadrado  (veanse  los  ejemplos  del  3  al  5). 

1.  x2  +  y2  ~  2x  +  2y  +  1  =  0 

2.  x2  +  y2  +  6x  -  2y  +  6  =  0 

3.  9x2  +  4 y2  +  72x  -  16y  +  124  =  0 

4.  16x2  -  9y2  +  192*  4-  90y  -  495  =  0 

5.  9x2  +  4y2  +  72*  -  16y  +  160  =  0 

6.  16*2  +  9y2  +  192*  +  90y  +  1000  =  0 

7.  y2  -  5*  -  4y  -  6  =  0 

8.  4*2  +  4y2  +  8*  -  28y  -  11  =  0 

9.  3*2  +  3y2  —  6*  +  12y  +  60  =  0 

10.  4*2  -  4y2  -  2*  +  2y  +  1  =  0 

11.  4*2  -  4y2  +  8*  +  12y  -  5  =  0 

12.  4*2  -  4y2  +  8*  +  12y  -  6  =  0 

13.  4*2  -  24*  +  36  =  0 

14.  4*2  -  24*  +  35  =  0 


En  los  problemas  del  15  al  28  bosqueje  la  grafica  de  ta  ecuacion  dada. 
(*  +  3)2  (  (y  +  2)2 


15. 


+ 


4  16 

16.  (*  +  3)2  +  (y  -  4)2 


=  1 

=  25 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


(*  +  3)2  _  (y  +  2)2  = 

4  16 

4(*  +  3)  =  (y  +  2)2 
(*  +  2)1  =  8 (y  -  1) 

(*  4-  2)2  =  4 

(. y  ~  i)2  =  16 

+  3)2  {y  -  2)2  = 

4  8 

*2  +  4y2  -  2*  +  16y  +  1  =  0 
25*2  +  9y2  +  150*  -  18y  +  9  =  0 
9*2  -  16y2  +  54*  +  64y  -  127  =  0 
x 2  -  4y2  -  14*  -  32y  -  11  =  0 
4*2  +  16*  —  16y  +  32  =  0 
x2  —  4*  +  8y  =  0 

Determine  el  foco  y  la  directriz  de  la  parabola 
2 y2  -  4y  -  10*  =  0 
Determine  la  distancia  entre  los  vertices  de 

-  9x2  +  18*  +  4y2  +  24y  =  9 
Determine  los  focos  de  la  elipse 

16(x  -  l)2  +  25(y  +  2)2  =  400 
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32.  Determine  el  foco  y  directriz  de  la  parabola 

x2  -  6x  +  4y  +  3  =  0 

En  los  problemas  del  33  al  42  determine  la  ecuacion  de  la  conica  dada. 

33.  Elipse  horizontal  con  centra  (5,  1),  diametro  mayor  10,  dia- 
metro  menor  8. 

34.  Hiperbola  con  centro  (2,  —1),  vertice  en  (4,  -1)  y  foco  en 
(5,-1). 

35.  Parabola  con  vertice  (2, 3)  y  foco  (2, 5). 

36.  Elipse  con  centro  (2, 3)  que  pasa  por  (6, 3)  y  (2, 5). 

37.  Hiperbola  con  vertices  en  (0, 0)  y  (0, 6)  y  un  foco  en  (0, 8) 

38.  Elipse  con  focos  en  (2, 0)  y  (2, 12)  y  un  vertice  en  (2, 14) 

39.  Parabola  con  foco  (2, 5)  y  directriz  x  =  10 

40.  Parabola  con  foco  (2, 5)  y  vertice  (2, 6) 

41.  Elipse  con  focos  (±2, 2)  que  pasa  por  el  origen 

42.  Hiperbola  con  focos  (0, 0)  y  (0, 4)  que  pasa  por  ( 1 2, 9). 

En  los  problemas  del  43  al  48  elimine  el  termino  del  producto  cruzado 
mediante  una  rotacion  adecuada  de  ejes  y  luego,  en  caso  necesario, 
traslade  los  ejes  (complete  los  cuadrados)  para  escribir  la  ecuacion  en 
forma  canonica.  Por  ultimo,  grafique  la  ecuacion  que  muestre  los  ejes 


girados 

43. 

x2  +  xy  +  y2  =  6 

44. 

3x2 

+  10xy  +  3y2 

+  10  =  0 

45. 

4x2 

+  xy  +  4y2  = 

56 

46. 

4  xy 

-  3y2  =  64 

47. 

-b 

c2  +  7 xy  -  \y2 

O 

II 

>. 

\D 

1 

* 

*> 

VC 

1 

48. 

i*2 

+  xy  +  \y2  + 

V2x  +  V2  y  =  13 

En  los ; 

problemas  del  49  al  52  siga  las  instrucciones  para  los  problemas 

del  43  al  48.  Despues  de  determinar  cot  26,  necesitara  utilizar  las  identi- 
dades  sen  6  =  ±  V(1  —  cos  26)/2  o  cos  9  —  ±  V(  1  +  cos  29)/ 2 
para  determinar  6. 

49.  4x2  -  3 xy  =  18 

50.  llx2  +  96 xy  +  39y2  +  240x  +  570v  +  875  =  0 

51.  34x2  +  24xy  +  41  y2  +  250 y  =  -325 

52.  16x2  +  24 xy  +  9 y2  -  20x  -  15y  -  150  =  0 

53.  Una  curva  C  pasa  por  los  tres  puntos  (—1.  2),  (0, 0)  y  (3,  6). 
Determine  una  ecuacion  para  C,  si  C  es 

(a)  una  parabola  vertical; 

(b)  una  parabola  horizontal; 

(c)  una  circunferencia. 

54.  Los  extremos  de  una  cuerda  elastica  con  un  nudo  en  K(x,y) 
se  unen  a  un  punto  fijo  A(a,  b)  y  un  punto  P  en  la  orilla  de  una  rueda 
de  radio  r  con  centro  en  (0, 0).  Al  girar  la  rueda,  K  describe  una  cur¬ 
va  C.  Determine  la  ecuacion  para  C.  Suponga  que  la  cuerda  perma- 
nece  tensa  y  se  estira  uniformemente  (es  decir,  a  =  \KP\/\AP\  es 
constante). 

55.  De  el  nombre  de  la  conica  yz  =  Lx  +  Kx2,  de  acuerdo  con  el 
valor  de  K,  y  luego  demuestre  que  en  cada  caso  1/2  es  la  longitud  del 
lado  recto  de  la  conica.  Suponga  que  L  +  0. 


56.  Demuestre  que  las  ecuaciones  de  la  parabola  y  la  hiperbo¬ 
la  con  vertice  (a,  0)  y  foco  (c,  0),  c  >  a  >  0,  se  pueden  escribir  como 
y2  =  4 (c  -  a)(x  -  a)  y  y2  =  (b2/a2)(x2  -  a2),  respectivamente.  Entonces 
use  estas  expresiones  para  y2  y  demuestre  que  la  parabola  siempre 
esta  "dentra”  de  la  rama  derecha  de  la  hiperbola. 

57.  La  grafica  de  x  cos  a  +  y  sen  a  =  d  es  una  recta.  Muestre  que 
la  distancia  perpendicular  del  origen  a  esta  recta  es  I  d  I,  haciendo  una 
rotacion  de  ejes  mediante  el  angulo  a. 

58.  Transforme  la  ecuacion  x1/2  +  y x/2  =  a1/2  mediante  una  rota¬ 
cion  de  ejes  de  45°  y  luego  eleve  al  cuadrado  dos  veces  para  eliminar 
los  radicales  sobre  las  variables.  Identifique  la  curva  correspon- 
diente. 

59.  Despeje  u  y  u  en  las  formulas  de  rotacion,  en  terminos  de  x  y 

y- 

60.  Utilice  los  resultados  del  problema  59  para  determinar  las 
coordenadas  uv  correspondientes  a  (x,  y)  =  (5,  —3)  despues  de  una 
rotacion  de  ejes  de  60°. 

61.  Determine  los  puntos  de  x2  +  1 4xy  +  49y2  =  1 00  mas  cercanos 
al  origen. 

62.  Recuerde  que  Ax2  +  Bxy  +  Cy 2  +  Dx  +  Ey  +  F=  0,  bajo  una 
rotacion  de  ejes,  se  transforma  en  au2  +  buv  +  cv2  +  du  +  ev  +/=  0. 
Determine  las  formulas  para  ay  cy  demuestre  que  a  +  c  =  A  +  C. 

63.  Demuestre  que  b2  -  4 ac  =  B2  -  4AC  (vease  el  problema  62). 

64.  Use  el  resultado  del  problema  63  para  convencerse  de  que  la 
grafica  de  una  ecuacion  general  de  segundo  grado  sera 

(a)  una  parabola  si  B2  -  4 AC  =  0, 

(b)  una  elipse  si  B 2  -  4 AC  <  0, 

(c)  una  hiperbola  si  B2  -  4AC>  0, 

o  formas  limite  de  las  conicas  anteriores. 

65.  Suponga  que  Ax2  +  Bxy  +  Cy2  =  1  se  transforma  en  au2  +  cv2 
=  1  mediante  una  rotacion  de  ejes,  y  que  A  =  4 AC  -  B2  4  0.  Use  los 
problemas  62  y  63  para  mostrar  que 

(a)  1/ac  =  4/A, 

(b)  1/a  +  1/c  =  4  (A  +  C)/A, 

(c)  1/a  y  1/c  son  los  dos  valores  de 


(2/A)(A  +  C  ±  V{A  -  C)2  +  B2) 

66.  Demuestre  que  si  A  +  C  y  A  =  4 AC  —  B 2  son  positivos,  enton¬ 
ces  la  grafica  de  Ax2  +  Bxy  +  Cy 2  =  1  es  una  elipse  (o  una  circunferen¬ 
cia)  con  area  2ir/vA.  (Recuerde  del  problema  55  de  la  seccion  10.2, 
que  el  area  de  la  elipse  x2/p2  +  y2/q2  =  1  es  rrpq). 

67.  ^.Para  que  valores  de  B  ocurre  que  la  grafica  de  x2  +  Bxy  +  y: 
=  1  es 

(a)  una  elipse? 

(b)  una  circunferencia? 

(c)  una  hiperbola? 

(d)  dos  rectas  paralelas? 

68.  Use  los  resultados  de  los  problemas  65  y  66  para  determinar 
la  distancia  entre  los  focos  y  el  area  de  la  elipse 

25x2  +  8xy  +  y2  =  1 

69.  Consulte  la  figura  6  y  demuestre  que  y  =  u  sen  9  +  v  cos  6. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  a2/ 4  2.  14;  elipse 
3.  (A  -  C)/B  4.  rotacion;  traslacion 


530  Capitulo  10  Conicas  y  coordenadas  polares 


10.4 

Representacion 
parametrica  de 
curvas  en  el  piano 


En  la  section  5.4  dimos  la  definition  general  de  una  curva  plana  en  relation  con  nuestra 
deduction  de  la  formula  para  la  longitud  de  arco.  Una  curva  plana  queda  determinada 
mediante  una  pareja  de  ecuaciones  parametricas 


x  =  f(t),  y  =  g(t),  /in/ 


No  simple,  ni  cerrada 


IS!'" 


...  -"’fin 


Simple,  pero  no  cerrada 


No  simple,  sf  cerrada 


Simple  y  cerrada 


r 

. f . j . 

-2 

o 

1 

0 

0  j  -3 

1 

3  !  — 2  | 

2 

8  j  -1  j 

-  3 

15  ■  0 

->+  3  . . . . 


'' ...  ’  x  =  I2  +  2t,  y  =  t  -  3 

-6+  -2«r=s3 


con  fy  g  continuas  en  el  intervalo  I.  Por  lo  general,  /es  un  intervalo  cerrado  [a,  b\.  Pien- 
se  en  t,  llamado  el  parametro,  como  una  medida  del  tiempo.  Cuando  /  avanza  de  a  a  b, 
el  punto  (x,  y)  describe  la  curva  en  el  piano  xy.  Cuando  I  es  el  intervalo  cerrado  [u,  b], 
los  puntos  P  =  (x(a),  y(a))  y  Q  =  (x(b),y{b))  son  los  puntos  extremos  initial  y  final.  Si  la 
curva  tiene  puntos  extremos  que  coincidan,  entonces  decimos  que  la  curva  es  cerrada. 
Si  valores  distintos  de  /  producen  puntos  distintos  en  el  piano  (excepto  posiblemente 
para  t  =  ay  t  =  b),  decimos  que  la  curva  es  una  curva  simple  (figura  1 ). La  pareja  de  rela- 
ciones  x  =f{t),  y  =  g(/),  junto  con  el  intervalo  I  se  llama  la  parametrizacion  de  la  curva. 

Elimination  del  parametro  Para  reconocer  una  curva  dada  por  ecuaciones  pa¬ 
rametricas,  serfa  deseable  eliminar  el  parametro.  A  veces  esto  se  puede  llevar  a  cabo 
despejando  /  en  una  ecuacion  y  sustituyendo  en  la  otra  (ejemplo  1).  Con  frecuencia 
usamos  una  identidad  conocida,  como  en  el  ejemplo  2. 

fif  ejemploT]  Elimine  el  parametro  en 

x  =  t2  +  2t,  y  =  t  -  3,  -2  <  /  <  3 

Despues  identifique  la  curva  correspondiente  y  bosqueje  su  grafica. 

SOLUCION  De  la  segunda  ecuacion,  t  =  y  +  3.  A1  sustituir  esta  expresion  para  /  en  la 
primera  ecuacion  tenemos 

jr  =  (y  +  3)2  +  2  (y  +  3)  =  y2  +  8y  +  15 
o 

x  +  1  =  (y  +  4)2 

Reconocemos  esto  como  una  parabola  con  vertice  en  (-1,-4)  y  que  abre  hacia  la  de- 
recha. 

A1  graficar  la  ecuacion  dada,  debemos  tener  cuidado  en  exhibir  unicamente  la  par¬ 
te  de  la  parabola  correspondiente  a  —2  £  /  £  3.  La  figura  2  muestra  una  tabla  de  valores 
y  la  grafica.  Las  flechas  indican  la  orientation  de  la  curva;  es  decir,  la  direction  cuando 
se  hace  crecer  a  /.  ■ 


U  EJEMPLO  2j  Demuestre  que 

x  =  a  cos  /,  y  =  b  sen  /, 
representa  la  elipse  que  se  muestra  en  la  figura  3. 


0  <  /  <  277 


Figura  2 


SOLUCION  Despejamos  cos  t  y  sen  /  en  las  ecuaciones,  elevamos  al  cuadrado  y  su- 
mamos 


.v 


a 


x~  a  cos  t ,  v  =  b  sen 
0  =£  t  =£  2k 

Elipse 


cos2 1  +  sen2  /  =  1 

1 

Una  rapida  verificacion  de  unos  cuantos  valores  de  t  nos  convencera  de  que  obtene- 
mos  toda  la  elipse.  En  particular,  /  =  0  y  /  =  277  dan  el  mismo  punto,  a  saber,  (a,  0). 

Si  a  =  b,  obtenemos  la  circunferencia  x2  +  y2  =  a2.  * 

Es  posible  que  distintas  parejas  de  ecuaciones  parametricas  den  la  misma  grafica. 
En  otras  palabras,  una  curva  dada  puede  tener  mas  de  una  parametrizacion. 


Figura  3 
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y 


Semicircunferencia 


(una  rama) 
Figura  5 


EJEMPLO  3  Demuestre  que  cada  una  de  las  siguientes  parejas  de  ecuaciones 


parametricas  tiene  la  misma  grafica,  a  saber,  la  semicircunferencia  que  se  muestra  en  la 
figura  4. 

(a)  x  =  Vl  -  t2,  y  =  t,  -1  <  t  <  1 


(b)  x  =  cos  t,  y 
t2 


77  77 

sen  r,  —  —  s  t  <  -~ 
2  2 


(c)  x  = 


1  -  t2 
1  +  t 2 


2 1 


1  +  t 


r,  -1  <  r 


SOLUCION  En  cada  caso,  descubrimos  que 

x2  +  y2  =  1 

Luego,  solo  es  cuestion  de  verificar  unos  cuantos  valores  de  t  para  garantizar  que  los  in¬ 
tervals  dados  para  t  producen  la  misma  seccion  de  la  circunferencia.  * 


EJEMPEO  4  Demuestre  que  cada  una  de  las  siguientes  parejas  de  ecuaciones 


parametricas  producen  una  rama  de  una  hiperbola.  En  ambos  casos  suponga  que  a  >  0 


y  b  >  0. 

77  77 

(a)  x  =  a  sec  t,  y  =  b  tan  t,  —  —  <  t  <  — 

(b)  x  =  a  cosh  t,  y  =  b  senh  r,  — oo  <  t  <  oo 


SOLUCION 

(a)  En  el  primer  caso. 


(b)  En  el  segundo  caso, 

(f)  "(f) 


A1  verificar  algunos  valores  de  t  se  muestra  que,  en  ambos  casos,  obtenemos  la  rama  de 
la  hiperbola  x2/a2  —  y2/b2  =  1  que  se  muestra  en  la  figura  5.  K 


En  el  ejemplo  4,  observe  que  en  la  parte  (a)  tenemos  una  curva  parametrica  defi- 
nida  en  el  intervalo  abierto  (—tt/2,  tt/2),  mientras  que  en  la  parte  (b)  tenemos  una  cur¬ 
va  definida  en  el  intervalo  infinito  (—  oo,  oo).  Como  la  curva  no  contiene  los  puntos 
extremos,  no  es  cerrada. 


La  cicloide  Una  cicloide  es  la  curva  descrita  por  un  punto  P  en  la  orilla  de  una  rue- 
da,  conforme  esta  rueda  a  lo  largo  de  una  llnea  recta  sin  resbalar  (figura  6).  La  ecua- 
cion  cartesiana  de  una  cicloide  es  algo  complicada,  pero  es  facil  encontrar  ecuaciones 
parametricas  sencillas,  como  se  muestra  en  el  siguiente  ejemplo. 


Figura  6 


532  Capitulo  10  Conicas  y  coordenadas  polares 


Figura  7 


Figura  8 


Cicloide 


Figura  9 


UJEJ EM P LO  5  |  Determine  las  ecuaciones  parametricas  para  la  cicloide. 

SOLUCION  Dejemos  que  la  rueda  gire  a  lo  largo  del  eje  x,  con  P  inicialmente  en  el 
origen.  Denote  el  centra  de  la  rueda  como  C,  y  sea  a  su  radio.  Elija  como  parametro  t  la 
medida  en  radianes  del  angulo  en  el  sentido  de  las  manecillas  del  reloj  con  el  que  el 
segmento  de  recta  CP  ha  girado  desde  su  position  vertical  cuando  P  estaba  en  el  ori¬ 
gen.  Todo  esto  se  muestra  en  la  figura  6. 

Como  |  ON  |  =  arc  PN  =  at, 

x  =  \OM\  —  |  ON  |  —  \MN\  =  at  —  a  sent  =  a(t  —  sent) 

y 

y  =  |  MP\  =  \NR\  =  |NC|  +  |C7?|  —  a  —  a  cost  =  a(  1  —  cost) 

Asi,  las  ecuaciones  parametricas  para  la  cicloide  son 

x  =  a(t  —  sent),  y  =  a(  1  —  cost),  t  >  0  ■ 

La  cicloide  tiene  varias  aplicaciones  interesantes,  en  particular  en  mecanica.  Es  la 
“curva  de  descenso  mas  rapido”.  Si  se  permite  que  una  particula,  sobre  la  cual  solo  actua 
la  gravedad,se  deslice  desde  un  punto  A  hasta  un  punto  B,  debajo  de  A  pero  que  no  es- 
te  sobre  la  misma  recta  vertical,  entonces  la  particula  completa  su  viaje  en  el  menor 
tiempo  cuando  la  curva  es  una  cicloide  invertida  (figura  7).  Por  supuesto,  la  distancia 
mas  corta  corresponde  al  segmento  de  linea  recta  AB,  pero  el  menor  tiempo  empleado 
es  cuando  la  trayectoria  se  da  a  lo  largo  de  una  cicloide;  esto  se  debe  a  que  la  acelera- 
cion  depende  de  la  inclination  del  descenso,  y  a  lo  largo  de  una  cicloide  la  particula  de- 
sarrolla  su  velocidad  mas  rapido  que  en  el  caso  de  una  linea  recta. 

Otra  propiedad  interesante  es  esta:  si  L  es  el  punto  mas  bajo  de  un  arco  de  una  ci¬ 
cloide  invertida,  el  tiempo  que  tarda  una  particula  P  en  deslizarse  por  la  cicloide  hasta 
L  es  el  mismo,  sin  importar  el  punto  P  en  el  arco  invertido  desde  donde  parta  la  particula; 
asi,  si  varias  particulas  Pu  P2  y  P2  se  encuentran  en  distintas  posiciones  sobre  la  cicloi¬ 
de  (figura  8)  y  comienzan  a  deslizarse  en  el  mismo  instante,  todas  llegaran  al  punto  mas 
bajo  L  en  el  mismo  tiempo. 

En  1673,  el  astronomo  holandes  Christian  Huygens  (1629-1695)  publico  una  des¬ 
cription  de  un  reloj  de  pendulo  ideal.  Debido  a  que  el  pendulo  oscila  entre  “mejillas” 
cicloidales,  la  trayectoria  del  pendulo  es  una  cicloide  (figura  9).  Esto  significa  que  el  pe- 
riodo  de  oscilacion  es  independiente  de  la  amplitud,  de  modo  que  el  periodo  no  cambia 
al  desenrollarse  la  cuerda  del  reloj. 

Calculo  para  curvas  definidas  en  forma  parametrica  Es  posible  determi- 
nar  la  pendiente  de  la  recta  tangente  a  una  curva  dada  en  forma  parametrica,  sin  eliminar 
primero  el  parametro?  La  respuesta  es  afirmativa,  de  acuerdo  con  el  siguiente  teorema. 


Teorema  A 


Sean  fy  g  continuamente  diferenciables,  con  f'(t)  &  0  en  a  <  t  <  f3.  Entonces  las  ecua¬ 
ciones  parametricas 

x  =  f(0,  y  =  g(t) 

definen  a  y  como  una  funcion  diferenciable  de  x  y 

dy  dy/dt 
dx  dx/dt 


Deinostracion  Como /'(/)  ^  0  para  a<t<f3,fes  estrictamente  monotona  y  por  lo 
tanto  tiene  una  inversa  diferenciable  (vease  el  teorema  de  la  funcion  inversa  (teore¬ 
ma  6.2B)).  Defina  Tcomo  F  =  g  °  f  1  de  modo  que 

y  =  8(  0  =  =  F(x)  =  F(f(t)) 

Entonces,  por  la  regia  de  la  cadena. 


dy_ 

dt 


=  F'(J(t))-f'(t) 


dy  dx 
dx  dt 
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Como  dx/dt  =£  0,  tenemos 


dy  dy/dt 
dx  dx/dt 


EJEMPLO  6  I  Determine  las  primeras  dos  derivadas  dy/dx  y  d~y/dx~  para  la 


funcion  determinada  mediante 


x  =  5  cos  t,  y  =  4  sen  t,  0  <  t  <  3 

y  evaluelas  en(=  tt/6  (vease  el  ejemplo  2). 

,  dy 

SOLUCION  Sea  y'  denotada  como  ,  - .  Entonces 

dx 

dy  dy/dt  4  cos  t  4 

—  =  ■  ■  7  ,■  =  — - =  --cotf 

dx  dx/dt  —5  sen  t  5 

d2y  dy'  dy'/dt  f  esc2 1  4  3 

dx2  dx  dx/dt  —5  sent  25 

En  t  =  tt/6, 

dy ;  _  — 4V3 
dx  5 


d^y  -4 


32 


dx2 


25  (8)  25 


El  primer  valor  es  la  pendiente  de  la  recta  tangente  a  la  elipse  x2/25  +  y1/ 16  =  1  en  el 
punto  (5A/3/2,  2).  Usted  puede  verificar  que  esto  es  cierto  mediante  una  derivation 
impli'cita.  ■ 

A  veces,  una  integral  definida  implica  dos  variables,  como  x  y  y,  en  el  integrando 
y  la  diferencial,  y  y  puede  estar  definida  como  una  funcion  de  x  mediante  ecuaciones 
que  den  aryyen  terminos  de  un  parametro  como  t.  En  tales  casos,  con  frecuencia 
es  conveniente  evaluar  la  integral  definida  expresando  el  integrando  y  la  diferencial 
en  terminos  de  tydt,y  ajustando  los  lfmites  de  integration  antes  de  integrar  respecto 
de  t. 


f  y  dx  y  (b)  J 


EJEMPLO  7  Evalue  (a)  /  y  dx  y  (b)  /  xy2  dx ,  donde  x  =  2t-lyy  =  tz  +  2 . 


SOLUCION  De x  =  2t -  1 , tenemos  dx  =  2 dt.  Cuando x  =  \,t=\  y  cuando x~3,t  =  2. 


lydx- 1 


(a)  ydx=  (t  +  2)2  dt  =  2 


+  2 1 


2  -  26 
Jt  "  3 


(b)  xy2  dx  =  jT  (2t  —  l)(f 2  +  2)z2  dt 


=  2  /  (2C  -  /4  +  8 12  -  4 12  +  8t  -  4)  dt  =  86 


M  EJEMPLO  8  Determine  el  area  A  debajo  de  un  arco  de  una  cicloide  (figura  10) 
y  la  longitud  L  de  este  arco. 

SOLUCION  Del  ejemplo  5,  sabemos  que  podemos  representar  un  arco  de  la  cicloide 
como 

x  =  a(t  —  sent),  y  =  a(l  —  cos f),  0  s  t  £  2-rr 
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Asi  que,  dx  =  a(  1  -  cos  t)dt.  Por  1o  tanto,  el  area  A  es 


Dos  pulgas  en  un  triciclo 

Dos  pulgas  discuten  acerca  de  cual 
de  ellas  tendra  el  viaje  mas  largo, 
cuando  Jenny  vaya  en  triciclo  de  su 
casa  al  parque.  La  pulga  A  viajara 
entre  los  rayos  de  la  rueda  frontal; 
la  pulga  B  viajara  entre  los  rayos  de 
una  de  las  ruedas  traseras,  Termine 
con  la  discusion  mostrando  que  sus 
trayectorias  tendran  la  misma  longi- 
tud.  El  ejemplo  8  le  ayudara. 


* 2ira 

A=  / 

Jo 

y  dx 

1 

p2lT 

=  a2 

/  (1  —  cos  r)(l  —  cos  t)  dt 

Jo 

p2rr 

=  «2 

/  (1—2  cos  t  +  cos2  r)  dt 

Jo 

/*2  7T 

=  a2 

/  (1—2  cos  t  +  1  +  Icos  2 1)  dt 

Jo 

=  4 

\t  —  2  sen  t  +  ^sen  2f]^~  =  3tt a2 

Para  calcular  L,  recordamos  la  formula  para  la  longitud  de  arco  de  la  seccion  5.4; 


En  nuestro  caso,  esto  se  reduce  a 


m 


Revision  de  conceptos 

1.  Una  circunferencia  es  un  primer  ejemplo  de  una  curva  que 

es  tanto _ como  _ _ ;  una  figura  en  forma  de  ocho  es  un 

ejemplo  de  una  curva  cerrada  que  no  es _ . 

2.  A  las  dos  ecuaciones  x  =  f(t)  y  y  =  g  (t)  les  llamamos  una  re¬ 
presentation  _ de  una  curva,  y  a  t  se  le  denomina _ . 


3.  La  trayectoria  de  un  punto  en  el  borde  de  una  rueda  que  gi- 

ra  se  llama _ . 

4.  La  formula  para  dy/dx ,  dada  la  representacion  x  =  f(t)  y 

y  =  g(0< es  dy/dx  = _ . 


Conjunto  de  problemas  10.4 

En  cada  uno  de  los  problemas  del  1  al  20  se  da  una  representacion  pa- 
rametrica  de  una  curva. 

(a)  Grafique  la  curva. 

(b)  ^La  curva  es  cerrada?  £ Es  simple? 

(c)  Obtenga  la  ecuacion  cartesiana  de  la  curva  mediante  la  elimina¬ 
tion  del  parametro  (veanse  los  ejemplos  del  1  al  4). 

1.  x  -  3t,  y  =  2t;  ~oo  <  t  <  oo 

2.  x  =  2t,  y  =  3f;  —  oo  <  t  <  oo 

3.  x  =  3t  -  1,  y  =  t\  0  <  t  <  4 

4.  .r  =  4r  -  2,  y  =  2 1;  0<(<3 


5.  x  =  4  -  r,  y=Vt;0<t<4 

6.  x  =  t  —  3,  y  =  V2 1\  0£(S8 

7.  x  =  y  =  s\  1  £  j  <  10 

s 

8.  x  =  s,  y  =  -;  1  <  s  <  10 

s 

9.  x  =  r3  -  4f,  y  =  t2  -  4;  -3  <  t  <  3 

10.  x  =  r3  —  2 1,  y  =  t2  —  2f.  —  3  <  t  <  3 

11.  x  =  2 Vt  -  2,  y  =  3V4  -  t;  2  <  t  <  4 
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12.  x  =  3 Vr  -  3,  y  =  2V4  -  r;  3  £  t  £  4 

13.  x  =  2  sen  /,  y  =  3  cos  (;  0  <  (  s  2ir 

14.  x  =  3  sen  r,  y  =  -2  cos  r;  0  £  r  £  277 

15.  x  =  -2  sen  /,  y  =  —3  cos  r;  0  s  /•  <  4tt 

16.  x  =  2  cos2  r,  y  =  3  sen2  r;  0  £  r  £  277 

17.  x  =  9  sen2  6,  y  —  9  cos2  0;  0  £  0  £  77 

18.  x  =  9  cos2  0,  y  =  9  sen2  6;  0  £  0  £  7 r 

19.  x  =  cos  0,  y  =  -2  sen2  20;  -00  <  0  <  00 

20.  x  =  sen  0,  y  =  2  cos2  20;  —00  <  0  <  00 

£n  los  problemas  del  21  al  30  determine  dy/dx  y  d2y/dx 2  sin  eliminar 
el  parametro. 

21.  x  =  3t2,  y  =  4r3;  t  *  0 

22.  x  =  6s2,  y  =  —2s3;  .$  *  0 

23.  x  -  20 2,  y  =  V503;  0*0 

24.  x  =  V302,  y  =  -  V303;  0*0 

25.  x  =  1  —  cos  r,  y  =  1  +  sen  /;  f  *  mr 

26.  x  =  3  —  2  cos  f,  y  =  —1  +  5  sen  /;  t  *  n7r 

(2n  +  1)77 

27.  x  =  3  tan  /  -  1,  y  =  5  sec  f  +  2;  /  * - - - 


28.  x  =  cot  t  -2,  y  =  -2  esc  /  +  5;  0  <  /  <  77 


29.  x  = 

30.  x  = 


1 


1  +  /2 
2 


,y 


1 


1  +  t2'y  r(l  +  t2) 


r(l  -  t) 
2 


;  0  <  t  <  1 
;/  *  0 


£m  /os  problemas  del  31  al  34  determine  la  ecuacion  de  la  recta  tangen- 
te  a  la  curva  dada  en  el  valor  dado  de  t,  sin  eliminar  el  parametro.  Ha- 
ga  un  bosquejo. 

31.  x  =  /2,  y  =  /3;  r  =  2 

32.  x  =  3 1,  y  —  8 t3;  t  =  —  \ 

33.  x  =  2  sec  t,  y  —  2  tan  f.t  =  —  — 

6 

34.  x  =  2c',  y  =  \e~’\  t  =  0 


En  los  problemas  del  35  al  46  determine  la  longitud  de  la  curva  para¬ 
metrica  deftnida  sobre  el  intervalo  dado. 

35.  x  =  2t  -  1,  y  =  3t  -  4;  0  £  /  £  3 

36.  x  =  2  —  t,  y  =  2/  —  3;  -3  £  /  £  3 

37.  x  =  t  ,  y  =  t3/1;  0  £  t  £  3 

38.  x  =  2  sen  t,  y  =  2  cos  /;  0  £  /  £  77 

39.  x  =  3/2,  y  =  r3;  0  £  t  £  2 

1  7 

40.  x  =  t  +  -,  y  =  In  r;  1  £  t  £  4 

t  ’ 

41.  x  =  2e',  y  =  3e3'/2;  In  3  £  /  £  2  In  3 

42.  x  =  Vl  -  /2,  y  =  l-f;0£f£7 

4 

.  ,  1  1 

43.  x  =  4  Vr,  y  =  r2  +  — ;-£/£l 

7  2/4 

44.  x  =  tanh  /,  y  =  ln(cosh2  /);  —  3  £  /  £  3 


45.  x  =  cos  t,  y  =  ln(sec  /  +  tan  /)  —  sen  /;  0  £  /  £  — 

77  77 

46.  x  =  sen  /  —  /  cos  f,  y  =  cos  /  +  /  sen  /;—£/£  — 

47.  Determine  la  longitud  de  la  curva  con  las  ecuaciones  para- 
metricas  dadas 

(a)  x  =  sen  0,  y  =  cos  0  para  0  £  0  £  277 

(b)  x  =  sen  30,  y  =  cos  30  para  0  £  0  £  277 

(c)  Explique  por  que  las  longitudes  en  las  partes  (a)  y  (b)  no  son 
iguales. 

Listed  puede  generar  superficies  girando  curvas  suaves,  dadas  en  for¬ 
ma  parametrica,  en  torno  de  un  eje  de  coordenadas.  Cuando  t  va  de  a 
a  b,  una  curva  suave  x  =  F(t)  y  y  —  G(t)  se  recorre  exactamente  una  vez. 
Al  girar  esta  curva  en  torno  del  eje  x  para  y  s  0,  se  obtiene  la  superfi- 
cie  de  revolucion  cuya  area  de  la  superficie  es 


Vease  la  seccion  5.4.  Los  problemas  del  48  al  54  se  relacionan  con  tales 
superficies. 

48.  Deduzca  una  formula  para  el  area  de  la  superficie  generada 
al  girar  la  curva  x  =  £(/),  y  =  G(t)  para  a  £  /  £  b  en  torno  del  eje  y  pa¬ 
ra  x  a  0  y  demuestre  que  el  resultado  esta  dado  por 


49.  Una  parametrizacion  de  una  circunferencia  de  radio  3,  con 
centro  en  (1,0)  en  el  piano  xy,  esta  dada  por  x  =  1  +  cos  /,  y  =  sen  /, 
para  0  £  ( £  2 7 r.  Determine  el  area  de  la  superficie  cuando  esta  curva 
se  hace  girar  alrededor  del  eje  y. 

50.  Determine  el  area  de  la  superficie  que  se  genera  al  hacer  gi¬ 
rar,  alrededor  del  eje  x,  la  curva  x  =  cos  /, y  =  3  +  sen  f,  para  0  £  /  £  2tt. 

51.  Determine  el  area  de  la  superficie  que  se  obtiene  al  hacer 
girar.  alrededor  del  eje  x,  la  curva  x  =  2  +  cos  /,  y  =  1  +  sen  /,  para 
0£/£277. 

52.  Determine  el  area  de  la  superficie  que  se  genera  al  hacer 
girar,  alrededor  del  eje  y,  la  curva  x  =  (2/3)/3^2,  y  =  2 V/,  para 
0  £  /  £  2V3 

53.  Determine  el  area  de  la  superficie  que  se  produce  al  hacer  gi¬ 
rar.  alrededor  del  eje  y,  la  curva  x  =  /  +  \/7,  y  =  i2/ 2  +  V7/, 
para  -V7  £  /  <  V 7 

54.  Determine  el  area  de  la  superficie  que  se  genera  al  hacer  gi¬ 
rar.  alrededor  del  eje  x,  la  curva  x  =  f/l  +  at,  y  =  t  +  a,  para 

-Va  £  /  £  Va. 

Evalue  las  integrales  en  los  problemas  55  y  56. 

55.  /  (x2  —  4y)  dx,  donde  x  =  t  +  L,y  =  t3 +  4. 

Jo 

/V5 

xy  dy,  donde  x  =  sec  /,  y  =  tan  t. 

57.  Determine  el  area  de  la  region  entre  la  curva  x  =  e  ,  y  -  e  '  y 
el  eje  x,  de  /  =  0  a  /  =  In  5.  Haga  un  bosquejo. 

58.  La  trayectoria  de  un  proyectil  lanzado  desde  el  nivel  del  suelo 
con  una  velocidad  de  v0  pies  por  segundo  y  un  angulo  a  con  respecto 
del  suelo,  esta  dada  por  las  ecuaciones  parametricas 

x  =  (w0cosa)Z,  y  =  -16/2  +  (wnsena)/ 

(a)  Demuestre  que  la  trayectoria  es  una  parabola. 
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(b)  Determine  el  tiempo  del  vuelo. 

(c)  Demuestre  que  el  rango  (distancia  horizontal  recorrida)  es 
(Vq/32)  sen  2a. 

(d)  Para  un  v0  dado,  ^que  valor  de  a  da  el  mayor  rango  posible? 

59.  Modifique  el  analisis  de  la  cicloide  en  el  texto  (y  el  diagrama 
anexo)  para  el  caso  en  que  el  punto  P  esta  a  b  <  a  unidades  del  cen¬ 
tra  de  la  rueda.  Demuestre  que  las  ecuaciones  parametricas  corres- 
pondientes  son 

x  =  at  —  b  sen  t ,  y  =  a  —  b  cos  t 

Bosqueje  la  grafica  de  estas  ecuaciones  (llamada  cicloide  reducida) 
cuando  a  =  8  y  b  =  4. 

60.  Siga  las  instrucciones  del  problema  59  para  el  caso  b  >  a  (una 
rueda  con  brida,  como  en  un  tren),  mostrando  que  obtiene  las  mis- 
mas  ecuaciones  parametricas.  Bosqueje  la  grafica  de  estas  ecuaciones 
(llamada  cicloide  prolata)  cuando  a  =  6  y  b  =  8. 

61.  Considere  un  cfrculo  de  radio  b  que  rueda,  sin  resbalar,  den- 
tro  de  un  cfrculo  fijo  de  radio  a,  a>  b.  Un  punto  P  sobre  el  cfrculo 
que  rueda  describe  una  curva  llamada  hipocicloide.  Determine  ecua¬ 
ciones  parametricas  para  la  hipocicloide.  Sugerencia:  coloque  el  ori- 
gen  O  de  las  coordenadas  cartesianas  en  el  centro  del  cfrculo  mayor 
fijo,  y  haga  que  el  punto  A(a,  O)  sea  una  posicion  del  punto  P.  Deno¬ 
te  como  B  el  punto  movil  de  tangencia  de  ambos  cfrculos,  y  sea  I  el 
parametro  dado  por  la  medida  en  radianes  del  angulo  AOB  (vease  la 
figura  11). 


Figura  1 1 


62.  Demuestre  que  si  b  =  a/4  en  el  problema  61,  las  ecuaciones 
parametricas  de  la  hipocicloide  se  pueden  simplificar  como 

x  =  a  cos3  r,  y  —  a  sen3 1 

Esto  se  llama  una  hipocicloide  de  cuatro  cuspides.  Bosquejela  con 
cuidado  y  demuestre  que  su  ecuacion  cartesiana  es  x2/3  +  y2/3  =  a2/3. 

63.  La  curva  descrita  por  un  punto  sobre  un  cfrculo  de  radio  b, 
cuando  este  rueda  sin  resbalar  sobre  la  parte  externa  de  un  cfrculo  fi¬ 
jo  de  radio  a,  es  una  epicicloide.  Demuestre  que  esta  tiene  ecuaciones 
parametricas 


.  ,.  a  +  b 

x  =  (a  +  b)  cos  t  -  b  cos — ; — t 

b 

/  L\  ,  a  +  b 

y  =  (a  +  b)  sen  t  —  b  sen — - — t 


(Vease  la  sugerencia  en  el  problema  61). 

64.  Si  b  =  a,  las  ecuaciones  en  el  problema  63  son 


x  =  2  a  cos  t  -  a  cos  It 
y  =  2a  sen  t  -  a  sen  It 


Determine  una  ecuacion  cartesiana  de  la  epicicloide  mediante  la  eli- 
minacion  del  parametro  t. 

65.  Si  b  =  a/3  en  el  problema  61,  obtenemos  una  hipocicloide  de 
tres  cuspides.  llamada  una  deltoide,  con  ecuaciones  parametricas 

x  =  ^^(2  cos  i  +  cos2l),  y  =  ^^(2  sent  —  sen  2t) 

Determine  la  longitud  de  la  deltoide. 

66.  Considere  la  elipse  x2/a2  +  y2/b2  =  1 . 

(a)  Demuestre  que  su  perfmetro  es 

P  —  4a  /  Vl  —  e2  cos2  t  dt, 

Jo 

donde  e  es  la  excentricidad. 

El  (b)  La  integral  de  la  parte  (a)  es  una  integral  eliptica.  Se  ha  estu- 
diado  con  amplitud  y  se  sabe  que  el  integrando  no  tiene  una 
antiderivada  elemental,  de  modo  que  debemos  recurrir  a  me- 
todos  de  aproximacidn  para  evaluar  a  P.  Haga  esto  cuando  a  =  I 
y  e  =  j  mediante  la  regia  parabolica  con  n  =  4.  (Su  respuesta 
debe  ser  parecida  a  2ir.  <’,Por  que?). 

ICASI  (c)  Repita  la  parte  (b)  usando  n  =  20. 

EMI  67.  La  curva  parametrica  dada  por  x  =  cos  aty  y  —  sen  bt  se  cono- 
ce  como  una  figura  de  Lissajous.  La  coordenada  x  oscila  a  veces  entre 
1  y  -1  cuando  t  va  de  0  a  2 ir,  mientras  que  la  coordenada  y  oscila  b 
veces  en  el  mismo  intervalo  para  t.  Este  comportamiento  se  repite  en 
cada  intervalo  de  longitud  In r.  El  movimiento  completo  ocurre  en  un 
cuadrado  unitario.  Grafique  las  siguientes  figuras  de  Lissajous  para 
un  rango  de  t  que  garantice  que  la  figura  resultante  sea  una  curva  ce- 
rrada.  En  cada  caso.  cuente  el  numero  de  veces  que  la  curva  toca  los 
hordes  horizontales  y  verticales  del  cuadrado  unitario. 

(a)  x  =  sen  f,  y  =  cos  t  (b)  x  =  sen  3t,  y  =  cos  5t 

(c)  .t  =  cos  5 1,  y  =  sen  15t  (d)  x  =  sen  2t,  y  =  cos  9 1 

EMI  68.  Trace  la  figura  de  Lissajous  definida  mediante  x  -  cos  2f,  y  = 
sen  7f,  0  £  t  £  2t r.  Explique  por  que  esta  es  una  curva  cerrada.  aunque 
su  grafica  no  parece  ser  cerrada. 

EM]  69.  Trace  las  figuras  de  Lissajous  para  las  siguientes  combina- 


ciones  de  a  y  b  para  ()£/£ 2 nr. 

(a)  a  =  l,b  =  2 

(b) 

a  =  4,  b  =  8 

O 

II 

w-T 

II 

<3 

'o 

(d) 

a  =  2,  b  =  3 

(e)  a  =  6,  b  =  9 

(f) 

a  =  12,6  =  18 

EM  70.  Utilice  los  resultados  de  los  problemas  del  67  al  69  (y  si  es 
necesario  alguno  mas)  para  explicar  como  y  en  cuantas  ocasiones  la 
curva  toca  los  lados  o  esquinas  del  cuadrado  para  0  s  t  <  2m  relaciona- 
do  con  la  razon  a/b.  Sugerencia:  si  una  curva  toca  a  una  esquina  de  un 
cuadrado,  cuenta  como  la  mitad  de  un  contacto. 

ICM  71.  Grafique  las  siguientes  curvas  parametricas.  En  cada  caso, 
describa  con  palabras  la  forma  en  que  se  mueve  el  punto  sobre  la 
curva, 

(a)  x  =  cos (t2  —  t),y  —  sen(t2  —  t ) 

(b)  x  =  cos(2 12  +  3t  +  1),  y  =  sen(2 12  +  31  +  1) 

(c)  x  —  cos(— 2  In  f),  y  =  sen(— 2  In  t) 

(d)  x  =  cos(sen  f),  y  =  sen(sen  t) 

lCASl  72.  Con  un  sistema  de  algebra  por  computadora  trace  las  siguien¬ 
tes  curvas  parametricas  para  0sts2.  Describa  la  forma  de  la  curva 
en  cada  caso  y  las  similitudes  y  diferencias  entre  todas  las  curvas. 
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(a)  x  =  t,y  =  t2 
(c)  x  =  -r4,  y  = 


-r 


[CAS]  [EXPL]  73,  Trace  la  grafica  de 
ma  61) 


(b)  x  =  t\y  =  t6 
(d)  x  =  t\y  =  f10 
la  hipocicloide  (vease  el  proble- 


x  = 

y  = 


/  i  ,  a  —  b 

(a  -  b)  cos  t  +  b  cos  — - — t, 
b 

,  , ,  ,  a  -  b 

(a  —  b)  sen  t  —  b  sen — - — t 


para  valores  apropiados  de  t  en  cada  uno  de  los  siguientes  casos: 

(a)  a  =  4,  b  =  1  (b)  a  =  3,  b  =  1 

(c)  a  =  5,  b  =  2  (d)  a  =  7,  b  =  4 

Experimente  con  otros  valores  enteros  positivos  para  a  y  b,y  iuego 
establezca  una  conjetura  acerca  de  la  longitud  del  intervalo  necesario 
para  t,  de  modo  que  la  curva  regrese  al  punto  de  partida  y  alrededor 
del  numero  de  cuspides.  ^Que  puede  decir  si  ajb  es  irracional? 


63) 


fgxpq  74. 

Trace  la  grafica  de  la  epicicloide  (vease  el  problema 


.  , .  ,  a  +  b 

x  =  (a  +  b)  cos  t  -  b  cos  — - — t. 


,  , .  ,  a  +  b 

y  =  (a  +  b)  sen  t  —  b  sen  — - — t 

para  diversos  valores  de  a  y  b.  ^Que  conjeturas  puede  hacer  (vease  el 
problema  73)? 

75.  Trace  la  hoja  de  Descartes  x  =  3 t/(t*  + 1),  y  =  3r/(fi  +  1).  Lue- 
go  determine  los  valores  de  t  para  los  que  esta  grdfica  este  en  cada 
uno  de  los  cuatro  cuadrantes. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  simple;  cerrada;  simple 
2.  parametrica;  parametro  3.  cicloide  4.  (dy/dt)f(dx/dt) 


10.5 
El  sistema  de 
coordenadas  polares 


y 


Dos  franceses,  Pierre  de  Fermat  (1601-1665)  y  Rene  Descartes  (1596-1650),  introdu- 
jeron  lo  que  ahora  se  llama  el  sistema  de  coordenadas  cartesianas,  o  rectangulares.  Su 
idea  fue  especificar  cada  punto  P  en  el  piano,  dando  dos  numeros  (x,  y),  sus  dist; .  .  las 
dirigidas  a  una  pareja  de  ejes  perpendiculares  (figura  1).  Ahora,  este  concepto  es  tan 
familiar  que  lo  usamos  casi  sin  pensar.  No  obstante,  es  la  idea  fundamental  en  geome- 
trfa  analftica  y  permite  el  desarrollo  del  calculo  segtin  lo  dado  hasta  ahora. 

Dar  las  distancias  dirigidas  a  una  pareja  de  ejes  perpendiculares  no  es  la  unica  for¬ 
ma  de  especificar  un  punto.  Otra  forma  de  hacer  esto  es  dar  sus  coordenadas  polares. 


0 1  r 

Coordenadas  cartesianas 
Figura  1 


Coordenadas  polares  Comenzamos  con  una  semirrecta  fija,  llamada  el  eje  polar, 
que  emana  de  un  punto  fijo  O,  llamado  polo  u  origen  (vease  la  figura  2).  Por  costum- 
bre,  el  eje  polar  se  elige  como  horizontal  y  apuntando  hacia  la  derecha,  por  lo  cual  po- 
demos  identificarlo  con  el  eje  x  positivo  en  el  sistema  de  coordenadas  rectangulares. 
Cualquier  punto  P  (distinto  del  polo)  es  la  intersection  de  una  linica  circunferencia 
con  centro  en  O  y  un  unico  rayo  que  sale  de  O.  Si  r  es  el  radio  de  la  circunferencia  y  6 
es  uno  de  los  angulos  que  el  rayo  forma  con  el  eje  polar,  entonces  (r,  9)  es  una  pareja  de 
coordenadas  polares  para  P  (figura  2).  La  figura  3  muestra  varios  puntos  ubicados  en 
una  reticula  polar. 


' ) 


4 


Figura  2 


Figura  3 


538  Capitulo  10  Conicas  y  coordenadas  polares 


Figura  4 


Observe  un  nuevo  fenomeno  que  no  ocurri'a  con  las  coordenadas  cartesianas. 
Cada  punto  tiene  una  infinidad  de  coordenadas  polares,  debido  a  que  los  angulos 
6  +  2im,  n  =  0,±  1,±2, . . . ,  tienen  el  mismo  lado  final.  Por  ejemplo,  el  punto  con  coorde¬ 
nadas  polares  (4,  tt/2)  tambien  tiene  coordenadas  (4,  5tt/2),  (4, 9ir/2),  (4,  —  3ir/2),  y  asi 
sucesivamente.  Hay  otras  representaciones  mas  porque  permitimos  que  r  sea  negativo. 
En  este  caso,  (r,  6)  esta  sobre  el  rayo  opuesto  directamente  al  lado  final  de  6  y  a  I  r  I  uni- 
dades  del  origen.  Asi,  el  punto  con  coordenadas  polares  (—3,  tt/6)  es  como  se  muestra 
en  la  figura  4,  y  (—4,  3tt/2)  es  otro  conjunto  de  coordenadas  para  (4,  tt/2).  El  origen  tie¬ 
ne  coordenadas  (0, 8),  donde  8  es  cualquier  angulo. 

Ecuaciones  polares  Algunos  ejemplos  de  ecuaciones  polares  son 


r  =  8  sen  9  y  r 


2 

1  —  COS0 


Las  ecuaciones  polares,  como  las  rectangulares,  se  visualizan  mejor  mediante  sus  grafi- 
cas.  La  grafica  de  una  ecuacion  polar  es  el  conjunto  de  puntos  tales  que  cada  uno  tiene, 
al  menos,  un  par  de  coordenadas  polares  que  satisfacen  la  ecuacion.  La  forma  mas 
basica  de  bosquejar  una  grafica  es  construir  una  tabla  de  valores,  ubicar  los  puntos 
correspondientes  y  luego  unir  estos  puntos.  Esto  es  precisamente  lo  que  hacen  una 
calculadora  grafica  o  un  sistema  algebraico  por  computadora  para  graficar  una  ecua¬ 
cion  polar. 


m  EJEMPLO  1 


Grafique  la  ecuacion  polar  r  =  8  sen  6. 


SOLUCION  Se  sustituye  los  multiplos  de  tt/6  por  8  y  se  calculan  los  valores  de  r 
correspondientes.  Vea  la  tabla  de  la  figura  5.  Observe  que  mientras  6  se  incrementa  de 
0  a  2v  la  grafica  de  la  figura  5  se  traza  dos  veces.  ■ 


g  EJEMPLO  2 


Grafique  r  =  — - 

1  -  cos  0 


SOLUCION 


Vease  la  figura  6. 


Observe  un  fenomeno  que  no  ocurrfa  con  las  coordenadas  rectangulares.  Las 
coordenadas  (—  2, 3-77/2)  no  satisfacen  la  ecuacion.  Pero  el  punto  P{—  2,3ir/2)  esta  sobre 
la  grafica,  debido  a  que  (2,  tt/2)  especifica  el  mismo  punto  y  satisface  la  ecuacion. 
Concluimos  que  un  conjunto  de  coordenadas  cuyo  punto  correspondiente  esta  sobre  la 
grafica  de  una  ecuacion  no  necesariamente  satisface  la  ecuacion.  Este  hecho  causa  mu- 
chas  dificultades;  debemos  aprender  a  vivir  con  ellas. 


e 

r  ] 

0 

0 

jt/6 

4 

ji/3 

6.93 

ji/2 

8  i 

2it/3 

6.93 

5jt/6 

4 

ji 

0 

7it/6 

-4 

4jt/3 

-6.93 

3n/2 

-8 

5it/3 

-6.93 

1  1ji/6 

-4 

Figura  5 


e 

r 

0 

- 

je/4 

6.8 

71/2 

2 

3it/4 

1.2 

Jt 

1 

5ji/4 

1.2 

3ji/2 

2 

7re/4 

6.8 

2ji 

- 

Figura  6 
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Relacion  con  las  coordenadas  cartesianas  Supongamos  que  el  eje  polar 
coincide  con  el  eje  x  positivo  del  sistema  cartesiano.  Entonces,  las  coordenadas  polares 
(r,  0)  de  un  punto  P  y  las  coordenadas  cartesianas  (x,y)  del  mismo  punto  se  relacionan 
mediante  las  ecuaciones. 

Polares  a  cartesianas  Cartesianas  a  polares 

x  =  r  cos  0  r2  =  x2  +  y2 

y  =  r  sen  9  tan  9  =  y/x 

El  hecho  de  que  esto  ocurre  para  un  punto  P  en  el  primer  cuadrante  es  claro  en  la  figu- 
ra  7;  es  facil  mostrarlo  para  los  puntos  de  los  demas  cuadrantes. 


EJEMPLO  3  Determine  las  coordenadas  cartesianas  correspondientes  a  (4, 77-/6) 


y  las  coordenadas  polares  correspondientes  a  (—  3,  V3) 


SOLUCION  Si  (r,  9)  =  (4,  77-/6),  entonces 

x  =  4  cos =  4  •  =  2V3 

6  2 


.  77  1 

y  =  4  sen  —  =  4  •  —  =  2 
7  6  2 


Si  (x,  y)  =  (—3,  V3),  (vease  la  figura  8) 

r2  =  (-3)2  +  (V3)2  =  12 


tan  9  = 


V3 

-3 


Un  valor  de  (r,  0)  es(2\/3,  57r/6).  Otro  es  (-2V3.-77/6). 


Cuidado 

Como  r  puede  ser  igual  a  0,  existe  un 
peligro  potencial  de  multiplicar 
ambos  lados  de  una  ecuacion  polar 
por  rode  dividir  ambos  lados  entre 
r.  En  el  primer  caso,  estarfamos 
agregando  el  polo  a  la  grafica;  en  el 
segundo,  podrfamos  eliminar  el  polo 
de  la  grafica.  En  el  ejemplo  4  multi- 
plicamos  ambos  lados  de  r  =  8  sen  9 
por  r,  pero  no  causamos  ningun 
dano,  pues  el  polo  ya  estaba  en  la 
grafica,  como  el  punto  con  coorde- 
nada  9  igual  a  cero. 


A  veces  podemos  identificar  la  grafica  de  una  ecuacion  polar  encontrando  su  for¬ 
ma  cartesiana  equivalente.  He  aqui  un  ejemplo. 


EJEMPLO  4  I  Demuestre  que  la  grafica  de  r  =  8  sen  6  (ejemplo  1)  es  una  circun- 


ferencia  y  que  la  grafica  de  r  =  2/(1  -  cos  0 )  (ejemplo  2)  es  una  parabola,  cuando  am- 
bas  graficas  se  cambian  a  coordenadas  cartesianas. 


SOLUCION  Si  multiplicamos  r  —  8  sen  0  por  r,  obtenemos 

r2  =  8 r  sen  9 

lo  cual,  en  coordenadas  cartesianas,  es 

xz  +  y2  =  8y 

y  que  podemos  escribir  en  forma  sucesiva  como 

x2  +  y2  -  8y  =  0 
x2  +  y2  -  8y  +  16  =  16 
x2  +  (y  -  4)2  ==  16 


Esta  ultima  es  la  ecuacion  de  una  circunferencia  de  radio  4  con  centra  en  (0, 4). 
La  segunda  ecuacion  se  maneja  con  los  siguientes  pasos. 

2 

r  = - 

1  —  cos  9 

r  —  r  cos  9  =  2 

r  -  x  =  2 

r  =  x  +  2 
r2  =  x2  +  4x  +  4 
x2  +  y2  =  x2  +  4x  +  4 
y2  =  4(x  +  1) 
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Reconocemos  la  ultima  ecuacion  como  la  de  una  parabola  con  vertice  en  (— 1,0)  y  foco 
en  el  origen.  ■ 


,\o-en 


Figura  9 


Ecuaciones  polares  para  rectas,  circunferencias  y  conicas  Si  una  recta 
pasa  por  el  polo,  tiene  la  ecuacion  sencilla  9  =  90.  Si  la  recta  no  pasa  por  el  polo,  esta  a 
cierta  distancia  d  >  0  de  el.  Sea  0O  el  angulo  entre  el  eje  polar  y  la  perpendicular  desde 
el  polo  hasta  la  recta  dada  (figura  9).  Entonces,  si  P(r,  9)  es  un  punto  cualquiera  de  la 
recta,  cos (9  -  6{])  =  d/r,  o 


Recta: 


cos(0  —  0O) 


Si  una  circunferencia  de  radio  a  esta  centrada  en  el  polo,  su  ecuacion  es  simple- 
mente  r  =  a.  Si  esta  centrada  en  (r0,  0()),  su  ecuacion  es  mas  complicada,  a  menos  que  eli- 
jamos  ro  =  a,  como  en  la  figura  10.  Entonces,  por  la  ley  de  los  cosenos,  a2  =  t2  +  a2  —  2 ra 
cos (9  -  9q),  que  se  simplifica  como 


°\ 


Circunferencia 


Figura  10 


Je-- 

/\\ 

r/  \  S 

/  \ 

/  \ 


Circunferencia:  r  =  2a  cos (6  —  60) 

Los  casos  6()  =  0  y  90  =  tt/2  son  particularmente  agradables.  El  primero  da  r  =  2a  cos  0: 
el  segundo  da  r  =  2a  cos  (6  —  tt/2)\  es  decir,  r  =  2a  sen  9.  Este  ultimo  debe  compararse 
con  el  ejemplo  1. 

Por  ultimo,  si  una  conica  (elipse,  parabola  o  hiperbola)  se  coloca  de  modo  que  su 
foco  este  en  el  polo  y  su  directriz  este  a  d  unidades  de  distancia,  como  en  la  figura  1 1 , 
entonces  la  ecuacion  familiar  que  define  a  la  conica  I PF I  =  el  PL  I  toma  la  forma 


r  =  e[d  -  r  co s(0  -  #o)J 


o  en  forma  equivalente, 


Conica:  r  — 


1  +  e  cos (6  —  0O) 


Figura  1 1 


De  nuevo,  hay  un  interes  especial  en  los  casos  0O  =  0  y  90  =  -tt/2.  Observe  en  parti¬ 
cular  que  si  e  =  1,  d  =  2  y  0O  =  0,  tenemos  la  ecuacion  del  ejemplo  2. 

Resumimos  nuestros  resultados  en  la  tabla  de  la  siguiente  pagina. 

B  EJEMPLO  5  Determine  la  ecuacion  de  la  elipse  horizontal  con  excentricidad 
1/2,  foco  en  el  polo  y  directriz  vertical  10  unidades  a  la  derecha  del  polo. 


SOLUCIOTM 


;  0  2  +  cos  6 


Identifique  y  bosqueje  la  grafica  de  r  = 


2  +  4  sen  6 


SOLUCION  La  ecuacion  sugiere  una  conica  con  eje  mayor  vertical.  A1  colocarla  en 
la  forma  que  se  muestra  en  la  tabla  de  ecuaciones  polares  obtenemos 


-3 


-4  -3  -2-1  12  3  4 

-I  -4- 


2  +  4  sen  6  1+2  sen  6  1  +  2  sen  6 

que  reconocemos  como  la  ecuacion  polar  de  una  hiperbola  con  e  —  2,  foco  en  el  polo  y 
directriz  horizontal  a  \  unidades  por  arriba  del  eje  polar  (figura  12).  ■ 


Figura  12 
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Revision  de  conceptos 

1.  Cada  punto  del  piano  tiene  una  pareja  unica  (x,  y )  de  coorde¬ 
nadas  cartesianas,  pero _ _  parejas  (r,  (?)  de  coordenadas  polares. 

2.  Las  relaciones  x  =  y  y-  _ _ ligan  las  coordenadas 

cartesianas  y  polares;  ademas, _ =  x2  +  y2. 


3.  La  grafica  de  la  ecuacion  polar  r  =  5  es  un(a) _ ;  la  grafi- 

ca  de  9  =  5  es  una  _ _ 

4.  La  grafica  de  la  ecuacion  polar  r  =  ed/(  1  +  e  cos  6  )  es  un(a) 


Con  junto  de  problemas  10.5 

1.  Ubique  los  puntos  cuyas  coordenadas  polares  son  (3,(77), 

(ijrr),  (4,  |rr),  (0,77),  (1,47 r).  (3,yrr),  -  rr),  y  (4to). 

2.  Ubique  los  puntos  cuyas  coordenadas  polares  son  (3,  2tt), 

(2. 2  rr),  (4,  -  \ir),  (0,  0),  (1,  54ir),  (3,  (l, \tt),  y  (3,  -|7r). 

3.  Ubique  los  puntos  cuyas  coordenadas  polares  son  (3,  2ir), 
(-2,|tt),  (-2,-jTr),  (-1,  1).  (1,-477),  (V3,-|t7),  (-2,577), 
y(-l,-U). 

4.  Ubique  los  puntos  cuyas  coordenadas  polares  son  (3,577), 

(-2,577),  (-2,-577),  (-1,-1),  (1,  —777),  (-3,-577), 

(~2>  —  2  77),  y  (3,  —  y  77). 


5.  Ubique  los  puntos  con  las  siguientes  coordenadas  polares. 
Para  cada  punto,  de  otras  cuatro  parejas  de  coordenadas  polares,  dos 
con  r  positivo  y  dos  con  r  negativo. 

(a)  (1,577)  (b)  (-1,577) 

(c)  (V2,-H  (d)  (-V2,|t7) 

6.  Ubique  los  puntos  con  las  siguientes  coordenadas  polares. 
Para  cada  punto,  de  otras  cuatro  parejas  de  coordenadas  polares,  dos 
con  r  positivo  y  dos  con  r  negativo. 

(a)  (3V2, 577)  (b)  (-1,^77) 

(c)  (-V2,-|t7)  (d)  (-2V2,  77 ) 

7.  Determine  las  coordenadas  cartesianas  de  los  puntos  del 
problema  5. 

8.  Determine  las  coordenadas  cartesianas  de  los  puntos  del 
problema  6. 
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9.  Determine  las  coordenadas  polares  de  los  puntos  con  las 
coordenadas  cartesianas  dadas. 


(3V3, 3) 

(b)  (— 2V3, 2) 

(-V2,  -V2) 

(d)  (0,0) 

10.  Determine  las  coordenadas  polares  de  los  puntos  con  las 
coordenadas  cartesianas  dadas. 


(a)  (— 3/V3, 
(c)  (0,-2) 


(b)  (  — V3/2,  V3/2) 
(d)  (3,-4) 


En  cada  uno  de  los  problemas  del  11  al  16,  bosqueje  la  grafica  de  la 
ecuacion  cartesiana  dada  y  luego  determine  su  ecuacion  polar. 


11. 

x  -  3y  +  2  =  0 

M 

* 

II 

O 

13. 

y  =  -2 

O 

II 

1 

* 

15. 

* 

+ 

II 

4^ 

16.  x2  =  4  py 

En  los  problemas  de 1 17  al  22  determine  las  ecuaciones  cartesianas  de 
las  grdficas  de  las  ecuaciones  polares  dadas. 

17.  0  =  18.  r  =  3 

19.  r  cos  0  +  3  =  0  20.  r  —  5  cos  0  =  0 

21.  r  sen  0  -  1  =  0 

22.  r2  -  6 r  cos  0  —  4r  sen  0  +  9  =  0 

En  los  problemas  del  23  al  36  de  el  nombre  de  la  curva  con  la  ecuacion 
polar  dada.  Si  es  una  conica,  de  su  excentricidad.  Bosqueje  la  grafica. 

2tt 


23.  r  =  6 


25.  r 


sen  6 


24.  0 
26.  r 


cos  0 


27.  r  =  4  sen  0 
4 

29. 


31. 


33.  r  = 


35.  r 


1  +  cos  0 

6 

2  +  sen  0 

_ 4_ _ 

2  +  2  cos  0 

4 

\  +  cos(0  -  7r) 


28.  r  =  -4  cos  0 

30.  r  4 

32.  r 


1  +  2  sen  0 
6 


cos  0 


34.  r  = 


36.  r  = 


2  +  2  cos(0  -  -jt/3) 

4 

3  cos(0  —  ir/3) 


37.  Demuestre  que  la  ecuacion  polar  de  la  circunferencia  con 
centro  (c,  a)  y  radio  a  es  +  +  c"  —  2rc  cos(0  -  a)  =  rr. 

38.  Demuestre  que  r  =  a  sen  0  +  b  cos  0  representa  una  circunfe¬ 
rencia,  y  determine  su  centro  y  radio. 


39.  Determine  la  longitud  del  lado  recto  de  la  conica  general 
r  =  edj[  1  +  e  cos(0  —  0O)]  en  terminos  de  e  y  d. 

40.  Sean  r1  y  r2  las  distancias  minima  y  maxima  (perihelio  y 
afelio,  respectivamente)  de  la  elipse  r—  ed/[  1  +  e  cos(0  -0O)]  a  un 
foco.  Demuestre  que 

(a)  r\  =  ed/(  1  +  e),r2  =  edj{  1  —  e), 

(b)  el  diametro  mayor  es  =  2ed/(l  —  e2)  y  el  diametro  menor  es 
=  2  ed/W^e2. 

41.  El  perihelio  y  el  afelio  de  la  orbita  del  asteroide  Icaro  son  1 7 
y  183  millones  de  millas,  respectivamente.  (.Cual  es  la  excentricidad 
de  su  orbita  eliptica? 

42.  La  orbita  de  la  Tierra  alrededor  del  Sol  es  una  elipse  de  ex¬ 
centricidad  0.0167  y  diametro  mayor  185.8  millones  de  millas.  Deter¬ 
mine  su  perihelio. 

43.  La  trayectoria  de  cierto  cometa  es  una  parabola,  con  el  Sol 
en  el  foco.  El  angulo  entre  el  eje  de  la  parabola  y  un  rayo  del  Sol  al 
cometa  es  120°  (medido  desde  el  punto  del  perihelio  respecto  del 
Sol  al  cometa)  cuando  el  cometa  esta  a  100  millones  de  millas  del  Sol. 
^Que  tanto  se  acerca  el  cometa  al  Sol? 

44.  La  position  de  un  cometa  con  una  orbita  eliptica  altamente 
excentrica  (e  muy  cerca  de  1)  se  mide  con  respecto  de  un  eje  polar  fi- 
jo  (el  Sol  esta  en  un  foco,  pero  el  eje  polar  no  es  un  eje  de  la  elipse) 
en  dos  instantes,  obteniendo  los  dos  puntos  (4,  ir/2)  y  (3,  ir/4)  de  la 
orbita.  En  este  caso,  las  distancias  se  miden  en  unidades  astronomicas 
(1  UA  ~  93  millones  de  millas).  Para  la  parte  de  la  orbita  cercana  al 
Sol ,  suponga  que  e  =  1 .  de  modo  que  la  orbita  esta  dada  por 

=  d 

1  +  cos(0  -  0O) 

(a)  Los  dos  puntos  dan  dos  condiciones  sobre  d  y  D0.  Uselas  para  de- 
mostrar  que  4.24  cos  0O  -  3.76  sen  0O  -  2  =  0. 

(b)  Determine  0()  mediante  el  metodo  de  Newton. 

(c)  ^Que  tanto  se  acerca  el  cometa  al  Sol? 

45.  Para  graficar  una  ecuacion  polar,  como  r  =  /(r),  usando  un 
graficador  de  ecuaciones  parametricas,  usted  debe  reemplazar  esta 
ecuacion  por  x  =f(t )  cos  t  y  y  =  f(t)  sen  t.  Estas  ecuaciones  se  pueden 
obtener  al  multiplicar  r  =  f(t)  por  cos  t  y  sen  t,  respectivamente.  Con- 
firme  el  anaiisis  de  las  conicas  dado  en  el  texto,  graficando  r  =  4e/(l  + 
e  cos  t)  para  e  =  0.1, 0.5, 0.9, 1, 1.1  y  1.3  en  [— it,  ir]. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  una  infinidad  de 
2.  r  cos  0;  r  sen  0;  r2  3.  circunferencia;  recta  4.  conica 


10.6 

Graficas  de  ecuaciones 
polares 


Las  ecuaciones  polares  consideradas  en  la  section  anterior  condujeron  a  graficas  cono- 
cidas,  principalmente  rectas,  circunferencias  y  conicas.  Ahora  centraremos  nuestra 
atencion  en  graficas  mas  exoticas:  cardioides,  limaqons,  lemniscatas,  rosas  y  espirales. 
Las  ecuaciones  polares  de  estas  curvas  siguen  siendo  sencillas;  las  ecuaciones  cartesia¬ 
nas  correspondientes  son  algo  complicadas.  Asi,  vemos  una  de  las  ventajas  de  contar 
con  mas  de  un  sistema  de  coordenadas.  Algunas  curvas  tienen  ecuaciones  sencillas  en 
un  sistema;  otras  curvas  tienen  ecuaciones  sencillas  en  un  segundo  sistema.  Explotare- 
mos  esto  mas  adelante  en  el  libro  cuando,  con  frecuencia,  iniciemos  la  solution  de  un 
problema  eligiendo  un  sistema  de  coordenadas  adecuado. 

La  simetria  nos  puede  ayudar  a  entender  una  grafica.  Aqui  hay  algunos  criterios 
suficientes  para  la  simetria  en  coordenadas  polares.  Los  diagramas  al  margen  le  ayuda- 
ran  a  establecer  su  validez. 
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Figura  1 


1.  La  grafica  de  una  ecuacion  polar  es  simetrica  respecto  del  eje  x  (el  eje  polar)  si  al 
reemplazar  (r,  9)  por  ( r,  —  0 )  (o  por  (— r,  ir  —  9))  se  obtiene  una  ecuacion  equivalente 
(figura  1). 

2.  La  grafica  de  una  ecuacion  polar  es  simetrica  respecto  del  eje  y  (la  recta  0  =  tt/2),  si  al 
reemplazar  ( r ,  6)  por  (—r,  —  0)  (o  por  (r,  tt  —  6))  se  obtiene  una  ecuacion  equivalente 
(figura  2). 

3.  La  grafica  de  una  ecuacion  polar  es  simetrica  respecto  del  origen  (el  polo)  si  al 
reemplazar  (/%  6)  por  (—  r,  9)  (o  por  (r,  77  4-  6)  se  obtiene  una  ecuacion  equivalente 
(figura  3). 

Debido  a  la  representation  multiple  de  los  puntos  en  coordenadas  polares.  puede 
haber  simetrfas  no  identificadas  por  estos  tres  criterios  (vease  el  problema  39). 


Cardiodes  y  limayons  Consideremos  ecuaciones  de  la  forma 
r  =  a  ±  b  cos  6  r  =  a  ±  b  sen  9 

con  ay  b  positivos.  Sus  graficas  se  llaman  limayons.  con  los  casos  particulars  en  que 
a  =  b  se  llaman  cardiodies.  La  figura  4  muestra  algunas  graficas  tfpicas. 

§§  I  JI  MI’LO  1  Analice  la  ecuacion  r  =  2  +  4  cos  9,  verifique  sus  simetrfas  y  bos- 
queje  su  grafica. 


SOLUCION  Como  coseno  es  una  funcion  par  [cos  (—0]  =  cos  9),  la  grafica  es  sime¬ 
trica  respecto  del  eje  x.  Los  otros  criterios  de  simetria  no  se  cumplen.  La  figura  5  contiene 
una  tabla  de  valores  y  la  grafica.  M 

e  r 


{ ) 

1 

it/6  5.5 

Figura  3 

jt/3  4 

it/2  2  ( 

. .  \ 

r . 

\  /  \ 
)  -  ) 

O- 

y"'"'s  i 
J 

7a/12  1.0  f 

2n/3  0 

3n/4  -0.8 

3  4  5  / 

v . 

a>b 

/  (  / 

V  / 

a  -  b 

-  / 
V  y 

a<b 

5n/6  -1 .5 

it  -2 

Figura  4 

Figura  5 

Lemniscatas  Las  graficas  de 

r 2  =  ±a  cos  26  r 2  =  ±a  sen  29 

e 

0  j 

it/12 

it/6 

it/4 

r 

±2.8 

±2.6 

±2 

0  I 

son  curvas  con  figura  de  ocho.  llamadas  lemniscatas. 

ffjf  EJEMPLO  2  |  Analice  la  ecuacion  r2  =  8  cos  29  en  busca  de  simetrfas  y  bosqueje 
su  grafica. 

SOLUCION  Como  cos(-20)  =  cos  26  y 

cos[2(tt  —  0)]  =  cos(2-jt  —  26)  =  cos(— 2 6)  —  cos  2 0 

1  I  ,  La  grafica  es  simetrica  respecto  a  ambos  ejes.  Es  claro  que  tambien  es  simetrica  con 

2  /  .1  respecto  al  origen.  La  figura  6  muestra  una  tabla  de  valores  y  la  grafica.  if 

Rosas  Las  ecuaciones  polares  de  la  forma 

r  =  a  cos  nd  r  =  a  sen  n6 

representan  curvas  con  forma  de  flor  llamadas  rosas.  La  rosa  tiene  n  petalos  si  n  es  im- 
par  y  2 n  petalos  si  n  es  par. 


Figura  6 
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g  EJEMPLO  3  Analice  r  =  4  sen  26  en  busca  de  simetri'a  y  bosqueje  su  grafica. 

SOLUCION  Puede  verificar  que  r  =  4  sen  26  satisface  los  tres  criterios  de  simetri'a. 
Por  ejemplo,  cumple  el  criterio  1 ,  pues 

sen  2(77  —  0)  =  sen(2v  —  26)  =  —sen  26 

de  modo  que  al  reemplazar  ( r ,  6)  por  (—  r,  rr  —  6)  se  obtiene  una  ecuacion  equivalente. 

La  figura  7  muestra  una  tabla  con  una  extensa  lista  de  valores,  para  0  s0<  it/2,  y 
una  con  menos  valores  para  tt/2  <  0  <  2t t,  y  la  grafica  correspondiente.  Las  flechas  sobre 
la  curva  indican  la  direction  en  que  P(r,  6)  se  mueve  cuando  0  aumenta  de  0  a  277.  H 


Figura  8 
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Figura  7 


Espirales  La  grafica  de  r  = 

una  espiral  logaritmica. 


r  x 


■ 


c  i  i  i 


v . 


V 


ad  es  una  espiral  de  Arqufmedes;  la  grafica  de  r  =  aeM 


es 


j§j|  EJEMPLO  4j  Bosqueje  la  grafica  de  r  —  6  para  6  s  0. 

SOLUCION  Omitimos  la  tabla  de  valores,  pero  observe  que  la  grafica  cruza  el  eje  polar 
en  (0,  0),  (2t r,  2tt),  (4ir.  477),...  y  cruza  su  extension  a  la  izquierda  en  (77, 77),  (377,  3tt), 
(577, 577),...,  como  en  la  figura  8.  ■ 


Intersection  de  curvas  en  coordenadas  polares  En  coordenadas  cartesia- 
nas,  todos  los  puntos  de  interseccion  de  dos  curvas  se  pueden  determinar  resolviendo 
las  ecuaciones  de  las  curvas  en  forma  simultanea.  Pero  en  coordenadas  polares  esto  no 
siempre  es  asf,  pues  un  punto  P  tiene  muchas  parejas  de  coordenadas  polares  y  una  pa- 
reja  puede  satisfacer  la  ecuacion  polar  de  una  curva,  y  una  pareja  diferente  puede  satis- 
facer  la  ecuacion  polar  de  la  otra  curva.  Por  ejemplo  (vease  la  figura  9),  la  circunferencia 
r  =  4  cos  6  corta  a  la  recta  6  =  77/3  en  dos  puntos,  el  polo  y  (2, 77/3)  y  no  obstante,  solo 
este  ultimo  punto  es  solution  comun  de  las  dos  ecuaciones.  Esto  ocurre  debido  a  que 
las  coordenadas  del  polo  que  satisfacen  la  ecuacion  de  la  recta  son  (0,  n/3)  y  las  que  sa- 
tisfacen  la  ecuacion  de  la  circunferencia  son  (0, 77/2  +  mr). 

Nuestra  conclusion  es  esta.  Para  determinar  todas  las  intersecciones  de  dos  curvas 
dadas  sus  ecuaciones  polares,  resuelva  las  ecuaciones  en  forma  simultanea;  luego  grafi- 
que  las  dos  ecuaciones  con  cuidado  para  descubrir  otros  posibles  puntos  de  intersec¬ 
tion. 

g  EJEMPLO  5  I  Determine  los  puntos  de  interseccion  de  las  dos  cardioides  r=  1  + 
cos  6  y  r  =  1  —  sen  6. 

SOLUCION  Si  eliminamos  r  de  ambas  ecuaciones,  obtenemos  1  +  cos  6  =  1  -  sen  8. 
Asl,  cos  6  =  —  sen  6,  o  tan  6  =  —  1 .  Concluimos  que  6  =  '^ir  o  6  =  577,10  que  da  los  dos 

puntos  de  interseccion  (l  —  \\/2,  577)  y  (l  +  \  V2,  577).  Sin  embargo,  las  graficas 
de  la  figura  10  muestran  que  nos  falta  un  tercer  punto  de  interseccion,  el  polo.  La  razon 
de  su  omision  es  que  r  =  0en/-=l  +  cos  6  cuando  6  =  n,  pero  r  =  0enr=l  —  sen  9  cuan¬ 
do  6  =  tt/2.  ■ 


Figura  10 
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Revision  de  conceptos 

1.  La  grafica  de  r  =  3  +  2  cos  0  es  un(a) 

2.  La  grafica  de  r  =  2  +  2  cos  8  es  un(a) 


3.  La  grafica  de  r  =  4  sen  nd  es  un(a) _ con  n  petalos  si  n 

es _ y  2 n  petalos  si  n  es _ . 

4.  La  grafica  de  r  =  6/3  es  un(a) _ . 


Conjunto  de  problemas  10.6 

En  los  problemas  del  1  al  32  bosqueje  la  grafica  de  la  ecuacion  polar 
dada  y  verifique  su  simetrla  (veanse  los  ejemplos  del  1  al  3). 

1.  62  -  tt2/16  =  0  2.  (r  —  3)(6  -  f)  =  0 

3.  r  sen  0  +  4  =  0  4.  r  =  —4  sec  0 

5.  r  =  2  cos  6  6.  r  =  4  sen  0 

2  4 

7.  r  =  - - -  8.  r  = - 

1  —  cos  0  1  +  sen  6 

9.  r  —  3-3  cos  8  (cardioide) 

10.  r  =  5-5  sen  8  (cardioide) 

11.  r  =  1  —  sen  0  (cardioide) 

12.  r  =  \Zl  -  V2  sen  8  (cardioide) 

13.  r  =  1  —  2  sen  0  (lima<;on) 


33.  r  =  6,  r  =  4  +  4  cos  8 


34.  r  —  1  —  cos  6,  r  =  1  +  cos  0 

35.  r  =  3\/3  cos  0,  r  =  3  sen  0 


39.  Las  condiciones  para  simetrfa  dadas  en  el  texto  son  condicio- 
nes  suficientes,  pero  no  necesarias.  De  un  ejemplo  de  una  ecuacion 
polar  r  =  f(6)  cuya  grafica  sea  simetrica  respecto  del  eje  y,  aunque  al 
reemplazar  (r,  8)  por  (~r,  -9)  o  (r,  tt  -  0)  no  se  obtenga  una  ecuacion 
equivalente. 


14.  r  =  4-3  cos  8  (lima$on) 

15.  r  =  2-3  sen  0  (lima^on) 

16.  r  =  5  —  3  cos  8  0ima<jon  ) 

17.  r2  =  4  cos  20  (lemniscata) 

18.  r2  =  9  sen  20  (lemniscata) 

19.  r2  =  -9  cos  20  (lemniscata) 

20.  r2  =  —16  cos  20  (lemniscata) 

21.  r  —  5  cos  30  (rosa  de  tres  petalos) 

22.  r  —  3  sen  30  (rosa  de  tres  petalos) 

23.  r  =  6  sen  20  (rosa  de  cuatro  petalos) 

24.  r  =  4  cos  20  (rosa  de  cuatro  petalos) 

25.  r  =  7  cos  50  (rosa  de  cinco  petalos) 

26.  r  =  3  sen  50  (rosa  de  cinco  petalos) 

27.  r  =  |#,0aO  (espiral  de  Arquimedes) 

28.  r  =  20,  0  a  0  (espiral  de  Arquimedes) 

29.  r  =  ee,  0  a  0  (espiral  logaritmica) 

30.  r  —  ee'2,  0  2  0  (espiral  logaritmica) 

2 

31.  r  =  — ,  0  >  0  (espiral  logaritmica) 

0 

1 

32.  r  =  —  — ,  0  >  0  (espiral  logaritmica) 

£73  los  problemas  del  33  al  38  bosqueje  las  curvas  dadas  y  determine 
sus  pantos  de  interseccion. 


40.  Sean  ay  b  numeros  positivos  fijos  y  suponga  que  AP  es  parte 
de  la  recta  que  pasa  por  (0, 0),  con  A  sobre  la  recta  x  =  a  y  I  AP  I  =  b. 
Determine  la  ecuacion  polar  y  la  ecuacion  rectangular  para  el  con- 
junto  de  puntos  P  (llamado  conchoide )  y  bosqueje  su  grafica. 

41.  Sean  F  y  F  puntos  fijos  con  coordenadas  polares  (a,  0)  y 
(-a,  0),  respectivamente.  Muestre  que  el  conjunto  de  puntos  P  que 
satisface  l£>/rll/3£'l  =  a2  es  una  lemniscata,  determinando  su  ecuacion 
polar. 

42.  Un  segmento  de  recta  L  de  longitud  2 a  tiene  sus  dos  extre- 
mos  en  los  ejes  x  y  y,  respectivamente.  El  punto  P  esta  sobre  L  y  es  tal 
que  OP  es  perpendicular  a  L.  Demuestre  que  el  conjunto  de  puntos 
que  satisface  esta  condicion  es  una  rosa  de  cuatro  petalos,  determi¬ 
nando  su  ecuacion  polar. 

43.  Determine  la  ecuacion  polar  de  la  curva  descrita  mediante 
las  siguientes  ecuaciones  cartesianas. 

(a)  y  =  45  (b)  x2  +  y2  =  36 

(c)  x2  -  y2  =  1  (d)  4xy  =  1 

(e)  y  =  3x  +  2  (f)  3*2  +  4y  =  2 

(g)  x2  +  2x  +  y2  —  4y  —  25  =  0 

Las  computadoras  y  calculadoras  graficas  ofrecen  una  maravillosa 
oportunidad  para  experimentar  con  la  graficacion  de  ecuaciones 
polares  de  la  forma  r=f(8).  En  algunos  casos,  estos  apoyos  requieren 
que  las  ecuaciones  se  escriban  en  forma  parametrica.  Como  x  =  r 
cos  8  =f(8)  cos  0  y  y  =  r  sen  0=f(9)  sen  0,  usted  puede  usar  la  capaci- 
dad  de  graficacion  parametrica  para  graficar  x  =f(t)  cos  ty  y  =f(t)  sen 
t  como  un  conjunto  de  ecuaciones  parametricas. 

S  44.  Grafique  la  curva  r  =  cos  (80/5)  usando  la  capacidad  de  grafica¬ 
cion  parametrica  de  su  calculadora  grafica  o  computadora.  Observe 
que  es  necesario  determinar  el  dominio  adecuado  para  0.  Suponien- 
do  que  comience  en  0  =  0,  usted  debe  determinar  el  valor  de  0  que 
haga  que  la  curva  comience  a  repetirse  por  st  misma.  Explique  por 
que  el  dominio  correcto  es  0  £  0  s  1077. 
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45.  Relacione  las  ecuaciones  polares  con  las  graficas  etiquetadas 


I— VIII  en  la  figura  11,  justificando  sus  elecciones. 

(a) 

r  =  cos(0/2) 

(b)  r  =  sec(30) 

(c) 

r  =  2-3  sen(50) 

(d)  r  =  1  —  2  sen(50) 

(e) 

r  =  3  +  2  cos  6 

(f)  r  =  6  cos  6 

(g) 

r  =  l/03/2 

(h)  r  =  2  cos  3 6 

positivo.  A1  responder  las  siguientes  preguntas,  asegurese  de  graficar 
un  numero  suficiente  de  ejemplos  para  justificar  sus  conclusiones. 

(a)  /.Cual  es  la  relacion  de  las  graficas  tales  que  cf>  =  0  con  aquellas 
para  las  que  <j>  A  0? 

(b)  /Como  cambia  la  grafica  al  aumentar  nl 

(c)  /.Como  cambian  la  magnitud  relativa  y  el  signo  de  a  y  b  a  la  na- 
turaleza  de  la  grafica? 


Led  En  los  problemas  del  46  al  49  use  una  computadora  o  calculado- 
ra  grafica  para  graficar  le  ecuacion  dada.  Asegurese  de  elegir  un  inter- 
valo  suficientemente  grande  para  el  parametro,  de  modo  que  se  pueda 
trazar  toda  la  figura.  ifi.! 

46.  r  =  \/l  —  0.5  sen2  0  47.  r  =  cos(130/5) 

48.  r  =  sen(50/7)  49.  r  =  1+3  cos(0/3) 

[GC]  [expl]  5().  pn  muchos  casos,  las  graficas  estan  relacionadas  entre 
sf  mediante  una  rotation.  Aquf  exploramos  este  concepto. 

(a)  /Cual  es  la  relacion  de  las  graficas  de  r  =  1  +  sen(0  -  tt/3)  y  r  =  1 
+  sen(0  +  tt/3)  con  la  grafica  de  r  =  1  +  sen  61 

(b)  /Cual  es  la  relacion  de  la  grafica  de  r  =  1  +  sen  6  con  la  grafica  de 
r  =  1  —  sen  61 

(c)  /Cual  es  la  relaci6n  de  la  grdfica  de  r  =  1  +  sen  6  con  la  grafica  de 
r—  1  +  cos  61 

(d)  /.Cudl  es  la  relacion  de  la  gr&fica  de  r  =  f(6)  con  la  grafica  de 
r=f(0  —  a)l 

®  1EEQ  51.  Analice  la  familia  de  curvas  dadas  por  r  =  a  +  b 
cos(m(0  +  4>)),  donde  a,  b  y  4>  son  numeros  reales  y  n  es  un  entero 


52.  Analice  la  familia  de  curvas  definidas  mediante  las  ecuacio¬ 
nes  polares  r  =  I  cos  n6 1,  donde  n  es  algun  entero  positivo.  /.Como  de- 
pende  el  numero  de  petalos  de  nl 

53.  Las  graficas  polares  se  pueden  usar  para  representar  varias 
espirales.  Las  espirales  pueden  desenrollarse  en  el  sentido  de  las  ma- 
necillas  del  re loj  o  en  sentido  contrario.  Determine  las  condiciones 
sobre  c  para  que  la  espiral  de  Arqulmedes,  r  =  c6,  se  desenrolle  en  un 
sentido  o  en  el  otro. 


54.  Bosqueje  la  espiral  reclproca  dada  por  r  =  c/6.  Para  c  >  0,  /se 
desenrolla  en  la  direction  de  las  manecillas  del  reloj? 

55.  Las  siguientes  ecuaciones  polares  son  representadas  por  seis 
graficas  en  la  figura  12.  Relacione  cada  grafica  con  su  ecuacidn. 


(a) 

r  =  sen  3 6  +  sen2  26 

(b) 

r  =  cos  26  +  cos2  46 

(c) 

r  =  sen  46  +  sen2  56 

(d) 

r  =  cos  26  +  cos2  3  6 

(e) 

r  =  cos  46  +  cos2  46 

(0 

r  =  sen  46  +  sen2  46 

(  •  »•>/  <1  l 


Figura  12 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  lima?on 
2.  cardioide  3.  rosa;  impar,  par  4.  espiral 
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10.7 

Calculo  en  coordenadas 
polares 


Figura  1 


Los  dos  problemas  basicos  en  calculo  son  la  determination  de  la  pendiente  de  una  rec¬ 
ta  tangente  y  el  area  de  una  region  curva.  Aqui  analizaremos  ambos  problemas,  pero  en 
el  contexto  de  coordenadas  polares.  El  problema  del  area  desempena  un  papel  central 
en  el  resto  del  libro,  asi  que  lo  analizaremos  primero. 

En  coordenadas  cartesianas,  el  bloque  de  construction  fundamental  en  problemas 
de  area  era  el  rectangulo.  En  coordenadas  polares,  es  el  sector  circular  (una  region  con 
forma  de  rebanada  de  pastel,  como  la  de  la  figura  1 ).  Con  base  en  que  el  area  de  un 
circulo  es  irr 2,  inferimos  que  el  area  de  un  sector  con  angulo  central  de  6  radianes  es 
(d/hr)™2;  es  decir. 


Area  en  coordenadas  polares  Para  comenzar,  supongamos  que  r  =  f(9 )  de- 
termina  una  curva  en  el  piano,  donde /es  una  funcion  continua,  no  negativa  para  a<0 
£j8y|8-a!<  2tt.  Las  curvas  r=f(6 ),  6  =  ay  9  =  [3  acotan  una  region  R  (la  que  se  mues- 
tra  a  la  izquierda  en  la  figura  2),  cuya  area  A(R)  queremos  determinar. 


Figura  2 


Figura  3 


Dividimos  el  intervalo  [a,/3]  en  n  subintervalos  por  medio  de  numeros  a  =  60<el 
<d2  <  •  ■  •<  0„  =  j3,  rebanando  con  esto  a  R  en  n  regiones  mas  pequenas  con  forma  de 
rebanada  Rlt  R2, . ...  Rn  como  se  muestra  en  la  mitad  derecha  de  la  figura  2.  Es  claro 
que  A(R)  =  A(R,)  +  A(R2)  +  •  •  ■  +  A(R„). 

Aproximamos  el  area  A(R,)  de  la  i-esima  rebanada;  de  hecho,  lo  hacemos  de  dos 
formas.  En  el  i-esimo  intervalo  [0H  9,],f  alcanza  su  valor  rnmirno  y  su  valor  maximo, 
por  ejemplo,  en  u,  y  vt,  respectivamente  (figura  3).  Asi,  si  A 9,  =  9,  —  6^ 

|[/(^)]2  A 0i  <  A(R,)  ^\[f{v,)}2  AO, 

y  entonces 


2|[/(«0]2  A0, 

/=  l 


/= 1 


n 


Z  2  U(vi)f  A 0, 


El  primer  y  tercer  miembros  de  esta  desigualdad  son  sumas  de  Riemann  de  la  misma 

r  i2 

integral:  /  2  Si  hacemos  tender  a  cero  la  norma  de  la  particion,  obtene- 

J a 

mos  (mediante  el  teorema  del  emparedado)  la  formula  para  el  area 


rP 

A  =  \j  um2de 

J  a 
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Puntos  equicordales 

Las  limagons  comparten  con  los 
circulos  la  propiedad  de  tener  un 
punto  equicordal  (un  punto  desde 
el  cual  todas  las  cuerdas  tienen  la 
misma  longitud).  Para  la  limaqon 
r  =  2  +  cos  0,  del  ejemplo  1 ,  todas 
las  cuerdas  que  pasan  por  el  polo 
tienen  longitud  4.  Observe  que 
esta  lima$on  tiene  area  9tt/2, 
mientras  que  la  circunferencia 
correspondiente  de  diametro  4  tie¬ 
ne  area  477.  Asf,  el  hecho  de  tener 
cuerdas  iguales  en  todas  las  direc- 
ciones  respecto  de  un  punto  no 
basta  para  determinar  el  area. 

He  aqui  un  famoso  problema 
no  resuelto,  planteado  por  vez  pri- 
mera  en  1916.  na  region  plana 
puede  tener  dos  puntos  equicorda- 
lesl  Una  respuesta  correcta  a  esta 
pregunta  (ya  sea  un  ejemplo  de  tal 
region  o  una  demostracion  de  que 
tal  region  no  existe)  le  harfa  famoso 
instantaneamente.  No  obstante,  le 
sugerimos  que  resuelva  los  proble- 
mas  al  final  de  esta  seccion  antes 
de  enfrentar  este  reto. 


AA  =  \um2M 
A  =  4  j^2  (4  sen  2 9)2d0 


Por  supuesto,  esta  formula  puede  memorizarse,  pero  preferimos  que  recuerde  como  se 
dedujo.  De  hecho,  notara  que  las  tres  palabras  familiares  rebanar,  aproximar  e  integrar 
son  la  clave  para  los  problemas  de  area  en  coordenadas  polares.  Uustraremos  ahora  lo 
que  esto  significa. 


M~EJEMPLO  1 


Determine  el  area  de  la  region  dentro  de  la  limaijon  r  =  2  +  cos  6. 


SOLUCJON  La  grafica  se  muestra  en  la  figura  4;  observe  que  6  varia  de  0  a  277. 

13  Para  una  aproximacion  rapida,  podrfamos  observar  que  la  region  se  parece  mu- 
cho  a  un  circulo  de  radio  2.  Por  lo  tanto,  esperamos  que  la  respuesta  sea  aproximadamen- 
te  7r22  =  477.  Para  determinar  el  area  exacta,  rebanamos,  aproximamos  e  integramos. 


aa~4l/W]2A0 

A  =  -y  jo  (2  +  cost?  )2d8 


Por  simetria,  podemos  duplicar  la  integral  de  0  a  77.  Asf 
r 7r  p* 

A  =  /  (2  +  cos  0)2  dO  =  /  (4  +  4  cos  9  +  cos2  6)  dO 
Jo  Jo 


=  [  4  do  +  4  [ 

Jo  Jo 

r  9  r  i  r 

=  /  —  dO  +  4  /  cos  0  dO  H —  /  i 

Jo  2  y0  4  JQ 

+  [4  sen  0]p  + 


4  dO  +  4  /  cos  0  dd  +  -  /  (1  +  cos  20)  dO 
2  Jo 


!• 


-sen  20 


Jo 


977 

~2 


m  EJEMPLO  2  I  Determine  el  area  de  un  petalo  de  la  rosa  de  cuatro  petalos  r  =  4 
sen  20. 

0  SOLUCION  La  rosa  completa  se  bosquejo  en  el  ejemplo  3  de  la  seccion  anterior. 
Aqui  solo  mostramos  el  petalo  del  primer  cuadrante  (figura  5).  Este  petalo  tiene  4  unida- 
des  de  longitud  y  promedia  cerca  de  1.5  unidades  de  ancho,  lo  cual  da  6  como  estimacion 
de  su  area.  El  area  exacta  esta  dada  por 

^  -  s  p-gs* de 

2  Jo  Jo  2 

tt/2 


pTT  j2  /*71 

=  4  /  dO  ~ 

Jo  Jo 


cos  40  •  4  dO 


=  -  tsen40]o 2  =  27r 


Figura  5 
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A  .4  [3  sen20-  (1+  cos#)2]  A# 

A  =  —■[  [3  sen2&  -  (1  +  cosfl)2]J0 

jt/3 


B  EJEMPLO  3 


Determine  el  area  de  la  region  fuera  de  la  cardioide  r  =  1  +  cos  0 


y  dentro  de  la  circunferencia  r  —  V3  sen  0. 

SOLUCION  Las  graficas  de  las  dos  curvas  aparecen  en  la  figura  6.  Necesitaremos  las 
coordenadas  9  de  los  puntos  de  intersection.  Tratemos  de  resolver  las  dos  ecuaciones 
en  forma  simultanea. 


1  +  cos  9 
1+2  cos  8  +  cos2  9 

1  +  2  cos  6  +  cos2  9 
4  cos2  9  +  2  cos  9  —  2 

2  cos2  9  +  cos  9  —  1 
(2  cos  9  —  l)(cos0  +  1) 

cos  9 

9 


=  V3  sen  8 
=  3  sen2  8 
=  3(1  —  cos2  8) 

=  0 
=  0 
=  0 

=  —  o  cos  9  —  —  1 
2 

7 T 

=J  0  e=” 


Ahora  rebanamos,  aproximamos  e  integramos. 


-\L 

=  i  r 

~  2  L 


[3  sen2  9  -  (1  +  cos  0)2]  d9 


[3  sen2  0-1-2  cos  9  -  cos2  0]  d9 


1  r 

—  —  /  [-2  cos  0-2  cos  20]  d0 

2  J  tt/2> 


cos  20)  -  1  -  2  cos  0  -  ^(1  +  cos  20) 


de 


=  ^[— 2  sen  0  -  sen  20]^ 


„  V3  V3 

2 - + - 

2  2 


it/3 

3V3 


1.299 


Tangentes  en  coordenadas  polares  En  coordenadas  cartesianas,  la  pendiente 
m  de  la  recta  tangente  a  una  curva  esta  dada  por  m  =  dyjdx.  Rapidamente  desechamos 
a  dr/d8  como  la  formula  correspondiente  para  la  pendiente  en  coordenadas  polares. 
Si  r  —f{9)  determina  la  curva,  escribimos 


Asf, 


Es  decir. 


y  =  r  sen  0  =  /(0)  sen  0 
x  =  r  cos  0  =  f{8)  cos  0 

dy  \y  Ay/AO  dy/d8 

— —  =  lim  — —  =  lim  — — 7—  =  — — 
dx  Ax^o  Ax  A0^oAx/A 8  dx/dO 

f(6)  cos  0  +  f'(Q)  sen  0 

ifi  ~ - 

— /(0)  sen  0  +  /'(0)  cos  0 


Esta  formula  recien  deducida  se  simplifica  cuando  la  grafica  de  r  =/(0)  pasa  por 
el  polo.  Por  ejemplo,  supongamos  que  para  algun  angulo  a  se  tiene  r  =  f(a)  =  0  y 
f  (a)  +  0.  Entonces  (en  el  polo),  nuestra  formula  para  m  es 

f(a)  sen  a 

~77T~\ -  =  tan  a 

/  (a) cos  a 


m 
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Como  la  recta  0  =  a  tambien  tiene  pendiente  tan  a,  concluimos  que  esta  recta  es  tangen- 
te  a  la  curva  en  el  polo.  Deducimos  el  util  hecho  de  que  las  rectos  tangentes  en  el  polo  se 
pueden  determinar  resolviendo  la  ecuacion  f{8)  =  0.  A  continuation  ilustramos  esto. 

B  IJI.MIM.Q  4  Considere  la  ecuacion  polar  r  =  4  sen  38. 

(a)  Determine  la  pendiente  de  la  recta  tangente  en  8  =  ir/6  y  9  =  tt/4. 

(b)  Determine  las  rectas  tangentes  en  el  polo. 

(c)  Bosqueje  la  grafica. 

(d)  Determine  el  area  de  un  petalo. 


0  0 
Jt/12  2.8 

n/6  4 

jc/4  2.8 

ji/3  0 

5n/12  -2.8 

ji/2  -4 


% 

A  / 


\  1  2  3  4 


A  % 


Figura  7 


SOLUCION 


(a)  m 


f(0)  cos  0  +  f'{6)  sen  0  4  sen  30  cos  0  +  \2  cos  29  sen  9 


-f(6)  sen  6  +  f'(0 )  cos  0  —4  sen  30  sen  0+12  cos  30  cos  0 

En  6  =  77/6, 

4*  1  m—~  +  12-0-i 

m  = - l - L  =  -V3 

1  V3 

— 4  •  1  •  — F  12  •  0 - 

2  2 


En  0  =  tt/4. 


V2  V2  _  V2.V2 

2  2  2  2 


_  2  2 _ 2  2  _  2-6  _  1 

V2  V2  V2  V2  -2-6  2 

-4.___.___12_.-_. 

(b)  Hacemos/(0)  =4  sen  30  =  Oy  despejamos.  Esto  implica  que  9  =  0,0=  tt/3,0  =  2tt/3, 

9  =  tt,6  =  47r/3,  y  8  =  57r/3. 

(c)  Despues  de  observar  que 

sen  3(7t  —  6)  =  sen(377  —  30)  =  sen  3t7  cos  30  -  cos  377  sen  30  =  sen  30 

10  cual  implica  simetrfa  respecto  del  eje  y,  obtenemos  una  tabla  de  valores  y 
bosquejamos  la  grafica  que  se  muestra  en  la  figura  7. 


(d)  A  = 


fir/3  j-irl  3 

(4  sen  30)2  dO  =  8  /  sen2  30  d9 
>  Jo 


(1  —  cos  60)  d6  =  4 


2  ^  l^3  477 

=  40  —  —sen  60  =  — - 

3  n  3 


*°-u 


cos  60 -6  d0 


Revision  de  conceptos 

1.  La  formula  para  el  area  A  de  un  sector  de  un  clrculo  de  radio 

r  y  angulo  6  (en  radianes)  es  A  = _ . 

2.  La  formula  de  la  pregunta  1  conduce  a  la  formula  para  el 

area  A  de  la  region  acotada  por  la  curva  r  =f(6)  entre  6  =  a  y  6  =  j3,  es 
decir,  A  = _ . 


3.  A  partir  de  la  formula  de  la  pregunta  2,  concluimos  que  el 

area  de  la  region  dentro  de  la  cardioide  r  =  2  +  2  cos  0  se  puede  ex- 
presar  como  A  = _ . 

4.  Las  rectas  tangentes  a  la  curva  polar  r  =  f(9)  en  el  polo  se 

pueden  determinar  resolviendo  la  ecuacion _ . 


Con  junto  de  problemas  10.7 

En  los  problemas  del  1  al  10  bosqueje  la  grafica  de  la  ecuacion  dada  y 
determine  el  area  de  la  region  acotada  por  ella. 


1.  r  =  a,  a  >  0 


2.  r  =  2a  cos  0,  a  >  0 


3.  r  =  2  +  cos  8  4.  r  =  5  +  4  cos  0 

5.  r  =  3  —  3  sen  0  6.  r  =  3  +  3  sen  0 

7.  r  =  +  cos  0),  a  >  0  8.  r1  =  6  cos 20 
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9.  r2  —  9  sen  20 


10.  r2  =  a  cos  20,  a  >  0 


11.  Bosqueje  la  limagon  r  =  3  -  4  sen  6  y  determine  el  area  de  la 
region  dentro  de  su  rizo  menor. 

12.  Bosqueje  la  limagon  r  =  2  —  4  cos  8  y  determine  el  area  de  la 
region  dentro  de  su  rizo  menor. 

13.  Bosqueje  la  limagon  r  =  2  —  3  cos  8  y  determine  el  area  de  la 
region  dentro  de  su  rizo  mayor. 

14.  Bosqueje  un  petalo  de  la  rosa  de  cuatro  petalos  r  =  3  cos  26  y 
determine  el  area  de  la  region  encerrada  por  este. 

15.  Bosqueje  la  rosa  de  tres  petalos  r  =  4  cos  38  y  determine  el 


32.  Suponga  que  un  planeta  de  ntasa  m  gira  alrededor  del  Sol 
(localizado  en  el  polo)  con  momento  angular  constante  mr  d8/dt. 
Deduzca  la  segunda  Ley  de  Kepler:  la  h'nea  del  Sol  al  planeta  barre 
areas  iguales  en  tiempos  iguales. 

33.  Primer  problema  del  chivo  Un  chivo  esta  atado  a  la  orilla 
de  un  estanque  circular  de  radio  a  mediante  una  cuerda  de  longitud 
ka  (0  <  k  £  2).  Utilice  el  metodo  de  esta  seccion  para  hallar  su  area  de 
pastizal  (el  area  sombreada  de  la  figura  8).  Nota:  ya  resolvimos  este 
problema  antes  (problema  77  de  la  seccion  6.8);  usted  dcbe  lograr 
que  sus  respuestas  coincidan. 


area  de  toda  la  region  encerrada  por  ella. 

. 

16.  Bosqueje  la  rosa  de  tres  petalos  r  =  2  sen  36  y  determine  el 
area  de  la  region  encerrada  por  ella. 

/ 

ka 

"’n 

17.  Determine  el  area  de  la  region  encerrada  por  las  dos  circun- 

1 

f  |  \ 

ferencias  concentricas  r  =  7yr=10. 

| 

a  J 

18.  Bosqueje  la  region  que  esta  dentro  de  la  circunferencia  r  —  3 
sen  6  y  fuera  de  la  cardioide  r  =  1  +  sen  8,  y  calcule  su  area. 

\ 

19.  Bosqueje  la  region  que  esta  fuera  de  la  circunferencia  r  =  2  y 

- 

dentro  de  la  lemniscata  r2  =  8  cos  26,  y  calcule  su  area. 

20.  Bosqueje  la  limagon  r  =  3  —  6  sen  6  y  calcule  el  area  de  la  re¬ 
gion  que  esta  dentro  de  su  rizo  mayor,  pero  fuera  de  su  rizo  menor. 

21.  Bosqueje  la  region  en  el  primer  cuadrante  que  esta  dentro  de 
la  cardioide  r  =  3  +  3  cos  8  y  fuera  de  la  cardioide  r  =  3  +  3  sen  8  y 
determine  su  area. 

22.  Bosqueje  la  region  en  el  segundo  cuadrante  que  esta  dentro 
de  la  cardioide  r  =  2  +  2  sen  8  y  fuera  de  la  cardioide  r  =  2  +  2  cos  6  y 
determine  su  area. 

23.  Determine  la  pendiente  de  la  recta  tangente  a  cada  una  de 
las  curvas  siguientes,  en  8  =  77/3. 

(a)  r  =  2  cos  8  (b)  r  =  1  +  sen  6 

(c)  r  =  sen  26  (d)  r  =  4  -  3  cos  6 

24.  Determine  todos  los  puntos  de  la  cardioide  r  =  a(  1  +  cos  9) 
tales  que  la  recta  tangente  sea 

(a)  horizontal,  y  (b)  vertical. 

25.  Determine  todos  los  puntos  sobre  la  limagon  r  =  1  —  2  sen  9 
donde  la  recta  tangente  sea  horizontal. 

26.  Sea  r=f(8),  donde /es  continua  en  el  intervalo  cerrado  [a,  /}]. 
Deduzca  la  siguiente  formula  para  la  longitud  L  de  la  curva  polar  co- 
rrespondiente  de  9  =  a  a  6  =  ji. 

rP  _ 

L=  /  V[/(0)]2  +  [f’(8)]2d8 

J  a 

27.  Use  la  formula  del  problema  26  para  determinar  el  perfme- 
tro  de  la  cardioide  r  =  a(  1  +  cos  0). 

28.  Determine  la  longitud  de  la  espiral  logarftmica  r  =  ed/2  de 
8  =  0  a  6  =  2ir. 

29.  Determine  el  area  total  de  la  rosa  r  =  a  cos  n9,  donde  n  es  un 
entero  positivo. 

30.  Bosqueje  la  grafica  de  la  estrofoide  r  =  sec  8  —  2  cos  8  y  deter¬ 
mine  el  area  de  su  rizo. 

31.  Considere  los  dos  circunferencias  r  =  2a  sen  8  y  r  =  2b  cos  6, 
con  ay  b  positivos. 

(a)  Determine  el  area  de  la  region  dentro  de  ambas  circunferencias. 

(b)  Muestre  que  las  dos  circunferencias  se  intersecan  en  angulos 
rectos. 


Figura  8 


Figura  9 


34.  Segundo  problema  del  chivo  Resuelva  el  problema  33  de 
nuevo.  pero  suponga  que  el  estanque  tiene  una  cerca  alrededor, 
de  modo  que,  al  formar  la  curia  A,  la  cuerda  se  enrolla  en  torno  de 
la  cerca  (figura  9).  Sugerencia:  si  usted  es  muy  ambicioso,  trate 
de  usar  el  metodo  de  esta  seccion.  Pero  tambien  puede  notar  que  en 
la  cuna  A, 

A  A  ~  -  \PT\2  A<t> 

lo  cual  conduce  a  una  suma  de  Riemann  para  una  integral.  La  res- 
puesta  final  es  a2(rrk2/2  +  /t3/3),  resultado  que  necesitamos  en  el  pro¬ 
blema  35. 

ED  35.  Tercer  problema  del  chivo  Un  chivo  no  atado  pasta  dentro 
de  un  terreno  comprendido  dentro  de  una  cerca  circular  de  radio  a; 
otro  chivo  pasta  atado  fuera  de  la  cerca  del  problema  34.  Determine 
la  longitud  de  la  cuerda  si  los  dos  chivos  tienen  la  misma  area  de  pas- 
tizales. 


[CAS]  \jse  una  computadora  para  resolver  los  problemas  de!  36  al  39. 
En  cada  caso,  asegurese  de  hacer  primero  una  estimacion  mental. 
Observe  la  formula  de  la  longitud  en  el  problema  26. 

36.  Determine  las  longitudes  de  las  limaqons  r  =  2  +  cos  8  y  r  =  2 
+  4  cos  8  (vease  el  ejemplo  1  de  esta  seccion  y  el  ejemplo  1  de  la  sec¬ 
cion  10.6). 

37.  Determine  el  area  y  la  longitud  de  la  rosa  de  tres  petalos  r  =  4 
sen  3 8  (vease  el  ejemplo  4). 

38.  Determine  el  area  y  la  longitud  de  la  lemniscata  r2  =  8  cos  29 
(vease  el  ejemplo  2  de  la  seccion  10.6). 

39.  Trace  la  curva  r  =  4  sen(30/2),  0  £  8  £  477,  y  luego  determine 
su  longitud. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  2r20 


1  fp  ]  r2 

>■2  l  lmfM 

4.  m  -  o 


(2  +  2  cos  0)2  d 6 


552  Capitulo  10  Conicas  y  coordenadas  polares 


10.8  Repaso  del  capitulo 

Examen  de  conceptos 

Responda  con  verdadero  o  falso  a  cada  una  de  las  siguientes  afirma- 
ciones.  Preparese  para  justificar  su  respuesta. 

1.  La  grafica  de  y  —  ax2  +  bx  +  c  es  una  parabola  para  todas  las 
opciones  de  a,  b  y  c. 

2.  El  vertice  de  una  parabola  esta  a  la  mitad  del  camino  entre  el 
foco  y  la  directriz. 

3.  Un  vertice  de  la  elipse  esta  mas  cerca  de  una  directriz  que  de 
un  foco. 

4.  El  punto  sobre  una  parabola  mas  cercano  a  su  foco  es  el  ver¬ 
tice. 

5.  Las  hiperbolas  x2/a 2  -  y2/b 2  =  1  y  y2/b 2  -  x2/^2  =  1  tienen  las 
mismas  asfntotas. 

6.  La  circunferencia  C  de  la  elipse  x2ja2  +  y2/b2  =  1 ,  con  b<a,  sa- 
tisface  2nb  <C<  2 rra. 

7.  Mientras  menor  sea  la  excentricidad  e  de  una  elipse,  mas  circu¬ 
lar  sera  la  elipse. 

8.  La  elipse  6x2  +  4y2  =  24  tiene  sus  focos  sobre  el  eje  x. 

9.  La  ecuacion  x2  -  y2  =  0  representa  una  hiperbola. 

10.  La  ecuacion  (y2  -  4x  +  l)2  =  0  representa  una  parabola. 

11.  Si  k  #  0,  x2/a 2  -  y2/b 2  =  k  es  una  ecuacion  de  una  hiperbola. 

12.  Si  k  *  0,  x2/a 2  +  y2/b2  =  k  es  una  ecuacion  de  una  elipse. 

13.  La  distancia  entre  los  focos  de  la  grafica  de  x2/a2  +  y2/b2  =  1  es 

2V a2  -  b2. 

14.  La  grafica  de  x2/9  -  y2/ 8  =  -2  no  interseca  al  eje  x. 

15.  La  luz  que  emana  de  un  punto  entre  un  foco  y  el  vertice  mas 
cercano  de  un  espejo  elfptico  se  reflejara  mas  alia  del  otro  foco. 

16.  Una  elipse  que  se  traza  usando  una  cuerda  con  8  unidades  de 
longitud  unida  a  2  focos,  separados  2  unidades,  tendra  un  diametro 
menor  de  longitud  V60  unidades. 

17.  La  grafica  de  x2  +  y2  +  Cx  +  Dy  +  F  =  0  es  una  circunferencia, 
un  punto,  o  el  conjunto  vacio. 

18.  La  grafica  de  2 x2+y2  +  Cx  +  Dy  +  F=  0  no  puede  ser  un  pun¬ 
to  unico. 

19.  La  grafica  de  Ax2  +  Bxy  +  Cy~  +  Dyx  +  Ey  +  F=  0  es  la  inter¬ 
section  de  un  piano  con  un  cono  de  dos  hojas  para  cualquier  election 
de  A,  B,  C.D.Ey  F. 

20.  En  un  sistema  de  coordenadas  adecuado,  la  interseccion  de 
un  piano  con  un  cono  de  dos  hojas  tendra  una  ecuacion  de  la  forma 
Ax2  +  Cy 2  +  Dx  +  Ey  +  F  =  0 

21.  La  grafica  de  una  hiperbola  debe  pasar  por  los  cuatro  cua- 
drantes. 

22.  Si  una  de  las  secciones  conicas  pasa  por  los  cuatro  puntos  (1, 
0),  (—1,0),  (0, 1)  y  (0,-  1),  debe  ser  una  circunferencia. 

23.  La  representation  parametrica  de  una  curva  es  unica. 

24.  La  grafica  de  x  =  2 f\  y  =  t 3  es  una  recta. 

25.  Si  x  —  f(t)  y  y  =  g(t),  entonces  podemos  determinar  una  fun- 
cion  h  tal  que  y  =  h(x). 

26.  La  curva  con  representation  parametrica  x  =  lnfyy  =  f2-l 
pasa  por  el  origen. 

27.  Si  x  =  f(t)  y  y  =  g(t),  y  si  existen  f"  y  g",  entonces  d2y/dx2  = 
g"(t)/f"(t)  siempre  que/"(r)  *  0. 


28.  Una  curva  puede  tener  mas  de  una  recta  tangente  en  un  pun¬ 
to  en  la  curva. 

29.  La  grafica  de  la  ecuacion  polar  r=  4  cos(0  —  ir/3 )  es  una  cir¬ 
cunferencia. 

30.  Cada  punto  del  piano  tiene  una  infinidad  de  conjuntos  de 
coordenadas  polares. 

31.  Todos  los  puntos  de  interseccion  de  las  graficas  de  las  ecua- 
ciones  polares  r  =f(8)  y  r  =  g(6)  se  pueden  encontrar  resolviendo  es- 
tas  dos  ecuaciones  en  forma  simultanea. 

32.  Si/es  una  funcion  impar,  entonces  la  grafica  de  r  =  f(9)  es  si- 
metrica  con  respecto  del  eje  y  (la  recta  9  =  tt/2). 

33.  Si  /es  una  funcion  par,  entonces  la  grafica  de  r=f(9)  es  sime- 
trica  con  respecto  del  eje  x  (la  recta  6  =  0). 

34.  La  grafica  de  r  =  4  cos  3d  es  una  rosa  de  tres  petalos  cuya  area 
es  menor  que  la  mitad  de  la  de  la  circunferencia  r  =  4. 

Problemas  de  examen 

1.  Con  base  en  la  lista  numerada,  elija  la  respuesta  correcta  y 
anotela  en  el  espacio  en  bianco. 


(1)  sin  grafica 

(2)  un  unico  punto 

(3)  una  recta  linica 

(4)  dos  rectas  paralelas 

(5)  dos  rectas  que  se  intersecan 

(6)  una  circunferencia 

(7)  una  parabola 

(8)  una  elipse 

(9)  una  hiperbola 

(10)  ninguna  de  las  anteriores 

(a)  x2  -  4y2  =  0 

(b)  x2  -  4y2  =  0.01 

fcl  x2  -  4  =  0 

(dl  x2  -  4x  +  4  =  0 

(el  x2  +  4v2  =  0 

(fl  x2  +  4v2  =  x 

(gl  x2  +  4v2  =  —x 

(if  (x2  +  4v  -  If2  =  0 

(j)  3x2  +  4y2  =  -x2  +  1 

(h)  x2  +  4y2  =  -1 

En  cada  problema  del  2  al  10  de  el  nombre  de  la  conica  que  tiene  la 
ecuacion  dada.  Determine  sus  vertices  y  focos,  y  bosqueje  su  grafica. 

2.  y2  -  6x  =  0 

3.  9x2  +  4y2  -  36  =  0 

4.  25x2  -  36y2  +  900  =  0 

5.  x2  +  9y  =  0 

O 

II 

VC 

1 

■"t 

1 

<N 

* 

vd 

7.  9x2  +  25 y2  -  225  =  0 

8.  9x2  +  9y2  -  225  =  0 

5 

9.  r  = 

2  +  2  sen  6 

10.  r( 2  +  cos  0)  =  3 

En  cada  problema  del  11  al  18  determine  la  ecuacion  cartesiana  de  la 
conica  con  las  propiedades  dados. 

11.  Vertices  (±4,0)  y  excentricidad  \ 

12.  Excentricidad  l.foco  (0,-3)  y  vertice  (0,0) 

13.  Excentricidad  1,  vertice  (0,  0),  simetrica  respecto  del  eje  x,  y 
que  pasa  por  el  punto  (—  1, 3) 

14.  Excentricidad  |  y  vertices  (0,  ±3) 

15.  Vertices  (±2, 0)  y  asfntotas  x±2y  =  0 

16.  Parabola  con  foco  (3, 2)  y  vertice  (3, 3) 

17.  Elipse  con  centro  (1,2),  foco  (4, 2)  y  diametro  mayor  10 

18.  Hiperbola  con  vertices  (2, 0)  y  (2, 6)  y  excentricidad  y 
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En  los  problemas  del  19  al  22  use  el  proceso  de  completar  el  cuadrado 
para  transformar  la  ecuacion  dada  a  una  forma  candnica.  Luego  pro- 
porcione  el  nombre  de  la  curva  correspondiente  y  bosqueje  su  grdfica. 

19.  4*2  +  4  y1  -  24*  +  36 y  +  81  =  0 

20.  4x2  +  9y2  -  24*  -  36y  +  36  =  0 

21.  *2  +  8*  +  6y  +  28  =  0 

22.  3*2  -  10_y2  +  36*  -  20y  +  68  =  0 

23.  Una  rotacion  de  ejes  con  8  =  45°  transforma  x2  +  3 xy  +  y2=  10 
en  ru 2  +  sv2  =  10.  Determine  ryi.de  el  nombre  de  la  conica  corres¬ 
pondiente  y  determine  la  distancia  entre  sus  focos. 

24.  Determine  el  angulo  de  rotacion  8  necesario  para  eliminar  el 
termino  del  producto  cruzado  en  7* 2  +  8*y  +  y1  =  9.  Luego  obtenga 
la  ecuacion  correspondiente  en  uv  e  identifique  la  conica  que  repre- 
senta. 


En  los  problemas  del  25  al  28  se  da  la  representacion  parametrica  de 
una  curva.  Elimine  el  parametro  para  obtener  la  correspondiente 
ecuacion  cartesiana.  Haga  un  bosquejo  de  la  curva  dada. 

25.  *  =  6r  +  2,  y  =  2f;  —  oo  <  t  <  oo 

26.  *  =  4/2,  y  =  4/;  -1  <  (  s  2 

27.  x  =  4  sen  t  -  2,  y  =  3  cos  (  +  1;0  s  i  <  2tt 

28.  *  =  2  sec  t,  y  =  tan  t;  -  ~  <  t  < 


En  los  problemas  29  y  30  determine  las  ecuaciones  de  la  recta  tangente 
en  t  =  0. 

29.  *  =  2r3  -  4t  +  7,  y  -  t  +  ln(f  +  1) 

30.  *  =  3c-',  y  =  \el 

31.  Determine  la  longitud  de  la  curva  *  =  1  +  r3/2,  y  =  2  +  ;3/2, 
desde  t  =  0  hasta  t  =  9. 

32.  Determine  la  longitud  de  la  curva  *  =  cos  /  +  t  sen  t, 
y  =  sen  t  —  t  cos  t,  desde  0  hasta  2ir.  Haga  un  bosquejo  de  la  grafica. 


En  los  problemas  del  33  al  44  analice  la  ecuacion  polar  dada  y  bos¬ 
queje  su  grdfica. 


33.  r  =  6  cos  6 


34.  r 


5 

sen  8 


35. 

37. 

39. 


41. 


43. 


45. 


cos  28 

36. 

r  = 

cos  6 

4 

38. 

r  =  5  —  5  cos  6 

4-3  cos  9 

40. 

r  =  2  —  3  cos  6 

42. 

r  =  4  sen  36 

■  16  sen  28 

44. 

II 

1 

IV 

o 

Determine  una  ecuacion  cartesiana  de  la  grafica  de 
r2  -  6r(cos  8  +  sen  0)  +  9  =  0 


y  luego  bosqueje  la  grafica. 

46.  Determine  una  ecuacion  cartesiana  de  la  grafica  de  r 2  cos  28  —  9 
y  luego  bosqueje  la  grafica. 

47.  Determine  la  pendiente  de  la  tangente  a  la  grafica  de  r  =  3  +  3 
cos  8  en  el  punto  sobre  la  grafica  correspondiente  en  donde  0  =  |tr. 

48.  Bosqueje  las  graficas  de  r  =  5  sen  8  y  r  =  2  +  sen  8  y  determine 
sus  puntos  de  interseccion. 

49.  Determine  el  area  de  la  region  acotada  por  la  grafica  de  r  =  5 
-  5  cos  8. 


50.  Determine  el  area  de  la  region  que  esta  fuera  de  la  limagon 
r  =  2  +  sen  9  y  dentro  de  la  circunferencia  r  =  5  sen  8. 

51.  El  piloto  de  un  automovil  de  carreras  corria  en  una  pista  elip- 
tica  x2/400  +  y2/ 100  =  1  y  perdio  el  control  en  el  punto  (16, 6);  a  partir 
de  ese  punto,  continuo  sobre  la  recta  tangente  hasta  chocar  contra  un 
arbol  en  (14,  k).  Determine  k. 


52.  Relacione  cada  ecuacion  polar  con  su  grafica. 

sen  0 

2 

cos  8 


(a)  r  —  1—2  sen  9 

(b)  r  =  1 

(c)  r  =  1+2  cos  6 

(d)  r  =  1 

2 


1  7 

/ 

0  i  - 

I  I  1 

1  T  1 

-3  -2  -1  \ 

III  1 

1  S  2  3 
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J 

-1  ^ 
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-  j  1  \  2  3 
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53.  Relacione  cada  ecuacion  polar  con  su  grafica. 
(a)  r  =  4  cos  26  (b)  r  =  3  cos  36 

(c)  r  =  5  cos  56  (d)  r  —  3  sen  28 


PROBLEMAS 
DE  REPASO  E 
INTRODUCTION 


En  los  problemas  del  1  al  6  trace  la  curva  cuya  ecuacion  parametrica  se  proporciona. 

1.  x  =  2t,  y  =  t  -  3;  1  <  t  <  4 

2.  x  =  t/2,  y  =  t2;  -1  <  t  <  2 

3.  x  =  2  cos  t,y  —  2  sen  f;0  <  (  <  2tt 

4.  x  =  2  sen  t,  y  =  —2  cos  r,  0  £  t  s  277 

5.  x  =  t,  y  =  tan  2/;  — 7r/4  <  t  <  7r/4 

6.  x  =  cosh  t,  y  =  senh  — 4  <  t  <  4 


£«  /c«  problemas  del  9  al  12  determine  la  longitud  de  la  curva  dada. 

9.  j <  =  t,y  =  3 f3/2;  0  <  f  <  4 

10.  x  =  t  +  2,  y  =  2f  —  3;  1  ==  /  <  5 

11.  X  =  a  cos  2  t,y  =  a  sen  2f;  0  £  (  s  -nil 

12.  x  =  tanh  t,  y  =  sech  /;  0  <  /  <  4 

13.  Determine  el  punto  en  la  recta  y  =  2x  +  1  que  es  mas  cercano  al  punto  (0, 3).  ^Cual  es  la 
distancia  minima  entre  el  punto  y  la  recta? 

14.  Determine  ecuaciones  parametricas  de  la  forma  x  =  a,r  +  £q  y  y  =  a2t  +  b2  para  la  recta 
que  pasa  por  los  puntos  (1,-1)  y  (3,3). 

15.  Un  objeto  que  se  mueve  a  lo  largo  del  eje  x  tiene  posicion  s(t)  =  f2  -  6f  +  8. 

(a)  Determine  la  velocidad  y  la  aceleracion. 

(b)  ^Cuando  el  objeto  se  esta  moviendo  hacia  adelante? 

16.  Un  objeto  que  se  encuentra  inicialmente  en  reposo  en  x  =  20,  tiene  aceleracion  a  =  2. 

(a)  Determine  la  velocidad  y  la  posicion. 

(b)  ^Cuando  el  objeto  Ilega  a  la  posicion  100? 


En  los  problemas  del  17  al  20  haga  un  bosquejo  de  la  section  conica  dada. 


19.  xz 


4y2 


0 


x  y 

18-t  +  t  =  1 


20.  xz 


y2  =  4 


En  los  problemas  del  21  al  24  haga  un  bosquejo  de  la  grdfica  de  la  ecuacion  polar  dada. 
21.  r  =  2  22.  0  =  77-/6 

1 

1  +  —cos  0 
2 


23.  r  =  4  sen  6 


24.  r  = 
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Geometria  en  el  espacio 
y  vectores 

11.1 

Coordenadas  cartesianas  en  el  espacio  tridimensional 

Hemos  llegado  a  una  transition  importante  en  nuestro  estudio  del  calculo.  Hasta  aho- 
ra,  hemos  viajado  a  traves  de  ese  ambito  amplio  y  llano  conocido  como  piano  euclidia- 
no,  o  espacio  bidimensional.  Hemos  aplicado  los  conceptos  del  calculo  a  funciones  de 
una  sola  variable,  cuyas  graficas  se  pueden  trazar  en  el  piano.  Vamos  a  estudiar  el 
calculo  de  variables  en  tres  dimensiones.  Nuevamente  exploraremos  todas  las  ideas 
familiares  (como  limite,  derivada,  integral)  desde  una  perspectiva  superior. 

Para  comenzar,  considere  tres  ejes  de  coordenadas  mutuamente  perpendiculares 
(los  ejes  x,  y,  z )  con  sus  ceros  en  un  punto  cornun  O,  llamado  el  origen.  Aunque  estas  lf- 
neas  se  pueden  orientar  de  cualquier  forma  deseada,  seguiremos  la  costumbre  de  pen- 
sar  en  los  ejes  y  y  z  como  si  estuvieran  en  el  piano  del  papel,  con  sus  direcciones 
positivas  hacia  la  derecha  y  hacia  arriba,  respectivamente.  Entonces,  el  eje  x  es  perpen¬ 
dicular  al  papel  y  suponemos  que  su  extremo  positivo  apunta  hacia  nosotros,  formando 
asi  un  sistema  de  mano  derecha.  Le  llamamos  asf  porque,  si  los  dedos  de  la  mano  dere¬ 
cha  se  doblan  de  modo  que  se  curven  desde  el  eje  x  positivo  hacia  el  eje  y  positivo,  el 
pulgar  apunta  en  la  direction  del  eje  z  positivo  (figura  1). 

Los  tres  ejes  determinan  tres  pianos:  yz,  xz  y  xy,  que  dividen  al  espacio  en  ocho 
octantes  (figura  2).  A  cada  punto  P  del  espacio  le  corresponde  una  terna  ordenada  de 
numeros  (x,  y,  z),  sus  coordenadas  cartesianas,  que  miden  sus  distancias  dirigidas  a  los 
tres  pianos  (figura  3). 

La  ubicacion  de  puntos  en  el  primer  octante  (el  octante  donde  las  tres  coordena¬ 
das  son  positivas)  es  relativamente  facil.  En  las  figuras  4  y  5  ilustramos  algo  mas  dificil, 
localizando  dos  puntos  de  otros  octantes,  los  puntos  P( 2,  -3, 4)  y  Q(— 3, 2,  -5). 


Figura  1 


Figura  4 


Figura  5 
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La  formula  de  la  distancia  Considere  dos  puntos  P\{xh  yh  zj)  y  P2(x 2,  y2  z2)  en 
el  espacio  tridimensional  (xi  ^  x2,  y\  =£  y2,  Z\  ^  z2).  Elios  determinan  un  paralelepfpedo 
(es  decir,  una  caja  rectangular)  con  P\  y  P2  como  vertices  opuestos  y  con  aristas  parale- 
las  a  los  ejes  de  coordenadas  (figura  6).  Los  triangulos  P\QP2  y  P\RQ  son  triangulos 
rectangulos  y,  por  el  teorema  de  Pitagoras. 

\PiP2\2  =  l^id2  +  \QPi\2 

y 

\PxQ\2  =  M 2  +  \RQ\2 

Asf, 

lA^2l2  =  \PiR\2  +  \RQ\ 2  +  \QP2\ 2 

=  (*2  -  *i)2  +  (y2  -  y\)2  +  (Z2  _  zi)2 


Esto  da  la  formula  de  la  distancia  en  el  espacio  tridimensional,  que  es  correcta,  aunque 
algunas  de  las  coordenadas  sean  identicas. 


\P\P2\  =  V(x2  -  xj)2  +  (y2  -  yj)2  +  (z2  -  Z])2 


EJEMPLO  1  [  Determine  la  distancia  entre  los  puntos  P{ 2,  —3, 4)  y  Q(— 3, 2,  —5), 


graficados  en  las  figuras  4  y  5. 


SOLUCION 

\PQ\  =  V(-3  -  2 )2  +  (2  +  3)2  +  (-5  -  4)2  =  Vl31  w  11.45  ■ 


^,Que  es  una  esfera? 

Hemos  definido  una  esfera  como  el 
conjunto  de  puntos  que  se  encuentran 
a  una  distancia  dada  de  un  punto  fi- 
jo,  es  decir,  aquellos  puntos  (x,y,  z) 
que  satisfacen  (x  -  h)2  + 

(y  -  k)2  +  (z  —  l)2  =  r2.  A1  igual 
que  para  el  caso  del  “clrculo”,  que 
en  ocasiones  queremos  decir  los 
puntos  en  y  dentro  de  la  frontera  del 
circulo  (es  decir,  cuando  hablamos 
del  “area”  de  un  circulo  sera  irr2), 
hay  veces  que  con  “esfera”  queremos 
indicar  la  frontera  junto  con  el  inte¬ 
rior.  (En  ocasiones,  esto  se  denomina 
bola  o  esfera  solida).  En  otras  pala- 
bras,  a  veces  queremos  definir  el 
conjunto  de  puntos  que  satisfacen 
(x  -  h)2  +  (y  —  k )z  +  (z  —  l)2  £  r2. 
Cuando  digamos  que  el  volumen  de 
„  '  4  , 

una  esfera  es  -  irr  ,  por  supuesto 

sera  con  esta  ultima  interpretation. 
Por  lo  regular,  el  contexto  de  un 
problema  indica  acerca  de  cual 
“esfera”  estaremos  hablando. 


Esferas  y  sus  ecuaciones  Hay  un  pequeno  paso  de  la  formula  de  la  distancia  a  la 
ecuacion  de  una  esfera.  Por  una  esfera  entendemos  el  conjunto  de  todos  los  puntos  del 
espacio  tridimensional  que  est5n  a  una  distancia  constante  (el  radio)  de  un  punto  fijo 
(el  centro).  (Recuerde  que  una  circunferencia  se  define  como  el  conjunto  de  puntos  en 
un  piano  que  estan  a  una  distancia  constante  de  un  punto  fijo).  De  hecho,  si  (x,  y,  z)  es 
un  punto  sobre  la  esfera  de  radio  r  con  centro  en  ( h ,  k,  /),  entonces  (vease  la  figura  7) 


(x  -  h)2  +  (y  ~  kf  +  (z  -  l)2  =  r2 


z 


Figura  7 


y 


Figura  8 


Llamamos  a  esto  la  ecuacion  canonica  de  una  esfera. 

En  forma  desarrollada,  la  ecuacion  del  recuadro  se  puede  escribir  como 

x2  +  y2  +  z2  +  Gx  +  Hy  +  Iz  +  J  =  0 

Recfprocamente,  la  grafica  de  cualquier  ecuacion  de  esta  forma  es  una  esfera.  un  punto 
(una  esfera  degenerada)  o  el  conjunto  vacfo.  Para  ver  por  que,  considere  el  siguiente 
ejemplo. 
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EJEMPLO  2  |  Determine  el 


x2  +  y2  +  z2 


y  bosqueje  su  grafica. 


centra  y  el  radio  de  la  esfera  con  ecuacion 
-  IOjc  -  8y  -  12z  +  68  =  0 


SOLUCION  Usamos  el  proceso  de  completar  el  cuadrado. 

(x2  -  lOx  +  )  +  (y2  ~  8y  +  )  +  (z2  -12 z  +  )  =  -68 

( x 2  -  IOjc  +  25)  +  ( y 2  -  8y  +  16)  +  (z2  -  12z  +  36)  =  -68  +  25  +  16  +  36 

(x  ~  5)2  +  (y  -  4)2  +  (z  -  6)2  =  9 

Asf,  la  ecuacion  representa  una  esfera  con  centro  en  (5,  4,  6)  y  radio  3.  Su  grafica 
aparece  en  la  figura  8.  ■ 


Si  despues  de  completar  el  cuadrado  en  el  ejemplo  2,  la  ecuacion  hubiese  sido 
(x  ~  5)2  +  (y  -  4)2  +  (z  -  6)2  =  0 

entonces  la  grafica  serfa  el  unico  punto  (5,  4,  6);  si  el  lado  derecho  fuese  negativo,  la 
grafica  serfa  el  conjunto  vacfo. 

Otro  resultado  sencillo  que  es  consecuencia  de  la  formula  de  la  distancia  es  la  for¬ 
mula  del  punto  medio.  Si  P\(x\,y\,  Z\)  y  Pi(x2i  Yi,  Z2)  son  l°s  extremos  de  un  segmento 
de  recta,  entonces  el  punto  medio  M(mh  m2,  m3)  tiene  coordenadas 


X]  +  x2 

yi  +  F2 

Zl  +  Z2 

2  ’ 

. 

m2-  2  . 

CM 

II 

CD 

s 

En  otras  palabras,  para  calcular  las  coordenadas  del  punto  medio  de  un  segmento,  solo 
hay  que  considerar  la  media  de  las  coordenadas  correspondientes  de  los  extremos. 


EJEMPLO  3  1  Determine  la  ecuacion  de  la  esfera  tal  que  uno  de  sus  diametros 


es  el  segmento  de  recta  que  une  (- 1 , 2, 3)  y  (5,  - 2, 7)  (figura  9). 


SOLUCION  El  centro  de  la  esfera  esta  en  el  punto  medio  del  segmento,  es  decir,  en 
(2, 0, 5);  el  radio  r  satisface 

r2  =  (5  -  2)2  +  (-2  -  0)2  +  (7  -  5)2  =  17 
Concluimos  que  la  ecuacion  de  la  esfera  es 

(x  -  2)2  +  y2  +  (z  -  5)2  =  17  ■ 

Graficas  en  el  espacio  tridimensional  Fue  natural  considerar  primero  una 
ecuacion  cuadratica  debido  a  su  relation  con  la  formula  de  la  distancia.  Pero  es  de  su- 
poner  que  una  ecuacion  lineal  en  x,  y  y  z,  es  decir,  una  ecuacion  de  la  forma 

Ax  +  By  +  Cz  =  D,  A2  +  B2  +  C2  A  0 

deberfa  ser  mas  facil  de  analizar.  (Observe  que  A2  +  B2  +  C2  #  0  es  una  forma  compac- 
ta  de  decir  que  A,  B  y  C  no  todas  son  cero).  De  hecho,  en  la  seccion  11.3  mostraremos 
que  la  grafica  de  una  ecuacion  lineal  es  un  piano.  Suponiendo  por  el  momento  que  es- 
to  es  verdad,  veamos  como  graficar  tal  ecuacion. 

Si,  como  ocurrira  con  frecuencia,  el  piano  corta  a  los  tres  ejes,  primero  determina- 
mos  estos  puntos  de  intersection;  es  decir,  encontramos  las  intersecciones  con  los  ejes 
x,  y,  z ■  Estos  tres  puntos  determinan  el  piano  y  nos  permiten  obtener  sus  trazas  (con  los 
pianos  de  coordenadas),  que  son  las  rectas  de  interseccion  de  ese  piano  con  los  pia¬ 
nos  de  coordenadas.  Entonces,  con  solo  un  poco  de  arte,  podemos  sombrear  el  piano. 
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EJEMPLO  4  j  Bosqueje  la  grafica  de  3x  +  4y  +  2z: 


hi---  •' 


Figura  10 


SOLUCION  Para  determinar  la  intersection  con  el  eje  x,  hacemos  yyz  iguales  a  ce- 
ro  y  despejamos  x,  obteniendo  x  =  4.  El  punto  correspondiente  es  (4, 0,  0).  De  manera 
similar,  las  intersecciones  con  los  ejes  yyz  son  (0, 3, 0)  y  (0. 0, 6).  A  continuation,  uni- 
mos  estos  puntos  mediante  segmentos  de  recta  para  obtener  las  trazas.  Luego  som- 
breamos  (la  parte  del  primer  octante  de)  el  piano,  obteniendo  con  ello  el  resultado  que 
aparece  en  la  figura  10.  a 

^Que  pasa  si  el  piano  no  corta  a  los  tres  ejes?  Esto  puede  ocurrir,  por  ejemplo,  si 
falta  una  de  las  variables  en  la  ecuacion  del  piano  (es  decir,  tiene  un  coeficiente  igual  a 
cero). 


EJEMPLO  5  Bosqueje  la  grafica  de  la  ecuacion  lineal 


en  el  espacio  tridimensional. 


2x  +  3y  =  6 


/ — ■/  -y 

/ 

!  ^ 


SOLUCION  Las  intersecciones  con  los  ejes  x  y  y  son  (3,  0,  0)  y  (0,  2,  0),  respectiva- 
mente,  y  estos  puntos  determinan  la  traza  en  el  piano  xy.  El  piano  nunca  cruza  el  eje  z 
(x  y  y  no  pueden  anularse  simultaneamente),  de  modo  que  el  piano  es  paralelo  al  eje  z. 
Hemos  bosquejado  la  grafica  en  la  figura  11.  ■ 

Observe  que  en  cada  uno  de  nuestros  ejemplos,  la  grafica  de  una  ecuacion  en  el 
espacio  tridimensional  fue  una  superficie.  Esto  contrasta  con  el  caso  del  espacio  bidi- 
mensional,  donde  la  grafica  de  una  ecuacion  era  por  lo  general  una  curva.  Diremos 
mucho  mas  acerca  de  la  graficacion  de  ecuaciones  y  las  superficies  correspondientes 
en  la  seccion  11.8. 


Figura  11 


Curvas  en  el  espacio  tridimensional  En  la  seccion  5.4  vimos  curvas  parame- 
trizadas  en  el  piano.  Este  concepto  se  generaliza  con  facilidad  a  tres  dimensiones.  Una 
curva  en  el  espacio  tridimensional  esta  determinada  por  las  ecuaciones  parametricas 

*  =  /(0.  y  =  g(0>  *  =  M0;  a  -  1  -  b 

Decimos  que  una  curva  es  suave  si  f'(t),  g'(t )  y  h'{t)  existen  y  no  son  simultaneamente 
iguales  a  cero. 

El  concepto  de  longitud  de  arco  tambien  se  generaliza  con  facilidad  a  curvas  en  el 
espacio  tridimensional.  Para  la  curva  parametrica  definida  anteriormente,  la  longitud 
de  arco  es 


=  J  Viru)]2  +  [g'(t)f  +  [h'{t)fdt 


BB  EJEMPLO  6  La  position  de  un  objeto  en  el  instante  t  esta  dada  mediante  la 
curva  definida  parametricamente  por  x  =  cos  t,  y  =  sen  t,  z  =  i/tt  para  0st<  2t t.  Haga 
un  bosquejo  de  esta  curva  y  determine  su  longitud  de  arco. 

SOLUCION  Comenzamos  construyendo  una  tabla  de  valores  de  t,x,y  y  z;  luego  co- 
nectamos  los  puntos  en  el  espacio  tridimensional;  la  curva  se  muestra  en  la  figura  12. 
La  longitud  de  arco  es 

L  =  /  V^— sen  f)2  +  (cos  t)2  +  (\/ir)2dt 

Jo 

/2tt 

V/sen2  t  +  cos2  t  +  I/tt2  dt 


\  +  1/ 7T2  dt 


=  277  VI  +  I/772 
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La  curva  en  el  ejemplo  6  se  denomina  helice.  Observe  que  si  ignoramos  (por  un 
momento)  el  movimiento  en  la  dimension  z,  el  objeto  esta  en  un  movimiento  circular 
uniforme.  A1  introducir  otra  vez  el  movimiento  a  la  dimension  z,  que  sube  con  velocidad 
constante,  vemos  que  el  objeto  esta  girando  y  girando  con  un  movimiento  ascendente, 
muy  parecido  a  una  escalera  de  caracol  (espiral). 

ED  He  aquf  otra  forma  de  obtener  la  longitud  de  esta  curva.  La  helice  esta  total- 
mente  en  la  superficie  de  un  cilindro  circular  recto,  como  se  muestra  en  la  figura  13. 
Ahora  imagine  que  el  cilindro  se  corta,  como  se  indica,  y  que  se  “desenrolla”  para 
formar  un  rectangulo.  La  helice  sera  una  diagonal  del  rectangulo,  de  modo  que  tendra 

longitud  V4  +  4-n-2  =  \Z4n2(l  -t-  I/7 r2)  =  2ir\/l  +  1/7T2. 


2ji 


Figura  12 


Figura  13 


Revision  de  conceptos 

1.  Los  numeros  x,  y,  z  en  (x,  y,  z)  se  llaman  las _ de  un 

punto  en  el  espacio  tridimensional. 

2.  La  distancia  entre  los  puntos  (—  1 , 3, 5)  y  (x,  y,  z)  es _ . 

3.  La  ecuacion  (x  +  l)2  +  (y  —  3 )2  +  (z  -  5)2  =  16  determina  una 


esfera  con  centra _ y  radio _ . 

4.  La  grafica  de  3x  -  2y  +  4z  =  12  es  un _ cuya  intersection 

con  el  eje  x  es _ ,  con  el  eje  y  es _ y  con  el  eje  z  es _ . 


Conjunto  de  problemas  11.1 


1.  Localice  los  puntos  cuyas  coordenadas  son  (1,2, 3),  (2, 0, 1), 
(-2,4. 5),  (0, 3, 0)  y  (—  1,  —  2,  —  3).  En  los  casos  adecuados,  muestre  la 
“caja",  como  en  las  figuras  4  y  5. 

2.  Siga  las  instrucciones  del  problema  1  para  ( V3,  —  3,3), 
(0, 7r,  -3),  (-2,5,2),  (0, 77,-3), (-2, 1/3, 2)  y  (0, 0,  e). 

3.  ^Que  tienen  de  particular  las  coordenadas  de  todos  los  pun¬ 
tos  del  piano  yz?  /,Y  los  puntos  del  eje  z? 

4.  ('/jue  tienen  de  particular  las  coordenadas  de  todos  los  pun¬ 
tos  del  piano  xz?  £Y  los  puntos  del  eje  y? 

5.  Calcule  la  distancia  entre  las  siguientes  parejas  de  puntos. 

(a)  (6,-l,0)y  (1.2,3) 


(b)  (—2,— 2,0)  y  (2,  — 2,— 3) 

(c)  (e,  77, 0)  y  (  — 77,  — 4,  3/3) 

6.  Demuestre  que  (4,  5, 3),  (1, 7, 4)  y  (2, 4, 6)  son  vertices  de  un 
triangulo  equilatero. 

7.  Demuestre  que  (2, 1, 6),  (4,  7,  9)  y  (8,  5,  -6)  son  vertices  de 
un  triangulo  rectangulo.  Sugerencia:  solo  los  triangulos  rectangulos 
satisfacen  el  Teorema  de  Pitagoras. 

8.  Calcule  la  distancia  de  (2,3,- 1)  a 

(a)  el  piano  xy,  (b)  el  eje  y,  y 

(c)  el  origen. 


560  Capitulo  11  Geometria  en  el  espacio  y  vectores 


9.  Una  caja  rectangular  tiene  sus  caras  paralelas  a  los  pianos  de 
coordenadas  y  tiene  a  (2,  3, 4)  y  (6,  — 1, 0)  como  los  extremes  de  una 
diagonal  principal.  Bosqueje  la  caja  y  calcule  las  coordenadas  de  sus 
ocho  vertices. 

10.  El  punto  P(x,  5,  z)  esta  en  una  lt'nea  que  pasa  por  Q( 2,-4, 3) 
y  es  paralela  a  uno  de  los  ejes  de  coordenadas.  ^Cual  eje  debe  ser  y 
que  valores  tienen  xy  z? 

11.  Escriba  la  ecuacion  de  la  esfera  con  el  centro  y  radio  dados, 

(a)  (1,2, 3);  5  (b)  (-2, -3, -6);  V5 

(c)  (7 T,  e,  V2);  V77 

12.  Determine  la  ecuacion  de  la  esfera  con  centro  en  (2,  4,  5)  y 
que  es  tangente  al  piano  xy. 

En  los  problemas  del  13  al  16  complete  los  cuadrados  para  determinar 
el  centro  y  el  radio  de  la  esfera  con  la  ecuacion  dada  ( vease  el  ejemplo 
2). 

13.  x2  +  y2  +  z2  ~  12x  +  14y  -  8z  +  1  =  0 

14.  x2  +  y2  +  z2  +  2x  —  6y  -  lOz  +  34  =  0 

15.  4x2  +  4y2  +  4z2  -  4x  +  8y  +  16*  -  13  =  0 

16.  x2  +  y2  +  z2  +  8x  -  4 y  -  22 z  +  77  =  0 


En  los  problemas  del  17  al  24  bosqueje  las  graficas  de  las  ecuaciones 
dadas.  Comience  bosquejando  las  trazas  en  los  pianos  de  coordenadas 


(veanse  los  ejemplos  4  y  5). 
17.  2x  +  6y  +  3z  =  12 
19.  x  +  3y  -  z  =  6 
21.  x  +  3y  =  8 
23.  x2  +  y2  +  z2  =  9 


18.  3x  -  4y  +  2z  =  24 
20.  -3x  +  2y  +  z  =  6 
22.  3x  +  4z  =  12 
24.  (*  -  2)2  +  y2  +  z2  =  4 


En  los  problemas  del  25  al  32  determine  la  longitud  de  arco  de  la  curva 
dada. 

25.  x  =  t,  y  =  t,  z  =  2t\  0  s  t  s  2 

26.  x  -  t/4,  y  =  f/3,  z  =  t/2\  1  =£  t  =£  3 

27.  x  =  r3/2,  y  =  3t,  Z  =  4t;  1  <  t  <  4 

28.  x  =  r3/2,  y  =  z  =  t;  2  <  t  <  4 

29.  x  =  f2,  y  =  (4/3)1 3/2,  z  =  K  0  <  t  <  8 

,  4\/3  ,,, 

30.  x  —  t  ,  y  —  r3/2,  z  =  3f,  1  <  t  <  4 

31.  x  =  2  cos  t,y  =  2  sen  r,  z  =  3/;  -tr  ^(£ir 

32.  .*  =  2  cos  t,  y  =  2  sen  t.z  =  t/ 20;  0  s  t  s  8jt 

En  los  problemas  del  33  al  36  encuentre  una  integral  definida  pa¬ 
ra  la  longitud  de  arco  de  la  curva  dada.  Utilice  la  regia  de  la  parabola 
con  n  =  10  o  un  CAS  para  aproximar  la  integral. 


33.  *  =  Vt.  y  =  t,  z  =  r;l<r<6 

34.  x  =  t,y  =  t2,  z  =  f3;  1  <  f  <  2 

35.  x  —  2  cos  t,y  =  sen  t,  z  =  t\ 0  £  t  £  677 

36.  x  =  sen  t,y  —  cos  t.z  —  sen  r;  0  <  t  £  2tt 

37.  Determine  la  ecuacion  de  la  esfera  que  tiene  al  segmento 
que  une  (—2,  3,  6)  y  (4,-1,  5)  como  diametro  (vease  el  ejemplo  3). 

38.  Determine  las  ecuaciones  de  las  esferas  tangentes  con  radios 
iguales  y  centros  en  (-3, 1,2)  y  (5,-3, 6). 

39.  Determine  la  ecuacion  de  la  esfera  tangente  a  los  tres  pianos 
de  coordenadas,  si  su  radio  es  6  y  su  centro  esta  en  el  primer  octante. 

40.  Determine  la  ecuacion  de  la  esfera  con  centro  (1 , 1 , 4)  que  es 
tangente  al  piano  x  +  y=  12. 

41.  Describa  la  grafica  de  cada  ecuacion  en  el  espacio  tridimen¬ 
sional. 

(a)  z  =  2  (b)  x  =  y 

(c)  xy  =  0  (d)  xyz  =  0 

(e)  *2+y2  =  4  (f)  Z  =  V9  -  x2  -  y2 

42.  La  esfera  (x  -  l)2  +  (y  +  2)2  +  (z  + 1)2  =  10  corta  al  piano  z  =  2 

en  una  circunferencia.  Determine  el  centro  y  el  radio  de  la  circunfe- 
rencia. 

43.  Un  punto  P  se  mueve  de  modo  que  su  distancia  a  (1 . 2,-3)  es 
el  doble  de  su  distancia  a  (1,2,  3).  Demuestre  que  P  esta  sobre  una 
esfera  y  determine  el  centro  y  el  radio  de  esta. 

44.  Un  punto  Pse  mueve  de  modo  que  su  distancia  a  (1,2, -3)  es 
igual  a  su  distancia  a  (2, 3, 2).  Determine  la  ecuacion  del  piano  donde 
se  encuentra  P. 

45.  Las  esferas  solidas  (;c  -  l)2  +  (y  -  2)2  +  (z  -  1  )2  £  4  y  (x  -2)2  + 
(y  -  4)2  +  (z  -  3)2  £  4  se  intersecan  en  un  solido.  Calcule  su  volumen. 

46.  Resuelva  el  problema  45  suponiendo  que  la  segunda  esfera 
es  (x  -  2)2  +  (y  -  4)2  +  (z  -  3)2  £  9. 

1(-AS1  47.  La  curva  definida  mediante  x  =  a  cos  t,y  =  a  sen  t,  z  =  ct  es 
una  helice.  Mantenga  fija  a  y  utilice  un  CAS  para  obtener  una  grafica 
parametrica  de  la  helice  para  diferentes  valores  de  c.  ^Cual  es  el  efec- 
to  que  tiene  c  en  la  forma  de  la  curva? 

!?*§)  48.  Para  la  helice  que  se  describe  en  el  problema  47,  mantenga 
fija  c  y  utilice  un  CAS  para  obtener  una  grafica  parametrica  para  di¬ 
ferentes  valores  de  a.  ^Cual  es  el  efecto  que  tiene  a  en  la  forma  de  la 
curva? 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  coordenadas 
2.  \T{x  +  l)2  +  (y  -  3)2  +  (z  -  5)2  3.  (— 1,3,5);4 
4.  piano;  4;  — 6;  3 


11.2 

Vectores 


Muchas  cantidades  que  aparecen  en  la  ciencia  (por  ejemplo,  longitud,  masa,  volumen  y 
carga  electrica)  pueden  especificarse  con  un  solo  numero.  Estas  cantidades  (y  los 
numeros  que  los  miden)  se  denominan  escalares.  Otras  cantidades,  tales  como  veloci- 
dad,  fuerza,  torca  y  desplazamiento,  requieren  una  magnitud  y  una  direccion  para  espe- 
cificarlos  por  complete.  A  tales  cantidades  les  llamamos  vectores  y  los  representamos 
mediante  flechas  (segmentos  de  recta  dirigidos).  La  longitud  de  la  flecha  representa  la 
magnitud,  o  longitud,  del  vector;  su  direccion  es  la  direccion  del  vector.  El  vector  en 
la  figura  1  tiene  longitud  de  2.3  unidades  y  direccion  30°  al  noreste  (o  30°  respecto  al 
eje  x  positivo). 

Las  flechas  que  dibujamos,  como  las  que  se  disparan  desde  un  arco,  tienen  dos 
extremos.  Aquel  en  donde  va  la  pluma  (el  punto  inicial),  denominado  cola,  y  la  punta 


Figura  1 
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H— fr.  i  t-  (el  punto  terminal)  denominado  la  cabeza  o  punta  (figura  2).  Dos  vectores  se  conside- 

ran  equivalentes  si  tienen  la  misma  magnitud  y  direccion  (figura  3).  Por  medio  de  letras 
en  negritas  como  u  y  v  simbolizaremos  a  los  vectores.  Como  esto  es  diffcil  hacerlo  en  la 
*  escritura  normal,  usted  podrfa  emplear  u  y  v.  La  magnitud,  o  longitud,  de  un  vector  u 

Co|a  Cabeza  se  simboliza  con  ||u||. 

Figura  2  En  general,  consideramos  a  los  vectores  en  tres  dimensiones,  esto  es,  sus  puntos 

inicial  y  final  son  puntos  en  el  espacio  tridimensional.  Sin  embargo,  existen  muchas 
aplicaciones  en  donde  los  vectores  se  encuentran  en  el  piano  xy.  El  contexto  del  pro- 
blema  indicara  si  los  vectores  son  de  dos  o  de  tres  dimensiones.. 

Operaciones  con  vectores  Para  determinar  la  suma,  o  resultante,  de  u  y  v,  mue- 
va  v,  sin  cambiar  su  magnitud  ni  su  direccion,  hasta  que  su  punto  inicial  coincida  con  el 
punto  final  de  u.  Entonces  u  +  v  es  el  vector  que  conecta  la  cola  de  u  con  la  cabeza  de 
v.  Este  metodo  (llamado  ley  del  triangulo)  se  ilustra  en  la  parte  izquierda  de  la  figura  4. 


Vectores 

equivalentes 

Figura  3 
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Figura  5 


Figura  6 


Figura  4 


Dos  formas  equivalentes  para  sumar  vectores 


Como  una  forma  alternativa  para  determinar  u  +  v,  mueva  v  de  modo  que  su  punto 
inicial  coincida  con  el  de  u.  Luego  u  +  v  es  el  vector  con  este  punto  inicial  comun  y  que 
coincide  con  la  diagonal  del  paralelogramo  que  tiene  a  u  y  a  v  como  lados.  Este  metodo 
(denominado  ley  del  paralelogramo)  se  ilustra  en  la  parte  derecha  de  la  figura  4. 

Estos  dos  metodos  son  formas  equivalentes  de  definir  lo  que  queremos  decir  con 
la  suma  de  dos  vectores.  Debe  convencerse  de  que  la  suma  de  vectores  es  conmutativa 
y  asociativa;  esto  es 

U  +  V  =  V  +  11 

(u  +  v)  +  w  =  u  +  (v  +  w) 

Si  u  es  un  vector,  entonces  3u  es  el  vector  con  la  misma  direccion  que  u  pero  tres 
veces  mas  largo;  — 2u  es  el  doble  de  largo  pero  dirigido  en  sentido  opuesto  (figura  5). 
En  general,  cu,  denominada  multiplication  por  escalar  de  u,  tiene  magnitud  I  cl  veces  la 
de  u,  y  esta  dirigido  en  la  misma  direccion  o  en  sentido  opuesto,  dependiendo  de  si  c  es 
positiva  o  negativa.  En  particular,  (— l)u  (por  lo  regular  se  escribe  -u)  tiene  la  misma 
longitud  que  u,  pero  en  direccion  opuesta.  Se  denomina  el  negativo  de  u,  ya  que  cuan- 
do  lo  sumamos  a  u,  el  resultado  es  un  vector  que  no  es  mas  que  un  punto.  Este  ultimo 
vector  (el  unico  vector  sin  una  direccion  bien  definida)  se  denomina  vector  cero  (o  vec¬ 
tor  nulo)  y  se  denota  con  0.  Es  el  elemento  identidad  para  la  suma;  esto  es,  u  +  0  =  0  + 
u  =  u.  Por  ultimo,  la  resta  se  define  por  medio  de 

u  —  v  =  u  +  (—  v) 


S  EJFMIM.O  1  En  la  figura  6  exprese  w  en  terminos  de  u  y  v. 

SOLUCION  Como  u  +  w  =  v,  se  sigue  que 

w  =  v  —  u  IS 


Si  P  y  Q  son  puntos  en  el  piano,  entonces  PQ  denota  al  vector  con  cola  en  P  y  ca¬ 
beza  en  Q. 

a  ejemploT  En  la  figura  7,AB  =  |/1C.  Exprese  m  en  terminos  de  u  y  v. 


Figura  7 
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Figura  8 


Figura  10 
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par  ordenado  («,,  «2) 

Figura  1 1 


SOLUCION 

m  =  u  +  AB  =  u  +  |  AC  =  u  +  |(v  —  u)  =  |u  +  |v 

Con  mayor  generalidad,  si  AB  =  tAC ,  donde  en  donde  0  <  t  <  1 ,  entonces 

m  =  (1  —  f)u  +  t\  ■ 

La  expresion  que  se  acaba  de  obtener  para  m  tambien  puede  escribirse  como 

u  +  r(v  -  u) 

Si  permitimos  que  t  vane  en  el  rango  de  todos  los  escalares,  obtenemos  el  conjunto  de 
todos  los  vectores  con  colas  en  el  mismo  punto  que  la  de  u  y  cabezas  en  la  recta  £  (vea- 
se  la  figura  8).  Este  hecho  sera  importante  posteriormente,  cuando  describamos  rectas 
mediante  el  lenguaje  de  vectores. 

Una  aplicacidn  Una  fuerza  tiene  una  magnitud  y  una  direction.  Si  dos  fuerzas  u  y  v 
actuan  en  un  punto,  la  fuerza  resultante  en  el  punto  es  la  suma  vectorial  de  las  dos  fuerzas. 


EJEMPLO  3  I  Un  peso  de  200  newtons  esta  sostenido  por  dos  alambres,  como  se 


muestra  en  la  figura  9.  Determine  la  magnitud  de  la  tension  en  cada  alambre. 


SOLUCION  Todas  las  fuerzas  estan  en  un  piano,  de  modo  que  los  vectores  en  este 
problema  son  de  dos  dimensiones.  El  peso  w  y  las  dos  tensiones  u  y  v  son  fuerzas  que 
se  comportan  como  vectores  (figura  10).  Cada  uno  de  estos  vectores  puede  expresarse 
como  la  suma  de  una  componente  horizontal  y  una  vertical.  El  peso  esta  en  equilibrio, 
asf  que  (1)  la  magnitud  de  la  fuerza  hacia  la  izquierda  debe  ser  igual  a  la  magnitud  de 
la  fuerza  hacia  la  derecha,  y  (2)  la  magnitud  de  la  fuerza  hacia  arriba  debe  ser  igual  a  la 
magnitud  de  la  fuerza  hacia  abajo.  En  otras  palabras,  la  fuerza  neta  es  cero.  Asf  que, 

(1)  ||u||cos  33°  =  ||v||cos  50° 

(2)  ||u||sen  33°  +  ||v||sen  50°  =  ||w||  =  200 
Cuando  despejamos  II  v II  en  (1)  y  lo  sustituimos  en  (2),  obtenemos 


o 


Entonces 


|| u  1  sen  33°  + 


||u||cos  33° 
cos  50° 


sen  50°  =  200 


_ 200 _ 

sen  33°  +  cos  33°  tan  50° 


129.52  newtons 


||u||cos  33° 
cos  50° 


129.52  cos  33° 
cos  50° 


168.99  newtons 


■ 


Enfoque  algebraico  de  vectores  Para  un  vector  dado  u,  en  el  piano,  elegimos 
como  su  representante  la  fiecha  que  tiene  su  cola  en  el  origen  (figura  11).  Esta  flecha 
esta  determinada  de  manera  unica  por  las  coordenadas  «,  y  w2  de  su  cabeza;  esto  es,  el 
vector  u  esta  descrito  por  completo  mediante  el  par  ordenado  {u\,  u2).  Los  numeros  tq 
y  u2  se  denominan  las  componentes  del  vector  u.  Escribimos  (m,  ,  n2)  en  lugar  de  (u , ,  u2) 
para  distinguir  al  vector  que  inicia  en  el  origen  y  termina  en  el  punto  con  coordenadas 
u i  y  u2,  del  punto  que  tiene  coordenadas  ux  y  u2. 

Para  vectores  tridimensionales,  la  generalization  es  directa.  Representamos  al  vec¬ 
tor  mediante  una  flecha  que  inicia  en  el  origen  y  termina  en  el  punto  con  coordenadas 
«i,  ii2  y  m3  y  denotamos  a  este  vector  mediante  (uu  u2,  m3)  (vease  la  figura  12).  En  el 
resto  de  esta  section,  desarrollamos  las  propiedades  de  los  vectores  en  tres  dimensio¬ 
nes;  los  resultados  para  vectores  en  dos  dimensiones  deben  ser  obvios. 

Los  vectores  u  =  {ux,  u2,  m3)  y  v  =  (v\,  v2,  v$)  son  iguales  si  y  solo  si  las  compo¬ 
nentes  correspondientes  son  iguales;  esto  es, «i  =  vx,  u2  =  v2y  =  Vy  Para  multipli- 
car  un  vector  u  por  un  escalar  c,  multiplicamos  cada  componente  por  c;  esto  es, 

cu  =  uc  =  (cux,  cu2,  cu2) 


Figura  12 
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La  notation  -u  indica  al  vector  (— l)u  =  (—ut,—u2,—ui).  El  vector  con  todas  sus  compo- 
nentes  iguales  a  cero  se  denomina  vector  cero;  esto  es,  0  =  {(),  0, 0).  La  suma  de  los  dos 
vectores  u  y  v  es 


U  +  V  =  +  V\,  u2  +  v2,  ll2  +  v2) 

El  vector  u  -  v  se  define  como 

U  —  V  =  U+(  — l)v=  {ll\  —  U2  —  V2,  u2  —  Vt) 

La  figura  13  indica  que  estas  definiciones  son  equivalentes  a  las  definiciones  geometri- 
cas  que  se  dieron  anteriormente  en  esta  seccion. 


Figura  1 3 


Vectores  en  el  espacio 
bidimensional 

A  continuation  estan  las  definiciones 
para  vectores  en  dos  dimensiones.  Si 

u  =  {u\,  u2),  v  =  (vi,  v2)  y  c  es  un 
escalar,  entonces 
CU  =  (CU\,  cu2) 

U  +  V  =  (ll\  +  V\,  u2  +  v2) 

U  -  V  =  {«!  -  VU  U2  -  V2) 

i  =  <l.0>;  j  =  (o,  l) 

||u|  =  \Zu\  +  u\ 


0 


Tres  vectores  especiales  en  el  espacio  tridimensional  son  i  =  (1,  0,  0),  j  =  (0, 1,  0)  y 

k  =  (0, 0, 1).  Estos  se  denominan  vectores  unitarios  estandar.  vectores  canonicos  o  vecto¬ 
res  basicos.  Cada  vector  u  =  (u\,u2,  u2)  puede  escribirse  en  terminos  de  i,  j  y  k,  como  sigue: 

u  =  (lli,U2,U2)  =  Mji  +  u2j  +  M3k 

La  magnitud  de  un  vector  es  la  longitud  de  la  flecha  que  lo  representa.  Si  la  flecha 
inicia  en  el  origen  y  termina  en  (hj,  u2,  m3),  entonces  su  longitud  puede  determinarse 
con  facilidad,  con  base  en  la  formula  de  la  distancia: 

||u||  =  V(Mi  -  0)2  +  (w2  -  0)2  +  (uj  -  0)2  =  Vm f  +  «2  + 

Al  igual  que  en  la  recta  numerica,  I  cl  proporciona  la  distancia  desde  el  origen  al  punto 
c,  Hull  proporciona  la  distancia  del  origen  al  punto  en  el  espacio  cuya  terna  ordenada  es 
u  =  {iii,  u2,  K.r}  (figura  14).  Con  base  en  esta  interpretation  algebraica  de  vectores,  se  pue- 
den  establecer  con  facilidad  las  siguientes  reglas  para  hacer  operaciones  con  vectores. 


Para  cualesquiera  vectores  u,  v  y 

w  y  cualesquiera  escalares  oyb.se  cumplen  las  si- 

guientes  relaciones. 

1.  u  +  v  =  v  +  u 

2.  (u  +  v)  +  w  =  u  +  (v  +  w) 

3.  u  +  0  =  0  +  u  =  u 

4.  u  +  (-u)  =  0 

5.  a(bu)  =  (ab)  u 

6.  o(u  +  v)  =  ou  +  ov 

7.  (a  +  b)  u  =  au  +  bu 

8.  lu  =  u 

9.  ||aujl  =  lfllllul 
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Demostracion  Ilustramos  la  demostracion  de  las  reglas  6  y  9  para  el  caso  de  vec¬ 
tores  tridimensionales. 

a(u  +  v)  =  a((u\,  u2,  M3)  +  (v\,v2,v3)) 

=  a{u\  +  V\,u2  +  v2l  M3  +  v3) 

=  (m(mj  +  V\),a(u2  +  v2),a(u3  +  v2 ) ) 

=  (au  1  +  aV],au2  +  av2,  au2  +  av3) 

=  (mm,,  au2,  au3)  +  (av\,  av2,  av3) 

=  a{u),u2,u3)  +  a(v\,v2,v3) 

=  au  +  a\ 

Esto  demuestra  la  regia  6.  Ahora,  para  la  regia  9 
ll«u||  =  \\{auu  au2,  au3)\\ 

=  \/(<2Mj)2  +  (MM:)2  +  (aui)2 

=  \/a2(uj  +  u2  +  ul) 

=  \/a2\/ u\  +  u\  +  M3  =  |m|  11  ■ 

HH  l  | I’M I’K)  4j  Sea  u  =  (1, 1,2)  y  v  =  (0,  —  1, 2).  Determine  (a)  11  +  v  y  (b)  u  -  2v  y 
expreselos  en  terminos  de  i,  j  y  k.  Determine  (c)  ||uj|  y  (d)  J|  — 3u  ||. 

SOLUCION 

(a)  u  +  v  =  (1, 1,2)  +  (0,  -1,2)  =  (1  +  0, 1  +  (~1),2  +  2) 

=  (1,0,4)  =  li  +  Oj  +  4k  =  i  +  4k 

(b)  u  -  2v  =  (1, 1,2)  -  2(0,  -1,2)  =  (1  -  0,  1  -  (-2),  2  -  4) 

=  (1,3,  -2)  =  i  +  3j  -  2k 

(c)  ||u||  =  Vl2  +  l2  +  22  =  \/6 

(d)  i|-3u||  =  I  — 3 1  ||u!|  =  3 V6  ■ 


Division  de  un  vector  entre  un 
escalar 

Con  frecuencia  hablaremos  de  “di- 
vidir”  un  vector  v  entre  un  escalar  c. 
Esto  significara  multiplicar  el  vector 
por  el  reci'proco  de  c.  Es  decir, 

v  1 

—  =  —v 
c  c 

siempre  que,  por  supuesto  c  #  0.  La 
expresion  de  la  derecha  es  simple- 
mente  un  escalar  por  un  vector,  que 
se  definio  anteriormente  en  esta 
seccion.  Por  supuesto,  dividir  un 
vector  entre  olro  no  tiene  sentido. 


Definicion  Vector  unitario 

Un  vector  que  tiene  longitud  uno  se  denomina  vector  unitario. 


M  EJEMPLO  5  |  Sea  v  =  (4,— 3).  Determine  ||v||y  determine  un  vector  unitario  u  con 
la  misrna  direccion  que  v. 

SOLUCION  En  este  problema,  todos  los  vectores  son  de  dos  dimensiones.  La  longitud, 
o  magnitud,  de  v  es  ||v||  =  V42  +  (— 3)2  =  5.  Para  determinar  u,  dividiinos  v  entre  su 
longitud  ||v||;  esto  es, 

v  _  (4,-3)  (4,-3)  1,.  / 4  3\ 

“  IHI 


_ =  ^  =  i(4  -3)  =  /^.^) 

V42  +  (— 3)2  5  5  1  ’  \5’  5/ 


Entonces,  la  longitud  de  u  es 


< 

1 

1 

i  hi  i  -  iiiwr 

INI 

v  =  =  1 

v 


Revision  de  conceptos 

1.  Los  vectores  se  distinguen  de  los  escalares  en  que  los  vecto¬ 
res  tienen _ y _ . 

2.  Dos  vectores  se  consideran  equivalentes  si _ . 


3.  Si  la  cola  de  v  coincide  con  la  cabeza  de  u,  entonces  u  4  v  es 

el  vector  con  cola  en _ y  cabeza  en _ . 

4.  El  vector  u  =  (6, 3, 3)  tiene  longitud _ veces  la  del  vector 

u=  (2, 1, 1). 
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Conjunto  de  problemas  1 1.2 

En  los  problemas  del  I  al  4  dibuje  el  vector  w. 

1.  w  =  u  +  |v  2.  w  =  2u  -  3v 


3.  w  =  u,  +  u2  +  u3  4.  w  =  U!  +  u2  +  u3 


5.  La  figura  15  es  un  paralelogramo.  Exprese  w  en  terminos  de 
u  y  de  v. 


6.  En  el  triangulo  grande  de  la  figura  16,  m  es  una  mediana 
(biseca  el  lado  en  el  que  esta  dibujado).  Exprese  mynen  terminos 
de  u  y  v. 


n 


Figura  16  Figura  17 


7.  En  la  figura  17,  w  =  -(u  +  v)  y  |u||  =  ||v||  -  1.  Determine  ||w||. 

8.  Resuelva  el  problema  7,  si  el  angulo  superior  es  de  90°  y  los 
angulos  laterales  miden  135°. 

En  los  problemas  del  9  al  12  para  los  vectores  bidimensionales  u  y  v, 
determine  la  suma  u  +  v,  la  diferencia  u  -  \  y  las  magnitudes  ||u||  y  ||  v||. 

9.  u  =  (-1,0),  v  =  (3,4) 

10.  u  =  (0,0),  v  =  (-3,4) 

11.  u  =  {12,  12),  v  =  (-2,2) 

12.  u  =  {-0.2,  0.8),  v  =  {-2.1,  1.3) 

En  los  problemas  del  13  al  16,  para  los  vectores  tridimensionales  u  y  v, 
determine  la  suma  u  +  v,  la  diferencia  u  y  las  magnitudes  ||  u  ||  y  ||  v||. 

13.  u  =  {-1,0,0),  v  =  {3,4,0) 

14.  u  =  {0,0,0),  v  =  {-3,3,  1) 

15.  u  =  {1,0, 1),  v  =  {-5,0,0) 

16.  u  =  {0.3,  0.3,  0.5),  v  =  {2.2, 1.3,  -0.9) 


[c]  17.  En  la  figura  18,cada  una  de  las  fuerzas  u  y  v  tienen  magnitud 
de  50  libras.  Determine  la  magnitud  y  direction  de  la  fuerza  w,  nece- 
saria  para  contrarrestar  u  y  v. 


S 

Figura  18 


E  18.  Mark  empuja  un  poste  en  la  direccion  S  30°  E  (30°  al  este 
del  sur)  con  una  fuerza  de  60  libras.  Dan  empuja  el  mismo  poste  en 
la  direccion  S  60°  O  con  una  fuerza  de  80  libras.  ^Cual  es  la  magnitud 
y  direccion  de  la  fuerza  resultante? 

El  19.  Un  peso  de  300  newtons  descansa  en  un  piano  inclinado  liso 
(con  friction  insignificante)  que  forma  un  angulo  de  30°  con  la  hori¬ 
zontal.  ^Que  fuerza  paralela  al  piano  mantendra  al  peso  sin  que  se 
deslice  hacia  abajo?  Sugerencia:  considere  la  fuerza  de  300  newtons 
hacia  abajo  como  la  suma  de  dos  fuerzas,  una  paralela  al  piano  y  una 
perpendicular  a  el. 

HD  20.  Un  objeto  con  peso  de  258.5  libras  se  mantiene  en  equilibrio 
mediante  dos  sogas  que  forman  angulos  de  27.34°  y  39.22°,  respecti- 
vamente,  con  la  vertical.  Determine  la  magnitud  de  la  fuerza  ejercida 
por  cada  soga  sobre  el  objeto. 

[c]  21.  Un  viento  con  velocidad  de  45  millas  por  hora  sopla  en  direc¬ 
cion  N  20°  O.  Un  aeroplano  que  vuela  a  425  millas  por  hora  con  aire 
en  calma,  se  supone  que  avanza  directamente  hacia  el  norte.  ^Cual 
debe  ser  la  direccion  del  aeroplano  y  que  tan  rapido  vuela  respecto 
al  suelo? 

22.  Un  barco  esta  navegando  con  rumbo  al  sur  a  20  millas  por 
hora.  Un  hombre  camina  hacia  el  oeste  (es  decir,  en  angulo  recto  al 
lado  de  la  nave)  cruza  la  cubierta  a  3  millas  por  hora.  ^Cual  es  la 
magnitud  y  direccion  de  su  velocidad  relativa  a  la  superficie  del 
agua? 

23.  Julie  vuela  en  medio  de  un  viento  que  sopla  a  40  millas  por 
hora  en  direccion  sur;  entonces,  descubre  que,  cuando  dirige  su  aero¬ 
plano  en  la  direccion  N  60°  E,  tiene  rumbo  este.  Determine  la  veloci¬ 
dad  relativa  (velocidad  con  aire  en  calma)  del  aeroplano. 

HD  24.  (',Cual  debe  ser  la  direccion  y  velocidad  relativa  necesarias  para 
que  un  aeroplano  vuele  a  837  millas  por  hora  con  rumbo  norte,  si  esta 
soplando  un  viento  de  63  millas  por  hora  en  la  direccion  S  11.5°  E? 

25.  Demuestre  todas  las  partes  del  teorema  A  para  el  caso  de 
vectores  bidimensionales. 

26.  Demuestre  las  partes  de  la  1  a  la  5, 7  y  8  del  teorema  A  para 
el  caso  de  vectores  tridimensionales. 

27.  Demuestre,  por  medio  de  metodos  vectoriales,  que  el  seg- 
mento  de  recta  que  une  los  puntos  medios  de  dos  lados  de  un  trian¬ 
gulo  es  paralelo  al  tercer  lado. 

28.  Demuestre  que  los  puntos  medios  de  los  cuatro  lados  de  un 
cuadrilatero  arbitrario  son  los  vertices  de  un  paralelogramo. 
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29.  Sean  Vi,  v2, . . . ,  v„  los  lados  de  un  poh'gono,  acomodados  en 
orden  ctclico,  como  se  muestra  para  el  caso  n  =  7  en  la  figura  19. 
Demuestre  que 

v,  +  v2  +  •  •  •  +  v„  =  0 


Figura  19 

30.  Suponga  que  n  puntos  estan  igualmente  espaciados  en  una 

circunferencia,  y  sean  V),  v2, . . . ,  v„  los  vectores  desde  el  centro  del 
cfrculo  a  estos  n  puntos.  Demuestre  que  vt  +  v2  H - 1  v„  =  0. 

31.  Considere  una  mesa  triangular  horizontal  con  angulos  en 
cada  vertice  menores  de  120°.  En  los  vertices  hay  poleas  sin  fric- 
cion  sobre  las  cuales  se  pasan  cuerdas  atadas  en  P,  cada  una  con  un 
peso  W  sujeto,  como  se  muestra  en  la  figura  20.  Demuestre  que,  en 
equilibrio,  los  tres  angulos  en  P  son  iguales;  esto  es,  demuestre  que 
a  +  /3  =  a  +  y  =  /3  +  y  =  120°. 


Figura  20 


32.  Demuestre  que  el  punto  P  del  triangulo  del  problema  31  que 
minimiza  \AP\  +  I  BP  I  +  I  CPI  es  el  punto  en  donde  los  tres  angulos 
en  P  son  iguales.  Sugerencia :  sean  A',  B'  y  C'  los  puntos  en  donde  es¬ 
tan  sujetos  los  pesos.  Entonces  el  centro  de  gravedad  esta  localizado 
j(|^y4'|  +  |BB' |  +  |CC' | )  unidades  debajo  del  piano  del  triangu¬ 
lo.  El  sistema  esta  en  equilibrio  cuando  el  centro  de  gravedad  de  los 
tres  pesos  es  el  mas  bajo. 

33.  Suponga  que  los  pesos  en  A,  B  y  C  del  problema  31  son  3 w. 
Aw  y  5tv,  respectivamente.  Cuando  hay  equilibrio,  determine  los  tres 
angulos  en  P.  ^Ahora  que  cantidad  geometrica  (como  en  el  proble¬ 
ma  32)  se  minimiza? 

34.  Una  companfa  construira  una  planta  para  fabricar  refrigera- 
dores,  que  se  venderan  en  las  ciudades  A,  B  y  C,  en  cantidades  a, by 
c  cada  ano,  respectivamente.  ^Cual  es  la  mejor  ubicacion  de  la  planta, 
esto  es,  la  ubicacion  que  minimizara  los  costos  de  envio  (vease  el 
problema  33)? 

35.  Una  arana  (candelabro)  de  100  libras  esta  sostenida  por  cua- 
tro  alambres  sujetos  al  techo,  en  las  cuatro  esquinas  de  un  cuadrado. 
Cada  alambre  forma  un  angulo  de  45°  con  la  horizontal.  Determine 
la  magnitud  de  la  tension  en  cada  alambre. 

36.  Repita  el  problema  35  para  el  caso  en  donde  son  tres  alam¬ 
bres  fijos  en  el  techo,  en  las  tres  esquinas  de  un  triangulo  equilatero. 


Respuestas  a  la  revision  dc  conceptos:  1.  magnitud;  direccion 
2.  tienen  la  misma  magnitud  y  la  misma  direccion  3.  la  cola  de  u; 
la  cabeza  de  v  4.  3 


11.3 

El  producto  punto 


Hemos  estudiado  la  multiplication  por  escalar,  esto  es,  la  multiplication  de  un  vector  u 
por  un  escalar  c.  El  resultado  cu  siempre  es  un  vector.  Ahora  introducimos  una  multi¬ 
plicacion  para  dos  vectores  u  y  v.  Se  denomina  producto  punto  o  producto  escalar,  y  se 
simboliza  por  u  •  v.  Para  vectores  bidimensionales,  lo  definimos  como 


U-V  =  («],  u2)  •  {«!,  V2)  =  ll\Vy  +  U2V 2 

y  para  vectores  tridimensionales  como 

U  •  V  =  (wl5  U2,  U3)  •  (VU  V2,  V3)  =  «!«!  +  U2V2  +  U3V3 


EJEMPLO  1  I  Sean  u  =  (0, 1, 1),  v  =  (2,  —  1, 1)  y  w  =  (6,—  3, 3).  Calcule  cada  uno 


de  los  siguientes,  si  estan  definidos:  (a)  u  ■  v,  (b)  v  •  u,  (c)  v  •  w,  (d)  u  •  u  y  (e)  (u  •  v)  •  w. 

SOLUCION 


(a)  u-v  =  (0,1,1) -(2, -1,1)  =  (0)(2)  +  (1)(-1)  +  (1)(1)  =  0 

(b)  vu  =  (2,  -1,1) -(0,1,1)  =  (2)(0)  +  (-1)(1)  +  (1)(1)  =  0 


(c)  \  *  w  =  (2, -1,1) -(6, -3,  3)  =  (2)(6)  +  (— 1)(-3)  +  (1)(3)  =  18 

(d)  u  •  u  =  (0, 1, 1)  •  (0, 1, 1)  =  02  +  l2  +  l2  =  2 


(e)  (u  •  v)  •  w  no  esta  definida.  La  cantidad  u  •  v  es  un  escalar.  Un  escalar  producto 
punto  con  un  vector  no  tiene  sentido.  ■ 
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Las  propiedades  del  producto  punto  se  establecen  con  facilidad.  (Veanse  los  pro- 
blemas  del  46  al  50).  Observe  que  este  teorema,  asi  como  los  demas  de  esta  seccion,  se 
aplica  a  vectores  tanto  de  dos  como  de  tres  dimensiones. 


Para  enfatizar  la  importancia  del  producto  punto,  ofrecemos  la  siguiente  formula 
alterna  para  el;  esta  incluye  las  propiedades  geometricas  de  los  vectores  u  y  v. 


Demostracion  Para  probar  este  resultado,  aplicamos  la  ley  de  los  cosenos  al  trian- 
gulo  de  la  figura  1. 

||u  -  v||2  =  lull2  +  IMI2  -  2||u||||v||cos  6 

Por  otra  parte,  con  base  en  las  propiedades  del  producto  punto,  establecidas  en  el  teo¬ 
rema  A, 

II u  -  v|| 2  =  (u  -  v)  •  (u  -  v) 

=  u  •  (u  —  v)  —  v  ■  (u  —  v) 

=  u-u  —  U  •  V  —  V  U  +  V  V 

=  Hull2  +  IMP  — 2u-v 

Al  igualar  las  dos  expresiones  para  |ju  —  v|| 2  se  obtiene 

IMP  +  IMP  -  2||u||IM|cos  6  =  Mil2  +  IMP  -  2u  v 
— 2||u||IM|cos  6  =  —  2u'V 

u  •  v  =  ||u|IIMIcos  6  ■ 


EJEMPLO  2  Determine  el  angulo  entre  u  =  (8, 6)  y  v  =  (5, 12)  (vease  la  figura  2). 


SOLUCION  Al  despejar  cos  6  en  el  teorema  B  se  obtiene 
A  u-v  (8)  (5)  +  (6)  ( 12)  112 

COS  17  =  -  ==  -  =  - 

Mil  IMI  (10)(13)  130 

Entonces 


0  ~  cos-1  (0.862)  «  0.532  radianes  (o  30.5°) 
Una  consecuencia  importante  del  teorema  B  es  el  siguiente. 


■fgfTBnTRmil  Criterio  de  perpendicularidad 

Dos  vectores  u  y  v  son  perpendiculares  si  y  solo  si  su  producto  punto,  u  •  v  es  cero. 
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Demostracion  Dos  vectores  no  nulos  son  perpendiculares  si  y  solo  si  el  angulo  no 
negativo  mas  pequeno  entre  ellos  es  7r/2;  esto  es,  si  y  solo  si  cos  0  =  0.  Pero  cos  0  =  0,  si 
y  solo  si  u  •  v  =  0.  (Este  resultado  es  valido  para  vectores  nulos,  siempre  que  acordemos 
que  un  vector  cero  es  perpendicular  a  cualquier  otro  vector).  ■ 


Definicion  Ortogonal 

Los  vectores  que  son  perpendiculares  se  dice  que  son  ortogonales. 


Figura  3 


, 


U  IJEMPLO  3  Determine  los  angulos  entre  cada  uno  de  los  tres  pares  de  vecto¬ 
res  del  ejemplo  1.  ^Que  pares  son  ortogonales? 

SOLUCION  Para  los  vectores  u  y  v,  tenemos 


a  u-v  _  (0)(2)  +  (1)(-1)  +  (1)(1)  0 

'  MM  11(0,1,1)1111(2,-1,1)11  V2V6 

Para  los  vectores  u  y  w,  tenemos 

=  _u^w  _  (0)(6)  +  (1)(— 3)  +  (1)(3)  _  0 _ = 

COS  2  l|u||||w||  11(0,1,1)11(6,-3,3)11  V2(3V6) 

Por  ultimo,  para  los  vectores  v  y  w,  tenemos 

_  v  w  =  (2)(6)  +  (  —  !)(— 3)  +  ( 1 ) (3)  = _ 18^ _  _ 

3  IHIIH  1(2,-1,1)111(6,-3,3)11  V6(3V6) 

Asf  que  la  pareja  u  y  v  y  la  pareja  u  y  w  son  ortogonales,  ya  que  0,  =  02  =  tt/2.  Observe 
que  para  la  pareja  v  y  w,  el  coseno  del  angulo  entre  los  vectores  es  1,  indicando  que 
03  =  0;  es  decir,  los  vectores  apuntan  en  la  misma  direction.  ■ 


Recuerde  que  todo  vector  u  en  el  piano  puede  escribirse  como  u  =  u] i  +  nj,  en 
donde  i  =  (1,  0)  y  j  =  (0,  1 ),  y  que  todo  vector  v  en  el  espacio  tridimensional  puede 
escribirse  como  v  =  w,i  +  v2j  +  v3k  en  donde,  en  este  caso,  i  =  (1 , 0,  0),  j  =  (0,  1, 0) 
yk  =  (0,0,1). 


EJEMPLO  4  I  Determine  la  medida  del  angulo  ABC ,  en  donde  los  tres  puntos 


son  A( 4, 3),  B(l,  -1)  y  C(6,  -4)  como  en  la  figura  3. 


SOLUCION 


u  =  BA  =  (4  -  l)i  +  (3  +  l)j  =  3i  +  4j  =  (3,  4) 
v  =  BC  =  (6  -  l)i  +  (-4  +  l)j  =  5i  -  3j  =  (5,  -3) 
||u||  =  V32  +  42  =  5 
IMI  =  V52  +  (— 3)2  =  V34 


u-v=  (3)(5)  +  (4)(— 3)  =  3 


cos  0  — 


u  •  V 

iwImi 


- 7=  »  0.1029 

5V34 


6  ~  1.468  (alrededor  de  84.09°) 


J  EJEMPLO  5  Determine  la  medida  del  angulo  ABC,  en  donde  los  tres  puntos 
son  A(l,— 2, 3),  B( 2, 4, —6)  y  C(5,— 3, 2)  (vease  la  figura  4). 

SOLUCION  Primero  determinamos  los  vectores  u  y  v  (saliendo  del  origen)  equiva- 
lentes  a  BA  y  BC.  Esto  se  realiza  restando  las  coordenadas  de  los  puntos  iniciales  de 
las  coordenadas  de  los  puntos  terminales,  o  sea, 

n  =  BA  =  (1  -  2,  -2  -  4, 3  +  6)  =  (-1,  -6,  9) 

v  =  BC  =  (5  -  2,  -3  -  4,  2  +  6)  =  (3,  -7,  8) 


Figura  4 
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Asf, 


n  u-v  (  1 )  (3)  +  (~ 6)(— 7)  +  (9)(8) 
MIIMI  Vl  +  36  +  8lV9  +  49  +  64 
6  =  0.3894  radianes  (alrededor  de  22.31°) 


0.9251 


Angulos  y  cosenos  directores  Los  angulos  mas  pequenos  y  no  negativos  entre  un 
vector  no  nulo  a  y  los  vectores  basicos  i,  j  y  k  son  los  angulos  directores  de  a;  se  denotan 
como  a,Pyy  respectivamente,  como  se  muestra  en  la  figura  5.  Por  lo  general,  es  mas  con- 
veniente  trabajar  con  los  cosenos  directores  cos  a,  cos  p y  cos  y.  Si  a  =  flji  +  a2]  +  a 3k, 
entonces 


cos  a  = 

a  *  1 

a  1 

INI  1*11 

Hall’ 

cos  p  = 

aj 

«2 

|a||||j  1 

■  Hall’ 

<*■?■)  cos  y  = 

a*  k 

«3 

llallllkl 

l|a|| 

Observe  que 


ji  '  U;  '-i 


cos2  a 


1  af  fl2  at 
+  COS2  p  +  COS2  y  =  —  +  —  =1 

a  War  ar 


El  vector  (cos  a,  cos  /3,  cos  y)  es  un  vector  unitario  con  la  misma  direction  que  a. 


H  EJEMPLO  6 


Calcule  los  Angulos  directores  para  el  vector  a  =  4i  —  5j  +  3k. 


SOLUCION  Como  ||a||  =  V42  +  (-5)2  +  32  =  5V2, 
4  2V2  5  V2 

— - — ,  COS  P  =  - 


cos  a  = 


5V2 


J  '•  r: 


a  *  55.55°, 


5V2 
p  =  135°, 


2  ’  COS7  5V2 


64.90° 


3V2 

10 


U0viICI  ftf.*  c  •  '-lia-i-  u'l'uiym  of/1  J  Si  j.  f.  £ r  * 

Proyecciones  Sean  u  y  v  vectores,  y  sea  6  el  angulo  entre  ellos.  Por  ahora  supon- 
dremos  que  0<Ss  tt/2.  Sea  w  el  vector  en  la  direction  de  v  que  tiene  magnitud 
||u||cos  6  (vease  la  figura  6).  Ya  que  w  tiene  la  misma  direction  que  v,  sabemos  que 
w  =  cv  para  algun  escalar  c.  Por  otra  parte,  la  magnitud  de  w  debe  ser  ||u||cos  6.  Asi 
que, 

Hull  cos  e  =  llwll  =  llcvll  =  civil 


:  *  l  i '  i 

6-3  (]  — 

MV  i)U 


Por  lo  tanto,  la  constante  c  es 


||u||  „  ||u||  u-v  u-v 

- cos  0  = - —  - 

HI  HI  Wllvll  ||v||2 


Asf  que 


Para  7r/2  <  0  <  tt,  definimos  w  como  el  vector  en  la  recta  determinada  por  v,  pero 
que  apunta  en  direction  opuesta  a  v  (vease  la  figura  7).  La  magnitud  de  este  vector  es 
||w||  =  —  ||u||cos<?  =  c||v||  para  algun  escalar  positivo  c.  Asf,  c  =  (  —  ||u||cos  0)/(||v||)  = 
-u  •  v/||v||2.  Como  w  apunta  en  direction  opuesta  a  v.tenemos  w  =  -cv  =  (u  •  v/||v||2)v. 
Por  lo  tanto,  en  ambos  casos  tenemos  w  =  (u  •  v/||v|p)v.  El  vector  w  se  denomina  vec- 
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tor  proyeccion  de  u  sobre  v,  y  en  ocasiones  solo  proyeccion  de  u  sobre  v,  y  se  denota 
por  prv  u: 

/  > 

u  •  V 

prvu 


La  proyeccion  escalar  de  u  sobre  v  se  define  como  ||u||cos  6.  Es  positiva,  cero  o  negati- 
va,  dependiendo  de  si  u  es  agudo,  recto  9  obtuso.  Cuando  0  ^  6  <  tt/2,  a  proyeccion 
escalar  es  igual  a  la  magnitud  de  prv  u,  y  cuando  7r/2  <  0  <  rr,  la  proyeccion  escalar 
es  igual  al  opuesto  de  la  magnitud  de  prv  u. 


M  EJEMPLO  7  1  Seanu  =  {— l,5)yv  =  (3,  3).  Determine  la  proyeccidn  de  u  so¬ 
bre  v  y  la  proyeccion  escalar  de  u  sobre  v. 


SOLUCION  La  figura  8  muestra  los  dos  vectores.  La  proyeccion  vectorial  es 

-3  +  15 


_  /(-1,5)-{3,3)Y„ 
pr<3.3}(  1.5)  ||(3;3)|2  J<3, 


3)  = 


32  +  3^ 


-(3,3)  =  (2,2)  =  2i  +  2j 


y  la  proyeccidn  escalar  es 


||u||cos  6  =  || <  1 ,  5> || 


(-1,5) -(3,  3) 


-3  +  15 


(-1,5)||||(3,3)||  VFT32 


=  2V2 


El  trabajo  realizado  por  una  fuerza  constante  F  al  mover  un  objeto  a  lo  largo  de  la 
recta  de  P  a  Q  es  la  magnitud  de  la  fuerza  en  la  direction  del  movimiento  por  la  distan- 
cia  movida.  Asi,  si  D  es  el  vector  de  P  a  Q,  el  trabajo  hecho  es 

(Proyeccion  escalar  de  F  sobre  D)||D||  =  (||F||cos  0)||D|j 

Esto  es, 

si-  •  « -toji-jv  b  f'tun  ijoj-i 


Trabajo  =  F  •  D 


M  EJEMPLO  8  j  Lfna  fuerza  F  =  8i  +  5j  en  newtons  mueve  un  objeto  desde  (1,0) 
hasta  (7, 1),  en  donde  la  distancia  se  mide  en  metros  (figura  9).  ^Cuanto  trabajo  se  rea- 
lizo?  -■  v  i.  ♦> 


SOLUCION  Sea  D  el  vector  de  (1, 0)  a  (7, 1);  esto  es,  sea  D  =  6i  +  j.  Entonces 
Trabajo  =  F-D  =  (8)(6)  +  (5)(1)  =  53  newton-metros  =  53  joules 


Pianos  Una  manera  fructffera  de  describir  un  piano  es  mediante  el  lenguaje  de  los 
vectores.  Sea  n  =  {A,  B,  C)  un  vector  fijo  nonulo  y  P](xi,yh  z\)  un  punto  fijo.  El  con- 
junto  de  puntos  P(x,  y,  z)  que  satisfacen  P^P  •  n  =  0  es  el  piano  que  pasa  por  P\  per¬ 
pendicular  a  n.  Como  cada  piano  contiene  un  punto  y  es  perpendicular  a  algun  vector, 
un  piano  se  puede  caracterizar  de  esta  manera. 

Para  obtener  la  ecuacion  cartesiana  del  piano,  escriba  el  vector  P\  P  en  forma  de 
componentes;  es  decir, 


P\P  =  (x  -  xi ,y  -  yb  z  -  zj) 


Entonces  P\P  •  n  =  0  es  equivalente  a 


A(x  -  +  B(y  -  yj)  +  C(z  -  Zi)  =  0 


N 


Fi 


F'g 


Esta  ecuacion  (en  la  que  al  menos  uno  de  los  numeros  A,  B  y  C  es  distinto  de  cero)  se 
llama  la  forma  canonica  para  la  ecuacion  de  un  piano  o  ecuacion  canonica  de  un  piano. 

Si  eliminamos  los  parentesis  y  simplificamos,  la  ecuacion  en  el  recuadro  toma  la 
forma  de  la  ecuacion  lineal  general 

Ax  +  By  +  Cz  =  D,  A2  +  B2  +  C2  *  0 
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Figura  10 


n  =  {A,  B.  C) 


r+ 


e  / 


Figura  1 1 


Asi,  cada  piano  dene  una  ecuacion  lineal.  Reclprocamente,  la  grafica  de  una  ecua¬ 
cion  lineal  en  el  espacio  tridimensional  es  siempre  un  piano.  Para  ver  esto  ultimo,  sea 
(xx,y\,  Zi)  un  punto  que  satisface  la  ecuacion;  es  decir, 

Axi  +  By^  +  Cz\  =  D 

A1  restar  esta  ecuacion  de  la  anterior,  obtenemos  la  ecuacion  del  recuadro  y  ya  sabe- 
mos  que  esta  representa  un  piano. 

M  EJEMPLO  9]  Determine  la  ecuacion  del  piano  que  pasa  por  (5, 1,  —2)  y  es  per¬ 
pendicular  a  n  =  {2, 4, 3).  Luego,  calcule  el  angulo  entre  este  piano  y  el  piano  con  ecua¬ 
cion  3x  —  4y  +  lz  =  5. 

SOLUCION  Para  realizar  la  primera  tarea,  simplemente  aplique  la  ecuacion  canoni- 
ca  de  un  piano  al  problema  en  cuestion,  con  lo  que  se  obtiene 

2{x  -  5)  +  4 (y  -  1)  +  3(z  +  2)  =  0 
o  en  forma  equivalente, 

2x  +  4y  +  3z  =  8 

Un  vector  m  perpendicular  al  segundo  piano  es  m  =  (3.  —4,  7).  El  angulo  Q  entre  dos 
pianos  es  el  angulo  entre  sus  normales  (figura  10).  Asf 

m-n  (3)(2)  +  (-4)(4)  +  (7)(3) 
cos  6  =  t — =  — ,  = — .  —  ~  0.2375 

Hl|n||  V9  +  16  +  49V4  +  16  +  9 

6  *  76.26° 


En  realidad,  bay  dos  angulos  entre  dos  pianos,  pero  estos  son  suplementarios.  El 
proceso  recien  descrito  llevara  a  alguno  de  ellos.  El  otro,  si  se  desea,  se  obtiene  restan- 
do  el  printer  valor  de  180°.  En  nuestro  caso,  seria  103.74°.  ® 


EJEMPLO  10  I  Demuestre  que  la  distancia  L  del  punto  (x(>  y0,  z0)  al  piano  Ax  + 


By  +  Cz  =  D  esta  dada  por  la  formula 


r  =  \Axp  +  By0  +  Czq  ~  D 1 
VA2  +  B2  +  C2 

SOLUCION  Sea  (xhy\,  z,)  un  punto  en  el  piano  y  sea  m  =  {xq~  X\,ya  —  yu  Zq  -  Zi)  el 
vector  de  (xhyh  Z\)  a  (xq,  y0,  z0),  como  en  la  figura  11.  Ahora,  n  =  (A,  B,  C)  es  un  vector 
perpendicular  al  piano  dado,  aunque  podrfa  apuntar  en  la  direccion  opuesta  a  la  de 
nuestra  figura.  El  numero  L  que  buscamos  es  la  longitud  de  la  proyeccion  de  m  sobre 
n.  Asf, 


L  =  |||m||cos  6 1 


lA(x0  -  X])  +  B(y0  -  yx)  +  C(z0  -  Zi)| 
VA2  +  B1  +  C2 


I Ax0  +  By0  +  Czp  -  (Axi  +  Byx  +  Czi)\ 
VA2  +  B2  +  C2 


Pero  (x\ ,y\,Z])  esta  en  el  piano,  de  modo  que 

Ax1  +  Byt  +  Cz\  =  D 

Al  sustituir  este  resultado  en  la  expresion  para  L  obtenemos  la  formula  deseada.  ■ 
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pf  EJEMPLO  1 1 1  Calcule  la  distancia  entre  los  pianos  paralelos  3.v  -  4 y  +  5z  =  9 
y  3x  -  4y  +  5z  =  4. 

SOLUCION  Los  pianos  son  paralelos,  pues  el  vector  (3,  -4,  5}  es  perpendicular  a 
ambos  (figura  12).  Es  facil  ver  que  el  punto  (1, 1,  2)  esta  en  el  primer  piano.  Encontra- 
mos  la  distancia  L  de  (1, 1,2)  al  segundo  piano  usando  la  formula  del  ejemplo  10. 


1 3(  1 )  -  4(1)  +  5(2)  -  4| 
V9  +  16  +  25 


5 

5V2 


0.7071 


Figura  12 


Revision  de  conceptos 

1.  El  producto  punto  de  u  =  (u\,U2,  u^}  y  v  =  (r>i,  d2,  v 3)  se  defi¬ 
ne  como _ .  La  formulacion  geometrica  correspondiente  para 

u-v  es _ .  en  donde  0  es  el  angulo  que  forman  u  y  v. 

2.  Dos  vectores  u  y  v  son  ortogonales  si  y  solo  si  su  producto 

punto  es _ . 


3.  El  trabajo  realizado  por  una  fuerza  constantc  F  al  mover  un 

objeto  a  lo  largo  del  vector  D  estd  dado  por _ . 

4.  Un  vector  normal  al  piano  Ax  +  By  +  Cz  =  D  es _ . 


Con  junto  de  problemas  11.3 

1.  Scan  a  =  -2i  +  3j,  b  =  2i  -  3j  y  c  =  -5j.  Determine  cada  uno  de 
los  siguientes: 

(a)  2a  -  4b  (b)  a  •  b 

(c)  a-(b  +  c)  (d)  (-2a  +  3b)  •  5c 

(e)  ||aj|c  •  a  (f)  b  -  b  —  j|b|| 

2.  Sean  a  =  (3,-1),  b  =  (1 .  -1)  y  c  =  (0, 5).  Determine  cada  uno 
de  los  siguientes: 

(a)  -4a  +  3b  (b)  b  •  c 

(c)  (a  +  b)-c  (d)  2c*(3a  +  4b) 

(e)  ||b||b  •  a  if)  |c|j2  —  c  •  c 

3.  Determine  el  coseno  del  angulo  entre  a  y  b  y  haga  un  bos- 
quejo. 

(a)  a  =  (1,  -3),b  =  (-.1,2)  (b)  a  =  (-1,  -2),  b  =  (6,  0) 

(c)  a  =  (2,  — 1),  b  =  (-2,  -4) 

(d)  a  =  (4,  —7),  b  =  (-8,  10) 

4.  Determine  el  angulo  entre  a  y  b  y  haga  un  bosquejo. 

(a)  a  =  12i,  b  =  — 5i 

(b)  a  =  4i  +  3j,  b  =  -8i  -  6j 

(c)  a  =  -i  +  3j,  b  =  2i  —  6j 

(d)  a  =  V3i  +  j,  b  =  3i  +  V3j 

5.  Sean  a  =  i  +  2j  -  k,  b  =  j  +  k  y  c  =  — i  +  j  +  2k.  Determine  cada 
uno  de  los  siguientes: 

(a)  a  •  b  (b)  (a  +  c)  •  b 

(c)  a/||a||  (d)  (b  -  c)  •  a 

(e)  |^j|  (f)  b-b-lbP 

6.  Sean  a  =  (  V2,  V2,  0),  b  =  (1,  -1, 1),  y  c  =  (-2,  2,  1). 
Determine  cada  uno  de  los  siguientes: 

(a)  a  ■  c  (b)  (a  -  c)  •  b 


(c)  a/ 1| a | 

b  •  c 

(c)  imm 


(d)  (b  -  c)  •  a 

(f)  a  •  a  -  ||a||2 


7.  Para  los  vectores  a,  b  y  c  del  problema  6,  determine  el  angulo 
entre  cada  par  de  vectores. 

8.  Sean  a  =  (v^/3,  V3/3,  V3/3),b  =  (1,  -1,0),  y  c  = 
(—2,  -2,  1).  Determine  el  angulo  entre  cada  pareja  de  vectores. 


9.  Para  los  vectores  a,  b  y  c  del  problema  6,  determine  los  cose- 
nos  y  los  angulos  directores. 

10.  Para  los  vectores  a.  b  y  c  del  problema  8,  determine  los  cose- 
nos  y  los  angulos  directores. 

11.  Demuestre  que  los  vectores  (6,  3)  y  (—1,  2)  son  ortogonales. 

12.  Demuestre  que  los  vectores  a  =  (1,  1,  1),  b  =  (1,  —1,  0)  y 
c  =  (—1,  —1,  2)  son  mutuamente  ortogonales,  esto  es,  cada  pareja  de 
vectores  es  ortogonal. 

13.  Muestre  que  los  vectores  a  =  i  —  j,  b  =  i  +  j  y  c  =  2k  son  mutua¬ 
mente  ortogonales,  esto  es,  cada  pareja  de  vectores  es  ortogonal. 

14.  Si  u  +  v  es  ortogonal  a  u  -  v,  ^que  puede  decir  acerca  de  las 
magnitudes  relativas  de  u  y  v? 

15.  Determine  dos  vectores  de  longitud  10,  cada  uno  de  los  cua- 
les  sea  perpendicular  a  —  4i  +  5j  +  k  y  4i  +  j. 

16.  Determine  todos  los  vectores  perpendiculares  a  (1 ,  — 2,  — 3)  y 
a  (-3,2,0). 

17.  Determine  el  angulo  ABC  si  los  puntos  son  A(  1,  2,  3), 
B(-4, 5,6),  y  C(l, 0, 1). 


18.  Demuestre  que  el  triangulo  ABC  es  un  triangulo  rectangulo 
si  los  vertices  son  A(6,3, 3),  B( 3, 1,  —  1)  y  C(— 1, 10, -2.5).  Sugerencia: 
compruebe  el  angulo  en  B. 
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19.  (_Para  que  valores  de  c  son  ortogonales  (c,  6)  y  (c,  —4)? 

20.  (',Para  que  valores  de  c  son  ortogonales  2d  —  8j  y  3i  +  cj? 

21.  ^,Para  quc  valores  de  c  y  d  son  ortogonales  a  =  d+  j+  ky 
v  =  2j  +  rfk? 

22.  ^Para  cuales  valores  de  a,  b  y  c  los  tres  vectores  {a,  0,  1), 
(0,2,  b)  y  (l,r,  1)  son  mutuamente  ortogonales? 

En  los  problemas  del  23  al  28  determine  cada  una  de  las  proyecciones, 
si  u  =  i  +  2j,  v  =  2i  —  j  y  w  =  i  +  5j. 

23.  pr,  u  24.  pr„  v 

25.  pr„  w  26.  pru(w  -  v) 

27.  prj  u  28.  pTj  u 

En  los  problemas  de!  29  al  34  determine  cada  una  de  las  proyecciones 
dadas,  si  u  =  3i  +  2j  +  k,  v  =  2i  —  k  y  w  =  i  +  5j  —  3k. 

29.  prv  u  30.  pr„  v 

31.  pru  w  32.  pru(w  +  v) 

33.  prk  u  34.  prq  u 

35.  Determine  una  expresion  sencilla  para  cada  uno  de  los  si- 
guientes  casos,  en  donde  u  es  un  vector  arbitrario. 

(a)  pru  u  (b)  pr_„  u 

36.  Determine  una  expresion  sencilla  para  cada  uno  de  los  si- 
guienles  casos,  en  donde  u  es  un  vector  arbitrario. 

(a)  pr„(— u)  (b)  pr_u(-u) 

37.  Determine  la  proyeccion  escalar  de  u  =  -i  +  5j  +  3k  sobre 
v  =  -i  +  j  ~  k. 

38.  Determine  la  proyeccion  escalar  de  u  =  5i  +  5j  +  2k  sobre 
v  =  -V5i  +  V5j  +  k. 

39.  Un  vector  u  =  2i  +  3j  +  zk  que  parte  del  origen  apunta  hacia 
el  primer  octante  (es  decir,  la  parte  del  espacio  tridimensional  en 
donde  todas  las  componentes  son  positivas).  Si  ||u|  =  5.  determine  z. 

40.  Si  a  =  46°  y  /3—  108°  son  los  angulos  directores  para  un  vector 
u,  determine  dos  posibles  valores  para  el  tercer  angulo. 

41.  Determine  dos  vectores  perpendiculares  u  y  v  tales  que  cada 
uno  sea  perpendicular  aw  =  (— 4,2,5). 

42.  Determine  el  vector  que  parte  del  origen,  cuyo  punto  final  es 
el  punto  medio  del  segmento  que  une  (3. 2,  - 1 )  y  (5,  —7, 2). 

43.  ^Cuales  de  las  siguientes  expresiones  no  tienen  sentido? 

(a)  u-(vw)  (b)  (u’w)  +  w 

(c)  ||u||(v  -  w)  (d)  (u-v)w 

44.  ^Cuales  de  las  siguientes  expresiones  no  tienen  sentido? 

(a)  u-(v  +  w)  (b)  (u-w)|jw|| 

(c)  ||u||  •  (v  +  w)  (d)  (u  +  v)w 

En  los  problemas  del  45  al  50  proporcione  una  demostracion  de  la 
propiedad  que  se  indica  para  vectores  bidimertsionales.  Utilice 
U  =  (uhU2),\  =  <?J|,V2),  yW  =  {W\,  w2). 

45.  ( a  +  b) u  =  au  +  bu 

46.  u  •  v  =  v  •  u 

47.  c(u  •  v)  =  (cu)  •  v 

48.  u  •  (v  +  w)  =  u  •  v  +  u  •  tv 

49.  0  •  u  =  0 

50.  u  •  ii  —  ||u||2 


51.  Dados  los  dos  vectores  no  paralelos  a  =  3i  -  2j  y  b  =  —  3i  +  4j  y 
otro  vector  r  =  7i  —  8j.  determine  escalares  k  y  m  tales  que  r  =  ka  +  mb. 

52.  Dados  los  dos  vectores  no  paralelos  a  =  —  4i  +  3j  y  b  =  2i  —  j  y 
otro  vector  r  =  6i  -  7j,  determine  escalares  k  y  m  tales  que  r  =  ka  +  mb. 

53.  Demuestre  que  el  vector  u  =  ai  +  bj  es  perpendicular  a  la  rec¬ 
ta  con  ecuacion  ax  +  by  =  c.  Sugerencia:  suponga  que  7>1(x1,  V[)  y 
P2(x 2,  y2)  son  dos  puntos  en  la  recta,  y  muestre  que  n  •  P\P2  =  0. 

54.  Demuestre  que  ||u  +  v||2  +  |ju  -  v|j2  =  2j[u||:  +  2|jv||2. 

55.  Demuestre  que  u  •  v  =  ^-|ju  +  v||2  -  -^||u  -  vj|2. 

56.  Determine  el  angulo  entre  una  diagonal  principal  de  un  cubo 
y  una  de  sus  caras. 

57.  Determine  el  menor  angulo  positive  entre  las  diagonales 
principales  de  una  caja  rectangular  de  4  por  6  por  10  pies. 

58.  Calcule  los  angulos  formados  por  las  diagonales  de  un  cubo. 

59.  Determine  el  trabajo  realizado  por  la  fuerza  F  =  3i  +  lOj 
newtons  al  mover  un  objeto  10  metros  al  norte  (es  decir,  en  la  direc¬ 
tion  j). 

60.  Determine  el  trabajo  realizado  poi  una  fuerza  de  100  newtons 
que  actua  en  la  direccion  S  70°  E  al  mover  un  objeto  30  metros  hacia 
el  este. 

61.  Determine  el  trabajo  realizado  por  la  fuerza  F  =  6i  +  8j  li¬ 
bras  al  mover  un  objeto  de  (1 , 0)  a  (6,  8),  donde  la  distancia  esta  en 
pies. 

62.  Determine  el  trabajo  realizado  por  la  fuerza  F  =  -5i  +  8j 
newtons  al  mover  un  objeto  12  metros  al  norte. 

63.  Calcule  el  trabajo  realizado  por  una  fuerza  F=  -  4k  newtons 
para  mover  un  objeto  de  (0. 0, 8)  a  (4, 4, 0),  donde  la  distancia  esta  da- 
da  en  metros. 

64.  Determine  el  trabajo  realizado  por  la  fuerza  F  =  3i  -  6j  +  7k 
libras  al  mover  un  objeto  de  (2,  1, 3)  a  (9,  4,  6),  donde  la  distancia 
esta  dada  en  pies. 

En  los  problemas  del  65  al  68  determine  la  ecuacion  del  piano  que  tiene 
el  vector  normal  dado  n,  y  que  pasa  por  el  punto  P  dado. 

65.  n  =  2i  —  4j  +  3k;  P(l,2,  -3) 

66.  n  =  3i  -  2j  -  lk;  P{- 2,  -3,4) 

67.  n  -  (1,4,4);  P(l,  2,  1) 

68.  n  =  (0,0,  1);  P(l,  2,  -3) 

69.  Determine  el  menor  de  los  angulos  que  forman  los  dos  pia¬ 
nos  de  los  problemas  65  y  66. 

70.  Determine  la  ecuacion  del  piano  que  pasa  por  (—  1,  2,  —3)  y 
es  paralelo  al  piano  2x  +  4y  —  z  =  6. 

71.  Determine  la  ecuacion  del  piano  que  pasa  por  (-4,  1,2)  y 

que  es  paralelo 

(a)  al  piano  xy, 

(b)  al  piano  2x  -  3y  —  4z  =  0 

72.  Determine  la  ecuacion  del  piano  que  pasa  por  el  origen  y  es 
paralelo  a 

(a)  el  piano  Jt_y 

(b)  el  piano  x  +  y  +  z  =  1 

73.  Calcule  la  distancia  de  ( 1 ,  —  1 , 2)  al  piano  x  +  3y  +  Z  =  7. 

74.  Calcule  la  distancia  de  (2, 6, 3)  al  piano  — 3x  +  2_y  +  z  =  9. 
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75.  Calcule  la  distancia  entre  los  pianos  paralelos -3x  +  2y  +  z  =  9 
y  6x  —  Ay  —  2z  =  1 9. 

76.  Calcule  la  distancia  entre  los  pianos  paralelos  5x  —  3y—2z=5y 
—  5.r  +  3y  +  2z  =  7. 

77.  Calcule  la  distancia  de  la  esfera  x2  +  y1  +  z1  +  2x  +  6y  -  8z  =  0 
al  piano  3x  +  4 y  +  z  =  15. 

78.  Determine  la  ecuacion  del  piano  tal  que  todos  sus  puntos  son 
equidistantes  de  (— 2, 1 , 4)  y  (6, 1 ,  -  2). 

79.  Demuestre  la  desigualdad  de  Cauchy-Schwartz  para  vectores 
bidimensionales: 

iu-vi  s  null  hi 

80.  Demuestre  la  desigualdad  del  triangulo  (vease  la  figura  13) 
para  vectores  bidimensionales. 

|[u  +  v||  <  || uJI  +  ||v|| 

Sugerencia:  utilice  el  producto  punto  para  calcular  ||u  +  v|;luego  utili- 
ce  la  desigualdad  de  Cauchy-Schwartz  del  problema  79. 


81.  Un  peso  de  30  libras  esta  suspendido  por  tres  cables  con  ten- 
siones  resultantes  3i  +  4j  +  15k,  —  81  -  2j  +  10k,  y  a\  +  bj  +  ck.  Deter¬ 
mine  a.byc,  de  modo  que  la  fuerza  neta  apunta  hacia  arriba. 


82.  Muestre  que  el  trabajo  hecho  por  una  fuerza  constante  F  so- 
bre  un  objeto  que  mueve  en  una  trayectoria  completa  alrededor  de 
un  pollgono  cerrado  es  0. 

83.  Sean  a  =  (ai,a2,a3)  yb  =  (bl,b2,  b3)  vectores  fijos.  Demuestre 
que  (x  -  a)  •  (x  -  b)  =  0  es  la  ecuacion  de  una  esfera  y  determine  su 
centra  y  su  radio. 

84.  Refine  el  metodo  del  ejemplo  10,  mostrando  que  la  distancia 
L  entre  los  pianos  paralelos  Ax  +  By  +  Cz  =  D  y  Ax  +  By  +  Cz  —  E  es 

,  =  Id  -  e\ 

Va2  +  b2  +  c2 

85.  Las  medianas  de  un  triangulo  se  encuentran  en  un  punto  P 
(el  centroide,  por  el  problema  30  de  la  seccion  5.6),  que  esta  a  dos  ter- 
cios  del  camino  de  un  vertice  al  punto  medio  del  lado  opuesto.  De¬ 
muestre  que  P  es  la  cabeza  del  vector  de  posicion  (a  +  b  +  c)/3,  donde 
a,  b,  y  c  son  los  vectores  de  posicion  de  los  vertices,  y  use  esto  para  de- 
terminar  P  si  los  vertices  son  (2, 6, 5),  (4,  —  1 , 2),  y  (6. 1 . 2). 

86.  Sean  a.  b,  c,  y  d  los  vectores  de  posicion  de  los  vertices  de  un 
tetraedro.  Demuestre  que  las  rectas  que  unen  los  vertices  con  los 
centroides  de  las  caras  opuestas  se  cortan  en  un  punto  P,  y  de  una  for¬ 
mula  vectorial  sencilla  para  el,  generalizando  con  ello  el  problema 
85. 

87.  Suponga  que  los  tres  pianos  de  coordenadas  que  acotan  al 
primer  octante  son  espejos.  Un  rayo  de  luz  con  direccion  ai  +  b\  +  ck 
se  refleja  de  manera  sucesiva  en  los  pianos  xy,  xz  y  yz ■  Determine  la 
direccion  del  rayo  despues  de  cada  reflexion  y  establezca  una  conclu¬ 
sion  sencilla  en  relation  con  el  rayo  reflejado  final. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  u\ vt  +  u2v2  +  u3v3; 
||u|| || v||  cos  0  2.0  3.  F  D  4 .(A,B,C) 


11.4 

El  producto  cruz 


El  producto  punto  de  dos  vectores  es  un  escalar.  Hemos  explorado  algunos  de  sus  usos 
en  la  seccion  anterior.  Ahora  presentamos  el  producto  cruz  (o  producto  vectorial);  tam- 
bien  tendra  muchos  usos.  El  producto  cruz  u  X  y  de  u  =  (ui,u2,u3)y\  =  (vi,v2,v3) 
se  define  como 


U  X  V  =  (ll2V3  —  W3U2,  U3V\  —  ll [ ,  U\V2  ~  U2V\) 


En  esta  forma,  la  formula  es  diffcil  de  recordar  y  su  significado  no  es  obvio.  Observe  lo 
unico  que  es  obvio:  el  producto  cruz  de  dos  vectores  es  un  vector. 

Para  ayudarnos  a  recordar  la  formula  para  el  producto  cruz,  tengamos  presente  un 
tema  de  un  curso  anterior  de  matematicas,  a  saber,  los  determinantes.  En  primer  lugar, 
el  valor  de  un  determinante  2  X  2  es 


a 

c 


b 

d 


=  ad  —  be 


Entonces,  el  valor  de  un  determinante  3  X  3  es  (desarrollando  a  lo  largo  del  primer 
renglon) 


a\ 

a2 

«3 

«1 

a2 

a3 

(X\ 

a2 

«3 

«t 

a2 

«3 

b\ 

b 2 

^3 

=  «! 

bi 

b2 

b3 

-  a2 

b\ 

b2 

b3 

+  a3 

b\ 

b2 

b2 

Cl 

c2 

c3 

Cl 

Cl 

c3 

Cl 

Cl 

c3 

Cl 

c2 

c3 

=  fl. 


£>2 

c2 


b  3 

c3 


-  ct2 


b\ 


h 


«3 


b\ 

Cl 


b2 

c2 
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Torca 

El  producto  cruz  desempena  un 
papel  importante  en  mecanica.  Sea 
0  un  punto  fijo  en  un  cuerpo  y 
suponga  que  se  aplica  una  fuerza  F  en 
otro  punto  P  del  cuerpo.  Entonces,  F 
tiende  a  hacer  girar  el  cuerpo  en 
torno  de  un  eje  que  pasa  por  O  y 
que  es  perpendicular  al  piano  de  OP 
y  F.  El  vector 

t  =  OP  X  F 

es  la  torca.  Apunta  en  la  direccion  del 
eje  y  tiene  magnitud  ||OP||||  F||  sen  9, 
que  es  justamente  el  momento  de 
fuerza  en  torno  al  eje  debido  a  F. 


X 


Al  usar  determinantes,  podemos  escribir  la  definicion  deuxv  como 


U  X  V 


i 

j 

k 

u2 

«3 

U\ 

W3 

U\ 

u2 

U\ 

m2 

«3 

— 

1 

J  + 

V? 

V3\ 

Vi 

V3 

V\ 

V2 

V\ 

v2 

^3 

1 

k 


Observe  que  los  componentes  del  vector  u  de  la  izquierda  aparecen  en  el  segundo  ren- 
glon,  mientras  que  los  del  vector  v  de  la  derecha  estan  en  el  tercer  renglon.  Esto  es  im¬ 
portante,  pues  si  intercambiamos  las  posiciones  de  u  y  v,  estamos  cambiando  el 
segundo  y  tercer  renglones  del  determinante,  lo  cual  cambia  el  signo  de  su  valor,  como 
usted  podra  comprobar.  Asi 


u  X  v  =  — (v  X  u) 

que  a  veces  se  llama  ley  anticonmutativa. 


B  EJEMPLO  1 


Sean  u  = 


la  definicion  de  determinante 


<l,-2,-l)yv=  (-2,4,1). 


Calcule  u  X  v  y  v  X  u  usando 


SOLUCION 


i 

j 

k 

-1 

-2 

-1 

1 

-1 

1 

-2 

1 

-2 

— 

4 

1 

i  — 

-2 

1 

j  + 

-2 

4 

1 

-2 

4 

=  2i  +  j 

+  Ok 

i 

j 

k 

1 

4 

1 

-2 

1 

j  + 

-2 

4 

-2 

1 

4 

— 

-2 

*  ~ 

1 

-1 

1 

-2 

-1 

-2 

-1 

=  -2i  -  j  +  Ok  m 


Interpretation  geometrica  de  u  X  v  Como  el  producto  punto,  el  producto 
cruz  adquiere  un  significado  de  su  interpretation  geometrica 


Teorema  A 


Sean  u  y  v  vectores  en  el  espacio  tridimensional  y  8  el  angulo  entre  ellos.  Entonces 

1.  u  •  (u  X  v)  =  0  =  v  •  (u  X  v),  esto  es,  u  X  v  es  perpendicular  tanto  a  u  como  a  v; 

2.  u,  v  y  u  X  v  forman  una  terna  derecha; 

3.  ||u  X  v||  =  ||u|| Ml  sen  0. 


Demostracion  Sean  u  =  (mj,  n2,  M3)  y  v  =  (i>i,  v2,  v3). 

(1)  u-(u  X  v)  =  ul(u2v3  —  u3v2)  +  m2(m3u1  —  U\V3)  +  u3{uxv2  —  u2V\ ).  Al  eli- 
minar  parentesis,  los  seis  terminos  se  cancelan  por  parejas.  Ocurre  algo  similar  al 
desarrollar  v  •  (u  x  v). 

(2)  El  significado  de  obtener  un  sistema  de  mano  derecha  con  la  terna  u,  v,  u  X  v  se 
ilustra  en  la  figura  1.  Ahf,  8  es  el  angulo  entre  u  y  v,  y  los  dedos  de  la  mano  dere¬ 
cha  se  doblan  en  la  direccion  de  la  rotation  con  angulo  6  que  hace  a  u  coincidir 
con  v.  Es  dift'cil  establecer  en  forma  analltica  que  la  terna  indicada  es  de  la  mano 
derecha,  pero  usted  podrfa  comprobarlo  con  unos  cuantos  ejemplos.  Observe  en 
particular  que  i  X  j  =  k,  y  por  definicion  sabemos  que  la  terna  i,  j.k  es  de  mano  de¬ 
recha. 

(3)  Necesitamos  la  identidad  de  Lagrange 


Figura  1 


llux  v||2  =  fluflMI2  -  (u-v)2 


576  Capi'tulo  11  Geometrfa  en  el  espacio  y  vectores 


cuya  demostracion  es  un  ejercicio  algebraico  sencillo  (problema  31 ).  Usamos  esta  iden- 
tidad  para  escribir 


}u  X  v||2  =  llupIMI2  -  (fiulllHIcosd)2 
=  ||u||2||v||2(l  -  cos2#) 

=  H!2||v||2  sen2  6 

Como  0  <  6  <  tt,  sen  9  >  0.  A1  tomar  la  raiz  cuadrada  principal  se  obtiene 

||u  X  v||  =  ||u|||]v||  sen  9  ■ 

Es  importante  contar  con  interpretaciones  geometricas  para  u  •  v  y  u  X  v.  Aunque 
originalmente  definimos  tales  productos  en  terminos  de  sus  componentes,  los  que  de- 
penden  de  la  election  de  un  sistema  coordenado,  en  realidad  son  independientes  de  los 
sistemas  de  coordenadas.  Son  cantidades  geometricas  intrfnsecas,  y  usted  obtendra  los 
mismos  resultados  para  u  -  v  y  u  X  v  sin  importar  como  introduzca  las  coordenadas  uti- 
lizadas  para  calcularlos. 

He  aquf  una  sencilla  consecuencia  del  teorema  A  (parte  3)  y  del  hecho  de  que  los 
vectores  son  paralelos  si  y  solo  si  el  angulo  9  entre  ellos  es  0°  o  180°. 


Teorema  B 


Dos  vectores  u  y  v  en  el  espacio  tridimensional  son  paralelos  si  y  solo  si  u  X  v  =  0. 


U  X  V 


Figura  2 


||  b  ||  sen  6 


Aplicaciones  Nuestra  primera  aplicacion  es  para  determinar  la  ecuacion  del  piano 
que  pasa  por  tres  puntos  no  colineales. 

M  EJEMPLO  2  Determine  la  ecuacion  del  piano  (figura  2)  que  pasa  por  los  tres 
puntos  P](l,— 2,3),  P2(4, 1,-2)  y  P3(- 2,-3, 0). 


SOLUCION  Sean  u  =  P2P\  =  (-3.  -3,  5)  y  v  =  P2P3  =  (-6,  -4,  2).  Con  base 
en  la  primera  parte  del  teorema  A,  sabemos  que 


u  X  v 


-3 

-6 


j 

-3 

-4 


k 

5 

2 


=  14i  —  24j  —  6k 


es  perpendicular  tanto  a  u  como  a  v,  y  por  lo  tanto  al  piano  que  los  contiene.  El  piano 
que  pasa  por  (4, 1,-2)  con  normal  14i  —  24j  —  6k  tiene  ecuacion  (vease  la  seccion  11.3) 


14(x  -  4)  -  24(y  -  1)  -  6(z  +  2)  =  0 
o 

14x  —  24y  —  6z  =  44  N 


M  EJEMPLO  3 


Muestre  que  el  area  de  un  paralelogramo  con  a  y  b  como  lados 


adyacentes  es||a  x  b||. 


SOLUTION  Recuerde  que  el  area  de  un  paralelogramo  es  el  producto  de  su  base  por 
su  altura.  Ahora  vea  la  figura  3  y  utilice  el  hecho  de  que  ||a  x  b||  =  ||a|] ||b||  sen  6.  ■ 


EIEMPLO  4  j  Demuestre  que  el  volumen  del  paralelepipedo  determinado  por 


los  vectores  a,  b  y  c  es 


V  = 


a*  (b  X  c)|  = 


ci  [  a 2  d% 

b\  b2  b3 

C1  c7  c3 


Figura  3 
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b  x  c 


T 

h 

i 


Figura  4 


SOLUCION  Tenga  como  referenda  la  figura  4  y  considere  el  paralelogramo  deter- 
minado  por  bye  como  la  base  del  paralelepfpedo.  El  area  de  esta  base  es  |jb  X  c||,  por  el 
ejemplo  3;  la  altura  h  del  paralelepfpedo  es  el  valor  absoluto  de  la  proyeccion  escalar 
de  a  sobre  b  X  c.  Asf, 


y 


h  =  ||a|| | cos  9\ 


||a|||a  •  (b  X  c)|  a  •  (b  X  c)| 
flail  lib  X  c||  ||b  X  c|| 


V  =  f?||b  X  c|J  =  |a-(b  X  c)| 


Compruebe  los  casos  extremos 

[ED  Nunca  lea  un  libro  de  matemati- 
cas  en  forma  pasiva;  es  mejor 
plantearse  preguntas  al  ir  leyendo. 
En  particular,  usted  debe  revisar  los 
casos  extremos  siempre  que  sea 
posible.  Aquf  observamos  el  caso 
donde  los  vectores  a,  b  y  c  estan  en 
el  mismo  piano.  El  volumen  del 
paralelepfpedo  debe  ser  igual  .a  cero 
y,  en  realidad,  la  formula  sigue  dando 
el  valor  cero.  ^Que  ocurre  en  el 
ejemplo  3  si  los  vectores  bye  son 
paralelos? 


Suponga  que  los  vectores  a,  b  y  c  del  ejemplo  anterior  estan  en  el  mismo  piano.  En 
este  caso,  el  paralelepfpedo  tiene  altura  cero,  por  lo  que  el  volumen  serfa  cero.  ^La 
formula  para  el  volumen  da  V  =  0?  Si  a  se  encuentra  en  el  piano  determinado  por  b  y 
c,  entonces  cualquier  vector  perpendicular  a  b  y  a  c  tambien  sera  perpendicular  a  a.  El 
vector  b  X  c  es  perpendicular  a  b  y  a  c;  por  lo  tanto,  b  X  c  es  perpendicular  a  a.  Asf  que, 
a  •  (b  X  c)  =  0. 

Propiedades  algebraicas  Propiedades  algebraicas  Las  reglas  para  el  calculo  del 
producto  cruz  se  resumen  en  el  siguiente  teorema.  La  demostracion  de  este  teorema 
consiste  en  escribir  todo  en  terminos  de  componentes  y  se  dejara  como  ejercicio.. 


Teorema  C 


Si  u,  v  y  w  son  vectores  en  el  espacio  tridimensional  y  k  es  un  escalar,  entonces 

1.  u  X  v  =  — (v  X  u)  (ley  distributiva  por  la  izquierda); 

2.  u  X  (v  +  w)  =  (u  X  v)  +  (u  X  w)  (ley  anticonmutativa); 

3.  k( u  X  v)  =  (fcu)  x  v  =  u  x  (k\); 

4.  uX0  =  0Xu  =  0,  u  X  u  =  0; 

5.  (u  X  v)  •  w  =  u  •  (v  X  w); 

6.  u  X  (v  X  w)  =  (u-w)v  -  (u-v)w. 


Una  vez  que  se  dominen  las  reglas  del  teorema  C,  los  calculos  complicados  con  vec¬ 
tores  se  pueden  realizar  con  facilidad.  Lo  ilustramos  con  el  calculo  de  un  producto  cruz 
de  otra  manera.  Necesitaremos  los  siguientes  productos,  sencillos  pero  importantes. 


>xj  =  k,  j  X  k  =  i,  k  X  i  =  j 


Estos  resultados  tienen  un  orden  cfclico  que  puede  recordarse  recurriendo  a  la  figura  5. 


EJEM  PLO  5  Calcule  u  X  v  si  u  =  3i  —  2j  +  k  y  v  =  4i  +  2j  —  3k. 


SOLUCION  Recurrimos  al  teorema  C;  en  particular,  a  la  ley  distributiva  y  a  la  ley 
anticonmutativa. 

u  X  v  =  (3i  -  2j  +  k)  X  (4i  +  2j  -  3k) 

=  12(i  X  i)  +  6(i  X  j)  -  9(i  X  k)  -  8(j  X  i)  -  4(j  X  j) 

+  6(j  X  k)  +  4(k  X  i)  +  2(k  X  j)  -  3(k  X  k) 

=  12(0)  +  6(k)  -  9(— j)  -  8(— k)  -  4(0) 

+  6(i)  +  4(j)  +  2(— i)  -  3(0) 

=  4i  +  13j  +  14k 


Los  expertos  podrfan  hacer  la  mayor  parte  de  esto  en  su  mente;  a  los  novatos  podrfa 
parecerles  mejor  el  metodo  del  determinante.  ■ 
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Revision  de  conceptos 

1.  El  producto  cruz  de  u  =  (— 1,2,1)  y  v  =  (3, 1,-1)  esta  dado 

por  un  determinante  especifico;  al  evaluar  este  determinante  obtene- 
mos  u  x  v  = _ . 

2.  Geometricamente,  u  X  v  es  un  vector  perpendicular  al  piano 

de  u  y  v  y  tiene  longitud  || u  X  v||  = _ . 


3.  El  producto  cruz  es  anticonmutativo;  es  decir,  u  X  v  = _ 

4.  Dos  vectores  son _ si  y  solo  si  su  producto  cruz  es  0. 


Conjunto  de  problemas  11.4 

1.  Sean  a  =  —  3i  +  2j  -  2k,  b  =  —  i  +  2j  —  4k  y  c  =  7i 
+  3j  —  4k,  Determine  lo  siguiente: 

(a)  a  X  b  (b)  a  X  (b  +  c) 

(c)  a-(b  +  c)  (d)  a  X  (b  x  c) 

2.  Si  a  =  (3,  3,  1 ),  b  =  <-2,  -  1,0)  yc  =  (-2,  -3,  -1),  de¬ 
termine  lo  siguiente: 

(a)  a  x  b  (b)  a  x  (b  +  c) 

(c)  a-(b  X  c)  (d)  a  X  (b  X  c) 

3.  Determine  todos  los  vectores  perpendiculares  a  los  dos  vec¬ 
tores  a  =  i  +  2j  +  3k  y  b  =  -2i  +  2j  -  4k. 

4.  Determine  todos  los  vectores  perpendiculares  a  los  dos  vec¬ 
tores  a  =  -2i  +  5j  -  2k  y  b  =  3i  -  2j  +  4k. 

5.  Determine  los  vectores  unitarios  perpendiculares  al  piano 
determinado  por  los  tres  puntos  (1,3,5),  (3,- 1,2)  y  (4, 0, 1). 

6.  Determine  los  vectores  unitarios  perpendiculares  al  piano 
determinado  por  los  tres  puntos  (-1, 3,0),  (5, 1,2)  y  (4,— 3,-1). 

7.  Calcule  el  area  del  paralelogramo  con  a=-i+j-3kyb  = 
4i  +  2j  -  4k  como  lados  adyacentes. 

8.  Calcule  el  drea  del  paralelogramo  cona  =  2i  +  2j-kyb  =  -i 
+  j  -  4k  como  lados  adyacentes. 

9.  Calcule  el  Srea  del  triangulo  con  (3, 2,1),  (2, 4, 6)  y  (- 1 , 2, 5) 
como  vertices. 

10.  Calcule  el  area  del  triangulo  con  (1,2,  3),  (3, 1, 5)  y  (4, 5, 6) 
como  vertices. 

En  los  problemas  del  11  al  14  determine  la  ecuacion  del  piano  que  pa- 
sa  por  los  puntos  dados. 

11.  (1,3, 2),  (0,3,0)  y  (2,4,3) 

12.  (1, 1,2),  (0,0, 1)  y  (  —  2,  -3,0) 

13.  (7, 0, 0),  (0, 3, 0)  y  (0, 0, 5) 

14.  (a,  0, 0),  (0,  b ,  0)  y  (0, 0,  c)  (Niriguno  de  a,  b  y  c  es  cero). 

15.  Determine  la  ecuacion  del  piano  que  pasa  por  (2, 5,,  1)  y  que 
es  paralelo  al  piano  x  —  y  +  2z  =  4. 

16.  Determine  la  ecuacion  del  piano  que  pasa  por  (0, 0, 2)  y  que 
es  paralelo  al  piano  x  +  y  +  z  =  1 

17.  Determine  la  ecuacion  del  piano  que  pasa  por  (—1,  —2, 3)  y 
que  es  perpendicular  a  los  pianos  x  —  3y  +  2z  =  7  y  2x  —  2y  —  z  =  -3. 

18.  Determine  la  ecuacion  del  piano  que  pasa  por  (2,  —1,  4)  y 
que  es  perpendicular  a  los  pianos  x+y  +  z  =  2yx-y  —  z  =  4. 

19.  Determine  la  ecuacion  del  piano  que  pasa  por  (2,  —3,  2)  y 
que  es  paralelo  al  piano  de  los  vectores  4i  +  3j  -  k  y  2i  —  5j  +  6k. 


20.  Determine  la  ecuacion  del  piano  que  pasa  por  el  origen  que 
es  perpendicular  al  piano  xy  y  al  piano  3x  —  2y  +  z  =  4. 

21.  Determine  la  ecuacion  del  piano  que  pasa  por  (6,  2,  —1)  y 
que  es  perpendicular  a  la  recta  de  intersection  de  los  pianos  4x  -  3y  + 
2z  +  5  =  0  y  3x  +  2y  —  z  +  11  =  0. 


22.  Sean  a  y  b  vectores  no  paralelos  y  sea  c  un  vector  cualquiera 
no  nulo.  Demuestre  que  (a  X  b)  X  c  es  un  vector  en  el  piano  de  a  y  b. 

23.  Calcule  el  volumen  del  paralelepipedo  con  aristas  (2,3,4).  (0, 
4,  - 1 )  y  (5, 1 , 3)  (vease  el  ejemplo  4). 

24.  Calcule  el  volumen  del  paralelepipedo  con  aristas 
3i  -  4j  +  2k,  -  i  +  2j  +  k  y  3i  -  2j  +  5k. 

25.  Sea  K  el  paralelepipedo  determinado  por  u  =  (3,  1,  2), 

v  =  (1,  l,2),y  w  =  (1, 3, 3). 

(a)  Calcule  el  volumen  de  K. 

(b)  Calcule  el  area  de  la  cara  determinada  por  u  y  v. 

(c)  Calcule  el  angulo  entre  u  y  el  piano  que  contiene  a  la  cara  deter¬ 
minada  por  v  y  w. 

26.  La  formula  para  el  volumen  de  un  paralelepipedo  deducida 
en  el  ejemplo  4  no  debe  depender  de  la  forma  en  que  nombramos  a 
los  vectores  como  a,  b  o  c.  Use  este  resultado  para  explicar  por  que 
|a-(b  x  c)|  =  |b-(a  x  c)|  =  |c-(a  X  b)|. 


27.  ^.Cuales  de  las  siguientes  expresiones  no  tienen  sentido? 

(a)  u*(v  X  w)  (b)  u  +  (v  X  w) 

(c)  (a-b)  X  c  (d)  (a  X  b)  +  k 

(e)  (a-b)  +  k  (f)  (a  +  b)  X  (c  +  d) 

(g)  (u  X  v)  X  w  (h)  (feu)  X  v 

28.  Muestre  que  si  a,  b,  c  y  d  estan  todos  en  el  mismo  piano,  en- 
tonces  (a  x  b)  X  (c  X  d)  =  0. 


(a  x  b)  x  (c  x  d)  =  0 

29.  Se  sabe  que  el  volumen  de  un  tetraedro  esta  dado  por  '  (area 
de  la  base)(altura).  Con  base  en  esto,  demuestre  que  el  volumen  del 
tetraedro  con  aristas  a,  b  y  c  es  g  a  •  (b  X  c)|. 

30.  Calcule  el  volumen  del  tetraedro  con  vertices  (—1,  2,  3), 
(4,-1, 2),  (5, 6, 3)  y  (1, 1 ,  -2)  (vease  el  problema  29). 

31.  Demuestre  la  identidad  de  Lagrange, 


iu  X  vf  =  llupllvp  -  (u-v)2 
Sin  utilizar  el  teorema  A, 

32.  Demuestre  la  ley  distributiva  por  la  izquierda. 


u  X  (v  +  w)  =  (u  X  v)  +  (u  X  w) 


33.  Use  el  problema  32  y  la  ley  anticonmutativa  para  demostrar 
la  ley  distributiva  por  la  derecha. 
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34.  Si  u  X  v  =  0  y  n  •  v  =  0,  ^que  puede  concluir  acerca  de 

u  y  v? 

35.  Use  el  ejemplo  3  para  desarrollar  una  formula  para  el  area 
del  triangulo  con  vertices  P(a ,  0, 0),  Q(Q,  b,  0)  y  i?(0, 0,  c)  que  aparece 
en  la  parte  izquierda  de  la  figura  6. 

36.  Demuestre  que  el  triangulo  con  vertices  (jq,  y ]),  (x^  y2)  y 
(X3,  y3)  tiene  area  igual  a  la  mitad  del  valor  absoluto  del  determinante 


*1 

Li 

1 

x2 

yi 

1 

x3 

L3 

1 

37.  Un  Teorema  de  Pitagoras  en  el  espacio  tridimensional 

Como  en  la  figura  6,sean  P,Q,RyO  los  vertices  de  un  tetraedro  (con 
un  angulo  recto)  y  sean  A,  B,  C  y  D  las  areas  de  las  caras  opuestas, 
respectivamente.  Muestre  que  A2  +  B2  +  C2  =  D2. 

38.  Sean  a,  b  y  c  vectores  con  su  punto  inicial  comun,  dc  modo 
que  determinen  un  tetraedro;  sean  m,  n,  p  y  q  vectores  perpendicula- 
res  a  las  cuatro  caras,  apuntando  hacia  fuera,  y  cuya  longitud  es  igual 
al  area  de  la  cara  correspondiente.  Muestre  que  m  +  n  +  p  +  q  =  0. 

39.  Sean  a,  b  y  a  -  b  las  tres  aristas  de  un  triangulo  con  longitudes 
a,  b  y  c,  respectivamente.  Use  la  identidad  de  Lagrange  y  la  formula 
2a  •  b  =  ||a||2  +  |b||2  —  |a  -  b||2  para  demostrar  la  formula  de  Heron  pa¬ 
ra  el  area  A  de  un  triangulo, 

A  ~  \/s(s  —  a)(s  —  b)(s  —  c) 

donde  s  es  el  semipen'metro  (a  +  b  +  c)/ 2. 

40.  Use  el  metodo  del  ejemplo  5  para  demostrar  directamente 
que  si  u  =  U\\  +  u  J  +  «3k  y  v  =  tqi  +  t>2j  +  t>3k,  entonces 

U  X  V  =  (^2^3  ~  U3V2)i  +  («3«1  -  ll ilt3)j  +  (u \V2  ~  U2v{)k 

Respuestas  a  la  revision  de  conccptos:  1.  (-  3,  2,  -  7)  o 
—  3i  +  2j  —  7k  2.  ||u||||v||  sen  9  3.  — (v  X  u)  4.  paralelos 


11.5 

Funciones  con  valores 
vectoriales  y  movimiento 
curvilmeo 


Dominio  Rango 

Figura  1 


Fi, 


Recuerde  que  una  funcion/ es  una  regia  que  asocia  a  cada  miembro,  f,  de  un  conjunto 
(el  dominio)  un  unico  valor, /(r).de  un  segundo  conjunto  (figura  1).  El  conjunto  de  va¬ 
lores  asi  obtenido  es  el  rango  de  la  funcion.  Hasta  este  punto  del  libro,  nuestras  funcio¬ 
nes  han  sido  funciones  reales  (funciones  con  valores  escalares)  de  una  variable  real;  es 
decir,  tanto  el  dominio  como  el  rango  han  sido  conjuntos  de  numeros  reales.  Un  ejem¬ 
plo  comun  es  /(f)  =  f2.  que  asocia  a  cada  numero  real  el  numero  real  t2. 

Ahora  ofrecemos  la  primera  de  muchas  generalizaciones  (figura  2).  Una  funcion 
con  valores  vectoriales  F  de  una  variable  real  t  asocia  a  cada  numero  real  t  un  vector 
F(f).  Asi, 


F(0  =  /(O'  +  £(0j  +  h{t)k  =  (fit),  g(t ),  /t(0) 

en  donde  fgyh  son  funciones  ordinarias  con  valores  reales.  Un  ejemplo  tipico  es 
F(0  =  t2 i  +  e'j  +  2k=  ( t 2,  e\  2) 

Observe  nuestro  uso  de  la  letra  en  negritas;  esto  nos  ayuda  a  distinguir  entre  funciones 
vectoriales  y  funciones  escalares. 

Calculo  para  funciones  vectoriales  El  concepto  mas  fundamental  en  calculo 
es  el  de  limite.  Intuitivamente,  lim  F(f)  =  L  significa  que  el  vector  F(f)  tiende  hacia 
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el  vector  L  cuando  /  tiende  a  c.  De  forma  alterna,  significa  que  el  vector  F(r)  —  L  se  aproxi- 
ma  a  0  cuando  f  — >  c  (figura  3).  La  definicion  e  —  S  precisa  es  casi  identica  a  la  dada  para 
funciones  con  valores  reales  en  la  seccion  1 .2. 


Definicion  Limite  de  una  funcion  con  valores  vectoriales 

Decir  que  lim  F(f )  =  L  significa  que,  para  cada  e  >  0  dada  (sin  importar  lo  pequeno 
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que  sea),  existe  una  correspondiente  S  >  0  tal  que  j|F ( r )  —  Lj|  <  e,  siempre  que 
0  <  |f  —  c|  <  5,  es  decir, 

0  <  |f  —  cl  <  S  =>  ||F(f)  -  L||  <  e 


Figura  3 
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La  definicion  de  li'm  F(f)  es  casi  la  misma  que  nuestra  definicion  de  lfmite  del 

t~*C 

capitulo  1,  una  vez  que  interpretemos  ||F(t)  —  L||  como  la  longitud  del  vector  F(t)  — 
L.  Nuestra  definicion  dice  que  podemos  hacer  F(t)  tan  cercano  como  queramos  (a  me- 
nos  de  e)  a  L(aquf  la  distancia  se  mide  en  el  espacio  tridimensional),  siempre  que  tome- 
mos  a  t  suficientemente  cerca  (a  menos  de  S)  de  c.  El  teorema  siguiente,  que  se 
demuestra  para  vectores  de  dos  dimensiones  en  el  apendice  A. 2,  teorema  D,  proporcio- 
na  la  relation  entre  el  lfmite  de  F(f)  y  los  lfmites  de  las  componentes  de  F(t). 


Vectores  en  dos  dimensiones 

Las  definiciones  y  teoremas  en 
esta  section  se  dan  para  vectores 
tridimensionales.  Los  resultados 
para  vectores  en  dos  dimensiones 
deben  ser  obvios.  Por  ejemplo,  si 

F(0  =  (f(0>g(0)  =  /(O'  +  g(0j» 

entonces  el  teorema  A  establece 
Ifm  F(f )  =  [lfm/(f)]i  +  [lmi  g(/)]j 


Teorema  A 


SeaF(t)  =  /(f)  i  +  g(t)  j  +  h(t)k.  Entonces  F  tiene  un  lfmite  en  c  si  y  solo  si  /,  g  y 
h  tienen  lfmites  en  c.  En  este  caso, 

lfmF(f)  =  [lfm/(0]i  +  [limg(f)]j  +  [lfm/i(f)]k 


Como  se  podrfa  esperar,  todos  los  teoremas  estandar  de  lfmite  se  cumplen.  Ademas, 

la  continuidad  tiene  su  significado  usual;  esto  es,  F  es  continua  en  c  si  lfm  F(f )  =  F(c). 

t—*c 

Del  teorema  A,  es  claro  que  F  es  continua  en  c  si  y  solo  si  f\ g  y  h  son  continuas  allf.  Por 
ultimo,  la  derivada  F '(/)  se  define  igual  que  para  funciones  con  valores  reales  mediante 


F'(f) 


F {t  +  At)  -  F(r) 

lim  - - - 

a/— o  At 


Esto  tambien  puede  escribirse  en  terminos  de  componentes. 

F'(0  = 


lfm 

Ar->0 


[f(t  +  At)i  +  g(f  +  Af)j  +  h(t  +  At)k]  -  [fjt) i  +  ?(r)j  +  /t(t)k] 

At 


f{t  +  At)  -  /(/).,  ,,  g{t  +  At)  -  g(f) . 

=  lim  - - - 1  +  lim  - : - 1 

Af— >0  At  Af— *0  At 


h{t  +  At)  -  h(t) 

lim  - t - k 

Ar— »0  At 


=  +  g'(t)j  +  h’(t)  k 

En  resumen, si  F(t)  =  /(t) i  +  g(t)j  +  /i (f ) k,  entonces 


F'(f)  =  f'{t) i  +  g'(t)j  +  h'(t)k  =  (/'(f),  g'(f),  h'(t)) 


^  EJEMPLO  11  SiF(f)  =  (t2  +  f)i  +  e'j  +  2k,  determine  F'(t),  F"(t)  y  el  angulo 
0  entre  F'(0)  y  F"(0). 

SOLUCION  F'(f)  =  (2 1  +  l)i  +  e'j  y  F"(t)  =  2i  +e‘j.  Asf,  F'(0)  =  i  +  j,  F"(0)  =  2i  +  j,  y 

=  F'(0)-F"(0)  =  ( 1 )  (2)  +  (1)(1)  +  (0)  (0)  =  3 

C°S  I|F'(°)IIIIF"(0)||  Vl2  +  l2  +  02  V22  +  l2  +  02  V2V5 

6  ~  0.3218  radianes  (alrededor  de  18.43°)  ■ 


A  continuation  estan  las  reglas  para  la  derivation. 
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Teorema  B 


Formulas  de  derivacion 


Sean  F  y  G  funciones  con  valores  vectoriales,  diferenciables  y  sea  p  una  funcion  con 
valores  reales,  diferenciable,  y  c  un  escalar.  Entonces 

1.  A[F(0  +  G(0]  =  F'(0  +  G'(r) 

2.  A[cF(f)]  =  cF'(0 

3.  D,[p(t)F(t)]  =  p(f)F'(0  +  p'(r)F(t) 

4.  A[F(0-G(0]  =  F(f)-G'(0  +  G(0-F'(0 

5.  D,[F(0  X  G(/)]  =  F(f)  X  G'(0  +  F'(f)  X  G(f) 

6.  A[F(p(0)]  =  F'(p(f))p'(r)  (Regia  de  la  cadena) 


Demostracidn  Demostramos  la  formula  4  y  dejamos  el  resto  al  lector.  Sean 

F(r)  =  Mt)i  +  f2(t) j  +  f3(t)k. 


G  (f)  =  g,(r)i  +  g2(t) j  +  g3(0k 


Entonces 


A[F(0-G(0]  =  A[/i(0ft(0  +  /2(0&(  0  +  /3(0&(0] 

=  /i(0gi(0  +  gi(0/K0  +  fiiOs'iit)  +  g2{t)f2{t) 

+  /a(0«3(0  +  «3(0/3(0 

=  [/t(0gi(0  +  /2(0si(0  +  /3(0g3(0] 

+  [ft(0/i(0  +  &(0/2(0  +  &(0/3(0] 
®F(0-G'(0  +  G(0*F'(0  ■ 

Como  las  derivadas  de  funciones  con  valores  vectoriales  se  determinan  derivando 
sus  componentes,  es  natural  definir  la  integration  en  terminos  de  componentes;  es  de- 
cir, si  F(f)  =  /(f) i  +  g(t) j  +  h(t)k, 


J F(r )  dt  = 

J 

f /(0  dt 

i  + 

J 

g(0  * 

j 

[  F(f)  dt  = 

’a 

J 

f  f(t)dt 

a 

i  + 

■  J 

-  J 

[  g{t)dt 

'a 

h{t)  dt 


k 


B  ETEMPLO  2 


Si  F(f)  —  t2 i  +  e  'j 


—  2k,  determine 


(a)  AD3F(0]  (b)  ^  FW  dL 

SOLUCION 

(a)  A[^3F(0]  =  t\2ti  ~  e-‘i)  +  3f2(f2i  +  e  'j  -  2k) 
=  5f4i  +  (3 12  -  t3)e~‘ j  -  6f2k 

(bi  Lmd,={i,ld,)i+(le"d,)i+(L 

=  |i  +  (1  -  C')j  -  2k 


(-2)  dt 


jm 

W- 


Movimiento  curvilmeo  Vamos  a  utilizar  la  teoria  desarrollada  hasta  este  mo- 
mento  para  funciones  con  valores  vectoriales  para  estudiar  el  movimiento  de  un  punto 
en  el  espacio.  Suponga  que  t  mide  el  tiempo  y  que  las  coordenadas  de  un  punto  en  mo¬ 
vimiento  estan  dadas  mediante  las  ecuaciones  parametricas  x  =  /(f),  y  =  g(f),  z  =  h(t ). 
Entonces  el  vector 


r(0  =  /( 0«  +  s(0j  +  M0k 
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Figura  4 


que  suponemos  sale  del  origen,  se  denomina  vector  position  del  punto.  Conforme  t 
varia,  la  cabeza  de  r(f)  describe  la  trayectoria  del  punto  movil  P  (figura  4).  Esta  es  una 
curva,  y  al  movimiento  correspondiente  le  llamamos  movimiento  curvilineo. 

En  analogfa  con  el  movimiento  rectih'neo  (en  lfnea  recta),  definimos  la  velocidad 
v(t)  y  la  aceleracion  a(t)  del  punto  movil  P  mediante 

v(0  =  r'(0  =  +  g'(0i  +  h'(t)k 

a(t)  =  r"(0  =  /"(f)  i  +  g"{t)  j  +  h"(t)  k 

Como 


v(f)  = 


lfm 

A/—0 


r(f  +  A r)  -  r(f) 

Ar 


es  claro  (con  base  en  la  figura  5)  que  v(r)  tiene  la  direction  de  la  recta  tangente.  El  vec¬ 
tor  aceleracion  a(r)  apunta  hacia  el  lado  concavo  de  la  curva  (es  decir,  el  lado  hacia 
donde  se  dobla  la  curva). 


Figura  5 


Si  r(/)  es  el  vector  position  de  un  objeto,  entonces  la  longitud  de  arco  de  la  trayec¬ 
toria  que  describe  desde  el  instante  t  =  a  hasta  el  instante  t  =  b  es 


/[/'(f)]2  +  [g'(f)]2+  [h'{t)fdt 


-  A 


(Oil  dt 


Por  lo  tanto,  la  longitud  de  arco  acumulada  desde  el  instante  t  =  a  hasta  un  instante  ar- 
bitrario  t  es 


ui11)]2  +  [g'(w)]2  +  [h'(u)fdu  =  /  \\r'(u)\\du 


Por  el  Primer  Teorema  Fundamental  del  Calculo,  la  derivada  de  la  longitud  de  arco 
acumulada,  ds/dt,  es 


ds 

dt 


VV)f  +  [g'(t)]2  +  I  h'(t)]2  =  ||r'(0ll 


Pero  la  derivada  (es  decir,  la  razon  de  cambio)  de  la  longitud  de  arco  acumulada  es  lo 
que  consideramos  la  rapidez.  Asf,  la  rapidez  de  un  objeto  es 


rapidez  =  —  =  ||r'(t)||  =  ||v(f)]| 

Observe  que  la  rapidez  de  un  objeto  es  una  cantidad  escalar,  mientras  que  la  velocidad 
es  un  vector. 


Una  de  las  aplicaciones  mas  importantes  del  movimiento  curvilineo,  movimiento 
circular  uniforme,  surge  en  dos  dimensiones.  Suponga  que  un  objeto  se  mueve  en  el 
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piano  xy  en  contra  de  las  manecillas  del  reloj,  alrededor  de  un  ci'rculo  con  centro  en 
(0, 0)  y  radio  a,  con  una  rapidez  angular  constante  de  co  radianes  por  segundo.  Si  su  po¬ 
sition  inicial  es  (a,  0),  entonces  su  vector  position  es 

r(r)  =  a  cos  coti  +  a  sen  cot  j 


H  EJEMPLO  3  Determine  la  velocidad,  aceleracion  y  rapidez  para  el  movimiento 
circular  uniforme. 

SOLUCION  Derivamos  el  vector  position  r (t)  =  a  cos  cot  i  +  a  sen  out  j  para  obtener 
v(t)  y  a(r). 

v(r)  =  r'(f)  =  —  aco  sen  cot  i  +  aco  cos  cot) 
a (/)  =  v'(f)  =  —  aco2  cos  cot  i  —  aco2  sin  cot  j 

La  rapidez  es 


—  =  ||v(f ) ||  =  \/(  —  aco  sen  cot)2  +  (aco  cos  cot)2 


'  a2  a?  ( sen2  cot  +  cos2  cot)  =  aco 


Observe  que  si  consideramos  a  a  como  si  saliera  de  P,  entonces  a  apunta  directamente 
hacia  el  origen  y  es  perpendicular  al  vector  velocidad  v  (figura  6).  ■ 


En  el  ejemplo  6  de  la  seccion  11.1,  vimos  un  caso  particular  de  una  helice.  Aquf  ge- 
neralizamos  un  poco  ese  concepto  y  decimos  que  la  trayectoria  que  describe  un  objeto 
cuyo  vector  position  esta  dado  mediante 

r(t)  =  a  cos  cot  i  +  a  sen  cot  j  4-  ct  k 

es  una  helice.  Si  solo  observamos  las  componentes xy y  del  movimiento.  vemos  un  mo¬ 
vimiento  circular  uniforme,  y  si  solo  observamos  la  componente  z  del  movimiento  te- 
nemos  un  movimiento  rectilfneo  uniforme.  Cuando  reunimos  estos  dos,  vemos  que  el 
objeto  traza  una  espiral  conforme  se  mueve  cada  vez  mas  hacia  arriba  (suponiendo 
que  c  >  0). 

m  EJEMPLO  4~]  Determine  la  velocidad,  aceleracion  y  rapidez  para  el  movimiento 
a  lo  largo  de  una  helice. 

SOLUCION  Los  vectores  velocidad  y  aceleracion  son 

v(t )  =  r'  (r)  =  —aco  sen  cot  i  +  aco  cos  tut  j  +  c  k 
a (f)  =  v'(t)  =  —aco2  cos  cot  i  —  aco2  sen  cot) 

La  rapidez  es 


f  ‘  ""Ml  - 


'(—  aw  sen  cot)2  +  (aco  cos  cot)2 


' a2co 2  +  c2 


H  EJEMPLO  5  |  Las  ecuaciones  parametricas  para  un  objeto  que  se  mueve  en  el 
piano  son  x  =  3  cos  t  y  y  =  2  sen  t,  en  donde  t  representa  el  tiempo  y  0  srs  2-77.  Sea  P  la 
position  del  objeto. 

(a)  Grafique  la  trayectoria  de  P. 

(b)  Determine  expresiones  para  la  velocidad  v(f),  la  rapidez ||  v(f)  ||  y  la  aceleracion  a(f). 

(c)  Determine  los  valores  maximo  y  mi'nimo  de  la  rapidez  y  los  puntos  en  donde  ocurren. 

(d)  Demuestre  que  el  vector  aceleracion,  si  parte  de  P,  siempre  apunta  hacia  el  origen. 

SOLUCION 

(a)  Como  ,v2/9  +  y2/4  =  1,  la  trayectoria  es  la  elipse  que  se  muestra  en  la  figura  7. 

(b)  El  vector  position  es 

r (t)  =  3  cos  /  i  +  2  sen  t  j 

y  asf 
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\(t)  =  —3  sen  t  i  +  2  cos  t  j 
||v(f)||  =  V9  sen2 t  +  4  cos2 1  =  VfTsen2 1  +  4 
a (t)  =  —3  cos  t  i  —  2  sen  t  j 

(c)  Como  la  rapidez  esta  dada  mediante  V5  sen2  t  +  4,  la  rapidez  maxima  de  3  ocu- 
rre  cuando  sen  t  =  ±  1,  esto  es,  cuando  t  =  tt/2  o  3ir/2.  Esto  corresponde  a  los  pun- 
tos  (0,  ±2)  de  la  elipse.  De  forma  analoga,  la  rapidez  minima  de  2  ocurre  en  donde 
sen  t  =  0,  que  corresponde  a  los  puntos  (±3, 0). 

(d)  Observe  que  a(f)  =  -r(f).  Asi,  si  hacemos  partir  a  a(f)  en  P,  este  vector  apuntara  y 

alcanzara  exactamente  el  origen.  Concluimos  que  |a(r)||  es  maxima  en  (±3, 0)  y  mi¬ 
nima  en  (0,  ±2).  ■ 


EJEMPLO  6  1  Un  proyectil  se  dispara  desde  el  origen,  formando  un  angulo  6 


respecto  al  eje  x  positivo,  y  con  una  velocidad  inicial  de  vn  pies  por  segundo  (figura  8). 
Sin  tomar  en  cuenta  la  friccion,  determine  expresiones  para  la  velocidad  v(f)  y  la  posicion 
r(t)  y  muestre  que  la  trayectoria  es  una  parabola. 


SOLUCION  La  aceleracion  debida  a  la  gravedad  es  a(f)  =  —  32j  pies  por  segundo  por 
segundo.  Las  condiciones  iniciales  son  r(0)  =  0  y  v(0)  =  t>0  cos  6  i  +  v0  sen  6  j.  Ini- 
ciando  con  a(f)  =  —  32j,  integramos  dos  veces, 


v(0  = 


/ 


(— 32)  dt]  =  — 32/  j  -I-  Cj 


La  condicion  v(0)  =  v0  cos  6  i  +  v0  sen  0  j  nos  permiten  evaluar  Cj  y  se  obtiene 
C  (  =  v0  cos  0  i  +  va  sen  6  j.  Asi, 

\(t)  =  (vQCosd)i  +  ( v0send  -  32t)j 


r(t)  =  J \(t)  dt  =  (tvy  cos0)i  +  (tv0  send  -  16r)j  +  C2 

La  condicion  r(0)  =  0  implica  que  C2  =  0,  por  lo  que 

r(f)  =  (tu0cose)i  +  (tv0  sen  0  -  1 6/2 ) j 

Para  determinar  la  ecuacion  de  la  trayectoria,  eliminamos  el  parametro  t  en  las 
ecuaciones 

x  =  (vocos0)t,  y  =  (v0sen  0)t  —  16 12 

Especificamente,  despejamos  a  t  en  la  primera  ecuacion  y  sustituimos  en  la  segunda, 
obteniendo 

y  =  (tan0)jr  -  ( — - — x2 
\  v0  cos  0  J 

Esta  es  la  ecuacion  de  una  parabola.  ■ 


EJEMPLO  7  j  Lina  pelota  de  beisbol  se  lanza  con  una  velocidad  inicial  de  75  rni- 


llas  por  hora  (110  pies  por  segundo)  haciendo  1  grado  por  encima  de  la  horizontal 
en  la  direccion  del  eje  x  positivo  y  a  una  altura  inicial  de  8  pies.  La  posicion  inicial  es 
r(0)  =  8k.  Ademas  de  la  aceleracion  debida  a  la  gravedad,  el  giro  de  la  pelota  provoca 
una  aceleracion  de  2  pies  por  segundo  por  segundo  en  la  direccion  y  positiva.  ^Cual  es 
la  posicion  de  la  pelota  cuando  la  componente  x  es  60.5  pies? 


SOLUCION  El  vector  de  posicion  inicial  es  r(0)  =  8k  y  el  vector  velocidad  inicial  es 
v(0)  =  110  cos  l°i  +  1 10  sen  l°k.  El  vector  aceleracion  es  a (t)  =  2j  —  32k.  Procediendo 
como  en  el  ejemplo  anterior,  tenemos 


a (t)  dt 


j (2j  -  32k)  dt  =  2/ j  -  32 1  k  +  C, 


Como  110  cos  l°i  +  110  sen  l°k  =  v(0)  =  Cj,  tenemos 


v(t)  =  1 10  cos  l°i  +  2tj  +  (110  sen  1°  -  32f)k 
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A1  integrar  el  vector  velocidad  se  obtiene  la  posicion: 

r(f)  =  J v(f)  dt  =  ^[HO  cos  l°i  +  2t  j  +  (110  sen  1°  -  32f)k]  dt 

=  110(cos  1  °)ti  +  t2 j  +  [ll0(sen  l°)t  —  16t2]k  +  C2 

La  posicion  inicial  r(0)  =  8k  implica  que  C2  =  8k.  Asi, 

r(t)  =  110(cos  l°)ti  +  t2j  +  [8  +  110(sen  l°)t  -  16t2]k 

Ahora,  debemos  determinar  el  valor  de  t  para  el  que  la  componente  x  es  60.5  pies. 
Haciendo  110(cos  l°)t  =  60.5  se  obtiene  t  =  60.5/(110  cos  1°)  «  0.55008  segundos.  La 
posicion  de  la  pelota  en  este  instante  es 

r(0.55008)  =  110(cos  l°)0.55008i  +  (0.55008)2j 

+  [8  +  110(sen  1°)0.55008  -  16(0.55008)2]k 
«  60. 5i  +  0.303j  +  4.21k 

Si  este  lanzamiento  lo  hubiera  realizado  un  lanzador  de  las  ligas  mayores  a  un  bateador 
de  la  misma  liga,  la  pelota  estaria  justo  por  encima  de  la  cintura  (4.21  pies  del  suelo)  y 
casi  a  4  pulgadas  (0.303  pies)  del  centro  del  home.  ■ 


Leyes  de  Kepler  del  movimiento  planetario  (optional)  En  el  inicio  del 
siglo  XVII,  Johannes  Kepler  heredo  una  coleccion  de  informacion  planetaria  del  noble 
danes  Tycho  Brahe.  Kepler  dedico  anos  al  estudio  de  la  informacion  y  por  medio  de  en- 
sayo  y  error,  y  un  poco  de  suerte,  formulo  sus  tres  leyes  del  movimiento  planetario: 

1.  Los  planetas  se  mueven  en  orbitas  elipticas  con  el  Sol  en  uno  de  sus  focos. 

2.  Una  recta  desde  el  Sol  al  planeta  barre  areas  iguales  en  tiempos  iguales. 

3.  El  cuadrado  de  un  periodo  de  la  orbita  del  planeta  es  proporcional  al  cubo  de  su 
distancia  media  al  Sol. 


Solo  posteriormente  se  descubrio  que  las  leyes  de  Kepler  del  movimiento  planetario 
son  una  consecuencia  de  las  leyes  del  movimiento  de  Newton.  La  Primera  Ley  de  Ke¬ 
pler  puede  establecerse  como 


r(0)  = 


?b(l  +  e) 

1  +  e  cos  9 


que  es  la  ecuacion  polar  de  una  elipse.  Aqui  r(9)  es  la  distancia  del  planeta  al  Sol  para 
el  angulo  9,  y  e  es  la  excentricidad  de  la  elipse.  El  problema  48,  que  gufa  al  lector  a  tra- 
ves  de  la  deduction  de  la  Primera  Ley  de  Kepler,  muestra  que 


e 


r0Vo  _  =  1  (  dA 

GM  r0GM  \  dt 


2 

I  -  1 


donde  M  es  la  masa  del  Sol,  G  es  la  constante  gravitacional,  r()  es  la  distancia  mas  corta 
del  Sol  al  planeta,  v0  es  la  rapidez  del  planeta  cuando  esta  mas  cerca  del  Sol,  y  dA/dt  es 
la  razon  de  cambio  en  el  area  barrida  por  un  segmento  de  recta  que  une  al  Sol  con  el 
planeta  (una  constante  de  acuerdo  con  la  Segunda  Ley  de  Kepler).  Supondremos  que 
se  cumple  la  Primera  Ley  de  Kepler. 


Deduzca  la  Segunda  Ley  de  Kepler. 


SOLUCION  Sea  r(f)  el  vector  de  posicion  de  un  planeta  en  el  instante  t,  y  sea  r(r  +  At) 
su  posicion  At  unidades  de  tiempo  despues  (figura  9).  El  area  A  A  que  barre  en  el 
tiempo  At  es  aproximadamente  la  mitad  del  area  del  paralelogramo  formado  por  r(t) 
y  Ar  =  r(t  +  At)  -  r(t).  Utilizando  el  hecho  de  la  seccion  anterior,  que  el  area  de  un 
triangulo  formado  por  dos  vectores  es  un  medio  de  la  magnitud  del  producto  cruz  de 
los  vectores,  tenemos 


Asi, 


A  A 

A A 
At 


\\r{t)  X  Ar|| 


Ar 

At 
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de  modo  que,  haciendo  A t  — *  0,  obtenemos 

dA  1  I,  .  .  I, 

li  -  2  r  f  X  r  «» 

La  linica  fuerza  que  actua  sobre  el  planeta  es  la  atraccion  gravitacional  del  Sol,  la  cual 
actua  en  la  recta  que  va  del  Sol  al  planeta  y  tiene  magnitud  GMm/||r(f)||2,  en  donde  m 
es  la  masa  del  planeta.  La  Segunda  Ley  de  Newton  (F=  ma)  implica 

GMm 

~777ii3  r(0  =  "“(0  =  mr  (0 

won 

Al  dividir  ambos  lados  entre  m  se  obtiene  r"(/)  =  —  {GM /\\r(t)\\3)r(t). 

En  vista  de  esto,  considere  el  vector  r (t)  X  r'(f)  en  la  expresion  anterior  para  dA/dt. 
Al  derivar  este  vector  mediante  la  propiedad  5  del  teorema  B  se  obtiene 


Jtm  X  r'M)  - 


r(0  X  r "(t)  +  r '(f)  X 


-  x  ,  GM  _ 
rW  x  (-Z7^Ar(0 


GM 

won- 


r(0l‘ 

r(0  x  r(0 


r'(f) 

+  0 

=  0 


Esto  nos  dice  que  el  vector  r(r)  X  r'(r)  es  una  constante  y  como  resultado  de  esto,  su 
magnitud  |  r(f)  X  r'(r)  ||  es  constante.  Por  lo  tanto,  dA  /dt  es  una  constante.  * 


J^jlMPLO  9  Deduzca  la  Tercera  Ley  de  Kepler. 


Figura  10 


SOLUCION  Coloque  al  Sol  en  el  origen  y  el  eje  x  de  modo  que  el  perihelio  del  pla¬ 
neta  (punto  en  la  orbita  mas  cercana  al  Sol)  este  a  lo  largo  del  eje  x.  El  perihelio  ocurre 
en  el  punto  A  de  la  figura  10.  Sea  C  el  punto  en  la  orbita  que  esta  en  el  eje  menor,y  sea 
B  el  punto  en  la  orbita  que  esta  en  la  recta  perpendicular  al  eje  mayor  en  el  origen,  como 
se  muestra  en  la  figura  10.  Sean  a  y  b  las  longitudes  medias  de  los  ejes  mayor  y  menor 
de  la  elipse,  respectivamente,  y  sea  c  la  distancia  del  centre  de  los  dos  focos  a  un  foco. 
La  propiedad  cordal  para  las  elipses  dice  que  la  suma  de  las  distancias  desde  los  focos 
a  cualquier  punto  en  la  elipse  es  2a.  Asf  que  F'C  +  CF  =  2a,  y  como  F'C  =  CF , 
,concluimos  que  F'C  =  CF  =  a.  Otra  aplicacion  de  la  propiedad  cordal  para  el  punto 
B  da  F'B  +  BF  =  2a. 

AlutilizarelTeoremadePitagorasconcluimosquea2  =  £>2  +  c2y  (F'B)2  =  h2  +  (2c)2 
(vease  la  figura  11).  De  lo  anterior,  F'B  =  2 a  —  BF  =  2 a  —  h.  Reuniendo  estos  re- 
sultados  se  obtiene 


Figura  1 1 


h 2  +  (2c)2  =  {F'B)2  =  (2  a  —  h)2  =  4  a2  —  4ah  +  h 2 


de  modo  que  concluimos  que  4c2  =  4a2  -  4 ah,  por  lo  que  c2  =  a2  -  ah.  Ya  que  a2  =  h2  +  c2, 
concluimos  que 

a2  —  b2  =  c2  =  a2  —  ah 


Asf,  b2  =  ah. 

El  punto  B  tambien  ocurre  cuando  el  angulo  8  es  ir/2.  Utilizando  la  Primera  Ley 
de  Kepler, 


h  =  r{ir/2) 


0)0  +  g)  =  1  ( 2  dA  V 

1  +  e  cos  {tt/2)  GM  V  dt  ) 


Suponga  que  T  es  el  periodo  del  planeta.  En  una  orbita  alrededor  del  Sol,  el  area  irah 
es  barrida  por  completo.  Por  lo  tanto,  la  razon  promedio  a  la  cual  se  barre  el  area  es 
Trah/T,  pero  como  dA/dt  es  constante  (Segunda  Ley  de  Kepler),  dA/dt  =  irab/T.  As! 


T  ~- 


' nab 
dA/dt 


Ahora  todo  se  refine.  Utilizando  las  relaciones  b2  =  ah  y  h 
tenemos 


dA 

dt 


2 

/GM  anteriores, 
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T 2 


irab  \2  _  ir2a2  j  _  7 r2a3  ( 2dA/dt )2  _  47r2 
dA/dt )  ( dA/dt )2  ( dA/dt )2  GM  GM 


Lo  mas  cerca  que  se  encuentra  el  planeta  del  Sol  es  a  —  c  y  lo  mas  lejos  es  a  +  c.  A) 
promedio  de  estos  dos  valores,  (a  -  c  +  a  +  c)/2  =  a,  Kepler  le  llamo  la  distancia  media 
al  Sol.  Asf,  la  ultima  formula  implica  que  el  cuadrado  del  periodo  es  proporcional  al 
cubo  de  la  distancia  media  al  Sol.  ■ 


Revision  de  conceptos 

1.  Una  funcion  que  asocia  a  cada  numero  real  un  tinico  vector 

se  denomina  un(a) _ . 

2.  La  funcion  F (t)=f  (t)i  +  g(t)j  es  continua  en  t  =  c,  si  y  solo  si 
_ .  La  derivada  de  F  esta  dada  en  terminos  de  /  y  g  mediante 

F'(0  = _ • 


3.  Si  un  punto  se  mueve  a  lo  largo  de  una  curva,  de  modo  que 

esta  en  el  punto  P  en  el  instante  t,  entonces  el  vector  r(r),  que  parte 
del  origen  hacia  P,  se  denomina  el  vector _ de  P. 

4.  En  terminos  de  r(f),  la  velocidad  es _ y  la  aceleracion  es 

_ .  El  vector  velocidad  en  t  es _ a  la  curva,  mientras  que  el 

vector  aceleracion  apunta  al  lado _ de  la  curva. 


Conjunto  de  problemas  11.5 


En  los  problemas  del  1  al  8  determine  el  llmite  que  se  pide  o  indique  que 
no  existe. 


1.  Ifm  [2/ 1  -  f2j] 


2.  Ifm  [2 (t  -  3)2i 


7t3j] 


3.  Ifm 

i— l 


t  -  1 


t2  +  2t  -  3 


IP 


4. 


5. 


6. 


7. 


8. 


Ifm 

<—  2 


Ifm 
<— >  o 


Ifm 

/— »fX) 

Ifm 

r— >0  f 


2f2  -  lOf  -  28  . 
t  +  2  1  ~ 

sen  t  cos  /  .  7/3  . 

t  sen  t  .  7r3 

(ln(f3),  t2  In  f,  t) 


t 

+  - 

t  +  1 


sen  t 


k 

k 


Ifm 

r->0 


9.  Cuando  no  se  da  el  dominio  en  la  definition  de  una  funcion 
con  valores  vectoriales,  se  entiende  que  el  dominio  es  el  conjunto  de 
todos  los  escalares  (reales)  para  los  que  la  regia  para  la  funcion  tiene 
sentido  y  produce  vectores  reales  (es  decir,  vectores  con  componentes 
reales).  Determine  el  dominio  de  cada  una  de  las  siguientes  funcio¬ 
nes  con  valores  vectoriales. 


(a)  r(t)  =  ^  j  +  V3  -  t  j  +  In |4  -  t]k 

(b)  r(f)  =  [f2Ji  -  V20  —  t  j  +  3k  ([  ]  denota  la  funcion  maxi- 
mo  entero). 


(c)  r(f)  =  cos  t  i  +  sen  t  j  +  V9  —  r  k 

10.  Establezca  el  dominio  de  cada  una  de  las  siguientes  funciones 
con  valores  vectoriales. 


(a)  r(t)  =  ln(t  —  l)i  +  V20  —  t j 

(b)  r (t)  -  ln(f  1  )i  +  tan  ''  t  j  +  t  k 

,  ,  1  1 

(c)  r  (/)  = 


V71  -  t1  V9  -  t 1 

11.  ^.Para  cuales  valores  de  t  es  continua  cada  una  de  las  funciones 
del  problema  9? 


12.  ^Para  cuales  valores  de  t  es  continua  cada  una  de  las  funciones 
del  problema  10? 

13.  Determine  D,r(t)  y  Djr(t)  para  cada  una  de  las  funciones 
siguientes: 

(a)  r(f)  =  (3 1  +  4)3i  +  erj  +  k 

(b)  r(r)  =  sen2 1  i  +  cos3rj  +  r2k 

14.  Determine  r'(f)  y  r"(f)  para  cada  una  de  las  siguientes  fun¬ 
ciones: 


(a)  r(t)  =  (e‘  +  e  r)i  +  2' j  +  t  k 

(b)  r(f)  =  tan  2t  i  +  arctantj 

15.  Si  r(f)  =  e^'i  -  ln(t2)j,  determine  D,[r(f)  •  r"(t)]. 

16.  Sir(t)  =  sen  3t  i  -  cos  3fj,  determine  D,[r(t)  T'(t)]. 

17.  Si  r (/)  =  Vt  -  1  i  +  ln(2tz)j  y  h(t)  =  e~M,  determine 
D,[h(t)r(t)]. 

18.  Si  r(f)  =  sen  2 1  i  +  cosh  t  j  y  h(t)  =  ln(3f  -  2),  determine 
D,[h(t)r(t)\. 

En  los  problemas  del  19  al  30  determine  la  velocidad  v,  la  aceleracion 
a  y  la  rapidez  s  en  el  instante  t  =  t\. 

ti  1  c/ *2  1  1  *  —  1 


19. 

r(0 

20. 

r  (t) 

21. 

r  (0 

22. 

r(0 

23. 

r(0 

24. 

r(0 

25. 

r(0 

26. 

r(0 

27. 

r(0 

28. 

r  (t) 

—  ,6; 


■  (f2  -  in 

*2  c\6;  , 


=  [x2i  +  5(x  —  l)3j  +  (sen  Tr.v)k]  dx\  tI  =  2 

25.  r (t)  =  cos  t  i  +  sen  t  j  +  t  k;  t\  =7 r 

26.  r(t)  =  sen  2 1  i  +  cos  3t  j  +  cos  4 1  k:  t\  =  y 

77 

27.  r(t)  =  tan  t  i  +  3e{  j  +  cos  4 1  k;  t{  =  -- 


ex  dx  )i  + 


7 tO  dO  )  j  +  t2/* k;  t\  -  2 
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29.  r(f)  =  1  sen  nt  l  +  t  cos  irt  j  +  e~‘  k;  =  2 

30.  r (t)  =  In  t  i  +  In  t1  j  +  In  t3  k:  =2 

31.  Demuestre  que  si  la  rapidez  de  una  partfcula  movil  es  constan- 
te,  su  vector  aceleracion  siempre  es  perpendicular  a  su  vector  velocidad. 

32.  Pruebe  que  ||r(/)|j  es  constante  si  y  solo  si  r(f)  •  r'(t)  =  0. 

En  los  problemas  del  33  al  38  determine  la  longitud  de  la  curva  con  la 
ecuacion  vectorial  dada. 

33.  r(t)  =  t  i  +  sen  t  j  +  cos  t  k;  0  £  t  <  2 

34.  r(f)  =  t  cos  t  i  +  t  sen  t  j  +  \/2t  k;  0  £  (  £  2 

35.  r (t)  =  V6f2i  +  |t3j  +  6fk;  3  <  t  <  6 

36.  r(t)  =  t2  i  -  2f3j  +  6t’k;  0<(<1 

37.  r(t)  =  r3i  -  2r3j  +  6t3k;  0  <  t  <  1 

38.  r (/)  =  Vlfx  -  \flf\  +  6r7k;  0  <  t  <  1 

En  los  problemas  39  y  40  F(t)  =  f(u(t)).  Determine  F'(t)  en  terminos 
de  t. 

39.  f (u)  =  cos  u  i  +  e3"  j  y  u(t)  =  3f2  -  4 

40.  f(«)  —  u1  i  +  sen2«jy«(t)  =  tan  t 
Evalue  las  integrates  de  los  problemas  41  y  42. 

41.  [  (e'i  +  e~'j)  dt 

JO 

42.  J  [(1  +  t)3/2i  +  (1  -  t)3/2j\dt 

43.  Un  punto  se  mueve  en  la  circunferencia  x2  +  y2  =  25  a  una  velo¬ 
cidad  angular  constante  de  6  radianes  por  segundo,  iniciando  en  (5,  0). 
Determine  expresiones  para  r(f),  v(t),  ||v(f )||,  y  a(t)  (vease  el  ejemplo  3). 

44.  Considere  el  movimiento  de  una  partfcula  a  lo  largo  de  una 
helice,  dada  por  r(t)  =  sen  t  i  +  cos  t  j  +  (t2  -  3t  +  2)k,  en  donde  la  compo- 
nente  k  mide  la  altura,  en  metros,  por  arriba  del  suelo  y  t  a  0. 

(a)  ^En  algun  momento  la  partfcula  se  mueve  hacia  abajo? 

(b)  ^En  algun  momento  la  partfcula  se  detiene? 

(c)  ^En  que  instantes  llega  a  una  posicion  de  12  metros  por  arriba 
del suelo? 

(d)  Cuando  la  partfcula  se  encuentra  12  metros  por  arriba  del  suelo, 
^cual  es  su  velocidad? 

H?Ey  45.  En  muchos  lugares  del  sistema  solar,  una  luna  orbita  un  pla- 
neta,  el  cual  da  vueltas  alrededor  del  Sol.  En  algunos  casos  las  orbitas 
son  casi  circulares.  Supondremos  que  estas  orbitas  son  circulares  con  el 
Sol  en  el  centro  de  la  orbita  del  planeta  y  el  planeta  en  el  centro  de  la 
orbita  de  la  luna.  Ademas,  supondremos  que  todo  el  movimiento  esta 
en  un  sencillo  piano  xy.  Suponga  que  el  tiempo  en  que  el  planeta  da  una 
vuelta  alrededor  del  Sol,  la  luna  da  diez  vueltas  alrededor  del  planeta. 

(a)  Si  el  radio  de  la  drbita  de  la  luna  es  Rm  y  el  radio  de  la  orbita  del 
planeta  alrededor  del  Sol  es  Rp,  demuestre  que  el  movimiento  de 
la  luna  con  respecto  al  Sol,  en  el  origen,  podrfa  ser  dado  mediante 

x  =  Rp  cos  t  +  Rm  cos  lOf,  y  =  Rp  sen  t  +  Rm  sen  lOt 

EMI  (b)  Para  Rp  =  1  y  R„,  =  0.1,  trace  la  trayectoria  que  describe  la 
luna  cuando  el  planeta  da  una  vuelta  alrededor  del  Sol. 

(c)  Determine  un  conjunto  de  valores  para  Rp,  Rm  y  t,  de  modo  que 
en  el  instante  t  la  luna  permanezca  inmovil  con  respecto  al  Sol. 

46.  Suponiendo  que  las  orbitas  de  la  Tierra  alrededor  del  Sol  y 
de  la  Luna  alrededor  de  la  Tierra  estan  en  el  mismo  piano  y  son 
circulares,  podemos  representar  el  movimiento  de  la  Luna  mediante 

r (t)  =  [93  cos  (277?)  +  0.24  cos(267rt)]i 

+  [93  sen(2-jrf)  +  0.24  sen(26r7t)]j 


en  donde  r(r)  se  mide  en  millones  de  millas. 

(a)  ^Cuales  son  las  unidades  adecuadas  para  f! 

1CASI  (b)  Grafique  la  trayectoria  de  la  Luna  cuando  la  Tierra  da  una 
vuelta  alrededor  del  Sol. 

(c)  ^Cual  es  el  periodo  de  cada  uno  de  los  dos  movimientos? 

(d)  ^Cual  es  la  distancia  maxima  a  la  que  se  encuentra  la  Luna  del 
Sol? 

(e)  ^Cual  es  la  distancia  minima  a  la  que  se  encuentra  la  Luna  del 
Sol? 

(f)  algun  momento  la  Luna  esta  estacionaria  con  respecto  al 
Sol? 

(g)  ^Cuales  son  la  velocidad,  la  rapidez  y  la  aceleracion  de  la  Luna 
cuando  t=  1/2? 

47.  En  terminos  generales,  describa  los  siguientes  movimientos 

“helicoidales”: 

(a)  r(/)  =  sen  t  i  +  cos  t  j  +  t  k 

(b)  r(t)  =  sent3i  +  cosf3j  +  t3k 

(c)  r(t)  =  sen(t3  +  Tr)i  +  f3j  +  cos (f3  +  tt)  k 

(d)  r (t)  =  t  sen  t  i  +  t  cos  r  j  +  t  k 

(e)  r (t)  =  E2  sen  t  i  +  T2  cos  t  j  +  t  k,  t  >  0 

(f)  r(t)  =  r  sen(ln  /)  i  +  In  t  j  +  r  cos(ln  t)  k,  t  >  1 


pXPL]  4S.  Fn  este  ejercicio  deducira  la  Primera  Ley  de  Kepler,  la  cual 
dice  que  la  trayectoria  de  los  planetas  es  elfptica.  lniciamos  con  la  no¬ 
tation.  Coloque  el  sistema  de  coordenadas  de  modo  que  el  Sol  este 
en  el  origen  y  la  aproximacion  mas  cercana  (perihelio)  del  planeta  al 
Sol  esta  en  la  parte  positiva  del  eje  x  y  ocurre  en  el  instante  t  =  0.  Sea 
r (t)  el  vector  de  posicion  y  denotese  con  r(t)  =  llr(f)  II  la  distancia  al 
Sol  en  el  instante  f.  Ademas,  sea  b(t)  el  angulo  que  el  vector  r (t)  hace 
con  el  eje  x  positivo  en  el  instante  t.  Asf,  (r(i),  d(t))  es  la  representa¬ 
tion  en  coordenadas  polares  de  la  posicion  del  planeta.  Sean  Uj  =  r/r 
=  (cos  6) i  +  (sen  ?)j  y  u2  =  (—sen  6) i  +  (cos  0)j.  Los  vectores  U]  y  u2 
son  vectores  unitarios  ortogonales  que  apuntan  en  las  direcciones  en 
que  aumentan  r  y  8,  respectivamente.  La  figura  12  resume  esta  nota¬ 
tion.  Con  frecuencia  omitiremos  el  argumento  t,  pero  tenga  presente 
que  r,  6,  U!  y  u2  son  funciones  de  t.  Un  apostrofo  indica  derivation  con 
respecto  al  tiempo  t. 

(a)  Demuestre  que  u[  =  d'u2  y  u2  =  — 0'u,. 

(b)  Demuestre  que  los  vectores  velocidad  y  aceleracion  satisfacen 

v  =  r'  Uj  +  r6'  u2 

a  =  (r"  -  r{e'f) uq  +  (2 r'0'  +  rO") u2 

(c)  Utilice  el  hecho  de  que  la  unica  fuerza  que  actua  sobre  el  plane¬ 
ta  es  la  gravedad  del  Sol,  para  expresar  a  como  un  multiplo  de 
U],luego  explique  como  podemos  concluir  que 
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r"  -  r(0') 


2  _ 


-GM 


2  r'6'  +  rd"  =  0 


(d)  Considere  r  X  r',  que  en  el  ejemplo  8  mostramos  que  era  un 
vector  constante,  digamos  D.  Utilice  el  resultado  de  la  parte  (b) 
para  mostrar  que  D  =  r2d'k. 

(e)  Sustituya  t  =  0  para  obtener  D  =  r()%k,  donde  r0  =  r( 0)  y 
Vi j  =  If  v(0)  II.  Luego  argumente  que  r20'  =  rQva  para  toda  t. 

(f)  Haga  la  sustitucion  q  =  r'  y  utilice  el  resultado  de  la  parte  (e)  para 
obtener  la  ecuacion  diferencial  (no  lineal)  de  primer  orden  en  q: 

dq  rlv  o  GM 

dr  r  r 

(g)  Integre  con  respecto  a  r  ambos  lados  de  la  ecuacion  anterior  y 
utilice  una  condicion  inicial  para  obtener 

ql  =  2GM(;  ~  i) +  4l  -  ? 

(h)  Sustituya  p  =  \jr  en  la  ecuacion  anterior  para  obtener 


(i)  Muestre  que 

fdp\2  = 
de) 


Pa 


pIgm  y 


vl 


) 


P 


pIgmv 


n 


(j)  Con  base  en  la  parte  (i)  de  inmediato  podemos  concluir  que 
dp 


dd 


=  ± 


Pa 


pjGMj 


vl 


(  _  plGM  V 

V  vl  ) 


Explique  por  que,  en  este  caso,  el  signo  menos  es  el  correcto. 

(k)  Separe  las  variables  e  integre  para  obtener 

J  p  -  pqGM/vI  \ 

Vp„-  plGM/vl) 

(l)  Por  ultimo,  obtenga  r  como  una  funcion  de  9\ 

fo(l  +  e ) 


=  e 


1  +  e  cos  B 


Wo 


en  donde  e  = - 1  es  la  excentricidad. 

GM 


Respuestas  a  la  revision  dc  conceptos:  1.  funcion  con  valores 
vectoriales  de  una  variable  real.  2.  fy  g  son  continuas  en  c; 

+  g'(0j  3.  posicion  4.  r'(f);  r"(t);  tangente; concavo 


11.6 

Rectas  y  curvas  en  el 
espacio  tridimensional 


La  mas  simple  de  todas  las  curvas  es  una  recta.  Una  recta  queda  determinada  por  un 
punto  fijo  Pa  y  un  vector  fijo  v  =  ai  +  bj  +  ck,  que  se  denomina  vector  direccion  dc  la 
recta.  Es  el  conjunto  de  todos  los  puntos  P  tales  que  P(jP  es  paralelo  a  v;  es  decir,  que 
satisfacen 

PqP  =  t\ 

para  algun  numero  real  t  (figura  1).  Si  r  =  OP  y  r0  =  OP 0  son  los  vectores  de  posicion 
de  P  y  P0 ,  respectivamente,  entonces  P0P  =  r  -  r0,  y  la  ecuacion  de  la  recta  se  puede 
escribir  como 

r  =  r0  +  t\ 

Si  escribimos  r  =  ( x ,  y,  z)  yr0  =  (xq,  _y(),  z0)  e  igualamos  las  componentes  en  la 
ultima  ecuacion.  obtenemos 


x  =  x0  +  at,  y  =  y0  +  bt,  Z  =  Zq  +  ct 


Estas  son  las  ecuaciones  parametricas  de  la  recta  que  pasa  por  (x0,  y0,  Zu)  y  que  es  parale- 
la  a  v  =  (a,  b,  c).  Los  numeros  a,bycse  llaman  numeros  directores  para  la  recta. No 
son  tinicos;  cualesquiera  multiplos  no  nulos  ka.  kb  y  kc  tambien  son  numeros  directores. 


EJEMPLO  1  |  Determine  ecuaciones  parametricas  para  la  recta  que  pasa  por 


(3,— 2, 4)  y  (5,6,  —2)  (vease  la  figura  2). 


SOLUCION  Un  vector  paralelo  a  la  recta  dada  es 

v  =  {5  -  3,6  +  2,  -2  -  4)  =  (2,8,  -6) 

Si  elegimos  (xq,  y(>  z0)  como  (3,  —2, 4),  obtenemos  las  ecuaciones  parametricas 

x  =  3  +  2t,  y  =  —  2  +  8t,  z  =  4  —  6t 

Observe  que  t  =  0  determina  al  punto  (3,-2, 4),  mientras  que  si  t  =  1  da  (5, 6,-2).  De 
hecho,  0  s  /  <  1  corresponde  al  segmento  que  une  estos  dos  puntos.  ■ 
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Si  despejamos  t  en  cada  una  de  las  ecuaciones  parametricas  (suponiendo  que  a,  by 
c  son  todos  no  nulos)  e  igualamos  los  resultados,  obtenemos  las  ecuaciones  simetricas 
para  la  recta  que  pasa  por  (jc0,  y0,  Zq)  con  numeros  directores  a,  b ,  c;  es  decir. 


x  ~  x0  =  y  -  yn  =  Z  -  Zp 
a  b  c 


Esta  es  la  conjuncion  de  las  dos  ecuaciones 


x  -  x0  =  y  -  y0  y  ~  yo  =  z  -  zQ 
a  b  ^  b  c 

que  son  ecuaciones  de  pianos  (figura  3);  y  por  supuesto,  la  intersection  de  dos  pianos  es 
una  recta. 


H  EJEMPLO  2  J  Determine  las  ecuaciones  simetricas  de  la  recta  que  es  paralela  al 
vector  (4,— 3,2)  y  pasa  por  (2,5,  — 1). 


SOLUCION 


x  —  2  y  —  5_z  +  l 
4  =  -3  ~~  2 


M  EJEMPLO  3 

de  los  pianos 


Determine  las  ecuaciones  simetricas  de  la  recta  de  intersection 


A 


2x  -  y  -  5z  -  -14  y  4x  +  5y  +  4z  =  28 

SOLUCION  Primero  encontramos  dos  puntos  sobre  la  recta.  Cualesquiera  dos  pun- 
tos  son  utiles,  pero  optamos  por  determinar  los  puntos  donde  la  recta  corta  los  pianos 
yz  y  xz  (vease  la  figura  4).  Obtenemos  el  primero  haciendo  x  =  0  y  resolviendo  las  ecua¬ 
ciones  resultantes  —  y  —  5z  =  —14y  y  5y  +  4z  =  28  en  forma  simultanea.  Esto  produce  el 
punto  (0, 4, 2).  Un  procedimiento  similar  con  y  =  0  produce  el  punto  (3, 0, 4).  En  conse- 
cuencia,  un  vector  paralelo  a  la  lfnea  requerida  es 

(3  -  0,0  -  4,4  -  2)  =  (3,  -4,2) 

Al  usar  (3, 0, 4)  como  (xD,  y0,  z0),  obtenemos 


x  —  3 


3 


Una  solution  alternativa  se  basa  en  el  hecho  de  que  la  recta  de  intersection  de  dos 
pianos  es  perpendicular  a  las  dos  normales  a  estos  pianos.  El  vector  u  =  (2,  —  1,  —5)  es 
normal  al  primer  piano;  v  =  (4, 5, 4)  es  normal  al  segundo.  Como 


u  X  v  = 


2 

4 


j 

-1 

5 


k 

-5 

4 


=  21i  -  28j  +  14k 


el  vector  w=  (21,-28, 14)  es  paralelo  a  la  recta  pedida.  Esto  implica  que  =  (3,  —  4,  2) 
tambien  tiene  esta  propiedad.  A  continuation,  determine  otro  punto  sobre  la  lfnea  de 
intersection,  como  (3, 0, 4),  y  proceda  como  en  la  solution  anterior.  ■ 


M  EJEMPLO  4  |  Determine  las  ecuaciones  parametricas  de  la  recta  que  pasa  por 
(1,-2, 3)  y  que  es  perpendicular  al  eje  x  y  a  la  recta 


x  ~  4 


2 


z 

5 


-1 
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SOLUCION  El  eje  x  y  la  recta  dada  tienen  direcciones  u  =  (1, 0, 0)  y  v  =  (2,  - 1, 5), 
respectivamente.  Un  vector  perpendicular  a  u  y  v  es 

>  j  k 

n  X  v  -  1  0  0  =  Oi  —  5j  —  k 

2-15 

La  recta  pedida  es  paralela  a  (0,  —5,-1)  y  tambien  a  (0, 5, 1).  Como  el  primer  numero 
director  es  cero,  la  recta  no  tiene  ecuaciones  simetricas.  Sus  ecuaciones  parametricas 


Figura  5 


Recta  tangente 


r(t  +  h)-r(t) 


x  =  1,  y  =  -2  +  5t,  z  =  3  +  t  ■ 

Recta  tangente  a  una  curva  Sea 

r  =  r  (t)  =  /(f)  i  +  g(/)j  +  K  f)k  =  (f(t),g(t),h(t)) 

el  vector  de  posicion  que  determina  a  una  curva  en  el  espacio  tridimensional  (figura  5). 
La  recta  tangente  a  la  curva  tiene  vector  direccion 

r'(0  +  g'(r)j  +  h'(t)  k  =  (f'(t),g'(t),h’(t)) 

IJEMPI  O  5  ;  Determine  las  ecuaciones  parametricas  y  simetricas  para  la  recta 
tangente  a  la  curva  determinada  por 


enL(2)  =  (2,2,§). 

SOLUCION 


r(f)  =  t  i  +  \t2\  +  k 


r'(t)  =  i  +  f  j  +  f2k 


r'(2)  =  i  +  2j  +  4k 

de  modo  que  la  recta  tangente  tiene  vector  direccion  (1,2,4).  Sus  ecuaciones  simetricas 


Figura  6 


x-2 = y-2 = z - f 
1  2  4 

Las  ecuaciones  parametricas  son 

g 

x  =  2  +  t,  y  —  2  +  2t,  z  =  —  +  4?  ■ 

Existe  exactamente  un  piano  perpendicular  a  una  curva  suave  en  un  punto  dado  P. 
Si  tenemos  un  vector  direccion  para  la  recta  tangente  a  la  curva  en  P,  entonces  es  un 
vector  normal  al  piano  (vease  la  figura  6).  Este,  junto  con  el  punto  dado,  es  suficiente 
para  obtener  la  ecuacion  del  piano  deseado. 

H  1JIM1M.O  6  Determine  la  ecuacion  del  piano  perpendicular  a  la  curva  r(t)  =  2 
cos  irti  +  sen  irfj  +  en  P( 2, 0, 8) 

SOLUCION  Lo  primero  que  se  debe  hacer  es  obtener  el  valor  de  t  que  proporciona 
el  punto  dado.  Al  igualar  las  componentes  z  se  obtiene  P  =  8,  dando  t  =  2.  Una  compro- 
bacion  rapida  verifica  que  t  =  2  tambien  proporciona  las  componentes  x  y  y  de  P.  Como 
r'(t)  = — 27 t  sen  Trri  +  7r  cos  rrfj  +  3/2k,  vemos  que  el  vector  direccion  para  la  recta  tangen¬ 
te  en  P,  que  tambien  es  un  vector  normal  para  el  piano  deseado,  es  r'(2)  =  77-j  +  12k  =  (0, 
77, 12).  Por  lo  tanto,  la  ecuacion  del  piano  es 

Ox  +  77  y  +  12  z  =  D 

Para  determinar  D,  sustituimos  x  =  2,y  =  0yz  =  8: 

D  =  0(2)  +  77(0)  +  12(8)  =  96 

La  ecuacion  del  piano  deseado  es  77y  +  12 z  =  96.  ■ 
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Revision  de  conceptos 

1.  Las  ecuaciones  parametricas  para  una  recta  que  pasa  por  (1, 
—  3, 2)  y  es  paralela  al  vector  (4, —  2,  —  1)  son  x  = _ ,y  = _ .  z  = 


2.  Las  ecuaciones  simetricas  de  la  recta  de  la  pregunta  1  son 


3.  Si  r(r)  =  ri  -  3ij  +  ^k,  entonces  r'(f)  = _ . 

4.  Un  vector  paralelo  a  la  recta  tangente  en  t  =  1  de  la  curva  de- 

terminada  por  el  vector  de  posicion  r (t)  de  la  pregunta  3  es _ 

Esta  recta  tangente  tiene  ecuaciones  simetricas  _ _ . 


Con  junto  de  problemas  11.6 


En  los  problemas  del  1  al  4  determine  las  ecuaciones  parametricas  de 
la  recta  que  pasa  por  la  pareja  de  pantos  dada. 

1.  (1, -2,  3),  (4,5,6)  2.  (2,  -1,-5),  (7,  -2,3) 

3.  (4, 2, 3), (6,  2, -1)  4.  (5, -3, -3),  (5,4,2) 

En  los  problemas  del  5  al  8  escriba  las  ecuaciones  parametricas  y  las 
ecuaciones  simetricas  para  la  recta  que  pasa  por  el  punto  dado  y  es  pa¬ 
ralela  al  vector  dado. 

5.  (4,5, 6), (3,  2, 1)  6.  (-1,  3,  -6),  (-2,  0,  5) 

7.  (1,1,1), (-10,  -100, -1000)  8.  (-2,2, -2),  (7, -6,3) 

En  los  problemas  del  9  al  12  determine  las  ecuaciones  simetricas  de  la 
recta  de  interseccion  de  la  pareja  de  pianos  dada. 


9. 

1 

CTi 

+ 

H 

-  Iz  =  1,  10jc  +  6y  -  5z  =  10 

10. 

x  +  y  -  z 

:  =  2,  3jc  -  2y  +  z  =  3 

11. 

x  +  4  y  — 

2z  =  13,  2jc  -  y  -  2z  =  5 

12. 

x  —  3y  + 

z  =  —  1, 6x  —  5y  +  4z  =  9 

13. 

Determine 

las  ecuaciones  simetricas  de  la  recta  que  pasa  por 

(4, 0, 6)  y  es  perpendicular  al  piano  x  -  5y  +  2z  =  10. 

14.  Determine  las  ecuaciones  simetricas  de  la  recta  que  pasa  por 
(-5, 7, -2)  y  es  perpendicular  a  (2, 1,-3)  y  a  (5, 4,-1). 

15.  Determine  las  ecuaciones  parametricas  de  la  recta  que  pasa 
por  (5,  — 3,4)  que  interseca  al  eje  z  en  angulo  recto. 

16.  Determine  las  ecuaciones  simetricas  de  la  recta  que  pasa  por 
(2,-4, 5)  que  es  paralela  al  piano  3x  +  y  —  2z  =  5  y  es  perpendicular  a 
la  recta 

x  +  8  _  y  ~  5  _  z  —  1 
2  “  3  ~  —1 

17.  Encuentra  la  ecuacion  del  piano  que  contiene  a  las  rectas  pa- 
ralelas 

ix  —  2  4-  2t  (  x  —  2  —  2 1 

y=l+4r  y  <  y  =  3  —  4t 
z  =  2  -  t  [z  =  l  +  r 

18.  Demuestre  que  las  rectas 

x  -  1  _  y  ~  2  _  z  ~  4 
—4  3  -2 

y 

x -  2  y  —  1  z  +  2 
-1  "  1  “  6 

se  intersecan,  y  determine  la  ecuacion  del  piano  que  determinan. 

19.  Encuentre  la  ecuacion  del  piano  que  contiene  a  la  recta x—1 
+  2t,  y  =  —  1  +  3t,  z  =  4  + 1  y  al  punto  (1,  —  1, 5). 


20.  Determine  la  ecuacion  del  piano  que  contiene  a  la  recta  x  =  3 1, 
y  =  1  +  r,  z  =  2t  y  es  paralela  a  la  interseccion  de  los  pianos  2x  -  y  +  z  =  0 
yy  +  z  +  l=0. 

21.  Calcule  la  distancia  entre  las  rectas  oblicuas  (rectas  que  no  se 
intersecan  y  que  no  son  paralelas)  x  =  2  —  t,  y  =  3  +  4t,  z  =  2t  y  x  = 
-1  +  t,  y  =  2,  z=  —  l  +  2r  mediante  los siguientes pasos. 

(a)  Observe,  haciendo  t  =  0,  que  (2, 3, 0)  esta  en  la  primera  recta. 

(b)  Determine  la  ecuacion  del  piano  tt  que  pasa  por  (2,3,0)  parale¬ 
lo  a  ambas  rectas  (es  decir,  cuya  normal  sea  perpendicular  a 
ambas). 

(c)  Determine  un  punto  Q  sobre  la  segunda  recta. 

(d)  Calcule  la  distancia  de  Q  al  piano  tt.  (Vease  el  ejemplo  10  de  la 
section  11.3). 

Vease  el  problema  32  para  otra  forma  de  resolver  este  problema. 

22.  Calcule  la  distancia  entre  las  rectas  x  =  1  +  2t,  y  =  -3  +  4t, 
z  =  ~  \  - 1  y  x  =  4  -  It,  y=l+3f,  z  =  2t  (vease  el  problema  21). 

23.  Determine  las  ecuaciones  simetricas  de  la  recta  tangente  a  la 
curva  con  ecuacion 

r(f)  =  2  cos  t  i  +  6  sen  t  j  +  t  k 

en  t  =  7r/3. 

24.  Determine  las  ecuaciones  parametricas  de  la  recta  tangente  a 
la  curva  x  =  It1,  y  =  4r,  z  - 13  en  t  =  1. 

25.  Determine  la  ecuacion  del  piano  perpendicular  a  la  curva 
x  =  3t,  y  =  2 12,  z  =  Is  en  t  =  - 1. 

26.  Determine  la  ecuacion  del  piano  perpendicular  a  la  curva 

r(f )  =  t  sen  t  i  +  3t  j  +  2f  cos  t  k 

en  t  =  ir/2. 

27.  Considere  la  curva 

r(f)  =  2f  i  +  V7rj  +  V9  -  It  -  4 12  k,  0  <i<|. 

(a)  Demuestre  que  la  curva  esta  sobre  una  esfera  con  centro  en  el 
origen. 

(b)  ^.Donde  corta  la  recta  tangente  en  t  =  ^  al  piano  xzl 

28.  Considere  la  curva  r (t)  =  sen  t  cos  t  i  +  sen2  t  j  +  cos  t  k. 
OS  t  <277. 

(a)  Demuestre  que  la  curva  se  encuentra  en  una  esfera  centrada  en 
el  origen. 

(b)  Para  t  =  tt/6,  i en  donde  la  recta  tangente  interseca  al  piano  xyl 

29.  Considere  la  curva  r(t)  =  2t  i  + 12  j  +  (1  —  t2)  k. 

(a)  Demuestre  que  la  curva  se  encuentra  en  un  piano  y  determine  la 
ecuacion  de  este  piano. 

(b)  Para  t  =  2,  ^en  donde  la  recta  tangente  interseca  al  piano  xy'l 

30.  Sea  P  un  punto  sobre  un  piano  con  vector  normal  n,  y  Q  un 
punto  fuera  del  piano.  Demuestre  que  el  resultado  del  ejemplo  10 
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de  la  seccion  1 1 .3,  la  distancia  d  del  punto  Q  al  piano,  puede  expre- 
sarse  como 


d  = 


\PQ  •  n| 


y  use  este  resultado  para  calcular  la  distancia  de  (4,  —2, 3)  al  piano 
4x  —  4y  +  2z  =  2. 

31.  Distancia  de  un  punto  a  una  recta  Sean  P  un  punto  sobre  una 
recta  con  direction  n  y  Q  un  punto  fuera  de  la  recta  (figura  7).  De- 
muestre  que  la  distancia  d  de  Q  a  la  recta  esta  dada  por 

,  II PQ  X  n|| 

IMI 

y  use  este  resultado  para  calcular  cada  distancia  en  las  partes  (a)  y  (b). 

x  —  3  y  +  2  z  —  1 

(a)  De  <2(1, 0,-4)  a  la  recta — - —  = - —  =  — - — 

(b)  De  Q( 2,-1, 3)  a  la  recta x  =  1  +  2t,y  =  -l  +  3f, z  =  — 6t 


32.  Distancia  entre  dos  rectas  Sean  P  y  Q  puntos  sobre  rectas 
oblicuas  que  no  se  cortan  ni  son  paralelas,  con  direcciones  n,  y  n2,  y 
sea  n  =  n,  X  n2  (vease  la  figura  8).  Demuestre  que  la  distancia  d  entre 
estas  rectas  esta  dada  por 

,  \PQ '  nl 


y  use  este  resultado  para  calcular  la  distancia  entre  cada  pareja  de 
rectas  en  las  partes  (a)  y  (b). 

x  —  3  y  +  2  z  —  1  x  4-  4  y  +  5  ~ 

(a)  — j—  -  — j  -  2  y  3  “  4  ~  5 

(b)  x  =  1  +  2t,  y  =  —  2  +  3t,  z  =  —  4f  y  x  =  3 1,  y  =  1  +  t, 

z  =  —  5t 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos: 

x  —  1  y  +  3 

1.  1  +  4r;  —3  -  2t;2  -  t  2.  - =  - - = 

4  -2 

n  x  —  1  y  4"  3 

3.  2/i  -  3j  +  3r2k  4.  (2,  -3, 3);  — -  =  — — 


z  ~  2 


-1 


z  ~  1 


3 


11.7 
Curvatura 
y  componentes 
de  la  aceleracion 


Curvatura 
cero 


Curvatura 

grande 


Curvatura 

pequena 


Queremos  introducir  un  numero  llamado  curvatura,  que  mide  cuanto  se  dobla  una  cur- 
va  en  un  punto  dado.  Una  recta  deberfa  tener  curvatura  cero,  y  una  curva  que  gira  ra- 
pidamente  deberfa  tener  una  curvatura  grande  (figura  1). 

Sea  r (t)  =f(t)i  +  g(t) j  +  h(t) k  la  posicion  de  un  objeto  en  el  instante  t.  Supondremos 
que  r'(0  es  continua,  y  que  r'(0  nunca  es  igual  al  vector  cero.  Esta  ultima  condicion  ase- 
gura  que  la  longitud  de  arco  acumulada  s(t)  aumenta  conforme  t  aumenta.  Nuestra  me- 
dida  de  curvatura  implicara  que  tan  rapido  cambia  el  vector  tangente.  En  lugar  de 
trabajar  con  el  vector  tangente  r'(t )  elegimos  trabajar  con  el  vector  tangente  unitario 
(figura  2) 


T(0 


r'(0 

lk'(0« 


v(0 

l|v(0ll 


Para  realizar  la  tarea  de  definir  curvatura,  consideramos  la  razon  de  cambio  en  el 
vector  tangente  unitario.  Las  figuras  3  y  4  ilustran  este  concepto  para  una  curva  dada. 
Conforme  el  objeto  se  mueve  de  los  puntos  Ay  B  (figura  3)  en  el  tiempo  At,  el  vector 


Figura  1 


T  (/  +  A  r) 


T(0^yT(/  + At)-T(f) 
T  (r  +  A  l) 


x 


Vector  tangente  unitario  T  (/) 


Tit) 


’  T  (r  +  A  t) 


Figura  2 


Figura  3 


Figura  4 
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tangente  unitario  cambio  muy  poco;  en  otras  palabras,  la  magnitud  de  T(t  +  At)  -  T(f) 
es  pequena.  Por  otra  parte,  conforme  el  objeto  se  rnueve  de  los  puntos  C  a  D  (vease  la 
figura  4),  tambien  en  el  tiempo  At,  el  vector  tangente  unitario  cambia  bastante;  en  otras 
palabras,  la  magnitud  de  T(t  +  At)  —  T(f)  es  grande.  Por  lo  tanto,  nuestra  definition  de 
curvatura,  k,  es  la  magnitud  de  la  tasa  de  cambio  del  vector  tangente  unitario  con  res- 
pecto  a  la  longitud  de  arco;  esto  es. 


II  dT  | 


Derivamos  con  respecto  a  la  longitud  de  arco  s,  en  lugar  de  hacerlo  con  respecto  al 
tiempo  t ,  ya  que  queremos  que  la  curvatura  sea  una  propiedad  intrinseca  de  la  curva, 
no  de  lo  rapido  que  el  objeto  se  mueva  a  lo  largo  de  la  curva.  (Imagine  el  movimiento 
circular,  la  curvatura  del  cfrculo  no  depende  de  que  tan  rapido  el  objeto  gire  alrededor 
de  la  curva). 

En  realidad,  la  definition  de  curvatura  dada  anteriormente  no  nos  ayuda  a  calcular 
la  curvatura  de  una  curva  en  particular.  Para  determinar  una  formula  que  se  pueda 
trabajar,  procedemos  como  sigue.  En  la  section  11.5  vimos  que  la  rapidez  de  un  objeto 
podrfa  expresarse  como 

rapidez  =  ||v(f)||  =  ^ 


Como  s  aumenta  conforme  t  aumenta,  podemos  aplicar  el  teorema  de  la  funcion  inversa 
(teorema  6.2B)  para  concluir  que  la  inversa  de  s(t)  existe  y 

dt_  _  1  _  1 

ds  ds/dt  ||v(f)|| 


Esto  nos  permite  escribir 


dT 

dT  dt 

dt 

dT 

ds 

dt  ds 

ds 

dt 

iinoii 

l|r'(0ll 


Algunos  ejemplos  importantes  Para  convencerlo  de  que  la  definition  de  cur¬ 
vatura  es  sensible,  la  ilustraremos  con  algunas  curvas  conocidas. 


Curvatura 

La  curvatura  es  un  concepto  relati- 
vamente  sencillo.  Sin  embargo,  los 
calculos  necesarios  para  determinar 
la  curvatura  con  frecuencia  son 
largos  y  complicados. 


I-JIIM  1*1.0  1  Demuestre  que  la  curvatura  de  una  recta  es  identicamente  cero. 

SOLIJCION  Para  una  recta,  el  vector  tangente  unitario  es  una  constante,  por  lo 
que  su  derivada  es  0.  Pero,  para  ilustrar  metodos  vectoriales,  damos  una  demostracion 
algebraica.  Si  el  movimiento  es  a  lo  largo  de  la  recta  cuya  ecuacion  parametrica  esta 
dada  por 

x  =  jc0  +  at 
y  =  y0  +  bt 
Z  =  Z()  +  ct 

entonces  el  vector  de  position  puede  escribirse  como 

r(0  =  (*o,  yth  Zo)  +  t(a ,  b,  c) 


v(0  =  r'(0  =  (a,b,c) 

(a-b’c) 


T(0  = 


l|T'(f  )|| 

llv(0ll 


'a2  +  b 2  + 


a1  +  bl  +  c 2 


j-  E  l.JEMPLC)  2  ;  Determine  la  curvatura  de  una  circunferencia  de  radio  a. 

NOI.L'CION  Suponemos  que  la  circunferencia  se  encuenlra  en  el  piano  xy  y  que  tie- 
ne  centro  en  el  origen,  por  lo  que  el  vector  position  es 

r(f )  =  a  cos  t  i  +  a  sen  t  j 
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Circulo 

A 


u 

\ 


Figura  5 


□  Verificacion  de  casos  extremos 

Una  vez  mas,  es  instructive  comprobar 
los  casos  extremos.  Si  c  =  0,  entonces 
el  movimiento  esta  en  un  circulo  con 
radio  a  y  la  curvatura  es  a/(a2  +  02)  = 
1/a,  que  es  la  curvatura  de  un  circulo 
con  radio  a.  Si  c  — »  oo,  entonces  esta- 
mos  estirando  nuestra  helice  en  sen- 
tido  vertical  hacia  una  recta  y 

a 

lun  —5 - r  =  0 

cr  +  r 

que  es  la  curvatura  de  una  recta. 
Ambos  resultados  son  como  se 
esperaban. 


Circulo  de  curvatura  para  curvas 
en  el  espacio  de  tres  dimensiones 

Los  conceptos  de  radio  de  curvatura 
y  circulo  de  curvatura  se  aplican  con 
mayor  generalidad  a  curvas  en  el 
espacio  de  tres  dimensiones.  El  radio 
de  curvatura  aun  es  R  =  1  /k,  pero  el 
circulo  de  curvatura  es  un  concepto 
mas  complicado.  El  circulo  de  curva¬ 
tura  se  encuentra  por  completo  en  el 
piano  osculante  (definido  casi  al 
final  de  esta  seccion).  Para  una  curva 
plana,  el  piano  osculante  es  el  piano 
que  contiene  a  la  curva. 


Recta 


Curva 


Asf  que 

v(/)  =  r  '(f)  =  — flsenri  +  acosrj 
||v(/)||  =  Va2  sen2  t  +  a2  cos2  t  =  a 

v(t)  —a  sen  t  i  +  a  cos  t  j 

T(,)-ik(7jr - « - =-sen,i  +  cos,j 

_  1|T'(Q11  =  11 -cos  f  i  -  sen  r  j||  =  l 
K  ~  l|v(/)||  “ 

Como  k  es  el  reciproco  del  radio,  circunferencias  pequenas  tienen  curvatura  grande  y 
circunferencias  grandes  tienen  curvatura  pequena.  Vease  la  figura  5.  '• 


[£.  I  JEMPLO  3 


Determine  la  curvatura  para  la  helice  r (r) 


a  cos  t  i  +  a  sen  /  j  +  cl  k. 


soi  trios 

\(t)  =  r'(t)  =  -flsenfi  +  acosrj  +  ck 
j|  v(f )  ||  =  Vn2  sen2  t  +  a 1  cos2 1  +  c 2  =  Va2  +  c 2 


\(t)  -a  sen  t  i  +  a  cos  I  j  +  c  k 
TO)  =  ■■■  = .  . — - - 

1  KOII 


T'(0 


K 


—  a  cos  t  i  —  a  sen  t  j 

S/a 2  +  c2 

||T'(f)||  ||(  —  a  cos  t  i  —  a  sen  t  j)/Va2  +  c2|(  a 

llv(0ll  Va2  +  c2  «2  +  c2 


Para  las  tres  curvas  que  se  estudiaron  hasta  este  punto,  la  recta,  la  circunferencia  y 
la  helice,  la  curvatura  es  una  constante.  Este  fenomeno  solo  ocurre  para  curvas  especia- 
les.  Por  lo  regular,  la  curvatura  es  una  funcion  de  r. 


Radio  y  centre  de  curvatura  para  una  curva  plana  Sea  P  un  punto  en 
una  curva  plana  (es  decir,  una  curva  que  se  encuentra  por  completo  en  el  piano  xy)  con 
curvatura  distinta  de  cero.  Considere  el  circulo  tangente  a  la  curva  en  P  y  que  tiene  la 
tnisma  curvatura  en  ese  punto.  Su  centro  estara  del  lado  concavo  de  la  curva.  Este 
circulo  se  llama  circulo  de  curvatura  o  circulo  osculador.  Su  radio  R  =  I/k  es  el  radio  de 
curvatura  y  su  centro  es  el  centro  de  curvatura.  (Vease  la  figura  6).  Estas  nociones  se 
ilustran  en  el  ejemplo  siguiente. 


gij  LJEMPLO  4  j  Determine  la  curvatura  y  radio  de  curvatura  de  la  curva  que  des¬ 
cribe  el  vector  posicion 

r(0  =  2/i  +  t2  j 

en  los  puntos  (0, 0)  y  en  (2, 1 ). 


SO  LUO  ON 

v(f)  =  r'(r)  =  2i  +  2t  j 

||  v(t )  ||  =  V22  +  (2 1)2  =  2Vl  +  f2 

\(t)  2i  +  2r  j  1  .  t 

T('^  KOII  2V1  +  t2  Vi  +  t 2 1  +  Vi  +  ? ] 

T[t)  =  ~  (1  +  t2f!2  ‘  +  (1  +  f2)3/2  J 


x{t) 


l|T'(Q|| 

l|v(0ll 


(i  +  tzy  (i  +  t2y 


1 

2(1  +  t2f!2 


Figura  6 


2  VI  +  t2 
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Figura  7 


Los  puntos  (0, 0)  y  (2, 1 )  ocurren  cuando  t  =  0  y  t  =  1,  respectivamente.  Asf,  los  valores 
de  la  curvatura  en  estos  puntos  son 


k(0)  = 
*(  1)  = 


1 


1 


2(1  +  02p  2 

1  _  V2 

2(1  +  12)3/2  ~~  8 


Asf, los  dos  valores  para  los  radios  de  curvatura  son  1/k(0)  ~ 2  y  1/k(  1 ) 
Los  clrculos  de  curvatura  se  muestran  en  la  figura  7. 


8/V2  =  4V2. 


Otras  formulas  para  la  curvatura  de  una  curva  plana  Sea  <fi  el  angulo 
medido  en  el  sentido  contrario  al  de  las  manecillas  del  reloj  desde  i  hasta  T  (vease  la 
figura  8).  Entonces 


x 


Figura  8 


de  modo  que 


T  =  cos  <f>  i  +  sen  c[>  j 

dT 

—  =  —  sen  <f>  1  +  cos  <p  j 
dtp 


Ahora,  dT/d(f>  es  un  vector  unitario  (longitud  1)  y  T  •  dT/d<p  =  0.  Ademas, 


dT 

dT  d4> 

dT 

dcf> 

d(f> 

ds 

d(f>  ds 

dcf> 

ds 

ds 

Esta  formula  para  k  ayuda  a  nuestra  comprension  intuitiva  de  la  curvatura  (mide  la 
razon  de  cambio  de  </>  respecto  de  s)  y  tambien  nos  permite  dar  una  demostracion 
bastante  sencilla  del  siguiente  teorema  importante. 


Teorema  A 


Considere  una  curva  con  ecuacion  vectorial  r(t)  =  f(t)i  +  g(t) j,  es  decir,  con  ecuaciones 
parametricas  x  =f(t)  y  y  =  g(t).  Entonces 

\x'y"  -  y'x"\ 

K "  [(v)2 + off- 

En  particular,  si  la  curva  es  la  grafica  de  y  =  g(x),  entonces 

lyl 

'  “  [1  +  (y')T 

En  la  primera  formula,  los  apostrofos  indican  derivacion  respecto  a  t  y  respecto  a  x 
en  la  segunda  formula. 


Demostracion  Podn'amos  calcular  k  directamente  de  la  formula  k  =  ||T'(/)||/||r'(f)||, 
una  tarea  que  proponemos  en  el  problema  78.  Es  un  buen  ejercicio  (algo  penoso)  para  la 
derivacion  y  el  manejo  algebraico.  Pero  aqui  usaremos  la  formula  k  =  I  dfy/ds  I  deducida 
anteriormente.  Consulte  la  figura  8,  con  base  en  la  cual  vemos  que 

dy  dy/dt  y' 
tan  <f>  =  —  =  —  — —  =  -7 
dx  dx/dt  x 

Al  derivar  ambos  lados  de  esta  ecuacion  respecto  de  t  obtenemos 

?  ,  d4 i  x'y”  ~  y'x" 

sec  4>  -77  =  — 7-7A — 


Entonces 
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d4>  _  x'y"  -  y'x"  _  x'y"  -  y’x" 
dt  (x')2sec 2  4>  ( x')2(\  +  tan2  <f>) 

x'y"  -  y'x"  x'y"  -  y'x" 

=  (x')2(l  +  (y')2/(x')2)  =  {x')2  +  (y')2 


dcj) 

d(j)  dt 

d</>/dt 

\d<fi/dt\ 

ds 

dt  ds 

ds/dt 

(x')2  +  ( y'f 

Cuando  ponemos  juntos  estos  dos  resultados,  obtenemos 

=  U’y"  -  y'x"\ 

[(*')2  +  (/)2]3/2 

que  es  la  primera  afirmacion  del  teorema. 

Para  obtener  la  segunda  afirmacion,  basta  con  considerar  y  =  g(x)  como  la  ecua- 
cion  correspondiente  a  las  ecuaciones  parametricas  x  =  t,y  =  g(l),  de  modo  que  x'  =  1  y 
x"  =  0.  Con  lo  que  se  obtiene  la  conclusion.  ■ 

B|  EJ  EM  PLOT  Determine  la  curvatura  de  la  elipse 

x  =  3  cos  t,  y  —  2  sen  t 

en  los  puntos  que  corresponden  at  =  0yr  =  ir/2,  es  decir,  en  (3,  0)  y  (0,  2).  Haga  un 
bosquejo  de  la  elipse  en  el  que  se  muestre  los  correspondientes  circulos  de  curvatura. 


Figura  9 


SOLUOON  De  las  ecuaciones  dadas 

x'  =  —3  sen  t,  y'  —  2  cos  t 
x”  =  -3  cos  t  y"  =  -2  sen  t 

Asi, 

I  x'y"  -  y'x"  |  6  sen2 1  +  6  cos2 1 


K  =  K(t)  = 


En  consecuencia. 


[(x')2  +  (y')2]3,/2  [9sen:f  +  4  cos2?]3'’ 

_  6 

[5  sen2 1  +  4]3/~ 

,  ,  6  3 

K(°)  =  7473  =  7 


~  43/2  -  4 
f  7T  \  6  2 

K\2  J  ~  93/2  "  9 

Observe  que  k(0)  es  mayor  que  k(tt/2 ),  como  debe  ser.  La  figura  9  muestra  el  cfrculo 
de  curvatura  en  (3, 0).  que  tiene  radio  y  el  de  (0, 2),  con  radio  # 

HpjjEMPLtT6j  Determine  la  curvatura  de  y  =  lnl  cos  x  I  en  x  =  tt/3. 

SOLUOON  Empleamos  la  segunda  formula  del  teorema  A,  observando  que  los 
apostrofos  indican  derivacion  con  respecto  a  x.  Como  y'  =  —  tan  x  y  y"  —  —  sec2  x, 


-sec2  x\ 


sec2  x 


(1  +  tan2  *)3/2  (sec2x)3^2 


En  x  =  tt/3 ,  k  —  2* 
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Componentes  do  la  aceleracion  Para  el  movimiento  a  lo  largo  de  la  curva  con 
vector  de  posicion  r(r),  el  vector  tangente  unitario  es  T(r)  =  t'(t)/\\  r'(t)  II.  Este  vector 
satisface 

T(f)  •  T(t)  =  1 

para  toda  t.  A1  derivar  ambos  lados  respecto  a  t,  y  por  medio  de  la  regia  del  producto  en 
el  lado  izquierdo,  se  obtiene 

T(/)  •  T'(f)  +  T(0-T'(0  =  0 


Esto  se  reduce  T(/)  •  T'(f)  =  0,  indicandonos  que  T (?)  y  T'(r)  son  perpendiculares  para 
toda  t.  En  general,  T'  no  es  un  vector  unitario,  asi  que  definimos  el  vector  normal  unita¬ 
rio  principal  como 

T'(t) 

_  \  '  ' 


N(r)  = 


|T'(r)!l 


Ahora,  imagine  que  esta  conduciendo  un  automovil  en  un  camino  sinuoso.  Con- 
forme  el  automovil  acelera,  usted  siente  que  es  empujado  en  la  direction  opuesta.  Si  el 
automovil  aumenta  su  velocidad,  siente  que  es  empujado  hacia  atras,  y  cuando  vira  a  la 
izquierda,  usted  siente  un  empuje  hacia  la  derecha.  Estas  dos  clases  de  aceleraciones  se 
denominan  componentes  tangencial  y  normal  de  la  aceleracion,  respectivamente.  Lo 
que  nos  gustaria  hacer  es  expresar  el  vector  aceleracion  a(r)  =  r"(t)  en  terminos  de 
estos  dos  componentes,  es  decir,  en  terminos  del  vector  tangente  unitario  T(f)  y  del 
vector  normal  unitario  N(r).  Para  ser  mas  especfficos,  nos  gustaria  determinar  escala- 
res,  aT  y  aN  tales  que 


a  =  cijT  +  fl/yN 


Para  realizar  esto,  notamos  que 


por  lo  que 


r||  ds/dt 


ds 

v  =  — T 
dt 


A1  derivar  ambos  lados  respecto  a  t,  y  empleando  la  regia  del  producto,  se  obtiene 

,  ds _  „  d2s 

v'  =  — T'  +  T— r 
dt  dt2 


A1  utilizar  el  hecho  que  a  =  v',T'  =  ||T'||N,  y  ||T'||  =  k  ——  tenemos 

dt 


d2s m  ds  , d2sr_  ( ds\~ 

a  =  -jT  +  —  T'  N  =  -jT  +  —  UN 
dr  dt  dt 2  \dt  J 


Las  componentes  tangencial  y  normal  de  la  aceleracion  son 


aN~\dt  r 


Estos  resultados  tienen  sentido  desde  un  punto  de  vista  fisico.  Si  usted  acelera  en 

d2s  _  . 


un  camino  recto,  entonces  aT 


>  0,  y  k  =  0  por  lo  que  aN  =  0.  Asf,  en  este  caso 


sentiria  un  empuje  hacia  atras  y  ningun  empuje  hacia  los  lados.  Por  otra  parte,  si  entra 
a  una  curva,  con  una  velocidad  constante  (es  decir,  ds/dt  es  constante)  entonces 
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aT  =  — -  =  0  y  k  >0,  haciendo  que  aN  sea  positiva.  Por  ultimo,  imagine  que  entra  a  una 
dt 

curva  mientras  acelera.  En  este  caso,  tanto  aT  como  aN  seran  positivas  y  a  apuntara  hacia 
adentro  y  hacia  adelante  como  se  muestra  en  la  figura  10.  Usted  sentiria  que  es  jalado 
hacia  atras  y  hacia  la  derecha. 

Para  calcular  aN,  parece  que  debemos  calcular  la  curvatura  k.  Sin  embargo,  puede 
evitarse  observando  que  como  T  y  N  son  ortogonales. 


asf  que  podemos  calcular 


l|a||2  =  af  +  ah 


aN  =  Vj|a||2  -  aj 


El  vector  N  puede  calcularse  de  forma  indirecta  a  partir  de 

a  —  a/T 


Formas  vectoriales  de  las  componentes  de  la  aceleracion  Podemos  es- 
cribir  las  formulas  para  las  componentes  de  la  aceleracion  en  terminos  del  vector  de 
posicion  r.  Iniciamos  con 

a  =  aT  T  +  aN  N 

y  haciendo  el  producto  punto  con  T,  en  ambos  lados,  se  obtiene 

T-a  =  T'(aTT  +  ajVN)  =  arT  ■  T  +  fl/vT-N  =  aT(\)  +  aN{  0)  =  ar 

Aquf  hemos  utilizado  los  hechos  de  que  T  es  un  vector  unitario  y  que  T  y  N  son  orto¬ 
gonales.  Por  lo  tanto, 

j,/  I ,r  # 

"r  =  T'“  =  M'r'  =  lkT 

Podemos  encontrar  una  formula  analoga  para  aN  tomando  el  producto  cruz  con  T  en 
ambos  lados. 

T  X  a  =  aTT  X  T  +  ttyv T  X  N  =  t?70  +  aN( T  X  N)  =  a^( T  X  N) 
Tomando  la  magnitud  de  ambos  lados,  se  obtiene 

II T  X  a||  =  M ||T  X  N||  =  a/v«T||||N||  sen|  =  %(1)(1)(1)  =  aN 


Observe  que  aN  =  ( ds/dt)2K  >  0,  por  lo  que  no  son  necesarios  los  signos  de  valor  abso- 
luto  para  aN.  Asf  que 


aN  =  ||T  X  a||  = 


X  r"  = 


||r'  X  r"  || 


Por  ultimo,  podemos  encontrar  una  formula  para  la  curvatura  k: 


r'  X  r"||/||r'||  ||r'  X  r"|| 


( ds/dt )2 


Binormal  en  P  (opcional)  Dada  una  curva  C  y  el  vector  tangente  unitario  T  en 
P,  existe,  por  supuesto,  un  numero  infinite  de  vectores  unitarios  perpendiculares  a  T 
en  P  (figura  11).  Seleccionaremos  uno  de  ellos,  N  =  T '/ 1 1 T '  II,  y  le  llamamos  la  normal 
principal.  El  vector 


B  =  T  x  N 
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se  denomina  el  (vector)  binormal.  Tambien  es  un  vector  unitario  y  es  perpendicular 
tanto  a  T  como  a  N  (^por  que?) 

Si  el  vector  tangente  unitario  T,  el  vector  normal  principal  N  y  el  binormal  B 
tienen  sus  puntos  iniciales  en  P,  forman  un  sistema  de  vectores  unitarios  de  mano  de- 
recha,  mutuamente  perpendiculares,  conocido  como  el  triedro  en  P  (figura  12).  Este 
triedro  movil  desempena  un  papel  crucial  en  un  tema  denominado  geometria  diferen- 
cial.  El  piano  de  T  y  N  se  conoce  como  piano  osculatriz  (u  osculador)  en  P. 


B  EJEMPLO  7  |  Determine  T,  N  y  B  y  las  componentes  normal  y  tangencial  de  la 
acereracion  para  el  movimiento  circular  uniforme  r(t)  =  a  cos  cot  i  +  a  sen  cot  j. 


SOLUCION 

r'  —aco  sen  cot  i  +  aco  cos  cot  j 

T  =  - =  - — 

||r'||  | — aco  sen  cot  i  +  aco  cos  cot  j|| 


—sen  cot  i  +  cos  cot  j 


I 

||T' 


B  =  T  X  N 


—co  cos  cot  i  —  co  sen  cot  j 
|| — to  cos  cot  i  —  co  sen  cot  j|| 

»  j  k 

=  —sen  cot  cos  cot  0 
— cos  cot  —  sen  cot  0 


=  —cos  cot  i  —  sen  cot  j 


=  k 


aT 


(-aco  sen  cot i  +  aco  cos  wrj)  •  (-aco2  cos  cot i  -  aco 2  sen  wtj) 


=  0 


aco 


r'  X  r"  = 


—  aco  sen  cot 


aco  cos  cot 


-aco2  cos  cot  —aco2  sen  cot 


=  nVk 


Hr'  X  r " || 


2,  .3 


aN 


a  co 
aco 


2 

=  aco 


La  componente  tangencial  de  la  aceleracion  es  0,  ya  que  el  objeto  se  mueve  con  rapi- 
dez  uniforme.  La  componente  normal  de  la  aceleracion  es  igual  a  la  magnitud  del  vec¬ 
tor  aceleracion.  La  figura  13  muestra  los  vectores  T,  N  y  B.  a 


glyEMPLO  8  En  el  punto  (l,  1,  |),  determine  T,  N  y  B,  «  /  ,  aN  y  k  para  el  movi¬ 
miento  curvilmeo 

r(r)  =  t  i  +  t2 j  +  |t3k 


SO  LUC  . ION 

r'(/)  =  i  +  2?j  +  t:k 
r"(t)  =  2j  +  2t  k 

En  /  =  1 ,  que  da  el  punto  ( 1 , 1 ,  ^),  tenemos 


r'  = 


r 


tr 


T  = 


Or  = 


i  +  2j  +  k 

2j  +  2k 

r'  i  +  2j  +  k 

Ik'il  V6 

r'  •  r"  6 

Ik'il  V6 
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Ik'  x  r"  |[ 

; 

0 

j  k  1 

2  1  =  — r=||2i  -  2j  +  2k 

2  2 

Ik'll 

a  —  aT  T 

(2j  +  2k) 

-  (i  +  2j  +  k)  -i  +  k 

aN 

V2  V2 

B  =  T  X  N 

5  j  k 

=  1/V6  2/V6  1/V6 

-1/V2  0  1/V2 

J_  .  _  J_  .  1 

V3  '  V^J+V3 
_  ||r'  X  r" ||  _  aN  _  V2 

K  ^  Ik' ||3  ~  Ik'll2  “  6 


V2 


Revision  de  conceptos 

1.  La  curvatura  se  define  como  la  magnitud  del  vector _ .  3.  El  vector  aceleracion  a  puede  expresarse  como 

2.  La  curvatura  de  un  cfrculo  de  radio  a  es  constante  y  tiene  a  — - ^  + - 

valor  k  = _ ;  la  curvatura  de  una  recta  es _ .  4.  Para  el  movimiento  circular  uniforme  en  el  piano,  la  compo- 

nente  tangencial  de  la  aceleracidn  es _ . 


Conjunto  de  problemas  11.7 


En  los  problemas  del  1  al  6  haga  un  bosquejo  de  la  curva  en  el  dominio 
indicado  para  t.  Determine  v,  a,  T  v  k  en  el  punto  donde  t  =  tx. 

1.  r (f)  =  t  i  +  t2  j;  0  <  t  <  2;  tx  =  1 

2.  r(f)  =  t2i  +  (2r  +  l)j;  0  <  t  <  2;tx  =  1 

3.  r(t)  =  t  i  +  2  cos  t  j  +  2  sen  t  k;  Ofi(£  4-7r;  t\  =  it 

4.  r(f)  =  5  cos  t  i  +  2r  j  +  5  sen  t  k;  0  £  <  =£  47r;  t;  =  tr 

t 2 

5.  r(f)  =  —  i  +  5  cos  t  j  +  5  sen  t  k;  0s(<  4-n-;  t\  —  it 

8 

,  x  1 1 

6.  r  (t)  =  —  i  +  2  cos  t  j  +  2  sen  t  k;  0  si<  47r;  tj  =  7r 

En  los  problemas  del  7  al  14  determine  el  vector  tangente  unitario  T(t) 
y  la  curvatura  K(t)  en  el  punto  donde  t  =  tx.  Para  calcular  k,  sugerimos 
utilizar  el  teorema  A,  como  en  el  ejemplo  5. 

7.  u(f)  =  4f2i  +  4f  j;f,  =  \ 

8.  r(t)  =  ~f3i  +  |r2 j;  fi  =  1 

9.  z (t)  =  3  cos  t  i  +  4  sen  t  j;  tx  =  ir/4 

10.  r(r)  =  e'i  +  e'  j;  t{  —  In  2 

11.  x (t)  =  1  —  t2,  y(t)  =  1  —  t3;  t,  =  1 

12.  x(t)  =  senh  r,  y(t)  =  cosh  r;  fj  =  In  3 

13.  x(t)  =  e~‘  cost,  y(t)  =  e~‘  sen  p,  t\  =  0 

14.  r(t)  =  t  cos  t  i  +  t  sen  t  j;  tx  =  1 


curvatura.  Por  ultimo ,  dibit je  el  clrculo  de  curvatura  en  el  punto.  Suge- 
rencia:  para  la  curvatura,  utilizard  la  segunda  formula  en  el  teorema  A, 
como  en  el  ejemplo  6. 

15.  y  =  2x2,  (1,  2)  16.  y  =  x{x  -  4)2,  (4,  0) 

17.  y  =  sen  *,  ^  j  18.  y2  =  jc  -  1,  (1,  0) 

19.  y2  -  4x2  =  20,  (2,  6)  20.  y2  -  4x2  =  20,  (2,  -6) 

21.  y  =  cos  2x,  (|ir,  22.  y  =  e”*2,  (l,  1/e) 

23.  y  =  tan  x,  (tt/4,  1)  24.  y  =  Vjc,  (1, 1) 

25.  y  —  "$Tx,  (1,  1)  26.  y  =  tanh  x,  (in  2,  |) 

En  los  problemas  del  27  al  34  determine  la  curvatura  k,  el  vector 
tangente  unitario  T,  el  vector  normal  unitario  N  y  el  vector  binormal 
B  en  t  =  tx. 

27.  r(r)  =  jt2i  +  t j  +  =  2 

28.  x  =  sen  3f,  y  =  cos  3t,  z  =  t,tx  —  tt/9 

29.  x  =  7  sen  3t,  y  =  7  cos  3 1,  z  =  14f,  tx  =  7r/3 

30.  r(t)  =  cos3  t  i  +  sen3  tVc,tx  =  7r/2 

31.  r(f)  =  3cosh(f/3)i  +  fj;f)  =  1 

32.  r(f)  =  e7'  cos  2 1  i  +  e7'  sen  2t  j  +  e7'k;  tx  =  7r/3 

33.  r(f)  =  e~2'  i  +  e2'j  +  2  V2f  k;  tj  =  0 

34.  x  =  In  t,  y  =  3f,  z  =  t2;  t\  —  2 

En  los  problemas  del  35  a 1 40  determine  el  punto  de  la  curva  en  el  que 
la  curvatura  es  maxima. 

35.  y  =  In  x 

37.  y  =  cosh  x 


En  los  problemas  del  15  a!  26  haga  un  bosquejo  de  la  curva  en  el  pia¬ 
no  xy.  Lttego,  para  el  punto  dado,  determine  la  curvatura  y  el  radio  de 


36.  y  —  sen  x:  —tt  £  x  £  7r 
38.  y  =  senh  x 
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39.  y  =  ex 

40.  y  =  In  cos  x  para  —ir/2  <  x  <  ir/2 

En  los  problemas  del  41  al  52  determine  las  componentes  tangencial  y 
normal  (ary  aN)  del  vector  aceleracion  en  t.  Luego  evalue  en  t  =  t\. 
Veanse  los  ejemplos  7  y  8. 

41.  r(r)  =  3ti  +  3t2j;  t,  =  | 

42.  r(f)  =  t2  i  +  t  j;  t]  =  1 

43.  r(f)  =  (2/  +  l)i  +  ( t 2  -  2)j; /|  -  -1 

44.  r(l)  =  a  cos  t  i  +  a  sen  t  j ;  tj  =  tt/6 

45.  r(t)  =  a  cosh  t  i  +  a  senh  t  j;  t\  =  In  3 

46.  x(t)  =1+3/,  y(t)  =  2  —  6/;  /j  =  2 

47.  r(/)  =  (t  +  l)i  +  3/  j  +  f2k;/,  =  1 

48.  x  =  t,y  =  t2,  z  =  f3;  f,  =  2 

49.  x  =  e~',  y  —  2t,  z  =  e‘\  t\  =  0 

50.  r(/)  =  (f  -  2)2i  -  t2 j  +  /  k; /]  =  2 

51.  r(t)  =  (r  -  |/3)i  -  (/  +  |f3)j  +  /  k;  /,  =3 

52.  r(f)  =  t  i  +  |/3j  +  f_l  k,  f  >  0;  /,  =  1 

53.  Bosqueje  la  trayectoria  de  una  partt'cula  tal  que  su  vector  de 
posicion  es  r  =  sen  t  i  +  sen  2/ j,0  s  f  <  2tt  (debera  obtener  una  figura 
con  forma  de  ocho).  ^En  que  momento  se  anula  la  aceleracion?  ^En 
que  momento  el  vector  aceleracion  apunta  hacia  el  origen? 

54.  El  vector  de  posicion  de  una  particula  en  el  instante  t  a  0  es 

r(t)  =  (cos  t  +  /  sen  f)i  +  (sen  /  -  /cos/)j 

(a)  Demuestre  que  la  rapidez  ds/dt  =  t. 

(b)  Demuestre  que  aT=  1  yaN  =  t. 

55.  Si,  para  una  particula,  aT  =  0  para  toda  f,  ^que  puede  concluir 
acerca  de  su  rapidez?  Si  aN  =  0  para  toda  t,  ^.que  puede  concluir  acer- 
ca  de  su  curvatura? 

56.  Calcule  N  para  la  elipse 

r(t)  =  a  cos  cot  i  +  b  sen  cot  j 

57.  Considere  el  movimiento  de  una  particula  a  lo  largo  de  una 
helice  dada  por  r(f)  =  sen  t  i  +  cos  t  j  +  (r  —  3/ +  2)k,  donde  la  compo- 
nente  k  mide  la  altura  en  metros  por  encima  del  suelo  y  /  a  0.  Si  la 
particula  sale  de  la  elipse  y  se  mueve  a  lo  largo  de  la  recta  tangente  a 
la  helice.  cuando  esta  12  metros  por  encima  del  suelo,  proporcione  el 
vector  direccion  para  la  recta. 

58.  Un  objeto  se  mueve  a  lo  largo  de  la  curva  y  =  sen  2x.  Sin  ha- 
cer  calculos.  decida  donde  aN  =  0. 

59.  Un  perro  corre  en  sentido  contrario  al  de  las  manecillas  del 
reloj  en  torno  de  la  circunferencia  x2  +  y2  =  400  (las  distancias  se  mi- 
den  en  pies).  En  el  punto  (-12, 16),  corre  a  10  pies/segundo  y  acelera 
a  5  pies/segundo  por  segundo.  Exprese  su  aceleracion  a  en  el  punto, 
primero  en  terminos  de  T  y  N  y  luego  en  terminos  de  i  y  j. 

60.  Un  objeto  se  mueve  a  lo  largo  de  la  parabola  y  =  x2  con  rapi¬ 
dez  constante  4.  Exprese  a  en  el  punto  ( x ,  x2)  en  terminos  de  T  y  N. 

61.  Un  automovil  viaja  con  rapidez  constante  v  y  rodea  una  cur¬ 
va  de  nivel,  que  consideraremos  como  una  circunferencia  de  radio  R. 
Si  el  automovil  evita  el  deslizamiento  hacia  fuera,  la  fuerza  de  fric- 
cion  horizontal  /•  cjcrcida  por  el  camino  sobre  los  neumaticos  debe, 
por  lo  menos,  equilibrar  la  fuerza  centrifuga  que  lo  jala  hacia  fuera. 
La  fuerza  Fsatisface  F=pmg,  donde  p.  es  el  coeficiente  de  friccion,  m 


es  la  masa  del  automovil  y  g  es  la  aceleracion  de  la  gravedad.  Asi, 
p mgStmtr/R.  Demuestre  que  vR ,  la  rapidez  Ifmite  despues  de  la  cual 
ocurre  el  derrape,  satisface 

vR  =  VpgR 

y  use  esto  para  determinar  vR  para  una  curva  con  R  =  400  pies  y  p  =  0.4. 
Use  g  =  32  pies/segundo  por  segundo. 

62.  Considere  de  nuevo  el  automovil  del  problema  61.  Suponga 
que  la  curva  esta  cubierta  de  hielo  en  su  peor  punto  (p  =  0),  pero  que 
tiene  un  peralte  con  un  angulo  f)  respecto  de  la  horizontal  (figura  14). 
Sea  F  la  fuerza  ejercida  por  el  camino  sobre  el  automovil.  Entonces, 
con  la  rapidez  critica  vK,  mg  =  ||F||  cos  9  y  wor/ R  =  ||F||  sen  6. 

(a)  Demuestre  que  vR  =  V  Rg  tan  6. 

(b)  Determine  vR  para  una  curva  con  R  =  400  pies  y  9  =  10°. 


F  :  Fuerza  ejercida 
por  el  camino 


63.  Demuestre  que  la  segunda  formula  en  el  teorema  A  tambien 
se  puede  escribir  como  k  =  ly"  cos3  <p  I,  donde  <f>  es  el  angulo  de  incli- 
nacion  de  la  recta  tangente  a  la  grafica  de  y=f{x). 

64.  Demuestre  que,  para  una  curva  plana,  N  apunta  hacia  el  lado 
concavo  de  la  curva.  Sugerencia:  un  metodo  es  demostrar  que 

dd>/ds 

N-(-se”*i  +  c“*i)wSi 

Luego  considere  los  casos  d<f>/ds  >  0  (la  curva  se  dobla  hacia  la  iz- 
quierda)  y  d<t>/ds  <  0  (la  curva  se  dobla  hacia  la  derecha). 

65.  Demuestre  que  N  =  B  x  T.  Deduzca  un  resultado  similar  pa¬ 
ra  T  en  terminos  de  N  y  B. 

66.  Demuestre  que  la  curva 

(  0  si  x  <  0 
y  u3  si  x  >  0 

tiene  primeras  derivadas  continuas  y  curvatura  en  todos  los  puntos. 

HEEQ  67.  Determine  una  curva  dada  por  un  polinomio  D5(x)  que  pro¬ 
porcione  una  transicion  suave  entre  dos  rectas  horizontales.  Es  decir, 
suponga  una  funcion  de  la  forma  Ps(x)  =  au  +  a tx  +  a2x2  +  a^x2  +  a**4 
+  a^xr,  que  proporciona  una  transicion  suave  entre  y  =  0  para  x  £  0  y 
y  =  1  para  x  a  1  de  tal  manera  que  la  funcion,  su  derivada  y  la  curva¬ 
tura  sean  funciones  continuas  para  todos  los  valores  de  x. 

(0  si  x  <  0 

P5(x)  si  0  <  x  <  1 
1  si  x  a  1 

Sugerencia:  Ps(x)  debe  satisfacer  las  seis  condiciones  P5( 0)  =  0, 
P's( 0)  =  0 ,PI(0)  =  0,P5(1)  =  1,P((1)  =  0,  y  Pl(  1)  =  0.  Utili- 
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ce  estas  seis  condiciones  para  determinar  «(), . . . ,  a5  de  manera  unica  y 
de  este  mode  encontrar  P$(x). 

68.  Determine  una  curva  dada  por  un  polinomio  Ps(x)  que  pro¬ 
portions;  una  transition  suave  entre  y  =  0,  para  x  <  0  y  y  =  x  para  ,t>l. 

IMElf]  69.  Deduzca  la  formula  para  la  curvatura  en  coordenadas  po- 
lares 

| r2  +  2 (r')2  -  rr" \ 

*  =  (r2+  (f')2)3/2 

donde  las  derivadas  se  calculan  respecto  de  6. 

En  los  problemas  70  al  75  use  la  formula  del  problema  69  para  deter¬ 
minar  la  curvatura  k  de  lo  siguiente: 

70.  La  circunlerencia:  r  =  4  cos  0 

71.  El  cardioide:  r  =  1  +  cos  0  en  6  =  0 

72.  r  =  0  en  0  =  1 

73.  r  =  4(1  +  cos  0)  en  0  =  tt/2 

74.  r  =  e™  en  0  =  1 

75.  r  =  4(1  +  sen  0)  en  0  =  7r/2 

76.  Demuestre  que  la  curvatura  de  la  curva  polar  r  =  eme s  pro- 
porcional  a  1/r. 

77.  Demuestre  que  la  curvatura  de  la  curva  polar  t2  =  cos  26>  es 
directamente  proporcional  a  r  para  r  >  0. 

78.  Deduzca  la  primera  formula  para  la  curvatura  en  el  teorema 
A  trabajando  directamente  con  k  =  II  T(/)  ll/ll  r'(/)ll. 

ESC|  79. Trace  la  grafica  de x  =  4  cos  t,  y -  3  sen(f  +  0.5), ()<is 2v.  Esti- 
me  sus  curvaturas  maxima  y  minima  observando  la  grafica  (la  curvatu¬ 
ra  es  cl  reciproco  del  radio  de  curvatura).  Luego  use  una  calculadora 
grafica  o  un  sistema  algcbraico  por  computadora  para  aproximar  es- 
tos  dos  numeros  con  cuatro  cifras  decimates 


80.  Demuestre  que  el  vector  unitario  binormal  B  =  T  x  N  tiene  la 


propiedad  que  — —  es  perpendicular  a  B. 

‘  as 

81.  Demuestre  que  el  vector  unitario  binormal  B  =  T  x  IN  tiene  la 

dB 

propiedad  de  que  — —  es  perpendicular  a  T. 
ds 

82.  Utilizando  los  resultados  obtenidos  en  los  problemas  80  y  81 , 

dB 

demuestre  que  — —  debe  ser  paralelo  a  N  y,  en  consecuencia,  debe 
ds 


existir  un  numero  t  que  depende  de  s  tal  que 


-t(s)N.  La 


funcion  t(s)  se  denomina  la  torsion  de  la  curva  y  mide  cuanto  se  do- 
bla  la  curva  del  piano  determinado  por  T  y  N. 


83.  Demuestre  que  para  una  curva  plana  la  torsion  es  t(s)  =  0. 

84.  Demuestre  que  para  una  lfnea  recta  r(r)  =  r(l  +  auti  +  batj  + 
c(l/k,  tanto  k  como  r  son  iguales  a  cero. 

G=J  85.  Una  mosca  esta  trepando  a  lo  largo  de  un  alambre  helicoidal, 
de  modo  que  su  vector  de  posicion  es  r(r)  =  6  cos  irt  i  +  6  sen  7rr  j  +  2r  k, 
(20.  ^En  que  punto  la  mosca  chocara  con  la  esfera x 2  +  y2  +  z2  =  100 
y  que  distancia  recorrera  para  Uegar  allf  (suponiendo  que  inicio 
cuando  ( =  0)? 

[c]  86.  La  molecula  del  DNA  humano  es  una  helice  doble,  cada  una 
con  alrededor  de  2.9  X  10s  vueltas  completas.  Cada  helice  tiene  radio 
de  casi  10  angstroms  y  se  levanta  alrededor  de  34  angstroms  en  cada 
vuelta  completa  (un  angstroms  es  10~8  centfmetros).  ^Cua!  es  la  lon- 
gitud  total  de  tal  hSlice? 


11.8 

Superficies  en  el  espacio 
tridimensional 


La  grafica  de  una  ecuacion  en  tres  variables,  por  lo  general,  es  una  superficie.  Ya  hemos 
visto  dos  ejemplos.  La  grafica  de  Ax  +  By  +  Cz  =  D  es  un  piano;  la  grafica  de  (x  —  h )2  + 
(y  —  k)2  +  (z  ~  I)2  =  r 2  es  una  esfera.  La  graficacion  de  superficies  puede  realizarse 
mejor  encontrando  las  intersecciones  de  la  superficie  con  pianos  elegidos  de  manera 
adecuada.  Estas  intersecciones  son  las  secciones  transversales  (vease  la  figura  1);  aque- 
llas  intersecciones  con  los  pianos  de  coordenadas  se  llaman  tambien  trazas. 


Una  seccion  transversal 


SOLliCION  Para  encontrar  la  traza  en  el  piano  xy,  hacemos  z  =  0  en  la  ecuacion  da¬ 
da.  La  grafica  de  la  ecuacion  resultante 


25 


=  1 


Figura  1 
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es  una  elipse.  Las  trazas  en  los  pianos  xz  y  yz  (obtenidas  haciendo  y  =  0  y  x  =  0,  respec- 
tivamente)  tambien  son  elipses.  Estas  tres  trazas  aparecen  en  la  figura  2  y  nos  ayudan  a 
obtener  una  buena  imagen  de  la  superficie  pedida  (llamada  elipsoide).  ■ 


Figura  2 


Figura  3 


z 

Curva 

generalriz  C 


/  Cilindro 

x 


Figura  4 


Si  la  superficie  es  niuy  complicada,  podrfa  ser  util  mostrar  las  secciones  transversa- 
les  con  muchos  pianos  paralelos  a  los  pianos  de  coordenadas.  En  este  caso,  una  compu- 
tadora  con  capacidad  grafica  puede  ser  muy  util.  En  la  figura  3  mostramos  una  grafica 
comun  generada  por  computadora,  la  grafica  de  la  “silla  del  mono"  z  =  x3  —  3xy2. 
Hablaremos  mas  sobre  las  graficas  generadas  por  computadora  en  el  capitulo  si- 
guiente. 

Cilindros  Seguramente  usted  conoce  los  cilindros  circulares  rectos,  por  la  geome- 
tria  del  bachillerato.  En  este  caso,  la  palabra  cilindro  denotara  una  clase  mucho  mas 
amplia  de  superficies. 

Sea  C  una  curva  plana  y  /  una  recta  que  corte  a  C,  pero  que  no  este  en  el  piano  de 
C.  El  conjunto  de  todos  los  puntos  sobre  rectas  que  son  paralelas  a  /  y  que  cortan  a  C  se 
llama  cilindro  (figura  4). 

Los  cilindros  aparecen  de  manera  natural  al  graficar  una  ecuacion  en  el  espacio 
tridimensional,  que  implica  solo  dos  variables.  Considere  como  primer  ejemplo 


donde  falta  la  variable  z.  Esta  ecuacion  determina  una  curva  C  en  el  piano  xy,  una  hi- 
perbola.  Ademas,  si  (jq  yq,  0)  satisface  la  ecuacion,  tambien  lo  hace  (jq,  y\,  z)-  Confor- 
me  z  recorre  todos  los  valores  reales,  el  punto  (x^  yq,  z)  describe  una  recta  paralela  al 
eje  z.  Concluimos  que  la  grafica  de  la  ecuacion  dada  es  un  cilindro,  un  cilindro  hiperbo- 
lico  (figura  5). 

Un  segundo  ejemplo  es  la  grafica  de  z  =  sen  y  (figura  6). 


Figura  S 


Figura  6 
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Superficies  cuadricas  Si  una  superficie  es  la  grafica  en  el  espacio  tridimensional 
de  una  ecuacion  de  segundo  grado,  se  le  llama  una  superficie  cuadrica.  Las  secciones 
planas  de  una  superficie  cuadrica  son  conicas. 

La  ecuacion  general  de  segundo  grado  tiene  la  forma 

Ax2  +  By 2  +  Cz2  +  Dxy  +  Exz  +  Fyz  +  Gx  +  Hy  +  Iz  +  J  =  0 

Es  posible  demostrar  que  cualquier  ecuacion  de  este  tipo  se  puede  reducir,  mediante 
rotacion  y  traslacion  de  los  ejes  de  coordenadas,  en  una  de  las  dos  formas 

Ax 2  +  By2  +  Cz1  +  J  =  0 


o 


Ax2  +  By2  +  Iz  =  0 

Las  superficies  cuadricas  representadas  por  la  primera  de  estas  ecuaciones  son  si- 
metricas  respecto  a  los  pianos  de  coordenadas  y  al  origen.  Estas  se  llaman  cuadricas 
centrales. 

En  las  figuras  de  la  7  a  la  12  mostramos  seis  tipos  generates  de  superficies  cua¬ 
dricas.  Estudielas  con  cuidado.  Las  graficas  fueron  trazadas  por  un  artista  tecnico;  no 
esperamos  que  la  mayorfa  de  nuestros  lectores  pueda  duplicarlas  al  hacer  los  pro- 
blemas.  Un  dibujo  mas  razonable  para  la  mayorfa  de  las  personas  es  como  el  que  mos¬ 
tramos  en  la  figura  13  de  nuestro  siguiente  ejemplo. 


SUPERFICIES  CUADRICAS 


v2 

ELIPSOIDE:  —  + 

a2 

4  +  4  =  i 

b2  c 2 

Plano 

Seccion  transversal 

piano  xy 

Elipse 

piano  xz 

Elipse 

piano  yz 

Elipse 

Paralelo  al  piano  xy 

Elipse,  punto  o  conjunto  vacfo 

Paralelo  al  piano  xz 

Elipse,  punto  o  conjunto  vacfo 

Paralelo  al  piano  yz 

Elipse,  punto  o  conjunto  vacfo 

z 


Figura  7 


x 2  y2  72 

HIPERBOLOIDE  DE  UNA  HOJA:  -r  +  ~  -  =  1 


Plano 

Seccion  transversal 

piano  xy 

Elipse 

piano  xz 

Hiperbola 

piano  yz 

Hiperbola 

Paralelo  al  piano  xy 

Elipse 

Paralelo  al  piano  jcz 

Hiperbola 

Paralelo  al  piano  yz 

Hiperbola 

Figura  8 
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SUPERFICIES  CUADRICAS  (continuacion) 


HIPERBOLOIDE  DE  DOS  HOJAS: 


Seccion  transversal 

Hiperbola 
Hiperbola 
Conjunto  vaclo 
Hiperbola 
Hiperbola 

Elipse,  punto  o  conjunto  vaclo 


piano  xy 
piano  xz 
piano  yz 

Paralelo  al  piano  xy 
Paralelo  al  piano  xz 
Paralelo  al  piano  yz 


Figura  9 


PARABOLOIDE  ELIPTICO:  z  =  ^  +  4 


Plano  Seccion  transversal 

piano  xy  Punto 

piano  xz  Parabola 

piano  yz  Parabola 

Paralelo  al  piano  xy  Elipse,  punto  o  conjunto  vaclo 

Paralelo  al  piano  .vz  Parabola 


Paralelo  al  piano  .vz 
Paralelo  al  piano  yz 


Figura  10 


Parabola 


PARABOLOIDE  HIPERBOLICO:  z 


piano  xy 
piano  xz 
piano  yz 

Paralelo  al  piano  xy 

Paralelo  al  piano  xz 
Paralelo  al  piano  yz 


Seccion  transversal 


Lineas  rectas  que  se  intersecan 

Parabola 

Parabola 

Hiperbola  o  lineas  rectas 
que  se  intersecan 
Parabola 
Parabola 


Figura  1 1 


,  x2  y 2  z2 

CONO  ELIPTICO:  -r  +  ^  ^ 

a 2  b’  c 2 


Plano  Seccion  transversal 

piano  xy  Punto 

piano  xz  Lineas  rectas  que  se  intersecan 

piano  yz  Lineas  rectas  que  se  intersecan 

Paralelo  al  piano  xy  Elipse  o  punto 
Paralelo  al  piano  xz  Hiperbola  o  lineas  rectas 
que  se  intersecan 

Paralelo  al  piano  vz  Hiperbola  o  lineas  rectas 
que  se  intersecan 


Figura  1 2 
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EJEMPLO  2  Analice  la  ecuacion 


4  9  16 

y  bosqueje  su  grafica. 

SOLUCION  Las  trazas  en  los  tres  pianos  de  coordenadas  se  obtienen  haciendo 
z  =  0,y  =  0yx  =  0,  respectivamente. 

x2  y2 

piano  xv: - 1-  —  =  1,  una  elipse 

4  9 

2  2 

zr 

piano  xz:  — - —  =  1,  una  hiperbola 

4  16 

v2  z2 

piano  yz:  - —  =  1,  una  hiperbola 

9  1 6 

Estas  trazas  se  grafican  en  la  figura  13.  Tambien  mostramos  las  secciones  transversales 
en  los  pianos  z  =  4  y  z  =  ~~  4.  Observe  que  al  sustituir  z  =  ±  4  en  la  ecuacion  original  ob- 


x2  y-  16 
T  +  ~9  _  16  ~ 


que  es  equivalente  a 


L  +  zi  = , 

8  18 


una  elipse. 


Indique  el  nombre  de  la  grafica  de  cada  una  de  las  siguientes  ecua- 


(a)  4x2  +  4 y2  -  25 z2  +  100  =  0  (b)  y2  +  z2  -  12y  =  0 

(c)  x2  -  z2  =  0  (d)  9x2  +  4z2  -  36y  =  0 


SOLUCION 

(a)  Al  dividir  ambos  lados  de  esta  ecuacion  entre  — 100  se  obtiene  la  forma 

>f  +  L. , 

25  25  4 


Su  grafica  es  un  hiperboloide  de  dos  hojas.  No  corta  al  piano  xy,  pero  las  secciones 
transversales  en  los  pianos  paralelos  a  este  piano  (y  al  menos  a  2  unidades  de  dis- 
tancia  de  el)  son  circunferencias. 

(b)  La  variable  x  no  aparece,  de  modo  que  la  grafica  es  un  cilindro  paralelo  al  eje  x. 
Como  la  ecuacion  se  puede  escribir  en  la  forma  (y  —  6)2  +  z2  =  36,  su  grafica  es  un 
cilindro  circular. 

(c)  Como  falta  la  variable  y,  la  grafica  es  un  cilindro.  La  ecuacion  dada  se  puede  escri¬ 
bir  como  (x  -  z)(x  +  z)  =  0;  de  modo  que  su  grafica  consta  de  los  dos  pianos  x  =  z  y 
x  =  — z. 

(d)  La  ecuacion  se  puede  escribir  como 


que  tiene  como  grafica  un  paraboloide  eliptico.  Es  simetrico  respecto  al  eje  y. 
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Revision  de  conceptos 

1.  Las  intersecciones  de  una  superficie  con  los  pianos  de  coor-  En  particular,  la  grafica  de  x2  +y2  =  1  es  un  cilindro  circular  recto  co- 

denadas  se  llaman _ .  Con  mayor  generalidad,  las  interseccio-  rmin  cuyo  eje  es  el _ . 

nes  con  cualquier  piano  se  llaman _ . 

3.  La  grafica  de  3x~  +  ly1  +  4zL  =  12  es  una  superficie  llamada 

2.  A1  graficar  las  ecuaciones  que  implican  solo  dos  variables  en  _ . 

el  espacio  tridimensional,  estas  generan  superficies  llamadas _ . 

4.  La  grafica  de  4z  =  x~  +  2y2  es  una  superficie  llamada _ . 


Con  junto  de  problemas  11.8 


En  los  problemas  del  1  al  20  indique  el  nombre  y  bosqueje  la  grafica 
de  cada  una  de  las  siguientes  ecuaciones  en  el  espacio  tridimensional. 


1. 

4jc2 

+  36  y2  =  144 

2. 

y2  + 

z2  = 

15 

3. 

3*  +  2z  =  10 

4. 

z2  = 

3y 

5. 

x2  +  y2  -  8x  +  4y 

+  13 

=  0 

6. 

2a2 

-  16z2  =  0 

7. 

4  a 2 

+  9y2  +  49z2  = 

1764 

8. 

9x2 

-  y2  +  9z2  -  9 

=  0 

9. 

4x2 

+  16y2  -  32z  = 

=  0 

10. 

-A2 

+  y2 

+  z2  =  0 

11. 

y  = 

e2z 

12. 

6a  - 

■  3y  = 

=  7 T 

13. 

x2  - 

-  z2  +  y  =  0 

14. 

A2  + 

4z2  +  4  =  0 

15. 

9a2 

+  4 z2  -  36 y  = 

0 

16. 

9a2 

+  25y2  +  9z2  = 

225 

17. 

5a 

f  8y  -  2z  =  10 

18. 

y  = 

COS  X 

19. 

z  = 

Vl6  -  a2  -  y 

2 

20. 

z  = 

VS 

+  y2  +  1 

21. 

La  grafica  de  una  ecuacion 

en  a 

•  v  y 

z  es  simetrica  respecto 

del  piano  xy  si  al  reemplazar  z  por  —  z  se  obtiene  una  ecuacion  equi- 
valente.  ^Que  condition  conduce  a  una  grafica  que  es  simetrica  res- 
pecto  a  lo  siguiente? 

(a)  El  piano  yz  (b)  El  eje  z  (c)  El  origen 

22.  ,',Que  condicion  conduce  a  una  grafica  que  es  simetrica  res- 
pecto  a  lo  siguiente? 

(a)  El  piano  xz  (b)Elejey  (c)  El  eje  a 

23.  Determine  la  ecuacion  general  de  un  elipsoide  central  que 
sea  simetrico  respecto  a  lo  siguiente 

(a)  El  origen  (b)  El  eje  x  (c)  El  piano  xy 

24.  Determine  la  ecuacion  general  de  un  hiperboloide  central  de 
una  hoja  que  sea  simetrico  respecto  a  lo  siguiente 

(a)  El  origen  (b)  El  eje  y  (c)  El  piano  xy 

25.  Determine  la  ecuacion  general  de  un  hiperboloide  central  de 
dos  hojas  que  sea  simetrico  respecto  a  lo  siguiente 

(a)  El  origen  (b)  El  eje  z  (c)  El  piano  yz 

26.  ^Cuales  de  las  ecuaciones  de  los  problemas  del  1  al  20  tienen 
una  grafica  que  es  simetrica  respecto  de  lo  siguiente? 

(a)  El  piano  xy  (b)  El  eje  z 

27.  Si  la  curva  z  =  a  ,  en  el  piano  .rz.gira  en  torno  del  eje  z,  la  su¬ 
perficie  resultante  tiene  la  ecuacion  z=x2  +  y2,  obtenida  como  resul- 


tado  de  reemplazar  x  por  \/ x2  +  y2.  Si  y  =  2a:2,  en  el  piano  xy,  se  gi- 
ra  en  torno  del  eje  y,  ^cual  es  la  ecuacion  de  la  superficie  resultante? 

28.  Determine  la  ecuacion  de  la  superficie  que  se  obtiene  al  girar 
la  curva  z  =  2y,  en  el  piano  yz,  en  torno  del  eje  z. 

29.  Determine  la  ecuacion  de  la  superficie  que  se  obtiene  al  girar 
la  curva  4jc2  +  3 y2  =  1 2,  en  el  piano  ,yv.  en  torno  del  eje  y. 

30.  Determine  la  ecuacion  de  la  superficie  que  se  obtiene  al  girar 
la  curva  4a2  -  3y2  =  12,  en  el  piano  xy,  en  torno  del  eje  x. 

31.  Determine  las  coordenadas  de  los  focos  de  la  elipse  dada  co¬ 
mo  la  interseccion  de  z  =  a2/4  +  y2/ 9  con  el  piano  z  =  4. 

32.  Determine  las  coordenadas  del  foco  de  la  parabola  dada  co¬ 
mo  la  interseccion  de  z  =  a2/ 4  +  y2/9  con  el  piano  x  =  4. 

33.  Calcule  el  area  de  la  section  transversal  eliptica  obtenida 
de  la  superficie  x2/a2  +  y2/b2  +  z2/c 2  =  1  al  ser  cortada  con  el  piano 
z  —  h,  —c  <  h  <c.  Recuerde:  el  area  de  la  elipse  x2/A2  +  y2/B2  -  1  es 
ttAB. 

34.  Demuestre  que  el  volumen  del  solido  acotado  por  el  para- 
boloide  eliptico  x2/a2  +  y2/b2  =  h  -  z,  h  >  0,  y  el  piano  xy  es  vabh2/2, 
es  decir,  el  volumen  es  la  mitad  del  area  de  la  base  por  la  altura. 
Sugerencia:  use  el  metodo  de  las  rebanadas  de  la  seccidn  5.2. 

35.  Demuestre  que  la  proyeccion  en  el  piano  xz  de  la  curva  dada 
como  la  interseccion  de  las  superficies  y  =  4  -  x2  y  y  =  x2  +  z2  es  una 
elipse,  y  determine  sus  diametros  mayor  y  menor. 

36.  Bosqueje  el  triangulo  en  el  piano  y  =  x  que  esta  arriba  del 
piano  z  =  y/2,  por  debajo  del  piano  z  =  2y,  y  dentro  del  cilindro  x2  +  y2 
=  8.  Luego  calcule  el  area  de  este  triangulo. 

37.  Demuestre  que  la  espiral  r  =  t  cos  t  i  + 1  sen  t  j  + 1  k  esta  en  el 
cono  circular  a2  +  y2  —  z2  =  0.  ^En  que  superficie  esta  la  espiral  r  =  3 ( 
cos  t  i  +  t  sen  t  j  + 1  k? 

38.  Demuestre  que  la  curva  determinada  por  r  =  ri  +  tj  +  /2kes 
una  parabola  y  determine  las  coordenadas  de  su  foco. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  trazas;  secciones 
transversales  2.  cilindros;  eje  z  3.  elipsoide 
4.  paraboloide  eliptico 
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11.9 

Coordenadas  cilindricas 
y  esfericas 


Los  cilindros  r  =  1 ,  r  =  2,  r  =  3 

Figura  2 


Los  pianos  0  =  0,  0  =  0  =  | 


Proporcionar  las  coordenadas  cartesianas  (rectangulares)  (x,  y,  z)  es  solo  una  de  mu- 
chas  formas  de  especificar  la  position  de  un  punto  en  el  espacio  tridimensional.  Otros 
dos  tipos  de  coordenadas  que  desempenan  un  papel  importante  en  el  calculo  son  las 
coordenadas  cilindricas  ( r ,  9,  z)  y  las  coordenadas  esfericas  (p,  6,  </>).  El  significado  de 
los  tres  tipos  de  coordenadas  se  ilustra  para  el  mismo  punto  P  de  la  figura  1. 

El  sistema  de  coordenadas  cilindricas  usa  las  coordenadas  polares  r  y  6  (seccion 
10.5)  en  vez  de  las  coordenadas  cartesianas  x  y  y  en  el  piano.  La  coordenada  z  es  la  mis- 
ma  que  en  coordenadas  cartesianas.  Por  lo  general,  pediremos  que  r  >  0,  y  restringire- 
mos  6  de  modo  que  0  <  9  <  2tt. 


Coordenadas  cartesianas  Coordenadas  cilindricas  Coordenadas  esfericas 


Un  punto  P  tiene  coordenadas  esfericas  (p,  8,  (/>),  si  p  (rho)  es  la  distancia  I  OP  I  del 
origen  a  P,  0  es  el  angulo  polar  asociado  con  la  proyeccion  P'  de  P  sobre  el  piano  xy,  y 
(f>  es  el  angulo  entre  el  eje  z  positivo  y  el  segmento  de  recta  OP.  Pediremos  que 

p  >  0,  0  S  6  <  2 ir,  0  s  <  ir 

Coordenadas  cilindricas  Si  un  sdlido  o  una  superficie  tienen  un  eje  de  simetria, 
con  frecuencia  es  bueno  orientarlo  de  modo  que  su  eje  sea  el  eje  z,  para  luego  usar 
coordenadas  cilindricas.  En  particular,  observe  la  sencillez  de  la  ecuacion  de  un  cilindro 
circular  con  eje  de  simetria  en  el  eje  z  (figura  2)  y  la  de  un  piano  que  contiene  al  eje  z 
(vease  la  figura  3).  En  la  figura  3  hemos  permitido  que  r  <  0. 

Las  coordenadas  cilindricas  y  cartesianas  estan  relacionadas  mediante  las  siguien- 
tes  ecuaciones: 

Cilindricas  a  cartesianas  Cartesianas  a  cilindricas 

x  =  r  cos  6  r  —  Vx2  +  y 2 

y  =  r  sen  0  tan  0  =  y/x 


z=z  z=z 

Con  estas  relaciones,  podemos  ir  y  regresar  entre  los  dos  sistemas  de  coordenadas. 

H  ejemploYI  Determine 

(a)  las  coordenadas  cartesianas  del  punto  con  coordenadas  cilindricas  (4,  2tt/3,  5) 

(b)  las  coordenadas  cilindricas  del  punto  con  coordenadas  cartesianas  (—5,  — 5,2). 

SOLUCION 

„  277  /  1\ 

(a)  x  =  4cosy  =  4- =  -2 

y.4sm2f  ,4-(40-2V3 


Figura  3 


z  =  5 
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Asf  que  las  coordenadas  cartesianas  de  (4,  2tt/3,  5)  son  ( —2,  2VL  5). 

(b)  r  =  V(-5)2  +  (— 5)2  =  5V2 

-5  , 

tan  9  =  —  =  1 

z  =  2 

La  figura  4  indica  que  0  esta  entre  tt/2  y  77.  Como  tan  0  =  1,  debemos  tener  0  =  57r/4. 
Las  coordenadas  cilfndricas  de  (—5,— 5,2)  son  (5\/2,  5ir/4,  2). 

gg|  EJEMPLO  2  Determine  las  ecuaciones  en  coordenadas  cilfndricas  del  parabo¬ 
loide  y  el  cilindro  cuyas  ecuaciones  cartesianas  son  x2  +  y2  =  4  —  z.  y  x2  +  y2  =  2x. 


SOLUTION 


Fi< 


Figura  5 


<t> 


0o 


Paraboloide:  r2  =  4  —  z 

Cilindro:  r  =  2r  cos  0  o  (de  forma  equivalente)  r  =  2cos0 


La  division  de  una  ecuacion  entre  una  variable  crea  la  posibilidad  de  perder  una  solu¬ 
cion.  Por  ejemplo,  al  dividir  x2  =  x  entre  x  da  x  =  1  y  se  pierde  la  solucion  x  =  0.  De  ma- 
nera  analoga,  al  dividir  r  =  2r  cos  0  entre  r  se  obtiene  r—  2  cos  6  y  parece  perderse  la 
solucion  r  =  0  (el  origen).  Sin  embargo,  el  origen  satisface  la  ecuacion  r  =  2  cos  9  con 
coordenadas  (0,  tt/2).  Asf,  r  =  2r  cos  0  y  r  =  2  cos  9  tienen  graficas  polares  identicas 
(vease  el  recuadro  CUIDADO  al  margen  de  la  seccion  10.5).  9 


EJEMPLO  3  j  Determine  las  ecuaciones  cartesianas  de  las  superficies  cuyas 


ecuaciones  en  coordenadas  cilfndricas  son  r  +  4z2  =  16  y  r  cos  29  =  z. 


SOLUCION  Como  rz  =  x2  +  y2,  la  superficie  r  +  4z2  =  16  tiene  la  ecuacion  cartesiana 
x2  +  y2  +  4 z2  =  16  ox2/16  +  >,2/16  +  z2/4  =  1.  Su  grafica  es  un  elipsoide. 

Como  cos  26  =  cos2  9  -  sen2  6 ,  la  segunda  ecuacion  se  puede  escribir  como  r2  cos2  6 
-  /^sen2  6  =  z.  En  coordenadas  cartesianas  se  convierte  en  x2  -  y2  =  z,  cuya  grafica  es  un 
paraboloide  hiperbolico.  ■ 


Coordenadas  esfericas  Cuando  un  solido  o  una  superficie  son  simetricos  respecto 
a  un  punto,  es  inuy  probable  que  las  coordenadas  esfericas  desempenen  un  papel  de 
simplificacion.  En  particular,  una  esfera  con  centro  en  el  origen  (figura  5)  tiene  la  ecua¬ 
cion  sencilla  p  =  p().  Ademas,  observe  que  la  ecuacion  de  un  cono  con  eje  a  lo  largo  del 
eje  z  y  vertice  en  el  origen  (vease  la  figura  6)  es  (f>  = 

Es  facil  determinar  las  relaciones  entre  coordenadas  esfericas  y  cilfndricas  y  entre 
las  coordenadas  esfericas  y  cartesianas.  La  siguiente  tabla  muestra  algunas  de  estas 
relaciones. 


De  esfericas  a  cartesianas 
x  =  p  sen  0  cos  8 
y  =  p  sen  </>  sen  8 

Z  =  p  COS  (f) 


De  cartesianas  a  esfericas 

p  =  Vx2  +  y2  +  z2 

tan  8  =  y/x 

*7 

COS  = 


Vx2  +  y2  +  z2 


‘"r  I JEMPLO  4  ]  Determine  las  coordenadas  cartesianas  del  punto  P  con  coorde- 
nadas  esfericas  (8,  tt/3,2tt/3). 


Seccion  11.9  Coordenadas  cilindricas  y  esfericas  611 


Figura  7 


SOLUCION  En  la  figura  7  hemos  trazado  el  punto  P. 

e  2tt  tt  V3  1  /r 

x  =  8  sen  —  cos  —  =  8 - —  =  2V3 

3  3  2  2 
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y  =  8  sen  —  sen  —  =  8  — - —  =  6 

2tt  /  1  \ 

z  =  8  cos  ~  =  2  J  ~  —  4 

Asf,  P  tiene  coordenadas  cartesianas  (2\/3,  6,  ”4).  ss 

if  EJEMPLO  5  ]  Describa  la  grafica  de  p  =  2  cos  <p. 

SOLUCION  Cambiamos  a  coordenadas  cartesianas.  Multiplicamos  ambos  lados  por 
p  para  obtener 

p 2  =  2 p  cos  cp 
x2  +  y2  +  z2  =  2z 
x2  +  y2  +  (z  —  l)2  =  1 

La  grafica  es  una  esfera  de  radio  1  con  centra  en  el  punto  con  coordenadas  cartesianas 

(0,0,1).  St 


Meridiano 

principal 


rr~ I JEMPLO  6  Determine  la  ecuacion  del  paraboloide  z=x2  +  y2  en  coordenadas 
esfericas. 

SOLUCION  A1  sustituir  x,  y  y  z  se  obtiene 

p  cos  4>  =  p2  sen2  </>  cos2  9  +  p2  sen2  4>  sen2  0 
p  cos  cp  =  p2  sen2  0(cos2  9  +  sen2  9) 
p  cos  <p  =  p2  sen2  (p 
cos  <p  —  p  sen2  4> 
p  =  cos  (p  esc2  (p 

Observe  que  <fr  =  rr/2  da  p  =  0.  lo  cual  muestra  que  no  perdemos  el  origen  cuando  can- 
celamos  p  en  el  cuarto  paso.  II 

Coordenadas  esfericas  en  geografia  Los  geografos  y  navegantes  usan  un  siste- 
ma  de  coordenadas  intimamente  relacionado  con  las  coordenadas  esfericas,  el  sistema 
de  latitud  y  longitud.  Suponga  que  la  Tierra  es  una  esfera  con  centro  en  el  origen,  que 
el  eje  z  positivo  pasa  por  el  Polo  Norte  y  que  el  eje  x  positivo  pasa  por  el  meridiano 
principal  (el  de  Greenwich)  (vease  la  figura  8).  Por  convencion,  las  longitudes  se  espe- 
cifican  en  grados  al  este  o  al  oeste  del  meridiano  de  Greenwich,  y  las  latitudes  en  gra- 
dos  al  norte  o  al  sur  del  ecuador.  Es  muy  sencillo  determinar  las  coordenadas  esfericas 
a  partir  de  estos  datos. 

m  EJEMPLO  7  j  Suponiendo  que  la  Tierra  es  una  esfera  de  radio  igual  a  3960  millas, 
determine  la  distancia,  siguiendo  un  cfrculo  maximo,  de  Paris  (longitud  2.2“  E.  latitud 
48.4°  N)  a  Calcuta  (longitud  88.2°  E,  latitud  22.3°  N). 

SOLUCION  Primero  calculamos  los  angulos  esfericos  0  y  <p  para  las  dos  ciudades. 
Paris:  9  =  2.2°  ~  0.0384  radianes 


Calcuta: 


<P  =  90°  -  48.4°  =  41.6°  ~  0.7261  radianes 
9  =  88.2°  ~  1.5394  radianes 


Figura  8 


cP  =  90°  -  22.3°  =  67.7° 


1.1816  radianes 
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Figura  9 


Usando  estos  datos  y  p  —  3960  millas,  determinamos  las  coordenadas  cartesianas,  como 
se  muestra  en  el  ejemplo  4. 

Paris:  Pj (2627.2,  100.9,  2961.3) 

Calcuta:  P2(115.1,  3662.0, 1502.6) 

_ A  continuacion,  en  relation  con  la  figura  9,  determinamos  y,  el  angulo  entre  OP\ 

y  OP  2. 


OPX‘OP2  (2627.2)(115.1)  +  (100.9)(3662)  +  (2961.3)(1502.6) 
||aP1||||OP2|  (3960)  (3960) 

~  0.3266 


Asf,  y  ~  1.2381  radianes  y  la  distancia  siguiendo  un  clrculo  maximo  d  es 

d  =  py  «  (3960) (1.2381)  «  4903  millas  m 


Revision  de  conceptos 

1.  En  coordenadas  cilfndricas,  la  grafica  de  r  =  6  es  un(a) 

_ ;  en  coordenadas  esfericas,  la  grafica  de  p  =  6  es 

un(a) _ . 

2.  En  coordenadas  cilfndricas,  la  grafica  de  6  =  77/6  es  un(a) 

_ ;  en  coordenadas  esfericas,  la  grafica  de  <t>  =  77/6  es 

unfa) _ . 


3.  La  ecuacion _ relaciona  p  con  ry  z- 

4.  La  ecuacion  p2  =  4p  cos  <f>  en  coordenadas  esfericas  se  con- 

vierte  en  la  ecuacion _ cuando  se  escribe  en  coordenadas 

cartesianas. 


Con  junto  de  probleinas  11.9 

1.  Construya  una  tabla,  como  la  que  esta  justo  antes  del  ejem¬ 
plo  4,  que  proporciona  las  relaciones  entre  las  coordenadas  cilfndri- 
cas  y  las  esfericas. 

2.  Cambie  las  siguientes  coordenadas  cilfndricas  a  coordenadas 
esfericas. 

(a)  (l,7r/2,l)  (b)  (-2,77/4,2) 

3.  Cambie  las  siguientes  coordenadas  cilfndricas  a  coordenadas 
cartesianas. 

(a)  (6, 77/6, —2)  (b)  (4,477/3,-8) 

4.  Cambie  las  siguientes  coordenadas  esfericas  a  coordenadas 
cartesianas. 

(a)  (8,77/4,77/6)  (b)  (4,77/3,377/4) 

5.  Cambie  las  siguientes  coordenadas  cartesianas  a  coordenadas 
esfericas. 

(a)  (2, -2\/3,4)  (b)  (— V2,  V2,  2V3) 

6.  Cambie  las  siguientes  coordenadas  cartesianas  a  coordenadas 
cilfndricas. 

(a)  (2,2,3)  (b)  (4V3, -4,6) 

E11  los  problemas  del  7  al  16  bosqueje  la  grafica  de  la  ecuacion  cilin- 
drica  o  esferica  dada. 

7.  r  =  5  8.  p  =  5 

9.  4>  =  77/6  10.  6  =  7r/6 

11.  r  =  3  cos  0  12.  r  =  2  sen  26 


13.  p  =  3  cos  4>  14.  p  =  sec  <j> 

15.  r2  +  z2  =  9  16.  rz  cos2  9  +  z2  =  4 

En  los  problemas  del  17  al  30  haga  el  cambio  pedido  en  la  ecuacion 
dada. 

17.  x2  +  y2  =  9  a  coordenadas  cilfndricas 

18.  x2  -  y2  =  25  a  coordenadas  cilfndricas 

19.  jc2  +  y2  +  4z2  =  10  a  coordenadas  cilfndricas 

20.  *2  +  y2  +  4z2  =  10  a  coordenadas  esfericas 

21.  2*z  +  2 y2  —  4 z2  =  0  a  coordenadas  esfericas 

22.  x2  —  y2  -  z2  =  1  a  coordenadas  esfericas 

23.  r2  +  2z2  —  4  a  coordenadas  esfericas 

24.  p  =  2  cos  < ft  a  coordenadas  cilfndricas 

25.  x  +  y  =  4  a  coordenadas  cilfndricas 

26.  x+y  +  z  =  la  coordenadas  esfericas 

27.  x2  +  y2  =  9  a  coordenadas  esfericas 

28.  r  =  2  sen  9  a  coordenadas  cartesianas 

29.  r2  cos  26  =  z  a  coordenadas  cartesianas 

30.  p  sen  4>  =  1  a  coordenadas  cartesianas 

31.  La  parabola  z  =  2x2  en  el  piano  xz  se  hace  girar  alrededor  del 
eje  z.  Escriba  la  ecuacion  de  la  superficie  resultante  en  coordenadas 
cilfndricas. 
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32.  La  hiperbola  2x 2  —  z2  =  2,  en  el  piano  xz.  se  hace  girar  alrede- 
dor  del  eje  z.  Escriba  la  ecuacion  de  la  superficie  resultante  en  coor- 
denadas  cih'ndricas. 

[£1  33.  Determine  la  distancia  mediante  ci'rculos  maximos  entre  St. 
Paul  (longitud  93.1°  O,  latitud  45°  N)  y  Oslo  (longitud  10.5°  E,  latitud 
59.6°  N).  Vease  el  ejemplo  7. 

HD  34.  Determine  la  distancia  mediante  ci'rculos  maximos  entre  Nue- 
va  York  (longitud  74°  O,  latitud  40.4°  N)  y  Greenwich  (longitud  0°, 
latitud  51.3°  N). 

HD  35.  Determine  la  distancia  mediante  circulos  maximos  entre  St. 
Paul  (longitud  93.1°  O,  latitud  45°  N)  y  Turin,  Italia  (longitud  7.4°  E, 
latitud  45°  N). 

ED  36.  i Cual  es  la  distancia  a  lo  largo  del  paralelo  a  45°  entre  St.  Paul 
y  Turin?  Vease  el  problema  35. 

HD  37.  (,Que  tanto  se  acerca  al  Polo  Norte  la  ruta  del  clrculo  maximo 
de  St.  Paul  a  Turin?  Vease  el  problema  35. 

38.  Sean  (pb  9it d>()  y  (p^  #2,  <fe)  las  coordenadas  esfericas  de  dos 
puntos  y  sea  d  la  distancia  en  llnea  recta  entre  ellos.  Demuestre  que 

d  =  { (pi  —  p2)2  +  2piP2[l  —  cos(0i  —  02)  sen  <f>]  sen  fa 

-  COS  <I>1  COS  (f> 2]} 1/2 

39.  Sean  (a,  6\ ,  4>  1)  y  (a,  02,  <#>2)  dos  puntos  sobre  la  esfera  p  =  a. 
Demuestre  (usando  el  problema  38)  que  la  distancia  mediante  un 
clrculo  maximo  entre  este  puntos  es  ay,  donde  0  £  y  s  -77  y 

cos  y  =  cos(0!  -  02)  sen  <t>  1  sen  <t>2  +  cos  <f>t  cos  </>2 


40.  Como  tal  vez  haya  imaginado,  hay  una  formula  sencilla  para 
expresar  la  distancia  mediante  circulos  maximos  directamente.  en 
terminos  de  la  longitud  y  la  latitud.  Sean  (cq,  /3()  y  (0:2.  P2)  las  coorde¬ 
nadas  de  longitud  y  latitud  de  dos  puntos  sobre  la  superficie  de  la 
Tierra,  donde  interpretamos  N  y  E  como  positivos  y  S  y  O  como  ne- 
gativos.  Demuestre  que  la  distancia  mediante  un  clrculo  maximo  en¬ 
tre  estos  puntos  es  3960-y  millas,  donde  0  £  y  £  tt  y 

cos  y  =  cos^j  —  a2)  cos  /3n  cos  p2  +  sen  sen  /32 

ED  41.  Use  el  problema  40  para  determinar  la  distancia  mediante  un 
clrculo  maximo  entre  cada  par  de  lugares. 

(a)  Nueva  York  y  Greenwich  (vease  el  problema  34) 

(b)  St.  Paul  y  Turin  (vease  problema  35) 

(c)  Turin  y  el  Polo  Sur  (utilice  a j  =  a2) 

(d)  Nueva  York  y  Ciudad  del  Cabo  ( 1 8.4°  E.  33.9°  S) 

(e)  Dos  puntos  en  el  ecuador  con  longitudes  100°  E  y  80°  O,  respec- 
tivamente. 

42.  Es  facil  ver  que  la  grafica  de  p  =  2a  cos  4>  es  una  esfera  de 
radio  a ,  situada  en  el  piano  xy  en  el  origen.  Pero,  ^cual  es  la  grafica 
de  p  =  2a  sen  <j>7 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  cilindro  circular; 
esfera  2.  piano;  cono  3.  p2  =  r2  +  z2 
4.  x2  +  y2  +  (z  -  2f  =  4 


11.10  Repaso  del  capitulo 


Examen  cle  conceptos 

Responda  con  verdadero  o  falso  a  cada  una  de  las  siguientes  afirma- 
ciones.  Preparese  para  justificar  su  respuesta. 

1.  Cada  punto  del  espacio  tridimensional  tiene  un  conjunto  uni- 
co  de  coordenadas  cartesianas. 

2.  La  ecuacion  xr  +  y2  +  z2  -  4x  +  9  =  0  representa  una  esfera. 

3.  La  ecuacion  lineal  Ax  +  By  +  Cz  =  D  representa  un  piano  en 
el  espacio  tridimensional,  siempre  que  A,  By  C  no  sean  todos  iguales 
a  cero. 

4.  En  el  espacio  tridimensional,  la  ecuacion  Ax  +  By  =  C  repre¬ 
senta  una  recta. 

5.  Los  pianos  3x  —  2y  +  4z  =  12  y  3x  —  2 y  +  4z  =  — 12  son  parale- 
los  y  estan  a  24  unidades  de  distancia. 

6.  El  vector  (1,-2, 3  )  es  paralelo  al  piano  2x  -  4y  +  6z  =  5. 

7.  La  recta  x  =  2t  —  1,  v  =  4f  +  2,  z  =  6t  —  5  pasa  por  el  punto 
(0,4,  — 2). 

8.  Si  u  =  a\  +  b\  +  ck  es  un  vector  unitario,  entonces  a,  b  y  c  son 
los  cosenos  directores  de  u. 

9.  Los  vectores  2i  -  3j  y  6i  +  4j  son  perpendiculares. 

10.  Si  u  y  v  son  vectores  unitarios,  entonces  el  angulo  6  entre  ellos 
satisface  cos  6  =  u  •  v. 

11.  El  producto  punto  para  vectores  satisface  la  ley  asociativa. 


12.  Si  u  y  v  son  vectores  cualesquiera,  entonces  ||u  •  v||  <  |u||||v||. 

13.  || u  •  v||  =  !|u|j]|v||  para  vectores  no  nulos  u  y  v,  si  y  solo  si  u  es 
un  multiplo  escalar  de  v. 

14.  Si  ||u||  =  ||v||  =  ||u  +  vj|,  entonces  u  =  v  =  0. 

15.  Si  u  +  v  y  u  -  v  son  perpendiculares,  entonces  ||u||  =  [|v|. 

16.  Para  cualesquiera  dos  vectores  u  y  v, 

||u  +  v||2  =  ||u||2  +  HI2  +  2u  •  v. 

17.  La  funcion  con  valores  vectoriales  (. f(t),g(t),h(t ))  es  continua 
en  t  =  a  si  y  solo  s\f,gyh  son  continuas  en  t  =  a. 

18.  D,[¥(t)-F(t)]  =  2¥(t)  •  F'(f). 

19.  Para  cualquier  vector  u,  ||  ||u||u  |j  =  ||u||2. 

20.  Para  cualquier  vector  u,  u  •  u  =  u  •  ||u||. 

21.  Para  todos  los  vectores  u  y  v,  11  X  v||  =  ||v  X  u||. 

22.  Si  u  es  un  multiplo  escalar  de  v,  entonces  u  X  v  =  0. 

23.  El  producto  cruz  de  dos  vectores  unitarios  es  un  vector  uni¬ 
tario. 

24.  Al  multiplicar  cada  componente  de  un  vector  v  por  el  escalar 
a  se  multiplica  la  longitud  de  v  por  a. 

25.  Para  cualesquiera  vectores  no  nulos  y  no  perpendiculares  u  y 
v  con  angulo  6  entre  ellos,  ||u  x  v||/(u  •  v)  =  tan  9. 

26.  Siu-v  =  0yuxv  =  0,  entonces  u  o  v  es  0. 

27.  El  volumen  del  paralelepi'pedo  determinado  por  2i,  2j  y  j  X  i 
es  4. 
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28.  Para  todos  los  vectores  u.  v  y  w, 

u  X  (v  X  w)  =  (u  X  v)  X  w 

29.  Si  +  ih j  +  173k  es  un  vector  en  el  piano  b\x  +  b?y  +  b2z  =  0, 
entonces  +  a2b2  +  0363  =  0. 

30.  Cualquier  recta  sc  puede  representar  mediante  ecuaciones 
parametricas  y  ecuaciones  simetricas. 

31.  Cuando  «(t)  =  0  para  toda  t,  la  trayectoria  es  una  h'nea  recta. 

32.  Una  elipse  tiene  su  curvatura  maxima  en  los  puntos  del  eje 
mayor. 

33.  La  curvatura  depende  de  la  forma  de  la  curva  y  de  la  rapidez 
con  que  uno  se  mueve  a  lo  largo  de  la  curva. 

34.  La  curvatura  dc  la  curva  determinada  por  x  =  3t  +  Ay  y  =  2t  —  1 
es  cero  para  toda  I. 

35.  La  curvatura  de  la  curva  determinada  por  x  =  2  cos  t  y  y  —  2 
sen  t  es  2  para  toda  t. 

36.  Si  T  =  T(t)  es  un  vector  tangente  unitario  para  una  curva  sua¬ 
ve,  entonces  T(t)  y  T'(f)  son  perpendiculares. 

37.  Si  v  =  || v||  es  la  rapidez  de  una  partlcula  que  se  mueve  a  lo 
largo  de  una  curva  suave,  entonces  I  dv/dt  I  es  la  magnitud  de  la  acele- 
racion. 

38.  Si  y  =  f(x)  y  y"  =  0  en  todas  partes,  entonces  la  curvatura  de 
esta  es  cero. 

39.  Si  y  =  f(x)  y  y"  es  una  constante,  entonces  la  curvatura  de  esta 
curva  es  constante. 

40.  Si  u  •  v  =  0,  entonces  u  =  0  o  v  0,  o  ambas  u  y  v  son  0. 

41.  Si  llr(f)ll  =  1  para  toda  I,  entonces  II  r'(/)  1 1  constante. 

42.  Si  v(r)  •  v(t)  =  constante,  entonces  v(r)  •  v'(r)  =  0. 

43.  Para  un  movimiento  a  lo  largo  de  la  helice,  N  siempre  apunta 
hacia  el  eje  z. 

44.  Si  la  velocidad  del  movimiento  a  lo  largo  de  la  curva  tiene 
magnitud  constante,  entonces  no  puede  haber  aceleracidn. 

45.  T,  N  y  B  depcnden  solo  de  la  forma  de  la  curva  y  no  de  la  ra¬ 
pidez  del  movimiento  a  lo  largo  de  ella. 

46.  Si  v  es  perpendicular  a  a,  entonces  la  rapidez  de  movimiento 
a  lo  largo  de  la  curva  debe  ser  constante. 

47.  Si  v  es  perpendicular  a  a,  entonces  la  trayectoria  del  movi¬ 
miento  debc  scr  una  circunferencia. 

48.  Las  unicas  curvas  con  curvatura  constante  son  las  lfneas  rectas 
y  las  circunferencias. 

49.  Las  curvas  dadas  por  f|(r)  =  sen  t  i  +  cos  t  j  +  Pk  y  r2(r)  =  sen  Pi 
+  cos  rj  +  rk  para  0S(S  1  son  identicas. 

50.  Los  movimientos  a  lo  largo  de  las  curvas  dadas  por  r|(t)  =  sen 
t  i  +  cos  t  j  +  p  k  y  r2(t)  =  sen  ;3i  +  cos  P j  +  Pk  para  0  =£  t  £  1  son  iden- 
ticos. 

51.  La  longitud  de  una  curva  dada  es  independiente  de  la  para- 
metrizacion  utilizada  para  describir  la  curva. 

52.  Si  una  curva  esta  sobre  un  piano,  entonces  el  vector  binormal  B 
debe  ser  constante. 

53.  Si  II  r(/)ll  =  constante,  entonces  r'(t)  =  0. 

54.  La  curva  dada  como  la  intersection  de  la  esfera  x2  +y2  +  z2  =  1 
y  el  piano  ax  +  by  +  cz  =  0  tiene  curvatura  constante  1. 


55.  La  grafica  de  la  ecuacion  <f>  =  0  es  el  eje  z  (en  este  caso,  <(>  es 
una  coordenada  esferica). 

56.  La  grafica  de  y  =  x2  en  el  espacio  tridimensional  es  un  parabo- 
ioide. 

57.  Si  restringimos  p.  6  y  4>  de  modo  que  p  a  0, 0  =s  0  <  2-n-  y  0  £ 

£  7 r,  entonces  cada  punto  del  espacio  tridimensional  tiene  un  conjunto 
tinico  de  coordenadas  esfericas. 

Problcmas  de  exaincn 

1.  Determine  la  ecuacion  de  la  esfera  con  (—2, 3,3)  y  (4. 1,5)  co¬ 
mo  extremos  de  un  diametro. 

2.  Determine  el  centra  y  el  radio  de  la  esfera  con  ecuacion  x2  + 
y2  +  z2  —  6x  +  2 y  -  8z  =  0. 

3.  Sean  a  =  (2,-5),  b  =  (1. 1)  y  c  =  (-6, 0}.  Determine  cada  uno 
de  lo  siguiente: 

(a)  3a  -  2b  (b)  a  ■  b 

(c)  a-(b  +  c)  (d)  (4a  +  5b)  •  3c 

(e)  ||c||c  •  b  (f)  c  •  c  -  ||c|| 

4.  Determine  el  coseno  del  angulo  entre  a  y  b  y  haga  un  bosque- 
jo  de  los  vectores. 

(a)  a  =  3i  +  2j,  b  =  -  i  +  4j 

(b)  a  =  —  5i  —  3j,  b  =  2i  —  j 

(c)  a  =  (7, 0),  b  =  <5, 1) 

5.  Sean  a  =  -i  +  j  +  2k,  b  =  j  -  2k  y  c  =  3i  -  j  +  4k.  Determine 
cada  uno  de  lo  siguiente,  si  es  que  estan  definidos. 

(a)  a  +  b  +  c  (b)  b  •  c 

(c)  a-(b  X  c)  (d)  a  X  (b-c) 

(e)  ||a  -  bf  (f)  ||b  x  c|| 

6.  Determine  el  angulo  entre  cada  pareja  de  vectores. 

(a)  a  =  <1.5.  -  1),  b  =  (0, 1,3) 

(b)  a  =  -i  +  2k,  b  =  i  -  j  +  3k 

7.  Bosqueje  los  dos  vectores  de  posicion  a  =  2i  -  j  +  2k  y  b  =  5i  + 
j  -  3k.  Luego  encuentre  lo  siguiente: 

(a)  sus  longitudes 

(b)  sus  cosenos  directores 

(c)  el  vector  unitario  con  la  misma  direccion  que  a 

(d)  el  angulo  9  entre  a  y  b 

8.  Sean  a  =  2i  —  j  +  k.  b  =  — i  +  3j  +  2k  y  e  =  i  +  2j  -  k.  Determine 
lo  siguiente: 

(a)  a  x  b  (b)  a  X  (b  +  c) 

(c)  a-(b  X  c)  (d)  a  X  (b  X  c) 

9.  Determine  todos  los  vectores  perpendiculares  a  los  dos  vec¬ 
tores  3i  +  3j  -  k  y  i  -  2  j  -  4k. 

10.  Obtenga  los  vectores  unitarios  perpendiculares  al  piano  de- 
terminado  por  los  tres  puntos  (3, -6, 4),  (2, 1, 1)  y  (5,0, -2). 

11.  Escriba  la  ecuacion  del  piano  que  pasa  por  el  punto  (-5,  7, 
-2)  y  que  satisface  cada  condicion. 

(a)  Paralelo  al  piano  xz 

(b)  Perpendicular  al  eje  x 

(c)  Paralelo  a  los  ejes xy y 

(d)  Paralelo  al  piano  3x  —  4y  +  z  =  7 

12.  Un  piano  que  pasa  por  (2,-4, —  5)  es  perpendicular  a  la  recta 
que  une  los  puntos  (-1,5, -7)  y  (4,  1.  1). 

(a)  Escriba  una  ecuacion  vectorial  para  el  piano. 
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(b)  Determine  una  ecuacion  cartesiana  para  el  piano. 

(c)  Bosqueje  el  piano  dibujando  sus  trazas. 

13.  Determine  el  valor  de  C  tal  que  el  piano  x  +  5y  +  Cz  +  6  =  0, 
sea  perpendicular  al  piano  4x-y  +  z  -  17  =  0. 

14.  Determine  una  ecuacion  cartesiana  para  el  piano  que  pasa 
por  los  tres  puntos  (2, 3,-1),  (—1,5,2)  y  (-4,-2, 2). 

15.  Determine  ecuaciones  parametricas  para  la  recta  que  pasa 
por  (-2, 1,5)  y  (6, 2, -3). 

16.  Determine  los  puntos  donde  la  recta  de  interseccion  de  los 
pianos  x  —  2y  +  4z  -  14  =  0  y  —x  +  2y  —  5z  +  30  =  0  corta  a  los  pianos 
yz  y  xz. 

17.  Escriba  la  ecuacion  de  la  recta  del  problema  16  en  forma  pa- 
rametrica. 

18.  Determine  ecuaciones  simetricas  para  la  recta  que  pasa  por 
(4, 5,  8)  y  es  perpendicular  al  piano  3x  +  5y  +  2z  =  30.  Bosqueje  el 
piano  y  la  recta. 

19.  Escriba  una  ecuacion  vectorial  para  la  recta  que  pasa  por 
(2,-2, l)y  (-3,2,4). 

20.  Bosqueje  la  curva  cuya  ecuacion  vectorial  es  r (t)  = 
li  +  \t2 j  +  |f3k, -2  <t<3. 

21.  Determine  las  ecuaciones  simetricas  para  la  recta  tangente  a 
la  curva  del  problema  20  en  el  punto  donde  t  =  2.  Ademas,  determine 
la  ecuacion  del  piano  normal  en  este  punto. 

22.  Determine  r'(7r/2),  T(tt/2),  y  r"(7r/2)  if 

r(f)  =  (/  cos  t,  t  sen  f,  2 r) 

23.  Calcule  la  longitud  de  la  curva 

r(f)  =  e'  sen  t  i  +  e'cosrj  +  e'k,  1  <  f  <  5 


27.  Calcule  r'(t)  y  r "(t)  para  cada  uno  de  lo  siguiente: 

(a)  r(f)  =  (In  r)i  —  3f2j  (b)  r(r)  =  senfi  +  cos2rj 

(c)  r(f)  =  tanf  i  -  f4j 

28.  Suponga  que  un  objeto  se  mueve  de  modo  que  su  vector  de 
posicion  en  el  instante  t  es 

r(f)  =  e’i  +  e'j  +  2tk 
Determine  v(r),  a (/)  y  k(()  en  t  =  In  2. 

29.  Si  r(f)  =  n  +  rj  +  rk  es  el  vector  de  posicion  de  una  particula 
movil  en  el  instante  /,  determine  los  componentes  tangencial  y  nor¬ 
mal  <37-  y  aN,  del  vector  aceleracion  en  t  =  1 . 

Para  cada  ecuacion  en  los  problemas  del  30  al  38  indique  el  nombre  y 
bosqueje  la  grafica  en  el  espacio  tridimensional. 

30.  ,r2  +  y2  =  81  31.  x2  +  y2  +  z2  =  81 

32.  z2  =  4 y  33.  xz  +  z2  =  4 y 

34.  3y  -  6z  -  12  =  0  35.  3x  +  3 y  -  6  z  -  12  =  0 

36.  x2  +  y2  -  z2  -  1  =  0 

37.  3x2  +  4y2  +  9r  -  36  =  0 

38.  3jc2  +  4y2  +  9Z2  +  36  =  0 

39.  Escriba  las  siguientes  ecuaciones  cartesianas  por  medio  de 
coordenadas  cih'ndricas. 

(a)  x2  +  y2  =  9  (b)  x2  +  4y2  =  16 

(c)  x2  +  y2  =  9 z  (d)  x2  +  y2  +  4z2  =  10 

40.  Determine  la  ecuacion  cartesiana  correspondiente  a  cada  una 
de  las  siguientes  ecuaciones  en  coordenadas  cih'ndricas. 

(a)  r2  +  z2  =  9  (b)  r2  cos2  6  +  z2  =  4 

(c)  r2  cos  26  +  z2  =  1 


24.  Dos  fuerzas  F]  =  2i  -  3j  y  F2  =  3i  +  1 2 j  se  aplican  en  un  punto. 
iQue  fuerza  F  debe  aplicarse  en  el  punto  para  contrarrestar  la  resul- 
tante  de  estas  dos  fuerzas? 


25.  iQue  rumbo  y  que  velocidad  (con  aire  en  calma)  se  requieren 
para  que  un  aeroplano  vuele  a  450  millas  por  hora  en  direccion  nor- 
te,  si  sopla  un  viento  de  100  millas  por  hora  en  la  direccion  N  60°  E? 

26.  Si  r(t)  =  {e2t.  e-'),  determine  cada  uno  de  lo  siguiente: 


(a)  lfm  r (l) 
r— >0 


(b)  lfm 

/j— *0 


r(0  +  h)  -  r(0) 
h 


•  In  2 


(c) 


r(f)  dt 


(d)  D,[tr{t)] 


(e)  D,[r(3f  +  10)] 


(f)  D,\r{t)  •  r'(t)] 


41.  Escriba  las  siguientes  ecuaciones  por  medio  de  coordenadas 
esfericas. 

(a)  x2  +  y2  +  z2  =  4  (b)  2x2  +  2y2  -  2z2  =  0 

(c)  x2  -  y2  -  z2  =  1  (d)  x2  +  y2  =  z 

42.  Determine  la  distancia  (en  linea  recta)  entre  los  puntos  cuyas 
coordenadas  esfericas  son  (8,  ir/4,  ir/6)  y  (4,  rr/3,  3ir/4). 

43.  Determine  la  distancia  entre  los  pianos  paralelos 
2x  -  3y  +  V3z  =  4  y  2x  -  3y  +  V3z  =  9. 

44.  Determine  el  angulo  agudo  entre  los  pianos  2x  -  4y  +  z  —  7  y 
3x  +  2y  —  5z  =  9 

45.  Demuestre  que  si  la  rapidez  de  una  particula  en  movimiento 
es  constante,  entonces  sus  vectores  de  velocidad  y  aceleracion  son 
ortogonales. 


PROBLEMAS 
DE  REPASO  E 
INTRODUCCION 


En  los  problemas  del  1  al  4  bosqusje  una  grafica  del  cilindro  o  de  la  superficie  cuadrica. 
1.  x2  +  y2  +  z1  =  64  2.  x2  +  z2  =  4 

3.  z  =  x2  +  4 y2  4.  z  =  x2  -  y2 

En  los  problemas  del  5  al  8  determine  la  derivada  que  se  indica. 


d  -i 

5.  (a)  ——lx2, 
dx 

d  , 

(c)  TxXx2 


<b> Tx5X 3 

(d)icax 3 


6.  (a)  —sen  2x 
dx 


(b)  —sen  lit 
dt 


(c)  —sen  at 
dt 


(d)  —sen  bt 
dt 


7.  (a)  —sen  2 a 
da 


(b)  —sen  17a 
da 


(c)  —sen  ta 
da 


(d)  —sen  sa 
da 


8.  (a) 


(c)  ~eax+h 
dx 


(d)  a**' 


En  los  problemas  del  9  al  12  indique  si  la  funcion  es  continua  y  si  es  diferenciable  en  el 
punto  dado. 

1 


9.  fix)  = 


en  x 


1(1.  f[x)  =  tan  x  en  x  =  7t/2 
11.  f(x)  =  \x  —  4|  en  x  =  4 


12. 


fix)  = 


si  x  0 


si  x  —  0 


en  x  =  0 


En  los  problemas  13  y  14  determine  los  valores  maxima  y  minirno  de  la  funcion  en  el  interva- 
lo  dado.  Utilice  el  criterio  de  la  segunda  derivada  para  determinar  si  cada  punto  estacionario 
es  un  mdximo  o  un  mlnimo. 

13.  f(x)  =  3x  —  fx  -  l)3en  [0,4] 

14.  fix)  =  x4  -  18x3  +  1  13jc2  -  288x  +  252  en  [2,6] 

15.  Un  bote  se  construira  en  forma  de  cilindro  circular  recto  de  altura  h  y  radio  r.  Determine 
el  area  de  la  superficie  del  bote  (incluyendo  la  base  y  la  tapa),  solo  como  funcion  de  r,  si  el  volu- 
men  sera  de  8  pies  cubicos. 

16.  Una  caja  tridimensional  sin  tapa  se  fabricara  de  un  material  que  tiene  un  costo,  para  los 
lados,  de  $1  por  pie  cuadrado  y  para  la  base,  de  $3  por  pie  cuadrado.  La  caja  tendra  una  capacidad 
de  27  pies  cubicos.  Sean  /,  ?o  y  h.  respectivamente,  la  longitud,  ancho  y  altura  de  la  caja.  Como  la  ca¬ 
ja  debe  contener  27  pies  cubicos,  debemos  tener  Iwh  =  27,  o  de  forma  equivalente,  h  =  21  /(he). 
Utilice  esta  expresion  para  h,  a  fin  de  encontrar  una  formula  para  el  costo  de  una  caja  que  tiene 
longitud  /  y  ancho  w. 
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Derivadas  para  funciones 
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12.1 

Funciones  de  dos  o  mas  variables 

Hasta  ahora  hemos  enfatizado  dos  tipos  de  funciones.  El  primero,  ejemplificado  por 
/(x)  =  x2,  asocia  al  numero  real  x  otro  numero  real  /(x).  Le  llamamos  una  funcion  real 
de  una  variable  real.  El  segundo  tipo  de  funcion,  ilustrado  por  f(x)  =  { x 3,  ex),  asocia 
al  numero  real  x  un  vector  f(x).  Le  llamamos  una  funcion  vectorial  de  una  variable  real. 

Ahora  nos  fijaremos  en  una  funcion  real  de  dos  variables  reales,  es  decir,  una  fun- 
cion/(figura  1)  que  asigna  a  cada  pareja  ordenada  (x,y)  en  algun  conjunto  D  del  piano 
un  (unico)  numero  real  f(x,y).  Dos  ejemplos  son: 

(1)  /(x,y)=x2  +  3y2 

(2)  g(x,  y)  =  2xVy 

Observe  que  /(— 1,4)  =  (— l)2  +  3(4)2  =  49  y  g(  — 1,  4)  =  2(  —  l)V/4  =  -4. 

El  conjunto  D  es  el  dominio  de  la  funcion.  Si  este  no  se  especifica,  consideramos  a 
D  como  el  dominio  natural,  es  decir,  el  conjunto  de  todos  los  puntos  (x,y)  en  el  piano 
para  los  cuales  la  regia  de  la  funcion  tiene  sentido  y  proporciona  un  valor  numerico 
real.  Para  /(x,y)  =x2  +  3y2,  el  dominio  natural  es  todo  el  piano;  para  g(x,  y)  =  2 x  Vy, 
es  j(x,  y):  -  oo  <  x  <  oo,  y  s  0).  El  rango  de  una  funcion  es  su  conjunto  de  valores.  Si 
Z  =  /(x,y),  decimos  que  x  y  y  son  las  variables  independientes  y  z  es  la  variable  depen- 
diente. 

Todo  lo  que  hemos  dicho  se  extiende  de  manera  natural  a  funciones  reales  de  tres 
variables  reales  (o  hasta  de  n  variables  reales).  Nos  sentiremos  con  la  libertad  de  usar 
tales  funciones  sin  mayores  comentarios. 


jgf  ejemploT]  En  el  piano  xy,  bosqueje  el  dominio  natural  de 


f(x,y) 


Vy  -  x2 

x2  +  (y  -  l)2 


SOLUCION  Para  que  esta  regia  tenga  sentido,  debemos  excluir  a  ((x,  y):  y  <  x2)  y  al 
punto  (0, 1).  El  dominio  resultante  se  muestra  en  la  figura  2.  ■ 

Graficas  Por  la  grafica  de  una  funcion  /de  dos  variables  entendemos  la  grafica  de  la 
ecuacidn  z  —f(x,y).  Esta  grafica  sera,  por  lo  general,  una  superficie  (figura  3)  y,  como  a 
cada  (x,y)  del  dominio  le  corresponde  unicamente  un  valor  z,  cada  recta  perpendicular 
al  piano  xy  corta  a  la  superficie  en  a  lo  mas  un  punto. 


iV 

/ 

Dominio 


x 


Figura  2 


Figura  3 
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jfj|  EJEMPLO  2  ]  Bosqueje  la  grafica  de  f(x,  y)  =  |\/36  —  9x2  -  Ay2. 

SOLUCION  Sea  z  =  ^  a/36  —  9x 2  -  Ay1  y  observe  que  z  s  0.  Si  elevamos  al  cua- 
drado  ambos  lados  y  simplificamos,  obtenemos  la  ecuacion 

9x2  +  Ay2  +  9  z2  =  36 

que  reconocemos  como  la  ecuacion  de  un  elipsoide  (vease  la  seccion  11.8).  La  grafica 
de  la  funcion  dada  es  la  mitad  superior  de  este  elipsoide;  se  muestra  en  la  figura  A.  M 

HI  I.J EMPLO  3  |  Bosqueje  la  grafica  de  z—  f(x,  y)=y2  —  x2. 


SOLECION  La  grafica  es  un  paraboloide  hiperbolico  (vease  la  seccion  11.8)  y  esta 
aparece  en  la  figura  5.  W 

Graficas  por  computadora  Varios  paquetes  de  software,  entre  ellos  Maple  y 
Mathematica ,  pueden  producir  graficas  tridimensionales  complicadas  con  facilidad.  En 
las  figuras  de  la  6  a  la  9  le  mostramos  cuatro  de  tales  graficas.  Con  frecuencia,  como  en 
estos  cuatro  ejemplos,  optamos  por  mostrar  la  grafica  con  el  eje  y  apuntando  parcial- 
mente  hacia  el  observador,  en  vez  de  mantenerlo  en  el  piano  del  papel.  Ademas,  con 
frecuencia  mostramos  los  ejes  en  un  marco  en  torno  al  exterior  de  la  grafica,  en  vez  de 
su  posicion  usual,  que  podrfa  interferir  con  nuestra  vista  de  la  grafica.  La  variable  (x  o  y) 
que  indica  el  eje.se  coloca  cerca  del  centro  del  eje  que  representa. 


Figura  8 


Figura  9 
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Curvas  de  nivel  Con  frecuencia,  bosquejar  la  superficie  correspondiente  a  la  gra- 
fica  de  una  funcion  z  =f(x,y)  de  dos  variables  es  una  tarea  dificil.  Los  fabricantes  de 
mapas  nos  proporcionan  otra  forma,  por  lo  general  mas  sencilla,  de  dibujar  una  super¬ 
ficie:  el  mapa  de  contornos.  Cada  piano  horizontal  z  =  c  interseca  a  la  superficie  en  una 
curva.  La  proyeccion  de  esta  curva  sobre  el  piano  xy  es  una  curva  de  nivel  (figura  10)  y 
una  coleccion  de  tales  curvas  es  una  grafica  de  contorno  o  mapa  de  contorno.  En  la 
figura  11  mostramos  un  mapa  de  contorno  para  una  superficie  con  forma  de  colina. 

Con  frecuencia  mostraremos  los  contornos  sobre  la  propia  grafica  tridimensional, 
como  en  el  diagrama  superior  de  la  figura  11.  A1  hacer  esto,  por  lo  general  haremos  que 
el  eje  y  se  aleje  del  observador  y  el  eje  x  vaya  a  la  derecha.  Esto  nos  ayudara  a  ver  la 
relacion  entre  la  grafica  tridimensional  y  la  grafica  de  contorno. 

Hi  ejiTmploT]  Trace  los  mapas  de  contorno  para  las  superficies  correspondien- 
tesaz=|\/36  —  9x2  —  4y2  y  z  =y2  — x2  (veanse  los  ejemplos  2  y  3,  y  las  figuras  4  y  5). 

SOLUCION  Las  curvas  de  nivel  de  z  =  \  V36  —  9x2  —  Ay2  correspondientes  a  z  =  0, 
1, 1.5, 1.75, 2  aparecen  en  la  figura  12.  Son  elipses.  De  manera  analoga,  en  la  figura  13 
mostramos  las  curvas  de  nivel  de  z  —  y2  —  x2  para  z  =  —5,  —4,  —3, . . . ,  2, 3, 4.  Estas  curvas 
son  hiperbolas,  a  menos  que  z  —  0.  La  curva  de  nivel  para  z  =  0  es  un  par  de  rectas  que 
se  intersecan.  B 

Mapa  de  contornos  z  =  y2-*2 


( 


Figura 


Figura  12  Figura  13 


3 


Superficie 


Figura  10 


Mapa  de  contornos  z  =  xy 


Bosqueje  un  mapa  de  contorno  para  z  =/(x,  y)  =  xy. 


SOLUCION  Las  curvas  de  nivel  correspondientes  a  z  =  —4,  —1,0, 1,4  aparecen  en 
la  figura  14.  Se  puede  mostrar  que  son  hiperbolas.  A1  comparar  el  mapa  de  contorno  de  la 
figura  14  con  el  de  la  figura  13,se  sugiere  que  la  grafica  de  z  =xy  podrfa  ser  un  parabo- 
loide  hiperbolico,  pero  con  los  ejes  rotados  45°.  La  sugerencia  es  correcta.  M 


Graficas  por  computadora  y  curvas  de  nivel  En  las  figuras  de  la  15  a  la 
19  hemos  trazado  otras  cinco  superficies,  pero  ahora  tambien  mostramos  las  curvas 
de  nivel  correspondientes.  Una  tercera  grafica  es  una  grafica  tridimensional,  con  las 
curvas  de  nivel  en  la  superficie.  Observe  que  hemos  girado  el  piano  xy  de  modo  que 
el  eje  x  apunte  hacia  la  derecha,  facilitando  la  relacion  entre  la  superficie  y  las  cur¬ 
vas  de  nivel. 


Figura  14 
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mm 
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Figura  18 
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Figura  19 


Aplicaciones  de  las  graf  icas  de  contorno  Con  frecuencia,  los  mapas  de  con¬ 
torno  se  utilizan  para  mostrar  condiciones  climaticas,  o  de  otros  tipos,  en  diversos  pun- 
tos  de  un  mapa.  Por  ejemplo,  la  temperatura  varfa  de  un  punto  a  otro.  Podemos  pensar 
en  T(x,y)  como  igual  a  la  temperatura  en  la  posicion  (x,y).  Las  curvas  de  nivel  para 
temperaturas  iguales  se  Haitian  isotermas  o  curvas  isotermas.  La  figura  20  muestra  un 
mapa  de  isotermas  para  Estados  Unidos. 

El  9  de  abril  de  1917,  un  fuerte  terremoto  con  epicentre  cercano  al  rfo  Mississipi, 
justo  al  sur  de  San  Luis,  se  sintio  tan  al  norte  como  Iowa  y  tan  al  sur  como  Mississipi.  La 
intensidad  de  un  terremoto  se  mide  de  I  a  XII,  donde  los  numeros  mayores  correspon- 
den  a  un  terremoto  mas  severe.  Un  terremoto  de  magnitud  VI  provocarfa  un  dano  ffsi- 
co  a  las  estructuras.  La  figura  21  muestra  un  ejemplo  de  otro  tipo  de  mapa  de  contorno. 
Si  pensamos  la  intensidad  I  como  una  funcion  de  la  posicion  ( x,y ).  entonces  podemos 
ilustrar  la  intensidad  del  terremoto  usando  un  mapa  cuyas  curvas  de  nivel  corres- 
pondan  a  intensidades  iguales.  Las  curvas  con  intensidad  constante  se  llaman  curvas 
isosi'smicas.  La  figura  21  muestra  que  las  regiones  que  experimentaron  una  intensidad 
VI  incluyen  el  area  de  San  Luis  y  una  franja  en  el  sureste  de  Missouri.  La  mayor  parte 
del  este  de  Missouri  y  el  suroeste  de  Illinois  experimentaron  una  intensidad  entre  V  y  VI. 
Como  Kansas  City  y  Memphis  estan  cerca  de  la  misma  curva  isosfsmica,  la  intensidad 
fue  casi  la  misma  en  ambas  ciudades. 
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Funciones  de  tres  o  mas  variables  Varias  cantidades  dependen  de  tres  o  mas 
variables.  Por  ejemplo,  la  temperatura  en  un  auditorio  grande  puede  depender  de  la 
posicion  (jr,  y,  z)\  esto  conduce  a  la  funcion  T(x,  y,  z).  La  velocidad  de  un  fluido  puede 
depender  de  la  posicion  (a:,  y,  z)  y  del  tiempo  t ;  esto  conduce  a  la  funcion  V{x,  y,  z,  t). 
Por  ultimo,  la  calificacion  promedio  en  un  examen  aplicado  a  un  grupo  de  50  estu- 
diantes  depende  de  las  50  calificaciones  jq,  x2, . ..,  v50;  esto  conduce  a  la  funcion 
A(xux2,...x5Q). 

Podemos  visualizar  las  funciones  de  tres  variables  al  graficar  superficies  de  nivel, 
es  decir,  superficies  en  el  espacio  tridimensional  que  conducen  a  un  valor  constante  para 
la  funcion.  Las  funciones  de  cuatro  o  mas  variables  son  mucho  mas  dificiles  de  visualizar. 
El  dominio  natural  de  una  funcion  de  tres  o  mas  variables  es  el  conjunto  de  todas  las 
tercias  ordenadas  (o  cuartetas,  quintetas,  etcetera)  para  las  cuales  la  funcion  tiene 
sentido  y  proporciona  numeros  reales. 


Figura  22 


jj  I JEMPLO  6 

de  nivel  para  /. 


Determine  el  dominio  de  cada  funcion  y  describa  las  superficies 


(a)  f(x,y,z)  =  Vx2  +  y2  +  z2  ~  1 

1 

(b)  g(w,x,y,z) 


Vw2  +  x2  +  y2  +  z2  -  1 


SOLUCION 

(a)  Para  evitar  raices  de  numeros  negativos,  la  tercia  ordenada  (x,y,  z)  debe  satisfacer 
x2  +  y2  +  z2—  1  s  0.  Asi.el  dominio  para/consta  de  todos  los  puntos  (x,y,  z)  que  es- 
tan  en  o  fuera  de  la  esfera  unitaria.  Las  superficies  de  nivel  para  / son  superficies  en 
el  espacio  tridimensional  en  donde  f(x,  y.  z)  =  V'x2  +  y2  +  zz  —  1  —  c.  Siem- 
pre  que  c  a  0,  esta  relacion  lleva  a  x2  +  y2  +  z2  =  c  +  1,  una  esfera  con  centro  en  el 
origen.  Por  lo  tanto,  las  superficies  de  nivel  son  esferas  concentricas  con  centro  en 
el  origen. 

(b)  La  cuarteta  ordenada  (w,  x,  y,  z)  debe  satisfacer  w2  +  x2  +  y2  +  z2  -  1  >0,  pues 

debemos  evitar  raices  de  numeros  negativos  y  la  division  entre  cero.  * 


LjI  MIM.O  7  Sea  F(x,y ,  z)  =  z  -xz-y2.  Describa  las  superficies  de  nivel  para  F 
y  trace  las  superficies  de  nivel  para  -  1. 0. 1  y  2. 


SOLUCION  La  relacion  F(x,  y,  z)  =  z  —  x2  -  y2  =  c  lleva  a  z  =  c  +  x2  +  y2.  Este  es  un 
paraboloide  que  abre  hacia  arriba  con  vertice  en  (0,  0,  c).  En  la  figura  22  se  muestran 
las  superficies  de  nivel.  M 


Revision  de  conceptos 

1.  Una  funcion  / determinada  mediante  z  =f(x,y)  es  una _ .  3.  El  mapa  de  contorno  de  z  =*2  +  y1  consta  de 

2.  La  proyeccion  de  la  curva  z  =  /(.v,  y)  =  c  sobre  el  piano  xy  es  4.  El  mapa  de  contorno  de  z  =  x2  consta  de _ 

un(a) _ ,  y  una  coleccion  de  tales  curvas  es  un(a) _ . 


Conjunto  de  problemas  12.1 

1,  Sea  f(x,  y)  =  x2y  +  Vy.  Determine  cada  valor, 

(a)  /(2,  1 )  (b)  /(3, 0) 

(c)  /( 1  •  4)  (d)  /(«,«4) 

(e)  f0/x,x4)  (f)  /(2,  —4) 

^.Cual  es  el  dominio  natural  de  esta  funcion? 

2.  Sea  f(x, y)  =  y/x  +  xy.  Determine  cada  valor. 


(a)  /(1,2)  (b)  /(i  4) 

(c)  /( 4,|)  (d)  /(a,  a) 

(e)  f(\/x,x2)  (f)  /( 0,0) 

^.Cual  es  el  dominio  natural  de  esta  funcion? 

3.  Sea  g(.r,  y,  z )  =x2  sen  yz.  Determine  cada  valor, 
(a)  g(  1 , 7r,  2)  (b)  g(2, 1 ,  7t/6) 
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(c)  g(4,  2.  7t/4)  [cj  (d)  g(7T,77,  7T ) 

4.  Sea  g(x,  y,  z)  =  Vx  cos  y  +  z2.  Determine  cada  valor. 

(a)  g(4, 0, 2)  _  (b)  g(  -9,ir,3) 

(c)  g(2,7r/3,-l)  0(d)  g(3, 6, 1.2) 

5.  Determine  F(f(t),  g(f)),  si  F(x,  y)  =  x2y  y  f(t)  =  t  cos  I , 
g(0  =  sec2 t. 

6.  Determine  F(f(t),  g(r)),  si  F(x,  y)  =  e*  +  y2  y  /(t)  =  In  r, 
g(f)  =  e'/2. 


£«  tos  problernas  del  7  al  16  bosqueje  la  grafica  de  f. 

7.  /(x,  y)  =  6  8.  /(x,  y)  =  6  -  x 

9.  /(x,  y)  =  6  -  x  -  2y  10.  /(x,  y)  =  6  -  x2 

11.  /(x,  y)  =  Vl6  -  x2  -  y2 

12.  /(x,  y)  =  Vl6  -  4x2  -  y2 

13.  /(x,  y)  =  3  -  x2  -  y2  14.  f(x,  y)  =  2  -  x  -  y2 

15.  /(x,  y)  =  e~(*2+^  16.  /(x,  y)  =  x2/y,  y  >  0 

En  los  problernas  del  17  al  22  bosqueje  la  curva  de  nivel  z  =  k  para  el 
valor  indicado  de  k. 

17.  z  =  \{x2  +  y2),  k  =  0,  2,  4,  6,  8 

18.  z  =  ~,k  =  -2,  -1,0,  1,2 

y 

x2 

19.  z  =  — ,  k  =  -4,  -1,  0,  1,  4 

y 

20.  z  =  x2  +  y,  k  =  -4, -1,0, 1,4 

x2  +  1 

21.  z  =  -5 - y.k  =  1,2,4 

x2  +  y2 

22.  z  =  y  —  sen  x,  k  =  —2,  —1,  0, 1,  2 

23.  Sea  T(x,  y)  la  temperatura  en  un  punto  (x,  y)  del  piano.  Trace 

las  curvas  isotermas  correspondientes  a  T  =  |,  0,  si 


T(x,y) 


x2  +  y2 


24.  Si  V(x,  y)  es  el  voltaje  en  un  punto  (x,  y)  en  el  piano,  las  cur¬ 
vas  de  nivel  de  V  se  llaman  curvas  equipotenciales.  Trace  las  curvas 
equipotenciales  correspondientes  a  V  =  \,  1,2, 4  para 


V{x,y) 


_ 4 _ 

V(x  -  2)2  +  (y  +  3)2 


25.  La  figura  20  muestra  isotermas  para  Estados  Unidos. 

(a)  ^.Cual  de  las  ciudades  San  Francisco,  Denver  o  Nueva  York  te¬ 
nia  aproximadamente  la  misma  temperatura  que  San  Luis? 

(b)  Si  usted  estuviera  en  Kansas  City  y  quisiera  viajar  hacia  un  cli- 
ma  frto  lo  mas  rapido  posiblc,  ^,en  que  direccion  viajaria?  (',Que 
pasarfa  si  quisiera  viajar  hacia  un  clirna  mas  templado? 

(c)  Si  saliera  de  Kansas  City,  ^,en  que  direcciones  podria  partir  para 
estar  aproximadamente  a  la  misma  temperatura? 

26.  La  figura  23  muestra  un  mapa  de  contorno  para  la  presion 

barometrica  en  milibares.  Las  curvas  de  nivel  para  la  presion  baro- 

metrica  se  llaman  isobaras. 

(a)  liQue  parte  de  Estados  Unidos  tuvo  la  menor  presion  barome¬ 
trica?  1 Y  la  mayor? 

(b)  Si  estuviera  en  San  Luis,  ^en  que  direccion  tendrfa  que  viajar 
para  moverse  lo  mas  rapido  posible  hacia  una  presion  barome¬ 
trica  menor?  1 Y  hacia  una  presion  barometrica  mayor? 


(c)  Si  saliera  de  San  Luis,  j,en  que  direcciones  podria  partir  para 
permanecer  aproximadamente  en  la  misma  presion  barome¬ 
trica? 


En  los  problernas  del  27  al  32  describa  geometricamente  el  dominio  de 
cada  una  de  las  funciones  indicadas  de  tres  variables. 


27. 

f(x. 

y,z) 

28. 

f(x. 

y,z) 

29. 

fix , 

y,z) 

30. 

fix . 

y,z) 

31. 

fix, 

y.z) 

32. 

fix, 

y.z) 

Vx2  +  y2  +  z2  -  16 
Vx2  +  y2  -  z2  -  9 
Vl44  -  16x2  -  9y2  -  144z2 
(144  -  16x2  -  16y2  +  9 z2)3/2 
xyz 

ln(x2  +  y2  +  z2) 

Z  ln(xy) 


Describa  geometricamente  las  superficies  de  nivel  de  las  funciones  de- 
finidas  en  los  problernas  del  33  al  38. 

33.  f(x,  y,  z)  =  x2  +  y2  +  z2;k  >  0 

34.  /(x,  y,  z)  =  l()0x2  +  16y2  +  25 z2\  k  >  0 

35.  /(x,y,z)  =  16x2  +  16y2  -  9z2 

36.  /(x,  y,  z)  =  9x2  -  4y2  -  z2 

37.  /(x,  y,  z)  =  4x2  -  9y2 

38.  /(x,  y,  z)  =  k  >  0 

39.  Determine  el  dominio  de  cada  funcion. 


(a)  f{w,  x,  y,  z)  =  2  •  2  •  2 

Vnr  +  x2  +  y2  +  z2 

(b)  g(x,,x2,...,x„)  =  exp(-x,  -  x2  -  ■■■  -  x2) 

(c)  Mx,,x2,...,x„)  =  Vl  -  (x2  +  x2  +  ■■■  +  x2) 


40.  Bosqueje  (lo  rnejor  que  pueda)  la  grafica  de  la  si  1  Ur  de  mon¬ 
tar  z  -  x(x2  -  3y2).  Comience  fijandose  donde  z  =  0. 

41.  El  mapa  de  contorno  de  la  figura  24  muestra  las  curvas  de  ni¬ 
vel  para  una  montaiia  de  3000  pies  de  altura. 

(a)  r,Quc  tiene  de  particular  el  camino  hasta  la  cima  indicado  por 
AC?  iQue  tiene  de  particular  BC? 

(b)  Haga  buenas  estimaciones  de  las  longitudes  totales  de  los  cami- 
nos  AC  y  BC. 
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3000  pies 


Figura  24 


42.  Identifique  la  grafica  de  f(x,  y)  =  x2  -  x  +  3y 2  +  12y  -  1 3,  indi- 
que  donde  alcanza  su  valor  minimo  y  determinelo. 


[/Ml  Para  cada  una  de  las  funciones  de  los  problemas  de 1 43  al  46  tra¬ 
ce  la  grafica  y  el  mapa  de  contorno  correspondiente. 

43.  f(x,  y)  =  senV2x2  +  y2;  —  2  <  x  s  2,  -2  <  y  <  2 

44.  /(x,  y)  =  sen(x2  +  y2)/(x2  +  y2),/( 0,0)  =  1; 

-2  <  x  <  2,  -2  <  y  <  2 

45.  f(x,y)  =  (2x  -  y2)  exp(-x2  —  y2);  -2  s  x  £  2, 

—2  <  y  <  2 

46.  /(x,  y)  =  (sen  x  sen  y)/(l  +  x2  +  y2);  -2  s  x  <  2, 

-2  <  y  <  2 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  funcion  real  de  dos 
variables  reales  2.  curva  de  nivel;  mapa  de  contorno  3.  circun- 
ferencias  concentricas  4.  rectas  paralelas 


12.2  Suponga  que  /es  una  funcion  de  dos  variables  x  y  y.  Si  y  se  mantiene  constante,  diga- 
mos,  y  =  y0,  entonces  /(x,  y0)  es  una  funcion  de  la  variable  simple  x.  Su  derivada  en  x  =  x0 
es  la  derivada  parcial  de / respecto  a  x  en  (x0,y0)  y  se  denota/v(xo,yo)-  Asl, 


Derivadas  parciales 


fx(x  o,  y0) 


lfm 

Ar— *0 


f(x i)  +  Ax,  yu)  -  f(x0,y0) 
Ax 


De  manera  andloga,  la  derivada  parcial  de/ respecto  a  y  en  (x(),y0)  se  denota/y(xo,yo) 
y  esta  dada  por 


fy(x 0.  Jo) 


lfm 

Ay— *0 


fix  0,  y0  +  Ay)  -  f(x  o,  y0) 
Ay 


En  vez  de  calcular/t(x0,  y0)  y  /y(xo,yo)  directamente  a  partir  de  las  definiciones  en 
los  recuadros,  por  lo  general  hallamos  fx(x,  y)  y  fy(x,  y)  usando  las  reglas  usuales  para 
las  derivadas;  luego,  sustituimos  x  =  x0  y  y  =  y0.  Aqui,  el  punto  importante  es  que  las  re¬ 
glas  para  la  derivacion  de  una  funcion  de  una  variable  (capitulo  2)  sirven  para  determi- 
nar  las  derivadas  parciales,  siempre  que  se  mantenga  fija  una  variable. 


B  l  liMI'I  O  1  j  Determine  fx(l ,  2)  y  fy(  1,  2),  si  f(x,  y)  =  x2y  +  3y\ 

SOLUCION  Para  calcuiar  /x(x,  y),  consideramos  y  como  constante  y  derivamos  con 
respecto  a  x  para  obtener 

fx(x,  y)  =  2 xy  +  0 


Asf, 


fxi  1,2)  =  2-1-2  =  4 


Analogamente,  consideramos  a  x  como  constante  y  derivamos  respecto  a  y  para  ob¬ 
tener 


fy(x,  y)  =  x2  +  9y2 


y  entonces 


/,( 1,2)  =  l2  +  9-22  =  37 
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Si  z  =/( x,  y),  usamos  las  siguientes  notaciones  alternativas: 

, ,  ,  dz  df(x,  y )  ,  N  dz  df(x,  y ) 

fx(x,  y)  =  —  =  — - -  fy(x,  y)  =  —  =  — - - 

dx  dx  dy  dy 


fx(x  o,  yo) 


fy(x 0,  y0)  = 


dy  l(i„,vu) 


El  simbolo  d  es  particular  de  las  matematicas  y  se  llama  el  signo  de  derivada  parcial. 
9  9 

Los  simbolos  —  y  —  representan  operadores  lineales,  parecidos  a  los  operadores  li- 

d 

neales  Dx,  y  que  encontramos  en  el  capltulo  2. 
dx 

§§f  EJEMPLO  2  Si  z  =x2  sen(jry2),  determine  dzldx  y  dzldy. 


SOLUCION 


zy-  =  x2^-[sen(xy2)]  +  sen(xy2)  j~{x2) 
dx  dx  dx 


,/l  l  M 


=  x2  cos(xv2) — {xy2)  +  sen(xy2)  •  2x 
dx 

=  x2  cos(xy2)  •  y2  +  2x  sen(xy2) 

=  x2y2  cos(xy2)  +  2xsen(xy2) 

--  =  x2  cos(xy2)  •  2xy  =  2x3ycos(xy2) 
dy 


r  x  fx(xQy  yo )  =  pendiente  de  € 

Figura  1 


Figura  2 


/v(jt0,  >»„)  =  pendiente  de  € 


Posicion  de  la 
cuerda  en  el  instante  t 
\ 


Interpretaciones  geometrica  y  fisica  Considere  la  superficie  cuya  ecuacion 
es  z  =  fix,  y).  El  piano  y  =  interseca  a  esta  superficie  en  la  curva  plana  QPR  (figura  1 ), 
y  el  valor  de  fx(x (),  y0)  es  la  pendiente  de  la  recta  tangente  a  esta  curva  en  P{xi)t  y0, 
f(xo,yo))-  De  manera  analoga,  el  piano  x  =  x0  corta  a  la  superficie  en  la  curva  plana 
LPM  (figura  2)  y /v(xq,  y0)  es  la  pendiente  de  la  recta  tangente  a  esta  curva  en  P. 

Las  derivadas  parciales  tambien  se  pueden  interpretar  como  razones  de  cambio 
(instantaneas).  Suponga  que  una  cuerda  de  violin  se  fija  en  los  puntos  A  y  B  y  vibra 
en  el  piano  xz ■  La  figura  3  muestra  la  posicion  de  la  cuerda  en  un  instante  tipico  t.  Si 
z  ~f{x,  t)  denota  la  altura  de  la  cuerda  en  el  punto  P  con  abscisa  x  en  el  instante  t,  en- 
tonces  dz/dx  es  la  pendiente  de  la  cuerda  en  P  y  dzfdt  es  la  razon  de  cambio  de  la  altura 
de  P  respecto  al  tiempo  y  a  lo  largo  de  la  recta  vertical  indicada.  En  otras  palabras,  dz/dt 
es  la  velocidad  vertical  en  P. 

J  EJEMPLO  3  La  superficie  z  =  fix ,  y)  =  V9  —  2x2  —  y2  y  el  piano  y  =  1  se 
cortan  en  una  curva,  como  en  la  figura  1.  Determine  ecuaciones  parametricas  para  la 
recta  tangente  en  (  V2,  1,2). 


SOLUCION 


fx{x,y)  =\{9  -2x2  -  y2y'l2(-4x) 


de  modo  que  /,( 1 )  =  —  VZ  Este  numero  es  la  pendiente  de  la  recta  tangente  a 
la  curva  en  ( V2,  1.  2);  es  decir,  —  V^/l  es  el  cociente  entre  la  elevacion  y  el  desplaza- 
miento  a  lo  largo  de  la  recta  tangente.  Se  sigue  que  esta  recta  tiene  vector  direccion 
(l,0,  -  V2)  y  como  pasa  por  (  V2,  1,2),  entonces 

x  =  V2  +  t,  y  =  1,  z  =  2  —  V2 1 


Figura  3 


son  las  ecuaciones  parametricas  pedidas. 
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JgJEJEMPLO  4  i  El  volumen  de  cierto  gas  esta  relacionado  con  su  temperatura  T y 
su  presion  P  mediante  la  ley  de  los  gases  PV  =  lOE,  donde  V  se  mide  en  pulgadas  cubi- 
cas,  P  en  libras/pulgada  cuadrada  y  T  en  grados  Kelvin.  Si  V  se  mantiene  constante  en 
50,  ^cual  es  la  razon  de  cambio  de  la  presion  con  la  temperatura  cuando  T  =  200? 


SOLUCION  Como  P—  1077V, 


</P  _  10 

dT  ~  V 


dT  1 7=200,  V  -  50 


m  _  i 
50  “  5 


De  tal  modo,  la  presion  aumenta  a  razon  de  |  libra/pulgada  cuadrada  por  cada  grado 
Kelvin.  ■ 


Derivadas  parciales  de  orden  superior  Como  una  derivada  parcial  de  una 
funcion  de  x  y  y  es,  en  general,  otra  funcion  de  estas  mismas  dos  variables,  se  puede  de- 
rivar  parcialmente  respecto  a  x  o  y,  con  lo  que  se  obtienen  las  segundas  derivadas 
parciales  de  /, 


a  fan  a2f 

fxx  -  dx\dx)  -  ax2 


.)  piri  =  jrf_ 

dy\8x)  dy  dx 


fyy  a,. 


a  fan  d2f 


dy\dyj  dy 


a  faf\  d2f 


fyx  ify) x  ) 


dx  \dy  J  dx  dy 


EJEMPLO  S  1  Determine  las  cuatro  derivadas  parciales  segundas  de 


f(x,  y)  =  xey  -  sen(x/y)  +  r'y2 


SOLUCION 


fx{x,y)  =  ey  -  -cos J  +  3x2y2 


fy{x,  y)  =  xey  +  — y cos^— J  +  2xiy 
fxx{x,  y)  =  ^sen(~)  +  6 xy2 


f yy(x'  y)  =  xe>  +  7senlv7 )  ~ 

fxv(x,  y)  =ey-  yscn (j)  +  ^cos0) 


fyx(x,  y)  =  ey  — ^sen^J  +  -^cos^J  +  6 x2y  a 

Observe  que  en  el  ejemplo  5 ,fxy  =fxy  es  un  igualdad  que  ocurre  por  lo  general  pa¬ 
ra  las  funciones  de  dos  variables  que  aparecen  en  un  primer  curso.  En  la  section  12.3 
(teorema  C)  daremos  un  criterio  para  que  se  de  esta  igualdad. 

Las  derivadas  parciales  de  tercer  y  mayor  orden  se  definen  de  manera  analoga  y  su 
notation  es  similar.  Asi,  si  /  es  una  funcion  de  dos  variables  x  y  y,  la  tercera  derivada 
parcial  de  /obtenida  al  derivar/ parcialmente,  primero  respecto  ary  luego  dos  veces 
con  respecto  a  y,  se  indica  como 

l[imi  =  d  (  d2f  \  =  = 

dy  .  dy  v  dx  )  _  dy  V  dy  dx  )  dy1  dx  xyy 

En  total,  hay  ocho  derivadas  parciales  de  tercer  orden. 
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Mas  de  dos  variables  Sea/una  funcion  de  tres  variables,  x,  y  y  z.  La  derivada 
parcial  de/respecto  aren  (x,  y,  z)  se  denota  como  fx(x,  y,  z)  o  <)f(x,  y.  z)/dx  y  se  define 
como 


fx{x,  y,  z) 


Urn 

Ax— >0 


f{x  +  A  x,y,z) 
Ax 


f(x,  y,  z) 


Asf  ,fx(x,  y,z)  se  puede  obtener  considerando  ay  y  z  como  constantes  y  derivando  con 
respecto  a  x. 

Las  derivadas  parciales  respecto  a  y  y  z  se  definen  de  manera  analoga.  Las  derivadas 
parciales  de  funciones  de  cuatro  o  mas  variables  se  definen  de  manera  similar  (vease  el 
problema  49).  Las  derivadas  parciales  como  fxyy  fxyz  que  implican  la  derivacion  respec¬ 
to  a  mas  de  una  variable  se  llaman  derivadas  parciales  cruzadas. 


B  EJEMPLO  6 


Si  /(x,  v,  z)  =  xy  +  2 yz  +  3zx,  determine  fx,  fy,  y  fz. 


SOLUCION  Para  obtener  fx,  consideramos  ay  y  z  como  constantes  y  derivamos  res¬ 
pecto  a  la  variable  x.  Asf, 


fx(x,  y,z)  =  y  +  3z 

Para  determinar/y,  consideramos  a  x  y  z  como  constantes  y  derivamos  respecto  a  y: 

fy(x,  y,  z)  =  x  +  2 z 


De  manera  similar, 


fz(x,  y,  z)  =  2y  +  3x 


J  EJEMPLO  7  Si  T(w,  x ,  y,  z)  =  zew  +x  +y  ,  determine  todas  las  primeras  deri- 

.  d2T  d2T  d2T 
vadas  parciales  y  ,  ,  y  — r. 

dW  dx  dx  dw  (-)Z2 


SOLUCION  Las  cuatro  primeras  parciales  son 
dT  d 


dw  dw 


(ze* 


)  =  2  wzeu 


—  =  —(zew2+x2+y2)  =  2  xzew2+x2+yl 
dx  dx 


dy  dyK 


)  =  2  yze 


ur+jr+r 


dT  _  ,  w2+x2+y2\  _  ew2+x2+y 2 

dz  dz K  ’ 


Las  otras  derivadas  parciales  son 


d2T 


dw  dx  div  dx 


(ze 


,w2+x 2+/\  _  d 


)  =  —(2xzew+jr+y  )  =  4 wxzew  +x'+y 
’  dw  ' 


d2T  _  d2 
dx  dw  dx  dw 


(ze 


,w2+x2  +  y2\  _  d 


)  =  —(2 wze'°  +x+y  )  =  4wxzew+x  +y 


d~T  =  l_{zevi2+x2+y2 

dz2  dz2 


)  =  —  (e^+^+r)  =  0 

<5z 


Revision  de  conceptos 

1.  fx(x n,  Vo)  como  un  h'mite  se  define  mediante _ y  se  lla¬ 
ma  la _ en  (xu,  yn). 

2.  Si /(x,y)=x,+xv,entonces/r(l,2)  = _ y/v(l,2)= _ . 


3.  Otra  notacion  para  fxv(x,  y )  es _ . 

4.  Si/(x,  y)  =  g(x)  +  /i(v),  entonces/xv(x,  y)  = 
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Conjunto  de  problemas  12.2 


En  los  problemas  del  1  al  16  determine  todas  las  primeras  derivadas 
parciales  de  cada  funcibn. 


i. 


3. 


5. 


7. 


9. 

11. 

12. 

13. 


15. 


f(x,  y)  =  (2*  -  y)4 


2  1 
x2  -  y 


2. 

4. 


f(*,y)  = 

xy 

/( x,  y)  =  ey  sen  x  6. 

f(x,y)  =  Vx2  -  y2  8. 
g(x,  y)  =  e~xy  10. 

f(x,  y)  =  tan-1  {Ax  -  ly) 

F{w,z)  =  wtsen-1^— ^ 

f(x,  y)  =  y  cos(x2  +  y2)  14. 
F(x ,  y)  =  2  sen  x  cos  y  16. 


f(x ,  y)  =  (4x  -  y2)3/2 
f(x ,  y)  =  e*  cos  y 

f(x,  y)  =  (3x2  +  y2)-^ 3 

/(m,  «)  =  em' 

/(s,0  =  ln(^2-f2) 


/(M)  =  e'2-'2 
/(r,  0)  =  3r3  cos  26 


En  los  problemas  del  17  al  20  verifique  que 


a2/  =  a2/ 

dy  dx  dx  dy 


17.  f(x,  y )  =  2x2y3  -  x3y5  18.  /(x,  y)  =  ( x 3  +  y2)5 
19.  /(x,  y)  =  3e2jrcosy  20.  f(x,y)  =  tan-1  xy 
,  2x  -  y 

21.  Si  P(x,  y)  =  -  — ,  determine  Fx(3,  —2)  y  Fv(3,  —2). 

22.  Si  F(x,  y)  =  ln(x2  +  xv  +  v2),  determine  Fv(  — 1, 4)  y 

23.  Si  /(x,  y)  =  tan-1  (y2/x),  determine  /v(a/5,  -2)  y 
/i ( V'5.  -2).  ' 

24.  Si  /(x,  y)  =  e-v  cosh  x,  determine  fx(  —  1,  1)  y /y(  — 1,  1). 

25.  Calcule  la  pendiente  de  la  tangente  a  la  curva  de  interseccion 
de  la  superficie  36 z  =  4x2  +  9y2  y  el  piano  x  =  3  en  el  punto  (3, 2. 2). 

26.  Calcule  la  pendiente  de  la  tangente  a  la  curva  de  interseccion 
de  la  superficie  3z  =  V36  —  9x2  -  4y2  y  el  piano  x  =  1  en  el  punto 

(l,  -2,  VTT/3). 


27.  Calcule  la  pendiente  de  la  tangente  a  la  curva  de  interseccion 
de  la  superficie  2 z  =  V9x2  +  9v2  -  36  y  el  piano  v  =  1  en  el  punto 
(2.1.1)- 


28.  Calcule  la  pendiente  de  la  tangente  a  la  curva  de  intersec¬ 
cion  del  cilindro  4z  =  5  V 1 6  -  x2  y  el  piano  y  =  3  en  el  punto 
(2,  3,  5V3/2). 

29.  El  volumen  V  de  un  cilindro  circular  recto  esta  dado  por 
V  =  irrli,  donde  r  es  el  radio  y  h  es  la  altura.  Si  h  se  mantiene  fijo  en 
h  =  10  pulgadas,  determine  la  razon  de  cambio  de  V  respecto  a  r 
cuando  r  =  6  pulgadas. 

30.  La  temperatura,  en  grados  Celsius,  en  una  placa  metalica  en 
el  piano  xy  esta  dada  por  T(x,  y)  =  4  +  2x2  +  y3.  ^Cual  es  la  razon  de 
cambio  de  la  temperatura  respecto  a  la  distancia  (medida  en  pies) 
si  comenzamos  a  movernos  desde  (3,  2)  en  la  direccion  del  eje  y 
positivo? 

31.  De  acuerdo  con  la  ley  del  gas  ideal,  la  presion,  la  temperatu¬ 
ra  y  el  volumen  de  un  gas  se  relacionan  mediante  PV  =  kT,  donde  k 


es  una  constante.  Determine  la  razon  de  cambio  de  la  presion  (libras- 
/pulgadas  cuadradas)  con  respecto  a  la  temperatura  cuando  la  tem¬ 
peratura  es  de  300°K,  si  el  volumen  se  mantiene  fijo  en  100  pulgadas 
cubicas. 

32.  Muestre  que,  para  la  ley  del  gas  del  problema  31 , 

dP  dP  „  'dPbVDT 
dV  HT  y  dV  DT  OP 


Una  funcion  de  dos  variables  que  satisface  la  ecuacion  de  Laplace, 

d2f  d2f 
~  +  =  0 
Sx~  dy2 


se  dice  que  es  armonica.  Muestre  que  las  funciones  definidas  en  los 
problemas  33  y  34  son  funciones  armonicas. 

33.  f(x,  y)  =  x3y  -  xy3 

34.  f(x,y)  =  ln(4x2  +  4y2) 


35.  Si  F(x,y)  =  3x4v5  -  2vzy3,  determine  d3P(x,  y)/3y3. 

36.  Si  / (x,  y)  =  cos(2x2  -  y2),  determine  £f(x,  y)/Dydx2. 

37.  Exprese  lo  siguiente  con  la  notacion  d. 

(a)  fyyy  lb)  fxxy  (c)  fxyyy 

38.  Exprese  lo  siguiente  con  notacion  de  subfndices. 


(a) 


a3/ 

dx2  dy 


(b) 


dx2  dy2 


(c) 


A5/ 

dx2  dy2 


39.  Si/(x,  y,  z)  =  3x2y  -  xyz  +  y2z2,  determine  lo  siguiente: 


(a)  fx(x,  y,  z) 


(b)  fy( 0,1.2) 


(C)  fxy(x,y,z) 


40.  Si  /(x.y,  z)  =  (x3  +  y2  +  z)4,  determine  lo  siguiente: 

(a)  fx(x,  y,  z)  (b)  /y(0,  1,1)  (c)  fzz(x,  y>  z) 


41.  Si  f(x,  y,z)  =  e  xyz  -  ln(xy  -  z2),  determine  fx(x,  y,  z). 

42.  Si  f(x,y,  z)  =  {xy/z)xn, determine  fx(-2,  —1,8). 

43.  Una  abeja  volaba  hacia  arriba  a  lo  largo  de  la  curva  dada  co- 
mo  la  interseccion  de  z=x4  +  xy3  +  12  con  el  piano  x  =  1.  En  el  punto 
(1,-2, 5),salio  por  la  recta  tangente.  ^.En  donde  toco  la  abeja  al  pia¬ 
no  xz?  (Vease  el  ejemplo  3.) 

44.  Sea  A(x,  y)  el  area  de  un  rectangulo  no  degenerado  de  di- 
mensiones  x  y  y,  de  modo  que  el  rectangulo  este  dentro  de  una  cir- 
cunferencia  de  radio  10.  Determine  el  dominio  y  el  rango  de  esta 
funcion. 


45.  El  intervalo  [0,  1]  debe  separarse  en  tres  partes,  haciendo 
cortes  en  x  y  y.  Sea  A{x,  y)  el  area  de  cualquier  triangulo  no  degene¬ 
rado  que  pueda  formarse  con  estas  tres  partes.  Determine  el  dominio 
y  el  rango  de  esta  funcion. 

46.  La  ecuacion  de  onda  c2  d2u/dx2  =  ifu/bt1  y  la  ecuacion  del  calor 

c  d2u/dx2  =  du/dt  son  dos  de  las  ecuaciones  mas  importantes  en  ffsica 
(c  es  una  constante).  Estas  se  llaman  ecuaciones  diferenciales  parciales. 
Demuestre  lo  siguiente: 

(a)  u  =  cos  x  cos  ct  y  u  =  e*  cosh  ct  satisfacen  la  ecuacion  de  onda. 

(b)  u  =  e+c'  sen  x  y  u  =  t  l/2e  A,k')  satisfacen  la  ecuacion  del 

calor. 
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47.  Para  el  mapa  de  contorno  de  z=f(x,  y)  que  aparece  en  la  fi¬ 
gure  4,  estime  cada  valor. 

(b)  /,(-4,2) 

(d)  /,(0,-2) 


(a)  /,(1,1) 

(c)  /,(- 5,-2) 


•4 - 1 - h - 


. 4 

. 5 

4-  I  -1 


(a)  sen(x  +  y2)  (b)  Dx  sen(x  +  y2) 

(c)  Dvsen(x  +  y2)  (d)  L>r(Dv  sen(x  +  y2)) 

49.  Proporcione  definiciones  en  terminos  de  h'mites  de  las  si- 
guientes  derivadas  parciales: 

(a)  fy(x,  y,  z)  (b) 

(c)  Gx(w,  x,  y,  z)  (d) 

(e)  -^-S(b0,bub2,...,bn) 

0U2 

50.  Determine  cada  derivada  parcial. 

d  ft 

(a)  — (sen  w  sen  x  cos  y  cos  z)  (b)  — [x  \n(wxyz)} 

dw  dx 

t  COS  X 

(c)  A,(x,  y,  z,  t ),  donde  A(x,  y,  z.t)  =  - - 

1  +  xyzt 


fAx •  y,  z) 
a 


az 


A(x,  y,  z,  t) 


Figura  4 

E-M]  48.  Se  puede  utilizar  un  sistema  de  algebra  por  computadora 
para  calcular  y  graficar  las  derivadas  parciales.  Trace  las  graficas  de 
las  siguientes: 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos: 

1.  lim  [/(x0  +  Ax,  y0)  —  /(xq,  yo)]/ Ax;  derivada  parcial  de/ 

A*— »0 

con  respecto  a  x  2.  5;  1  3.  d2f/dyax  4.  0 


12.3 

limites  y  continuidad 


Figura  1 


Nuestro  objetivo  en  esta  seccion  es  dar  sentido  a  la  proposition 


lfm 

(•> :,y)  —  (a,b) 


f(x,  y)  =  L 


Puede  parecer  extrano  que  hayamos  estudiado  las  derivadas  parciales  antes  que  los  h'¬ 
mites  para  funciones  de  dos  o  mas  variables.  Despues  de  todo,  analizamos  limites  en  el 
capitulo  1  y  derivadas  en  el  2.  Sin  embargo,  la  derivation  parcial  en  realidad  es  una  idea 
mas  sencilla  ya  que  todas  las  variables,  excepto  una.  se  mantienen  fijas.  El  unico  con- 
cepto  necesario  para  definir  la  derivada  parcial  es  el  de  limite  de  una  funcion  de  una 
variable,  que  nos  regresa  al  capitulo  1.  Por  otra  parte,  el  limite  de  una  funcion  de  dos  (o 
mas)  variables  es  un  concepto  mas  profundo,  ya  que  debemos  tomar  en  cuenta  todos 
los  caminos  en  que  (x,  y)  se  aproxima  a  (a,  b).  Esto  no  se  puede  reducir  a  tratar  “una 
variable  a  la  vez”  como  en  la  derivada  parcial. 

El  limite  de  una  funcion  de  dos  variables  tiene  el  significado  intuitivo  usual:  los  va- 
lores  de  f(x,  y)  se  acercan  cada  vez  mas  al  numero  L  cuando  (x,  y)  tiende  a  (a,  b).  El 
problema  es  que  (x,  y)  puede  tender  a  (a,  b)  en  una  infinidad  de  formas  distintas  (figura 
1).  Queremos  una  definicion  que  de  la  misma  L,  sin  importar  el  camino  que  (x,  y)  siga 
al  tender  a  (a,  b).  Por  fortuna,  la  definicion  formal  dada  primero  para  funciones  reales 
de  una  variable  (seccion  1.1)  y  luego  para  funciones  vectoriales  de  una  variable  (sec¬ 
cion  11.5)  son  similares  a  la  que  necesitamos  aqui. 


Definicion  Limite  de  una  funcion  de  dos  variables 

Decirque  lim  f(x,  y)  =  L  significa  que  para  cada  e>0  (sin  importar  que  tan 

(x  ,y)—(a,b) 

pequeno  sea)  existe  un  S  >  0  correspondiente,  de  modo  que  l/(x,y)—  LI  <  e,  siempre 
que  0  <  II  (x,  y)  —  (a,  b)  II  <  S. 


Para  interpretar  ll(x,y)  —  (a,  ft) II,  piense  en  (x,  y)  y  (a,  ft)  como  vectores.  Entonces 

II (x,  y)  -  (a,  ft) ||  =  V(x  -  a)2  +  (y  -  ft)2 

y  los  puntos  que  satisfacen  0  <  ll(x,  y)  —  (a,  ft)ll  <  S  son  aquellos  puntos  dentro  de  una 
circunferencia  de  radio  8,  excluyendo  al  centra  (a,  ft)  (vease  la  figura  2).  La  esencia  de 
la  definicion  es  esta:  podemos  hacer  a/(x,y)  tan  cercana  como  queramos  de  L  (en  menos 
de  e,  donde  la  distancia  se  mide  mediante  l/(x,y)  —  LI)  siempre  que  tomemos  a  (x,  y) 
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suficientemente  cercano  a  ( a ,  b)  (en  menos  de  5,  con  la  distancia  medida  mediante  ll(x,_y) 
—  (a,  6)11).  Compare  esta  definition  con  la  de  limite  dada  en  el  capitulo  1  y  la  definition 
de  una  funcion  con  valores  vectoriales  dada  en  el  capitulo  11;  las  semejanzas  son  obvias. 


Figura  2 


Observe  algunos  aspectos  de  esta  definicion. 

1 .  La  trayectoria  de  acercamiento  a  ( a ,  b)  no  es  importante.  Esto  significa  que  si  dis- 
tintas  trayectorias  de  acercamiento  conducen  a  distintos  valores  L,  entonces  el  li¬ 
mite  no  existe. 

2.  El  comportamiento  de  f(x,  y )  en  (a,  b )  no  es  importante;  la  funcion  ni  siquiera  tiene 
que  estar  definida  en  (a,  b).  Esto  es  consecuencia  de  la  restriction  0  <  I (x,  y)  -  (a,  6)11. 

3.  La  definicion  se  expresa  de  modo  que  se  extienda  de  manera  inmediata  a  funcio¬ 
nes  de  tres  (o  mas)  variables.  Solo  reemplace  (x,  y)  y  (a,  b)  por  (x,  y,  z)  y  (a,  b,  c) 
siempre  que  aparezcan. 

Podriamos  esperar  que  los  limites  para  muchas  funciones  pueden  obtenerse  median¬ 
te  sustitucion.  Esto  fue  cierto  para  muchas  funciones  (pero  ciertamente  no  para  todas) 
de  una  variable.  Antes  de  que  enunciemos  un  teorema  que  justifique  la  evaluation  de 
limites  mediante  sustitucion.  damos  algunas  definiciones.  Un  polinomio  en  las  variables  x 
y  _y  es  una  funcion  de  la  forma 

n  m 

f(x,y)  =  X  '£cuxiyi 


y  una  funcion  racionai  en  las  variables  x  y  y  es  una  funcion  de  la  forma 


f(x,y) 


P{x,y) 


en  donde  p  y  q  son  polinomios  en  x  y  y,  y  se  supone  que  q  no  es  identicamente  cero.  El 
teorema  siguiente  es  analogo  al  teorema  1.3B. 
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EJEMPLO  1  Evalue  los  lfmites  siguientes,  si  es  que  existen: 

x2  +  y2  +  1 


(a)  .  I'™  /A  +  3 y) 


(b)  lfm 

(*,y)-(0,0) 


2  2 
x2  -  yz 


SOI  UCION 

(a)  La  funcion  cuyo  lfmite  buscamos  es  un  polinomio,  asf  que  con  base  en  el  teorema  A 

lfm  (x2v  +  3y)  =  12*2  +  3-2  =  8 
(xy)-*(i,2) 

(b)  La  segunda  funcion  es  racional,  pero  el  lfmite  del  denominador  es  igual  a  cero,  mien- 
tras  que  el  lfmite  del  numerador  es  1.  Asf,  por  el  teorema  A,  este  lfmite  no  existe.  IB 


EJEMPLO  2  Demuestre  que  la  funcion /definida  como 


x2  -  y2 
f(x,y)  =  2  2 

x  +  y 


no  tiene  lfmite  en  el  origen  (figura  3). 


Figura  3 


SOLUOON  La  funcion /esta  definida  en  todas  partes  en  el  piano  xy,  excepto  en  el 
origen.  En  todos  los  puntos  del  eje  x  distintos  del  origen,  el  valor  de  ft  s 

x2  —  0 

m  o)  = 


t2  +  0 


=  1 


Asf,  el  lfmite  de  f(x,  y)  cuando  (x,  y)  tiende  a  (0, 0)  a  lo  largo  del  eje  x  es 

x2  -  0 


lfm  fix,  0) 
(jr.O)-*  (0,(>r 


lfm 


(x0)— *(0,0)  x2  +  0 


=  +1 


De  manera  similar,  el  lfmite  de  f(x,  y)  cuando  (x,  y)  tiende  a  (0, 0)  a  lo  largo  del  eje  y  es 


Coordenadas  polares  para  el 
ejemplo  2 

Podemos  utilizar  coordenadas  polares 
para  mostrar  que  el  lfmite  en  el 
ejemplo  2  no  existe. 


11111  ~ 

(x,y)-^(0,0)  x2  +  y- 

,  r 1  cos2  6  —  r2  sen2  6 

=  lim - ~ - 

r— *0  rl 

=  lfm  cos  29 
o 

=  cos  29 

que  toma  todos  los  valores  entre  — 1 
y  1  en  cada  vecindad  de  (0, 0). 
Concluimos  que  el  lfmite  no  existe. 


0  -  yz 

lfm  /( 0,  y)  =  lfm  - 2 

(0,y)-(0,0)  '  (0,y)— *(0,0)  0  +  y2 


=  -1 


Asf,  obtenemos  distintos  valores  dependiendo  de  la  forma  en  que  (x,  y)  — *  (0,  0).  De 
hecho,  hay  puntos  arbitrariamente  cerca  de  (0,  0)  en  los  que  el  valor  de  /  es  1  y  otros 
puntos  igualmente  cercanos  en  los  que  el  valor  de/es  —1.  Por  lo  tanto,  el  lfmite  no  pue- 
de  existir  en  (0, 0).  • 


Con  frecuencia  es  mas  facil  analizar  lfmites  de  funciones  de  dos  variables,  especial- 
mente  lfmites  en  el  origen,  cambiando  a  coordenadas  polares.  El  punto  importante  es 
que  (x,y)  — *  (0,0)  si  y  solo  si  r  =  Vr  +  y2  — >  0.  Asf  que,  algunas  veces,  los  lfmites  pa¬ 
ra  funciones  de  dos  variables  pueden  expresarse  como  lfmites  que  incluyen  solo  una 
variable,  r. 


EJEMPLO  3 


Evalue  los  siguientes  lfmites,  si  es  que  existen: 


(a) 


lfm 

(*,y)-*(0,0) 


sen(x2  +  y2) 
3x2  +  3y2 


y 


(b) 


xy 

lfm  -r - ^ 

(•xy)— *(o,o)  x2  +  y2 
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SOLUCION 

(a)  A1  cambiar  a  coordenadas  polares  y  utilizar  la  regia  de  L’Hopital,  tenemos 

sen (x2  +  y2)  sen  r2  1  2r  cos  r2  1 

lim  - ~ — - -z—  =  lim - r—  =  —  lim  — - =  — 

(x,y)-+{ o,o)  3x2  +  3 y2  r-> o  3 r2  3  r-* o  2r  3 

(b)  Otra  vez,  al  cambiar  a  coordenadas  polares  se  obtiene 

xy 


lim 


,,  r  cos  6  r  sin  6 
=  lim - r - =  cos  6  sen  6 


(x,y)->  (0,0)  x2  +  y2  r- ‘0 

Como  este  limite  depende  de  0,  trayectorias  en  lineas  rectas  llevaran  a  lfmites  dife- 
rentes.  Por  lo  tanto,  este  limite  no  existe.  ■ 


Continuidad  en  un  punto  Para  decir  que/(x,  y)  es  continua  en  el  punto  (a,  b) 
pediremos  lo  siguiente:  (1)  /  tiene  un  valor  en  (a,  b),  (2)  / tiene  un  limite  en  (a,  b)  y  (3) 
el  valor  de/en  (a,  b)  es  igual  al  limite  ahi.  En  resumen,  pedimos  que 

lim  fix,  y)  =  f(a,  b) 

(x,y)^(a,b) 

Esencialmente,  este  es  el  mismo  requisite  para  la  continuidad  de  una  funcion  de  una 
variable.  De  manera  intuitiva,  esto  significa  de  nuevo  que  /no  tiene  saltos,  grandes  fluc- 
tuaciones  o  un  comportamiento  no  acotado  en  (a,  b). 

El  teorema  A  puede  utilizarse  para  decir  que  funciones  polinomiales  son  conti- 
nuas  para  toda  ( x,y )  y  que  funciones  racionales  son  continuas  en  todas  partes,  excepto 
en  donde  el  denominador  sea  igual  a  0.  Ademas,  sumas,  diferencias,  productos  y  cocien- 
tes  de  funciones  continuas  son  continuos  (siempre  que  en  el  ultimo  caso  evitemos  la  di¬ 
vision  entre  cero).  Estos  resultados,  junto  con  el  teorema  siguiente,  pueden  utilizarse 
para  establecer  la  continuidad  de  muchas  funciones  de  dos  variables. 


Teorema  B 


|  Composicion  de  funciones 


Si  una  funcion  g  de  dos  variables  es  continua  en  (a,  b)  y  una  funcion  /  de  una  varia¬ 
ble  es  continua  en  g(a,  b),  entonces  la  composicion  /°  g,  definida  como  (f°  g)(x,  y)  = 
f(g(x,  y))  es  continua  en  (a,  b). 


Una  vecindad  en  el  espacio  bidimensional 


Una  vecindad  en  el  espacio  tridimensional 

Figura  4 


La  demostracion  de  este  teorema  es  similar  a  la  demostracion  del  teorema  1.6E. 


B|  EJEMPLO  4 

son  continuas. 


Describa  los  puntos  (x,y)  para  los  cuales  las  funciones  siguientes 


(a)  H(x,y)  =  •  *  3'!,  (b)  F{x,y)  =  cos(x3  -  4xy  +  y2) 

y  —  4x 

SOLUCION 

(a)  ( x,y )  es  una  funcion  racional,  por  lo  que  es  continua  en  todo  punto  en  donde  el  de¬ 
nominador  sea  diferente  de  cero.  El  denominador  y  -  4x2  es  igual  acero  a  lo  largo 
de  la  parabola  y  =  4x2.  Por  lo  tanto,  (x,  y)  es  continua  para  todo  (x,  y),  excepto  en 
los  puntos  en  la  parabola  y  =  4x2. 

(b)  La  funcion  g(x,y)  =x3  —  4xy  +y2,  como  es  un  polinomio,  es  continua  para  todo  (x, 

y).  Tambien,/(f)  =  cos  t  es  continua  para  todo  numero  real  t.  Con  base  en  el  teore¬ 
ma  B,  concluimos  que  F(x,y)  es  continua  para  todo  (x,y).  ■ 


Continuidad  en  un  conjunto  Decir  que  /(x,  y)  es  continua  en  un  conjunto  S 
significa  decir  que /(x,  y)  es  continua  en  cada  punto  del  conjunto.  Esto  significa  eso,  pe- 
ro  hay  algunas  sutilezas  relacionadas  con  este  enunciado  que  deben  aclararse. 

Primero  debemos  introducir  cierto  lenguaje  relativo  a  los  conjuntos  en  el  piano  (y 
en  los  espacios  de  dimension  mayor).  Por  una  vecindad  de  radio  5  de  un  punto  P,  en- 
tendemos  el  conjunto  de  todos  los  puntos  Q  que  satisfacen  I \Q  -  P\ I  <  S.  En  el  espacio 
bidimensional,  una  vecindad  es  el  “interior”  de  una  circunferencia;  en  el  espacio  tridi¬ 
mensional  es  el  interior  de  una  esfera  (figura  4).  Un  punto  P  es  un  punto  interior  de  un 
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Figura  5 


La  frontera  de  un  conjunto 

Si  usted  se  encuentra  en  la  frontera 
(es  decir,  en  el  borde)  entre  Estados 
Unidos  y  Canada,  entonces  puede 
alcanzar  ambos  pafses,  sin  importar 
que  tan  corto  sea  su  alcance.  Esta  es 
la  esencia  de  nuestra  definition  de 
punto  frontera.  Cualquier  vecindad 
(su  alcance)  de  un  punto  frontera 
incluira  puntos  en  S  y  puntos  fuera 
de  S ,  sin  importar  que  tan  pequena 
sea  la  vecindad. 

La  frontera  de  un  conjunto  desempe- 
ftara  un  papel  importante  mas  adelan- 
te  en  este  capitulo,  cuando  considere- 
mos  la  optimization  de  funciones,  y 
en  los  capftulos  13  y  14,  cuando  estu- 
diemos  integrales  multiples. 


Figura  6 


conjunto  S  si  existe  una  vecindad  de  P  contenida  en  S.  El  conjunto  de  todos  los  puntos 
interiores  de  S  es  el  interior  de  S.  Por  otro  lado,  P  es  un  punto  frontera  de  S  si  cada 
vecindad  de  P  contiene  puntos  que  estan  en  S  y  puntos  que  no  estan  en  S.  El  conjunto 
de  todos  los  puntos  frontera  de  S  es  la  frontera  de  S.  En  la  figura  5,  A  es  un  punto  interior 
y  B  es  un  punto  frontera  de  S.  Un  conjunto  es  abierto  si  todos  sus  puntos  son  puntos 
interiores  y  es  cerrado  si  contiene  a  todos  sus  puntos  frontera.  Es  posible  que  un  con¬ 
junto  no  sea  abierto  ni  cerrado.  Esto,  por  cierto,  explica  el  uso  de  “intervalos  abiertos” 
e  “intervalos  cerrados”  en  el  espacio  unidimensional.  Finalmente,  un  conjunto  S  es  acota- 
do,  si  existe  una  R  >  0  tal  que  todas  las  parejas  ordenadas  en  S  estan  dentro  de  un  clrculo 
de  radio  R  y  con  centra  en  el  origen. 

Si  S  es  un  conjunto  abierto,  decir  que  /es  continua  en  S  significa  precisamente  que 
/es  continua  en  cada  punto  de  S.  Por  otro  lado,  si  S  contiene  algunos  o  todos  sus  puntos 
frontera,  debemos  tener  cuidado  en  dar  la  interpretation  correcta  de  continuidad  en 
tales  puntos  (recuerde  que  en  el  espacio  unidimensional  tuvimos  que  hablar  de  la  conti¬ 
nuidad  por  la  izquierda  y  por  la  derecha  en  los  puntos  extremos  de  un  intervalo).  Decir 
que  /  es  continua  en  un  punto  frontera  P  de  S  significa  que  f(Q)  debe  tender  a  f(P) 
cuando  Q  tiende  a  P  mediante  puntos  de  S. 

He  aquf  un  ejemplo  que  nos  ayudara  a  aclarar  lo  que  hemos  dicho  (vease  la  fi¬ 
gura  6).  Sea 


si  x2  +  y2  £  1 
en  caso  contrario 

Si  S  es  el  conjunto  (( x ,  y):x2  +y2  £  1),  es  correcto  decir  que  f(x,  y)  es  continua  en  S.  Por 
otro  lado,  serfa  incorrecto  decir  que  f(x,  y)  es  continua  en  todo  el  piano. 

En  la  seccion  12.2  dijimos  que  para  la  mayor  parte  de  las  funciones  de  dos  varia¬ 
bles  estudiadas  en  un  primer  curso ,fxv—fyx;  es  decir,  el  orden  de  derivation  en  las  deri- 
vadas  parciales  cruzadas  no  es  importante.  Ahora  que  hemos  definido  la  continuidad, 
podemos  establecer  de  manera  sencilla  condiciones  para  que  esto  sea  cierto. 


Teorema  € 


|  Igualdad  de  las  parciales  cruzadas 


Si  fxy  y  fyx  son  continuas  en  un  conjunto  abierto  S,  entonces  fxy  =  fyx  en  cada  pun¬ 
to  de  S. 


Una  demostracion  de  este  teorema  aparece  en  libras  de  calculo  avanzado.  En  el  pro- 
blema  42  damos  un  contraejemplo  para  el  que  falla  la  continuidad  defxy. 

Nuestro  analisis  de  la  continuidad  se  ha  referido  principalmente  a  las  funciones  de 
dos  variables.  Creemos  que  usted  puede  hacer  los  sencillos  cambios  necesarios  para 
describir  la  continuidad  para  funciones  de  tres  o  mas  variables. 


Revision  de  conceptos 

1.  En  un  lenguaje  intuitivo,  decir  que  lim  fix,  v)  =  3 

significa  quef(x,  y)  se  acerca  a _ cuando _ . 

2.  Que  f(x,  y)  sea  continua  en  (1.2)  significa  que _ . 


3.  El  punto  P  es  un  punto  interior  del  conjunto  S  si  existe  una 

vecindad  de  P  tal  que _ . 

4.  El  conjunto  S  es  abierto  si  cada  punto  de  S  es _ ;  S  es 

cerrado  si  S  contiene  a  todos  sus _ . 
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Conjunto  de  problemas  12.3 

En  los  problemas  del  1  al  16  determine  el  limite  indicado  o  diga  si  no 


!•  ,  I™,  (3x2y  -  xy3) 

2  h'm  (xy3  -  xy  +  3y2) 

(x,y)-~>(-2,  I) 

3-  ,  lf™  fxcos2(xy)  -  sen(xy/3)] 

(x,y)->(2,w) 


4.  h'm 

(*.y)^(l,2) 


x3  -  3x2y  +  3 xy2  - 


y  -  2x2 


xy  -  y 

5.  lim  - r 

(x.y)^(-l.2)  (x  +  y  +  l)2 


7.  h'm 


sen(x2  +  y2) 


(•t.r)->(0.0)  x2  +  y2 


9.  h'm 


x2  +  y2 


(*,y)-*(l>,0)  x4  -  y4 


xy  +  cos  x 

6.  lim  ' - 

(■e,>0->(o,o)  xy  —  cos  x 

tan(x2  +  y2) 
8.  lim  - - - - — 

(■».}’)— (0,0)  X2  +  y2 

4  4 

x  -  y 

10.  h'm  — - '  - 

(■».>)—(o,o)  x2  +  y2 


11.  h'm  — . 

U. >)-*(»,())  Vr2  +  y2 

x1!3 

13.  lim  —z - r 

(x,y)-(0fi)  X2  +  y2 
x2y2 

15.  h'm  —z - 7 

(jr,y)-.(0,0)  a:2  +  y4 


12.  h'm  — - - — - 

(x,y)-(0fl)  (x2  +  y2)2 

x2  -  y2 

14.  h'm  xy  —z - r 

(*,y)-(o,o)  J  X2  +  y2 

ary2 

16.  h'm  —z - - 

(jro-)-(0.0)  JC2  +  y4 


En  los  problemas  del  17  al  26  describa  el  mayor  conjunto  S  donde  sea 
correcto  afirmar  quefes  continua 

x2  +  xy  -  5 

17.  f(x,  y)  = 

jr  +  yz  +  1 

18.  f(x,y)  =  ln(l  +  x2  +  y2) 

19.  f(x,y)  =  In ( 1  -  *2  -  y2) 

20.  f(x,  y)  =  -y:z.  1 . . 

VI  +  x  +  y 

x2  +  3 xy  +  y2 


21.  f(x,  y)  =  -  ^  - . 

y  -  x 

( sen(xy) 

.  I  — - ,  si  xy  7^  0 

22.  /(*,  y)  =  <  xy 

(  1,  si  xy  —  0 

23.  f(x,  y)  =  Vx  -  y  +  1 

24.  f(x,  y)  =  (4  —  x2  -  y2)-1/2 

1  +  x2 

25.  /(x,  y.  z)  2  r  2  t  7 

x"  +  yz  +  7- 

26.  /(x,  y,  7)  =  ln(4  -  x2  -  y2  -  72) 


los  problemas  27  al  32  bosqueje  el  conjunto  indicado.  Describa  la 
frontera  del  conjunto.  Por  ultimo,  indique  si  el  conjunto  es  abierto,  ce- 
rrado  o  ninguno  de  estos. 

27.  {(x,  y):  2  £  x  <  4,  1  <  y  <  5} 

28.  { (x,  y):  x2  +  y2  <  4} 

29.  {(x,y):0  <  x2  +  y2  <  1} 

30.  {(x,  y):  1  <  x  £  4} 

31.  {(x,  y):  x  >  0,  y  <  sen(l/x)} 

32.  {(x,  y):  x  =  0,  y  =  1  /n,  n  un  entero  positivo} 


33.  Sea 


T  x2  —  4y2 

f{x,  y)  =  <  x  2y 

si  x  #  2y 

Uw. 

si  x  =  2y 

Si  /  es  continua  en  todo  el  piano,  encuentre  una  formula  para  g(x). 
34.  Demuestre  que 


,  lfm  [/(x,  y)  +  g(x,  y)] 
(x*y)—*(a’b) 


=  h'm  fix,  y)  +  h'm  g(x.y) 

J  "  (x,y)-(a.b)nK 

siempre  que  los  dos  ultimos  lfmites  existan. 


35.  Muestre  que 


lim  — - - 

(x,y)-+( 0.0)  x2  +  y2 


no  existe,  considerando  una  trayectoria  al  origen  a  lo  largo  del  eje  x  y 
luego  otra  trayectoria  a  lo  largo  de  la  recta  y  =  x. 

36.  Demuestre  que 


no  existe. 


h'm 

(x,y)^(<),0) 


xy  +  v? 

x2  +  y2 


37.  Sea/(x,y)  =x2y/(x4  +  y2). 

(a)  Demuestre  que  /(x,  y)  — »  0  cuando  (x,  y)— ►  (0,  0)  a  lo  largo  de 
cualquier  lfnea  recta  y  =  mx. 


(b)  Demuestre  que /(x,  y)  — »  \  cuando  (x,y)^-(0.0)  a  lo  largo  de  la 
parabola  y  =  x2. 

(c)  iQue  conclusion  puede  extraer? 


38.  Sea /(x,  y)  la  minima  distancia  que  una  gota  de  lluvia  que  cae 
en  la  latitud  x  y  la  longitud  y  en  el  estado  de  Colorado  debe  recorrer 
para  llegar  a  un  oceano.  (-,En  que  punto  de  Colorado  esta  funcion  es 
discontinua? 


39.  Sea  H  la  cubierta  semiesfdrica  x2  +  y2  +  (z  —  l)2  =  1, 0  £  7  <  1, 
la  cual  aparece  en  la  figura  7  y  sea  D  =  {(x,  y,  7):  1  £  z  £  2).  Para  cada 
una  de  las  funciones  definidas  a  continuacion  determine  su  conjunto 
de  discontinuidades  dentro  de  D. 


(a)  /(x,  y,  7)  es  el  tiempo  necesario  para  que  una  parti'cula  arrojada 
desde  (x,  y,  z)  llegue  al  nivel  7=0. 

(b)  fix,  y,  7)  es  el  area  del  interior  de  H  (que  suponemos  es  opaca) 
que  puede  verse  desde  (x,  y,  7). 

(c)  fjx,  y,  z)  es  el  area  de  la  sombra  de  H  en  el  piano  xy  debido  a 
una  fuente  luminosa  puntual  en  (x,  y,  7). 

(d)  fix,  y,  7)  es  la  distancia  a  lo  largo  de  la  trayectoria  mas  corta  de 
(x,  y,  z)  a  (0, 0, 0)  que  no  entra  en  H. 


Figura  7 
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40.  Sea  /  una  funcion  de  n  variables,  continua  en  un  conjunto 
abierto  D  y  supongamos  que  P0  esta  en  D  con  f(P0 )  >  0.  Demuestre 
que  existe  una  5  >  0  tal  que  f(P)  >  0  en  una  vecindad  de  P0  con  radio  5. 


41.  El  ferrocarril  frances  Suponga  que  Paris  esta  en  el  origen  del 
piano  xy.  Las  vi'as  ferreas  salen  de  Paris  a  lo  largo  de  todos  los  rayos, 
que  son  las  unicas  vi'as.  Determine  el  conjunto  de  discontinuidades 
de  las  siguientes  funciones. 

(a)  f(x ,  y)  es  la  distancia  de  (x,  y)  a  (1,  0)  en  el  ferrocarril  frances. 

(b)  g(u,  v,  x,  y)  es  la  distancia  de  (u,  v)  a  ( x ,  y)  en  el  ferrocarril  frances. 

2  _  2 

42.  Sea  /(x,y)  =  xy— - hr  si  (x,y)  ^  0  y  /((),  0)  =  0.  Demues- 

x 2  +  yl 

tre  que/jy(0, 0)  Pfyx( 0, 0)  realizando  estos  pasos: 


/( 0  +  h,y)  -  m  y ) 
h 

(b)  De  manera  analoga,  demuestre  que  fy(x,  0)  =  x  para  toda  x. 


(a)  Demuestre  que  fx( 0,  y)  =  li'rn 

h—*  0 


=  -y 


(c)  Demuestre  que  f  yx( 0,  0)  =  li'rn 


fy( 0  +  h,  0)  -  /„( 0.  0) 
h 


=  1. 


(d)  De  manera  analoga,  demuestre  que/c>(0, 0)  =  — 1. 

[CAS]  43.  Trace  la  grafica  de  la  funcion  mencionada  en  el  problema  42. 
^Puede  ver  por  que  esta  superficie  se  llama  a  veces  la  silla  del  perrol 

jCASj  44.  Trace  las  graficas  de  cada  una  de  las  siguientes  funciones  en 
-2  £  x  £  2,  -2s  y  £  2,  y  determine  en  cuales  puntos  de  este  conjunto 
es  discontinua  la  funcion. 


(a)  f(x,y)  =  x2/(x2  +  y2),/(0,  0)  =  0 

(b)  /(x.y)  =  tan(x2  +  y2)/(x2  +  y2),/( 0,0)  =  0 

jCAS]  45.  Trace  la  grafica  de  f(x,  y)  =  x2y/(xA  +  y2)  en  una  orientacion 
que  exhiba  sus  caracteristicas  inusuales  (vease  el  problema  37). 

46.  Proporcione  las  definiciones  de  continuidad  en  un  punto  y 
continuidad  en  un  conjunto  para  una  funcion  de  tres  variables. 

47.  Demuestre  que  la  funcion  definida  como 

xyz 

f(x,  y,  z)  =  ■  3-  3  3  para  (x,  y,  z)  *  (0.  0,  0) 

x  +  y  +  z 

y/(0, 0, 0)  =  0  no  es  continua  en  (0, 0, 0). 

48.  Demuestre  que  la  funcion  definida  como 

2  _  2 

fix,  y,  z)  =  (y  +  1)  ^  para  (x,  y,  z)  P  (0,  0,  0) 

x-  +  z 

y  / (0, 0, 0)  =  0,  no  es  continua  en  (0, 0, 0). 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  3 ;(x,  y)  tiende  a 

(1,2)  2.  Ifm  /(x,  v)  =  f(l,2)  3.  esta  contenido  en  S. 

(x,y)->P2) 

4.  un  punto  interior  de  S:  puntos  frontera 


12.4  Para  una  funcion  de  una  sola  variable,  la  diferenciabilidad  de  /en  x  significa  la  existen- 

Diferenciabilidad  C'a  c*e  c*er'vac*a/  (x)-  Est0» a  su  vez,  era  equivalente  a  que  la  grafica  de  / tuviese  una 

recta  tangente  no  vertical  en  x. 

Ahora  preguntamos:  <(cual  es  el  concepto  correcto  de  diferenciabilidad  para  una 
funcion  de  dos  variables?  Con  seguridad,  debe  corresponder  de  manera  natural  a  la 
existencia  de  un  piano  tangente,  y  es  claro  que  esto  requiere  mas  que  la  simple  existen- 
cia  de  las  derivadas  parciales  de/,  ya  que  ellas  reflejan  el  comportamiento  de/en  solo 
dos  direcciones.  Para  enfatizar  este  punto,  considere 

f(x,y)  = 

que  aparece  en  la  figura  1 .  Observe  que  fx( 0,  0)  y  fy( 0,  0)  existen  y  son  iguales  a  0;  no 
obstante,  nadie  podrfa  afirmar  que  la  grafica  tiene  un  piano  tangente  en  el  origen.  La 
razon,  por  supuesto,  es  que  la  grafica  de  /no  queda  bien  aproximada  por  cualquier  pia¬ 
no  (en  particular,  por  el  piano  xy)  excepto  en  dos  direcciones.  Un  piano  tangente  ten- 
dria  que  aproximar  la  grafica  de  manera  adecuada  en  todas  las  direcciones. 
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Considere  una  segunda  pregunta.  Para  una  funcion  de  dos  variables,  ^que  desem- 
peria  el  papel  de  la  derivada?  De  nuevo,  las  derivadas  parciales  se  quedan  cortas,  tan 
solo  sea  porque  son  dos. 

Para  responder  estas  dos  preguntas  comenzamos  por  eliminar  la  distincion  entre  el 
punto  (x,  y)  y  el  vector  { x ,  y).  Asi,  escribimos  p  =  (x,  y )  =  (x,  y)  y  /( p)  =  f(x,  y).  Recordemos  que 

^  r,,  s  „  f(x)  -  f(a)  „  f{a  +  h)-f(a) 

(1)  f (a)  =  ltm - =  lim - - - 

x^a  x  -  a  o  h 


El  analogo  parecerla  ser 
(2)  /'( Po)  = 


,,,  ,  /(p)-/(Po)  „  /(Po  +  h)  -  /(p0) 

/  (Po)  =  lim  - - - - - =  ltm - - - 

p^pn  p  —  Po  ti  >o  h 


pero,  por  desgracia,  la  division  entre  un  vector  no  tiene  sentido. 

Pero  no  nos  demos  por  vencidos  tan  rapido.  Otra  forma  de  ver  la  diferenciabilidad 
de  una  funcion  de  una  sola  variable  es  la  siguiente.  Si/es  diferenciable  en  a ,  enton- 
ces  existe  una  recta  tangente  que  pasa  por  (a,f(a))  que  aproxima  la  funcion  para  valo- 
res  de  x  cercanos  a  a.  En  otras  palabras,  /  es  casi  lineal  cerca  de  a.  La  figura  2  ilustra 
esto  para  una  funcion  de  una  variable;  cuando  hacemos  un  acercamiento  a  la  grafica  de 
y  =f(x),  vemos  que  la  recta  tangente  y  la  funcion  se  vuelven  casi  indistinguibles. 


[y 

^^5- 

i 

\ 

i 

| 

l  l  \  l  ^ 

1 

1  1  \  '  X 

-2 

2  4  \  6 

-2- 

\ 

2.6  2.8  3  3.2  3.4 


2.96  2.98  3  3.02  3.04 


Figura  2 


Para  ser  mas  precisos,  decimos  que  una  funcion /es  localmente  lineal  en  a  si  existe 
una  constante  m  tal  que 

f(a  +  h)  =  f(a)  +  hm  +  he(h) 

donde  e{h)  es  una  funcion  que  satisface  h'm  e(h)  =  0.  A1  despejar  e(h)  se  obtiene 

h~*  0 

,,  x  f{a  +  h)~  f{a) 

e(h)  = - - - m 

h 

La  funcion  e(h)  es  la  diferencia  entre  la  pendiente  de  la  recta  secante  que  pasa  por  los 
puntos  (a,  /(a))  y  (a  +  h,  f(a  +  h))  y  la  pendiente  de  la  recta  tangente  que  pasa  por  (a, 
f(a)).  Si/es  localmente  lineal  en  a,  entonces 


y  /  7  \  y  \f(a  +  h)-f{a)  1 

ltm  e(h)  ~  ltm - m  =0 

/*— *0  h->  0  h 


lo  cual  significa  que 


f(a  +  h)  -  f{a) 

lim - - - =  m 

h  *0  h 
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Concluimos  que  / debe  ser  diferenciable  en  a  y  que  m  debe  ser  igual  a  f'(a). 

f(a  +  h)  -  f(a) 

Recfprocamente,  si  /  es  diferenciable  en  a,  entonces  lfm - - - = 

/'(«)  =  nr,  por  consiguiente,/es  localmente  lineal.  Por  lo  tanto,  en  el  caso  de  una  va¬ 
riable, /es  localmente  lineal  en  a  si  y  solo  si/es  diferenciable  en  a. 


Este  concepto  de  linealidad  local  se  generaliza  al  caso  en  que  /  es  una  funcion  de 
dos  variables  y  usaremos  esta  caracterfstica  para  definir  la  diferenciabilidad  de  una 
funcion  de  dos  variables.  En  primer  lugar,  definimos  la  linealidad  local  para  una  fun¬ 
cion  de  dos  variables. 


Definicion  Linealidad  local  para  una  funcion  de  dos  variables 
Decimos  que/es  localmente  lineal  en  {a,  b)  si 
f{a  +  hx,b  +  h2) 

=  f(a,b )  +  hxfx(a,  b)  +  hj^a,  b)  +  hxex(hx,  h2)  +  h2e2{hx,  h2) 
donde  ex(hx,h2)  —»0  cuando  (hx,h2)^>  0  y  e2(hx,  h2)  —*  0  cuando  ( hx,h2 )  — »  0. 


Asf  como  h  era  un  pequeno  incremento  en  x  para  el  caso  de  una  variable,  podemos 
pensar  /?,  y  h2  como  pequenos  incrementos  en  x  y  y,  respectivamente,  para  el  caso  de 
dos  variables. 


Figura  3 


x 


La  figura  3  muestra  lo  que  ocurre  cuando  hacemos  un  acercamiento  sobre  la  grafi- 
ca  de  una  funcion  de  dos  variables.  (En  la  figura  3  hacemos  un  acercamiento  sobre  la 
grafica  en  el  punto  (x,  y)  =  (1, 1).)  Si  nos  acercamos  lo  suficiente,  la  superficie  tridimen¬ 
sional  se  parece  a  un  piano  y  la  grafica  de  contorno  parece  constar  de  rectas  paralelas. 
Podemos  simplificar  la  definicion  anterior  haciendo  pn  =  (a,  b ),  h  =  (h\,  h2)  y  e(h)  = 
(ei(A],  h2 ),  e2(hl,h2)).  [  La  funcion  e(h)  es  una  funcion  vectorial  de  una  variable  vecto¬ 
rial],  Asf, 


/( Po  +  h)  =  /( p0)  +  (/t(Po),/>(Po))  ’h  +  e(h)  h 

Esta  formulation  se  generaliza  facilmente  cuando  /es  una  funcion  de  tres  (o  mas)  va¬ 
riables.  Ahora  definiremos  la  diferenciabilidad  como  sinonimo  de  linealidad  local. 
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Definicion  Diferenciabilidad  para  nna  funcion  de  dos  o  mas  variables 

La  funcion /es  diferenciable  en  p  si  es  localmente  lineal  en  p.  La  funcion /es  dife- 
renciable  en  un  conjunto  abierto  R  si  es  diferenciable  en  cada  punto  en  R. 


El  vector  (/j(p),  /v(p))=  A(p)i  +/y(p)j  se  denota  V/(p)  y  se  llama  gradiente  de  f. 
Asi,/es  diferenciable  en  p  si  y  solo  si 

/( P  +  h)  =/(p)  +  V/(p)  •  h  +  e(h)  •  h 

donde  e(h)  — *■  0  cuando  h  — »  0.  El  operador  V  se  conoce  como  operador  gradiente. 

En  el  sentido  anterior,  el  gradiente  se  convierte  en  el  analogo  de  la  derivada.  Desta- 
camos  varios  aspectos  de  nuestras  definiciones. 

1.  La  derivada  f'(x )  es  un  numero,  mientras  que  el  gradiente  V/(p)  es  un  vector. 

2.  Los  productos  V/(p)  h  y  e(h)  •  h  son  productos  punto. 

3.  Las  definiciones  de  diferenciabilidad  y  gradiente  se  extienden  con  facilidad  a  cual- 
quier  numero  de  dimensiones. 

El  siguiente  teorema  da  una  condition  que  garantiza  la  diferenciabilidad  de  una 
funcion  en  un  punto. 


Teorema  A 


Si  f(x,y)  tiene  derivadas  parciales  continuas /,.(*,  y)  y  fy(x,  y)  en  un  disco  D,  cuyo  in¬ 
terior  contiene  a  (a,  b),  entonces  f(x,  v)  es  diferenciable  en  (a,  b). 


Notation  de  intervalos  en  la 
demostracion 

La  notation  de  intervalos  utilizada 
en  la  demostracion,  tal  como 
[a,  a  +  h\\,  sugiere  que  h\  >  0.  Eso 
no  es  necesariamente  el  caso,  hx  y  h2 
pueden  ser  negativos.  En  esta  demos- 
tracion  debemos  interpretar  los  in¬ 
tervalos  como  los  puntos  entre  los 
dos  extremos  (sin  importar  cual  es 
el  mayor).  El  intervalo  incluye  los 
extremos  en  el  caso  de  un  intervalo 
cerrado  y  excluye  los  extremos  en  el 
caso  de  un  intervalo  abierto. 


Demostracion  Sean  hx  y  h2  los  incrementos  en  x  y  y,  respectivamente,  tan  peque- 
nos  que  (a  +  hb  b  +  h2 )  esta  en  el  interior  del  disco  D.  (Estos  valores/q  y  h2  existen  por- 
que  el  interior  del  disco  D  es  un  conjunto  abierto).  La  diferencia  entre  f(a  +  hhb  +  h2) 
yf(a,b)es 

(3)  f{a  +  hub  +  h2)  ~  f(a,  b) 

=  [f(a  +  hx,  b)  -  f(a,  b)]  +  [f{a  +  hhb  +  h2)  ~  f(a  +  hu  b )] 

Ahora  aplicamos  el  teorema  del  valor  medio  para  derivadas  (teorema  3.6A)  dos  veces: 
una  a  la  diferencia  f(a  +  h^,b)  —f(a,  b)  y  otra  a  la  diferencia  f(a  +  hi,b  +  h2)  — f(a  +  hh 
b)\.  En  el  primer  caso,  definimos  gi(x)  =/(x,  b)  para  x  en  el  intervalo  [a,  a  +  h\\,  y  por  el 
teorema  del  valor  medio  para  derivadas  concluimos  que  existe  un  valor  C]  en  (a,  a  +  /q) 
tal  que 


8\{a  +  hi)  ~  gi(a)  =  f{a  +  hx,  b)  -  /(a,  b)  =  hxg\{c ,)  =  hxfx{cu  b) 

Para  el  segundo  caso,  definimos  g2(y)  —  /(«  +  buy)  para  y  en  el  intervalo  [ b ,  b  +  h2]. 
Existe  c2  en  el  intervalo  ( b ,  b  +  h2)  tal  que 

glib  +  h2)  ~  g2{b)  =  hig'iici) 

Esto  implica  que 

g2[b  +  h2)  ~  giib)  =  f{a  +  hx,b  +  h2)  -  f(a  +  hub) 

=  hig'iici)  =  h2fyia  +  hx,  c2) 
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Figura  4 


La  ecuacion  (3)  se  convierte  en 

f(a  +  hub  +  h2)  ~  f{a,b)  =  hxfx(cub)  +  h2fy{a  +  huc2 ) 

=  hi[fx(cu  b)  +  fx(a,  b )  -  fx{a,  b)] 

+  h2[fy(a  +  huc2)  +  fy(a,b)  -  fy(a,b)] 

=  hjx(a,b)  +  h2fy(a,  b) 

+  hx[fx(cub)  -  fx(a,  b)\ 

+  h2[fy(a  +  huc2)  -  fy(a,b)] 

Ahora,  sean  e](hl  h2)  =fx(cx,b )  —fx(a,  b)  y  s2(hhh2)  =fy(a  +  hx,  c2)  — /v(a ,  b).  Como  cx 
e  (a,  a  +  ht)  y  c2  e  (b,  b  +  h2),  concluimos  que  Cj  — *  a  y  c2  — »  b  cuando  hx,h2^>  0.  Asi, 

f(a  +  hub  +  h2)  -  f(a,  b)  =  hxfx(a,  b)  +  h2fy(a ,  b) 

+  hxex{hx,h2)  +  h2e2{h\,h2) 

donde  ex(hh  h2)  — »  0  y  e2(/i,,  /z2)  — »  0  cuando  (hh  h2)  — »  (0,  0).  Por  lo  tanto,/es  local- 
mente  lineal  y  ahora  diferenciable  en  (a,  b).  ■ 

Si  la  funcion/es  diferenciable  en  p0,  entonces,  cuando  h  tiene  magnitud  pequena, 

/( Po  +  h)  «  /( p0)  +  V/(pn)  •  h 

Si  hacemos  p  =  p0  +  h,  vemos  que  la  funcion  T  definida  como 

T'(P)  =  /(Po)  +  V/(po)  •  (p  -  Po) 

debe  ser  una  buena  aproximacion  a/(p)  si  p  esta  cerca  de  p0.  La  ecuacibn  z  =  ^(p)  de¬ 
fine  un  piano  que  aproxima /cerca  de  po.  Naturalmente,  este  piano  se  llama  piano  tan- 
gente.  Vease  la  figura  4. 

B  LJLMPLO  I  |  Demuestre  que  f(x,  y)  =  xey  +  x2y  es  diferenciable  en  todas  partes 
y  calcule  su  gradiente.  Luego  determine  la  ecuacibn  del  piano  tangente  en  (2, 0). 

SOLLCION  Primero  observemos  que 

—  =  ey  +  2xy  y  —  =  xey  +  x 

dx  7  3  dy 

Ambas  funciones  son  continuas  en  todas  partes  y  asf,  por  el  teorema  A,/es  diferencia¬ 
ble  en  todas  partes.  El  gradiente  es 

V/(jc,  y)  =  ( ey  +  2xy)i  +  (xey  +  x2)j  =  { ey  +  2 xy,  xey  +  x2) 


V/(  2,0)  =  i  +  6j  =  (1,6) 

y  la  ecuacion  del  piano  tangente  es 

z  =  f( 2,0)  +  V/(2, 0)  •  (jc  -  2,  y) 

=  2  +  <1,6)  -(x  -  2,  y) 

=  2  +  x  —  2  +  6y  =  x  +  6y 

H  l.J bVIPl.O  2  |  Para  f(x,  y,  z)  =x  sen  z  +x2y,  determine  V/(l,  2,0). 
SOLLCION  Las  derivadas  parciales  son 


=  sen  z  +  2xy, 


=  .v  cos  z 


En  (1, 2, 0),  estas  parciales  tienen  los  valores  4, 1  y  1,  respectivamente.  Asf, 

V/(l,2,0)  =  4i  +  j  +  k 
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Reglas  para  los  gradientes  En  muchos  aspectos,  los  gradientes  se  comportan 
como  las  derivadas.  Recuerde  que  D,  considerado  como  operador,  es  lineal.  El  opera- 
dor  V  tambien  es  lineal. 


Teorema  B 


Propiedades  de  V 

El  operador  gradiente,  V,  satisface 

1-  V[/(p)  +  g(p)]  =  v/(p)  +  Vg(p) 

2.  V[a/(p)]  =  aV/(  p) 

3-  V[/(p)g(p)]  =  /( p)  Vg(p)  +  g(p)V/(p) 


Detnostracion  Los  tres  resultados  son  consecuencia  de  los  hechos  correspondien- 
tes  para  las  derivadas  parciales.  Demostraremos  (3)  en  el  caso  de  dos  variables,  elimi- 
nando  el  punto  p  por  brevedad. 


V/g 


d(fg).  ,  difg). 

- 1  H - 1 

dx  dy  J 


+ 


z  =  x2-  v2 


Figura  5 
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t  t  /  / 
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Figura  6 


3g. 

— J 

dy 


3f.  ^  df. 

—  1  H - j 

dx  dyJ 


= /Vg  +  gV/ 


Continuidad  y  diferenciabilidad  Recuerde  que  para  funciones  de  una  varia¬ 
ble,  la  diferenciabilidad  implica  la  continuidad,  pero  no  al  reves.  Esto  tambien  es  cierto 
ahora. 


Teorema  C 


Si  /es  diferenciable  en  p,  entonces  /  es  continua  en  p. 


Demostracion  Como  f  es  diferenciable  en  p. 

/'( P  +  h)  -  /( p)  =  V/(p)  •  h  +  e(h)  •  h 

Asf, 

l/(P  +  h)  -  /(p) I  =£  I V/(p)  - h|  +  |e(h)  -h| 

=  l|V/(p)||||h|||cos0|  +  |e(h)  •  h| 

Los  dos  ultimos  terminos  tienden  a  0  cuando  h  — »  0,  de  modo  que 

I'm /(P  +  h)  =  /( p) 

n — 

Esta  ultima  igualdad  es  una  manera  de  formular  la  continuidad  de/en  p.  ■ 

El  campo  gradiente  El  gradiente  V/asocia  a  cada  punto  p  del  dominio  de/un 
vector  V/(p).  El  conjunto  de  todos  estos  vectores  es  el  campo  gradiente  para  /.  En  las 
figuras  5  y  6  mostramos  las  graficas  de  la  superficie  z  =x2  —  y2  y  el  campo  gradiente 
correspondiente.  ^Estas  figuras  sugieren  algo  acerca  de  la  direccion  en  la  que  apuntan 
los  vectores  gradientes?  Exploraremos  este  tema  en  la  siguiente  seccion. 


Revision  de  conceptos 

1.  El  analogo  de  la  derivada  j'(x)  para  una  funcion  de  mas  de 

una  variable  es  el(la) _ denotado(a)  por  V/(p). 

2.  La  funcion  f(x,  y)  es  diferenciable  en  (a,  b)  si  y  solo  si  /  es 
_ en  (a,  b). 


3.  Para  una  funcion  /  de  dos  variables,  el  gradiente  es  V/(p)  = 

_ .  Asf,  si  f(x,y)  =xy2,  V/(r,y)  = _ . 

4.  Que  /( x,  y)  sea  diferenciable  en  (xa,  y0)  es  equivalente  a  la 

existencia  de  un(a) _ a  la  grafica  en  este  punto. 
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Conjunto  de  problemas  12.4 

En  los  problemas  del  1  al  10  determine  el  gradiente  V/. 

1.  f(x,  y)  =  x2y  +  3xy  2.  f(x ,  y)  =  ,r\v  -  y3 

3.  f{x,y)  =  xexy  4.  f{x,y)  =  Ary  cos  y 

5.  f(x,  y )  =  x2y/{x  +  y)  6.  f{x,  y)  =  sen3(*2y) 

7.  fix ,  y,  z)  =  Va:2  +  y2  +  z2 

8.  fix,  y,z)  =  Ary  +  y2z  +  z2x 

9.  fix,  y,  z)  =  x2yex~z 

10.  /(at,  y,  z)  =  .rz  ln(jr  +  y  +  z) 

En  los  problemas  del  1 1  al  14  determine  el  vector  gradiente  de  la  fun- 
cidn  dada  en  el  punto  indicado  p.  Luego  determine  la  ecuacion  del 
piano  tangente  en  p  (vease  el  ejemplo  I). 

11.  fix,  y)  =  *2y  -  xy2,p  =  (-2,3) 

12.  fix,  y)  =  jr3y  +  3*y2,  p  =  (2,  -2) 

13.  f{x,  y)  =  cos  ttx  sen  try  +  sen  2 -try,  p  =  (— 1,^) 

14.  f(x,y)  =  y,  p  =  (2,-1) 

E«  los  problemas  15  y  16  determine  la  ecuacion  w  =  T(x,v,  z)  del  "hi- 
perplano  ”  tangente  en  p. 

15.  fix,  y,  z)  =  3  at2  -  2y2  +  *z2,  p  =  (1, 2,  -1 ) 

16.  fix,  y,  z)  =  *yz  +  at2,  p  —  (2,  0,  -3) 

17.  Demuestre  que 

18.  Demuestre  que 

V(/')  =  rf'-'Vf 


19.  Determine  todos  los  puntos  (x,  y)  en  los  que  el  piano  tangen¬ 
te  a  la  grdfica  de  z  =  x2  —  bx  +  2 y2  -  lOy  +  2A:y  sea  horizontal. 

20.  Determine  todos  los  puntos  ix,  y)  en  los  que  el  piano  tangen¬ 
te  a  la  grdfica  de  z  =  at1  sea  horizontal. 

21.  Determine  ecuaciones  parametricas  para  la  recta  tangente  a 
la  superficie  z  =  y2  +  x3y  en  el  punto  (2, 1 , 9)  cuya  proyeccion  sobre  el 
piano  Ary  es 

(a)  paralela  al  eje  at;  (b)  paralela  al  eje  y; 

(c)  paralela  a  la  recta  x  =y. 


22.  Determine  ecuaciones  parametricas  para  la  recta  tangente  a 
la  superficie  z  =  .r2y3  en  el  punto  (3.  2,  72)  cuya  proyeccion  sobre  el 
piano  Ary  es 

(a)  paralela  al  eje  ,v;  (b)  paralela  al  eje  y; 

(c)  paralela  a  la  recta  x  =— y. 

23.  Consulte  la  figura  1.  Determine  la  ecuacion  del  piano  tangente 
a  z  =  -  10\/|Ary|  en  (1,-1).  Recuerde:  d\x\/dx  =  IacI/at  para  x  **(). 

24.  Teorema  del  valor  medio  para  varias  variables  Si  /es  difcren- 
ciable  en  cada  punto  del  segmento  de  recta  de  a  a  b,  entonces  en  ese 
segmento  existe  un  punto  c  entre  a  y  b  tal  que 

/(b)  -  /(a)  =  V/(c)  •  (b  -  a) 

Suponiendo  que  este  resultado  es  valido,  demuestre  que  si  /es  dife- 
renciable  en  un  conjunto  convexo  S  y  si  V/(p)  =  0  en  .9,  entonces /es 
constante  en  .9.  Notw.  un  conjunto  .9  es  convexo.  si  cada  par  de  puntos 
en  .9  pueden  unirse  mediante  un  segmento  de  recta  en  S. 

25.  Determine  todos  los  valores  de  c  que  satisfacen  el  teorema 
del  valor  medio  para  varias  variables  (vdase  el  problema  24)  para  la 
funcidn  j\x,y)  =  9~  x2  -y2,donde  a  =  (0. 0)  y  b  =  (2, 1). 

26.  Determine  todos  los  valores  de  c  que  satisfacen  el  teorema 
del  valor  medio  para  varias  variables  (vdase  el  problema  24)  para  la 
funcion  fix,  y)  =  V4  -  at.  donde  a  =  (0, 0)  y  b  =  (2, 6). 

27.  Utilice  el  resultado  del  problema  24  para  mostrar  que  si 
V/(p)  =  Vg(p)  para  todo  p  en  un  conjunto  convexo  S.  entonces  /y  g 
difieren  por  una  constante  en  .9. 

28.  Determine  la  funcion  mds  general/(p)  que  satisfaga  V/(p)  =  p. 

[CAS]  29.  Trace  la  grafica  de  f(x,  y)  =  —  I  Ary  I  junto  con  su  campo  gra¬ 
diente. 

(a)  Con  base  en  esto  y  en  las  figuras  5  y  6,  haga  una  conjetura  acer- 
ca  de  la  direccion  en  que  apunta  un  vector  gradiente. 

(b)  ^Es/diferenciable  en  el  origen?  Justifique  su  respuesta. 

[CAS]  30.  Trace  la  grSfica  de  f(x,  y)  =  sen  x  +  sen  y  -  sen(.r  +  y )  en  0  =3 
x  s  2ir,  0  £  y  £  27t.  Trace  ademas  el  campo  gradiente  para  ver  si  su 
conjetura  en  el  problema  29(a)  es  vhlida. 

31.  Demuestre  el  teorema  B  para 
(a)  el  caso  de  tres  variables,  y 

(bf  el  caso  de  n  variables.  Sugerencia:  denote  los  vectores  unitarios 
canonicos  como  i(,  i2,. . .  i„. 


Respuestas  a  la  revision  de  torn  eptos:  1.  gradiente  2.  localmen- 

<*/( P)  .  ,  fl/(P)  .  2.  ,  -  .  .  , 

j;  y  i  +  2xyj  4.  piano  tangente 


te  lineal  3. 


r lx 


i  + 


by 


12.5 

Derivadas  direccionales 
y  gradientes 


Considere  de  nuevo  una  funcidn  fix,  y)  de  dos  variables.  Las  derivadas  parciales  fxi x,  y ) 
y  fyix,  y)  miden  la  razdn  de  cambio  (y  la  pendiente  de  la  recta  tangente)  en  direcciones 
paralelas  a  los  ejes  x  y  y.  Nuestro  objetivo  es  estudiar  la  razdn  de  cambio  de /en  una  di- 
reccidn  arbitraria.  Esto  conduce  al  concepto  de  derivada  direccional,  que  a  su  vez  estd 
relacionado  con  el  gradiente. 
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Sera  conveniente  usar  la  notation  vectorial.  Sea  p  =  ( x ,  y )  y  sean  i,  j  los  vectores 
unitarios  en  las  direcciones  positivas  de  x  y  y.  Entonces  las  dos  derivadas  parciales  en  p 
se  pueden  escribir  como  sigue: 


/*(p)  =  lfrn 
a— o 

/y(p)  =  Hm 

a— o 


/( P  +  hi) 


/( P 


h 

h}) 


h 


/( P) 
/( P) 


Para  obtener  el  concepto  que  estamos  buscando,  lo  unico  que  debemos  hacer  es  reem- 
plazar  i  o  j  por  un  vector  unitario  arbitrario  u. 


Definicion 


Para  cualquier  vector  unitario  u,  sea 


Ai/(P )  =  l'm 

A— *0 


/( P  +  ha) 


h 


/(  P) 


Este  limite,  si  existe,  se  llama  derivada  directional  de  /  en  p  en  la  direction  u. 


Asi,  £)/( p)  -fx( p)  y  Oj/(p)  =  /v(p).  Como  p  =  (x,  y),  tambien  usamos  la  notation 
h>uf(x,y).  La  figura  1  proporciona  la  interpretation  geometrica  de  D„f(x0,ya).  El  vector 
u  determina  una  recta  L  en  el  piano  xy  que  pasa  por  (x(),  y(>).  El  piano  que  pasa  por  L 
perpendicular  al  piano  xy  corta  a  la  superficie  z  =f(x,y)  en  una  curva  C.  Su  tangente 
en  el  punto  (x0,  y(),/(x0, yo))  tiene  pendiente  Duf(x0,y0).  Otra  interpretacion  util  es  que 
Duf(x0,yQ)  mide  la  razon  de  cambio  de/respecto  a  la  distancia  en  la  direccion  u. 

Relacion  con  el  gradiente  De  la  seccidn  12.4,  recuerde  que  V/( p)  esta  dado  por 

V/(P)  =  /,(p)i  +  /v(p)j 


Teorenta  A 


Sea/diferenciable  en  p.  Entonces /tiene  una  derivada  direccional  en  p  en  la  direc¬ 
cion  del  vector  unitario  u  =  m, i  +  u^j  y 


Es  decir. 


DJ(  p)  =  u  •  V/(p) 

D„f(x,  y)  =  ujx(x,  y)  +  u2fy{x,  y) 


Demostracion  Como  / es  diferenciable  en  p. 

/( P  +  ha)  -  /( p)  =  V/(p)  •  {ha)  +  e{ha)  •  {ha) 
donde  e(/iu)  — *  0  cuando  h  — »  0.  Asi, 

/( P  +  ha)  -  /( p) 


h 


=  V/(p)  •  u  +  e(/;u)  •  u 


Obtenemos  la  conclusion  ealculando  los  limites  cuando  h—*  0.  ■ 

BJEJEMPLO  1  |  Si/(x,  y)  —  4x2 --  xy  +  3y2.  determine  la  derivada  direccional  de/en 
(2,  —1)  en  la  direccion  del  vector  a  =  4i  +  3j. 


SOLUCION  El  vector  unitario  u  en  la  direccion  de  a  es  (|)i  +  (|)j.  Ademas  fx{x,  y) 
=  8 x  —  y  y  fy{x,  y)  =  - x  +  6y;  asi,/v(2,  — 1)  =  17  y  /v(2,  —  1)  =  —8.  En  consecuencia,  por  el 
teorema  A, 


44 

5 


Du/(2,  -1)  =  (%  I)  •  (17,  -8)  =  1(17)  +  §(— 8) 
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Aunque  no  entraremos  en  detalles,  afirmamos  que  lo  que  hemos  hecho  es  valido 
para  funciones  de  tres  o  mas  variables,  con  modificaciones  obvias. 

MeJEMPLO  2  1  Determine  la  derivada  direccional  de  la  funcion /(*,  y,  z)  =  xy  sen 
z  en  el  punto  (1,2,  tt/2)  en  la  direction  del  vector  a  =  i  +  2j  +  2k. 

SOLUCION  El  vector  unitario  u  en  la  direction  de  a  es  +  |j  +  |k.  Ademas,/t(.v, 
y,  z )  =y  sen  z,fy(x,y,  z)=x  sen  z,  y  fz(x,y,  z)  =xy  cos  z,  y  entonces/,(l,2,  v/2)  =  2,/v(l, 
2,  n/2)  =  1,  y /,(1,2,  tt/2)  =  0.  Concluimos  que 

Du/(1,2’f)  =l(2)  +l(1)  +l(0)  * 

Razon  maxima  de  Cambio  Para  una  funcion /y  un  punto  p,  es  natural  pregun- 
tar  en  que  direction  crece  la  funcion  mas  rapidamente,  es  decir,  ^en  que  direction  es 
mayor  Duf( p)?  Gracias  a  la  formula  geometrica  para  el  producto  punto  (seccion  1 1.3) 
podemos  escribir 

A./(p)  =  u-v/(  p)  =  ||u||!|v/(p)||  cose  =  ||  v/(p)||  cose 

donde  0  es  el  angulo  entre  u  y  V/(p).  Asi,  DJr( p)  se  maximiza  cuando  0  =  0  y  se  mini- 
miza  cuando  0  =  v.  Resumimos  a  continuation. 


Teorema  B 


Una  funcion  crece  mas  rapidamente  en  p  en  la  direction  del  gradiente  (con  razon 
II  V/(p)  II)  y  decrece  mas  rapidamente  en  la  direction  opuesta  (con  razon  -II  V/( p)  II). 


jj§  I  JIM  IMOl 


Suponga  que  un  escarabajo  esta  sobre  el  paraboloide  hiperbolico 


Z  =y2~ x2  en  el  punto  (1,  l,0),como  en  la  figura  2.  ^En  que  direction  debe  moverse  pa¬ 
ra  la  subida  mas  pronunciada?,  y  ^cual  es  la  pendiente  al  comenzar  a  moverse? 


SOLUCION  Sea  f(x,  y)=y2-x2.  Como  fx(x,  y)=  -2x  y  fy(x,  y )  =  2y , 


V/Co-  yd) 


V/(l,l)  =/,(l,l)i  +  /y(l,l)j  =  -2i  +  2j 

Asi,  el  escarabajo  debe  moverse  desde  (1,1,0)  en  la  direction  — 2i  +  2j,  donde  la  pen¬ 
diente  sera  || — 2i  +  2j||  =  V8  =  2A/2.  ■ 

Curvas  de  nivel  y  gradientes  Recuerde  de  la  seccion  12.1  que  las  curvas  de  ni- 
vel  de  una  superficie  z  =f(x,  y)  son  las  proyecciones  sobre  el  piano  xy  de  las  curvas  de 
intersection  de  la  superficie  con  pianos  z  =  k  que  son  paralelos  al  piano  xy.  El  valor 
de  la  funcion  en  todos  los  puntos  de  la  misma  curva  de  nivel  es  constante  (figura  3). 

Denotemos  por  L  a  la  curva  de  nivel  d e  f(x,  y)  que  pasa  por  un  punto  elegido  de 
forma  arbitraria  P{: c(),  _y())  en  el  dominio  de  f,  y  sea  u  el  vector  unitario  tangente  a  L  en 
P.  Como  el  valor  de/es  el  mismo  en  todos  los  puntos  de  la  curva  de  nivel  L,  su  derivada 
direccional  Daf(x0,  y0).  que  es  la  razon  de  carnbio  d ef(x,  y)  en  la  direction  u,  es  igual  a 
cero  cuando  u  es  tangente  a  L.  (Esta  afirmacion,  que  parece  muy  clara  intuitivamente, 
requiere  una  justification,  la  cual  omitiremos,  pues  el  resultado  que  queremos  tambien 
se  sigue  de  un  argumento  que  daremos  en  la  seccion  12.7).  Como 

0  =  D„f(x0,y0)  =  Vf(x  0,y0)-u 

concluimos  que  V/y  u  son  perpendiculares,  resultado  que  merece  el  nivel  de  teorema. 


Teorema  C 


El  gradiente  de  /  en  un  punto  P  es  perpendicular  a  la  curva  de  nivel  de  /  que  pasa 
por  P. 


Figura  3 


644  Capltulo  12  Derivadas  para  funciones  de  dos  o  mas  variables 


§|j  EJEMPLO  4  ]  Para  el  paraboloide  z  =  x2/4  +y2,  determine  la  ecuacibn  de  su  cur- 
va  de  nivel  que  pasa  por  el  punto  P( 2, 1 )  y  bosquejela.  Determine  el  vector  gradiente 
del  paraboloide  en  P  y  trace  el  gradiente  con  su  punto  inicial  en  P 

SOLUC  ION  La  curva  de  nivel  del  paraboloide  que  corresponde  al  piano  z,  =  k  tiene 
la  ecuacion  x2/4  +  y2  =  k.  Para  determinar  el  valor  de  k  correspondiente  a  la  curva  de 
nivel  que  pasa  por  P,  sustituimos  (2, 1)  en  vez  de  ( x ,  y)  y  obtenemos  k  =  2.  Asf,  la  ecua¬ 
cion  de  la  curva  de  nivel  que  pasa  por  P  es  la  elipse 


La  curva  de  nivel  de  z 

=i+f 

que  pasa  por 

V/'(2,  1 ) 

P(2,))  i 

r  / 

2- 

■  / 

1  -i 

I  1 

ra.  i  r 

i  i 

1  1 

1  ;  /  .V 

- 

- 

Figura  4 


A  continuacion,  sea  f(x,  y)  =  x2/4  +  y2.  Como  fx( x,  y)  =  x/2  y  fy(x.  y)  =  2y,  el  gradiente 
del  paraboloide  en  P( 2, 1)  es 

V/(2,l)=/,(2,l)i  +  /v(2,l)j  =  i  +  2j 

La  curva  de  nivel  y  el  gradiente  en  P  aparecen  en  la  figura  4.  ■ 

Para  dar  mas  ejemplos  de  los  teoremas  B  y  C,  pedimos  a  nuestra  computadora  que 
trazara  la  superficie  z  =Uyl,  junto  con  su  mapa  de  contorno  y  campo  gradiente.  Los 
resultados  aparecen  en  la  figura  5.  Observe  que  los  vectores  gradientes  son  perpendicu- 
lares  a  las  curvas  de  nivel  y  que  realmente  apuntan  en  la  direccion  de  mdximo  incre- 
mento  de  z. 


Figura  5 


Diniensiones  superiores  El  concepto  de  curvas  de  nivel  para  funciones  de  dos 
variables  se  generaliza  a  superficies  de  nivel  para  funciones  de  tres  variables.  Si  /es  una 
funcion  de  tres  variables,  la  superficie  f(x,  y,  z)  =  k,  donde  k  es  una  constante,  se  llama 
superficie  de  nivel  para  f  En  todos  los  puntos  de  una  superficie  de  nivel  el  valor  de  la 
funcibn  es  el  mismo  y  el  vector  gradiente  de  f(x,  y,  z)  en  el  punto  P(x ,  y,  z)  en  su  domi- 
nio  es  normal  a  la  superficie  de  nivel  de/que  pasa  por  P. 

En  los  problemas  de  conduccibn  de  calor  en  un  cuerpo  homogeneo,  donde  w  =  f(x, 
y,  z)  proporciona  la  temperatura  en  el  punto  (x,  y,  z ),  la  superficie  de  nivel  /( x,  y,z)  =  k 
se  llama  superficie  isoterma,  pues  todos  sus  puntos  tienen  la  misma  temperatura  k.  En 
cualquier  punto  dado  del  cuerpo,  el  calor  fluye  en  la  direccibn  opuesta  a  la  del  gradien¬ 
te  (es  decir,  en  la  direccion  de  mayor  decremento  en  la  temperatura)  y,  por  lo  tanto,  per¬ 
pendicular  a  la  superficie  isoterma  que  pasa  por  el  punto.  Si  w  =f(x,  y,  z)  da  el  potencial 
electrostatico  (voltaje)  en  cualquier  punto  en  un  campo  de  potencial  elbctrico,  las  su¬ 
perficies  de  nivel  de  esta  funcion  se  llaman  superficies  equipotenciales.  Todos  los  puntos 
de  una  superficie  equipotencial  tienen  el  mismo  potencial  electrostatico  y  la  direccibn 
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de  t'lujo  de  la  electricidad  es  a  lo  largo  del  negativo  del  gradiente.  es  decir,  en  la  di- 
reccidn  de  mayor  caida  de  potencial. 


z=.f(x.y) 


La  grafica  es  una  superfieie. 


fix,  v)  =  k  determina  una  cunxi  de  nivel 
en  el  piano  .tv. 


P"/ 

> v . 

'iff/'/ 

.'/  /  !  / 

V  \\W 

\  ♦,  \  % 

j  ; 

t  f  [  :  i 

n.'i 
:  //: 

Vf  es  un  vector  normal  a  la  curva  de  nivel. 


w  =f(x,  v, .-) 


No  podemns  dibujar  la  grafica.  ya  que 
necesitarfamos  un  espacio  de  cualro 
dimensiones. 


fix,  v.  .-)  =  k  determina  una  superfieie  de  nivel 
en  el  espacio  xyz. 


Vf  es  un  vector  normal  a  la  superfieie  de  nivel. 


B~ejbmpi  O  5  J  Si  la  temperatura  en  cualquier  punto  de  un  cuerpo  homogeneo 
estd  dada  por  T  =  ety  -  x y2  -  x2yz,  ^.cudl  es  la  direccidn  de  mayor  descenso  de  tempera¬ 
tura  en  el  punto  (1,-1. 2)? 

SOI  U CION  El  mayor  descenso  de  temperatura  en  (1,  -1, 2)  esta  en  la  direccion  del 
negativo  del  gradiente  en  ese  punto. 

Como  VT  =  (yexy  —  y2  -  2xyz)i  +  (xexy  —  2xy  —  .r2r)j  +  (— jt2y)k,  vemos  que  — VT en 
(1,— 1,2)  es 


9 


( e  1  —  3)i  -  e  'j  -  k 
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Revision  de  conceptos 

1.  La  derivada  direccional  de  /en  p  en  la  direccion  del  vector 

unitario  u  se  denota  con  Duf{ p)  y  se  define  como  lfm _ . 

2.  Si  u  =  Mji  +  «2j  es  un  vector  unitario,  entonces  podemos  calcu- 

lar  Duf(x,y)  a  partir  de  la  formula  Du/(x,  y)  = _ . 


3.  El  vector  gradiente  V/  siempre  apunta  en  la  direccion  de 
_  de/. 

4.  El  vector  gradiente  de  /  en  P  siempre  es  perpendicular  a 

la(el) _ de/que  pasa  por  P. 


Conjunto  de  problemas  12.5 

En  los  problemas  del  1  al  8  determine  la  derivada  direccional  de  f  en  el 
panto  p  en  la  direccion  de  a. 

1.  /(x,y)  =  x2y,  p  =  (1,  2);  a  =  3i  -  4j 

2-  fix,  y)  =  y2lnx;p  =  (1,4);  a  =  i  -  j 

3.  f{x,  y)  =  2x2  +  xy  -  y2;  p  =  (3,  -2);  a  =  i  j 

4.  f{x,  y)  =  x2  -  3 xy  +  2y2;  p  =  (— 1,  2);  a  =  2i  -  j 

5.  fix,  y)  —  ex  sen  y:  p  =  (0,  ir/4);  a  =  i  +  V3j 

6.  fix,y)  =  e~xy\  p  =  (1,  -1);  a  =  -i  +  V^j 

7.  fix,  y,  z)  =  x3y  -  y2z2;  p  =  (-2, 1, 3);  a  =  i  -  2j  +  2k 

8.  f(x,y,  z)  =  x2  +  y2  +  z2',p  —  (1,-1, 2);  a  =  Vli  -  j  -  k 


En  los  problemas  del  9  al  12  determine  un  vector  unitario  en  la  direc¬ 
tion  en  que  fcrece  mas  rapidamente  en  p.  jCual  es  la  razon  de  cambio 
en  esta  direccion''! 


9.  /(x,y)  =  x3  -y5;  p  =  (2,-1) 

10.  f{x,  y )  =  ey  sen  .r;  p  (577/6, 0) 

11.  fix, y,z)  =  x2yz:  p  =  (1 ,  -1 , 2) 

12.  f{x,  y,  z)=xey:‘,  p  =  (2, 0,  -4) 

13.  <;,En  que  direccion  u  ocurre  que  fix,  y)  =  1  —  x2  —  y1  decrece 
mas  rapido  en  p  =  (-1 , 2)7 

14.  lEn  que  direccion  u  ocurre  que  f(x,  y)  =  sen(3x  -  y)  decrece 
mas  rapido  en  p  =  (it/ 6,  tt/4)? 

15.  Bosqueje  la  curva  de  nivel  de  fix,  y)  =  y/x 2  que  pasa  por 
p  =  (1, 2).  Calcule  el  vector  gradiente  V/(p)  y  trace  este  vector,  colo- 
cando  su  punto  inicial  en  p.  ^Que  debe  ocurrir  con  V/(p)7 

16.  Siga  las  instrucciones  del  problema  15  para  fix,  y)  =  x2  +  4y2 
y  p  =  (2,  l). 

17.  Determine  la  derivada  direccional  de  fix,  y,  z)=xy  +  z 2  en 
(1,  1,  1)  en  la  direccion  hacia  (5,— 3,3). 

18.  Determine  la  derivada  direccional  de  fix,  y)  =  e  x  cos  y  en 
(0,  rr/3)  en  la  direccion  hacia  el  origen. 


19.  La  temperatura  en  (x,  y,  z)  de  una  bola  con  centro  en  el  origen 
esta  dada  por 


T(x,  y,  z) 


_ 200 

5  +  -v2  +  y2  +  z2 


(a)  Por  inspeccion,  decida  donde  esta  mas  caliente  la  bola 

(b)  Determine  un  vector  que  apunte  en  la  direccion  de  mayor  incre- 
mento  de  temperatura  en  ( 1,  — 1 , 1 ). 

(c)  Apunta  el  vector  de  la  parte  (b)  hacia  el  origen? 


20.  La  temperatura  en  (x,  y,  z)  de  una  bola  con  centro  en  el  origen 
es  T(x,y,  z)  =  100c  11  4  +  •  Observe  que  esta  bola  esta  mas  caliente 


en  el  origen.  Demuestre  que  la  direccion  de  mayor  incremento  en  la 
temperatura  es  siempre  un  vector  que  apunta  hacia  afuera  del  origen. 

21.  Determine  el  gradiente  de  fix,  y,  z)  =  sen  Vr  +  /+7. 
Demuestre  que  el  gradiente  siempre  apunta  hacia  el  origen  o  hacia 
fuera  del  origen. 

22.  Suponga  que  la  temperatura  T  en  el  punto  (x,  y,  z)  depende 
solo  de  la  distancia  al  origen.  Demuestre  que  la  direccion  de  maximo 
incremento  en  T siempre  apunta  hacia  el  origen  o  hacia  fuera  del  origen. 

23.  La  elevacion  de  una  montana  sobre  el  nivel  del  mar  en  el 
punto  (x, y)  es/(x,y).  Un  montanista  en  p  nota  que  la  pendiente  en  la 
direccion  este  es  -  y  y  la  pendiente  en  la  direccion  norte  es  -  J.  ^En 
que  direccion  debe  moverse  para  el  mas  rapido  descenso? 

24.  Dado  que  /v(2,  4)  =  -3  y  /y(2,  4)  =  8.  determine  la  derivada 
direccional  de  /en  (2,4)  en  la  direccion  hacia  (5,0). 

25.  La  elevacion  de  una  montana  sobre  el  nivel  del  mar  en  (x,  y) 
es  3000c  (jr"  +  2-v  1/100  metros.  El  eje  x  positivo  apunta  hacia  el  este  y  el 
eje  y  positivo  apunta  hacia  el  norte.  Una  montanista  esta  directamente 
sobre  (10, 10).  Si  la  montanista  se  mueve  hacia 'el  norte,  ^ascendera  o 
descenders  y  con  que  pendiente? 

26.  Si  la  temperatura  de  una  placa  en  el  punto  (x,  y)  es  T(x,y )  = 
10  +  x2  - y2,  determine  la  trayectoria  que  seguiria  una  partfcula,  la  cual 
siempre  se  mueve  en  la  direccion  de  mayor  incremento  en  la  tempe¬ 
ratura,  que  busca  calor,  si  parte  de  (—2,  1).  Sugerencia:  la  partfcula  se 
mueve  en  la  direccion  del  gradiente 

VT  =  2xi  -  2yj 

Podemos  escribir  la  trayectoria  en  forma  parametrica  como 

r(0-x(f)i+y(f)j 

y  queremos  x(0)  =  — 2  y  y(0)  =  1.  Moverse  en  la  direccion  requerida 
significa  que  r'(t)  debe  ser  paralelo  a  VT.  Esto  se  satisface  si 

x'it)  =  y'jt) 

2x(0  2  y(f) 

junto  con  las  condiciones  x(0)  =  — 2y  y  y(0)  =  1.  Ahora  resuelva  esta 
ecuacion  diferencial  y  evalue  la  constante  de  integracion  arbitraria. 

27.  Resuelva  el  problema  26,  suponiendo  que  r(x,y)  =  20-2x2-y. 

28.  El  punto />(1,— 1,-10)  esta  sobre  la  superficie  z  =  —  10v|xy| 
(vease  la  figura  1  de  la  seccion  12.4).  Partiendo  de  P,  ('.en  que  direc¬ 
cion  u  =  iqi  +  uj  debe  uno  moverse  en  cada  caso? 

(a)  Para  subir  mas  rapidamente. 

(b)  Para  permanecer  en  el  niismo  nivel. 

(c)  Para  subir  con  pendiente  1 . 
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29.  La  temperatura  T en  grados  Celsius  en  ( x,y •,  z)  esta  dada  por 
T  =  10/(x2  +  y2  +  z2),  donde  las  distancias  estan  en  metros.  Una  abeja 
vuela  alejandose  del  punto  mas  caliente  en  el  origen  siguiendo  una 
trayectoria  t  (en  segundos)  es  r  =  t  cos  irt  i  +  t  sen  irt  j  +  rk.  Determi¬ 
ne  la  razon  de  cambio  de  T  en  cada  caso. 

(a)  Respecto  a  la  distancia  recorrida  en  t  —  1 . 

(b)  Respecto  al  tiempo  en  t  =  1.  (Piense  en  dos  formas  de  hacer 
esto). 

30.  Sean  u  =  (3i  -  4j)/5  y  v  =  (4i  +  3j)/5  y  suponga  que  en  algun 
punto  P,  Daf=  -6  y  Dyf=  17. 

(a)  Determine  V/en  P. 

(b)  Note  que  II  V/ll2  =  (D„f)2  +  ( Dyf  )2  en  la  parte  (a).  Demuestre 
que  esta  relacion  siempre  es  valida  si  u  y  v  son  perpendiculares. 

31.  La  figura  6  muestra  el  mapa  de  contorno  para  una  colina  de 
60  pies  de  altura,  que  suponemos  tiene  ecuacion  z  =  /(x,y). 

(a)  Una  gota  de  lluvia  que  cae  en  el  punto  A  llegara  al  piano  xy  en  A' 
siguiendo  la  trayectoria  de  descenso  mas  pronunciado  desde 
A.  Trace  esta  trayectoria  y  utillcela  para  estimar  A'. 

(b)  Haga  lo  mismo  para  el  punto  B. 

(c)  Estim efx  en  C,/„  en  D  y  DJe n  E,  donde  u  =  (i  +  j)/ \Zl. 


32.  De  acuerdo  con  el  Teorema  A,  la  diferenciabilidad  de  /  en  p 
implica  la  existencia  de  £>„/( p)  en  todas  las  direcciones.  Demuestre 
que  el  reci'proco  es  falso,  considerando 


en  el  origen. 

I  33.  Trace  la  grafica  de 


si  0  <  y  <  x 2 

en  caso  contrario 


en-5sr<5,-5sys5; tambien  grafique  su  mapa  de  contornos  y  su 
campo  gradiente,  ilustrando  con  ello  los  teoremas  B  y  C.  Luego  estime 
las  coordenadas  xy  del  punto  donde  una  gota  de  lluvia  que  cayo  sobre 
el  punto  (-5,— 0.1)  saldra  de  la  superficie. 

|CASl  34.  Siga  las  instrucciones  del  problema  33  para 

Z  —  x  —  x3/9  —  y2 


|CASj  35.  Para  la  silla  del  mono 

Z=x3-3xy2 

en-5sj:<5,-5sys5,  estime  las  coordenadas  xy  del  punto  don¬ 
de  una  gota  de  lluvia  que  cayo  sobre  el  punto  (5,  —0.2)  saldra  de  la 
superficie. 

[CAS|  36.  ^En  que  punto  llegara  al  reposo  una  gota  de  lluvia  que  cayo 
sobre  el  punto  (4, 1)  sobre  la  superficie 

z  =  sen  x  +  sen  y  —  sen(x  +  y) 

0  £  x  S  2 t r,  0  s  y  £  2ir? 


Respuestas  a  la  revision  de  conccptos:  1.  [/(p  +  /!u)-/(p)]//i 
2.  it\fx(x,  y)  +  u2fy(x,  y)  3.  maximo  incremento  4.  curvadenivel 


12.6 

La  regia  de  la  cadena 


Ahora,  la  regia  de  la  cadena  para  la  composicion  de  funciones  de  una  variable  es  fami¬ 
liar  para  todos  nuestros  lectores.  Si  y  =f(x(t)),  donde /y  x  son  funciones  diferenciables, 

entonces  ,  , 

ay  _  dy  dx 

dt  dx  dt 


Belleza  y  generalidad 

^Se  cumple  el  analogo  general  de  la 
regia  de  la  cadena  para  una  variable 
(teorema  A,  seccion  2.5)?  Sf,  y  he 
aqui  un  enunciado  particularmente 
elegante  de  el.  Sean  R  el  conjunto  de 
los  numeros  reales  y  R"  el  espacio 
euclidiano  de  dimension  n,g  una 
funcion  de  R  en  R",y/una  funcion 
de  R"  a  R.  Si  g  es  diferenciable  en  t  y 
si/es  diferenciable  en  g(t),  entonces 
la  composicion  /  °  g  es  diferencia¬ 
ble  en  /  y 

(/  °  g)'(t)  =  V/(g(f))-g'(r) 


Nuestro  objetivo  es  obtener  generalizaciones  para  funciones  de  varias  variables. 

Primera  version  Si  z  =/(*,  y),  donde  xy  y  son  funciones  de  t,  entonces  tiene  sen- 
tido  preguntarse  por  dz/dt ,  y  por  lo  tanto  debe  existir  una  formula  para  ella. 


Teorema  A 


Regia  de  la  cadena 

Sean  x  =  x(t)  y  y  =  y(t)  diferenciables  en  t,  y  sea  z  - 
Entonces  z  =f(x(t),y(t))  es  diferenciable  en  t  y 


f(x,y)  diferenciable  en  (x(t),y(t)). 


dz  _  dz  dx  dz  dy 
dt  dx  dt  dy  dt 


Demostracion  Imitamos  la  demostracion  para  una  variable  del  apendice  A.2,  teore¬ 
ma  B.  Para  simplificar  la  notacion,  sean  p  =  (x,y),  Ap  =  (Ax,  Ay)  y  Az  =  /( p  +  Ap)~/(p). 
Entonces,  como/es  diferenciable 
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Az  =/( p  +  Ap)  -/( p)  =  V/(p)  •  Ap  +  e(Ap)  •  Ap 
=/*( P)  Ax  +/v(p)  A y  +  e(Ap)  •  Ap 


con  e(Ap)  —»  0  cuando  Ap  — *  0. 

A1  dividir  ambos  lados  entre  A /,  obtenemos 


A  7  Ax  Ay 

^  =  /,(p)^  +  /v(p)^  +  e(APV 


Ax  Ay 
A/'  Af 


F-'igura  1 


La  regia  de  la  cadena: 

El  caso  de  dos  variables 

He  aquf  una  forma  que  permite 
recordar  la  regia  de  la  cadena 

dz 

<)x  / 

z  =  IU.  v)  Variable 
•  dependiente 

\J)y 

X  if 

Xw  Variables 

/  ■  de  enmcdio 

(Ix\ 

dt 

.  /  4y 

V/  ,!l 

dz  _  dz 
dt  dx 

l  Variable 

indepcndiente 
dx  <k  dy 

dt  dy  dt 

/Ax  A y \  /  dx  dv\ 

Ahora,  (  - — , - )  tiende  a  (  — — ,  )  cuando  A t  — * 0.  AdemFis,  cuando  A 1  — *  0,  tanto 

\  At  At  /  \dt  dt  / 

Ax  como  Ay  tienden  a  0  (recuerde  que  x(t)  y  y(t)  son  continuas,  por  ser  diferenciables). 
Esto  implica  que  Ap  — *  0  y  por  lo  tanto  e(Ap)  — »  0  cuando  At  — *  0.  En  consecuencia, 
cuando  hacemos  Ar  — *  0  en  ( 1 ),  obtenemos 

dz  t  t  \  dx  t  t  \  dy 

Tt  =  fM  li  + 

resultado  equivalente  a  nuestra  afirmacidn  original.  ■ 

HU  I  JI  MPLO  I  ]  Suponga  que  z  =  x3y,  donde  x  =  2r  y  y  =  t2.  Determine  dz/dt. 

SOLUCION 

dz  _  O^dx  +  dz  dy 
dt  dx  dt  ily  dt 

=  (3x2y)(2)  +  (x3)(20 

=  6(2t)2(t2)  +  2(2 t)\t) 

=  40f4  ■ 

Pudimos  haber  resuelto  el  ejemplo  1  sin  usar  la  regia  de  la  cadena.  Por  una  sustitu- 
cion  directa 

z  =  x3y  =  (2f)V  =  8f’ 

de  modo  que  dz/dt  =  40f4.  Sin  embargo,  el  metodo  de  sustituci6n  directa  no  siempre  esta 
disponible  o  no  es  conveniente;  observe  el  siguiente  ejemplo. 

H  1J INI  I’l  l)  2  A1  calentar  un  cilindro  circular  recto  sdlido,  su  radio  r  y  altura  h 

aumentan;  por  io  tanto,  tambidn  lo  hace  el  area  5  de  su  superficie.  Suponga  que  en  el 

instante  en  que  r—  10  centfmetros  y  h  -  100  centfmetros,  r  estci  creciendo  a  razdn  de  0.2 
centfmetros  por  hora  y  h  aumenta  a  0.5  centfmetros/hora.  ^Qud  tan  rapido  crece  S  en 
ese  instante? 

SOLUCION  La  fdrmula  para  el  £rea  total  de  la  superficie  de  un  cilindro  (figura  1)  es 

S  =  2nrh  +  2irr 


dS  _  dS  dr  dS  dh 
dt  dr  dt  dh  dt 


—  (2-rrh  +  4irr)(0.2)  +  (27rr)(0.5) 


En  r=  10  y  h  =  100, 


--  =  (27T-100  +  4tt  •  1 0) (0.2)  +  (2tt-10)(0.5) 
dt 

=  58  7 r  centfmetros  cuadrados/hora  ■ 

El  resultado  del  teorema  A  se  extiende  con  facilidad  a  una  funcidn  de  tres  varia¬ 
bles,  como  veremos  ahora. 
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M  EIEMPLQ3 


Suponga  que  w  =  x2y  +  y  +  xz,  donde  x  =  cos  9,  y  =  sen  6  y  z  =  62- 


Determine  dw/dd  y  evaluelo  en  6  =  tt/3. 


SOLUCION 

dw  _  Ow  dx  Ow  dy  Ow  dz 
dO  Ox  dO  dy  dO  dz  dO 

=  (2 xy  +  z)(-sen  0)  +  (x2  +  l)(cos  0)  +  (x)(20) 

=  —2  cos  0  sen2  0  —  02  sen  0  +  cos3  9  +  cos  0  +  26  cos  0 

En  0  =  it/3, 

dw  1  3  772  V3  (\  ,  \  1  277  1 

M  =-2Ti“V—  +U+V2+T'2 

1  772  V5  77 

“  _8  18  +  I 


Segunda  version  Suponga  que  z  —f{x,y),  donde  x  =  x(s,  t )  y  y(.s,  t).  Entonces  tiene 
sentido  preguntarse  por  Oz/ds  y  dz/dt. 


leorema  B 


Regia  de  la  cadena 

Suponga  que  x  =  x(s.  t)  y  y  - y(s,  t)  tienen  primeras  deri vadas  parciales  en  (i-,  t )  y  sea 
z  =/( x,y)  diferenciable  en  (x(s,  t),y(s,  t)).  Entonces  z  =  f(x{s,t),y{s,  t))  tiene  primeras 
derivadas  parciales  dadas  por 


Os  Ox  Os  Oy  Os ' 


2  —  -  — —  + 

Ot  Ox  Ot  Oy  Ot ' 


Demostracion  Si  s  se  mantiene  fijo,  entonces  x(s,  t )  y  y(s,  t )  se  convierte  en  funcio- 
nes  solo  de  t ,  lo  cual  significa  que  el  teorema  A  se  puede  aplicar.  A1  usar  este  teorema. 
reemplazando  0  por  d  para  indicar  que  s  esta  fijo.  obtenemos  la  formula  en  (2)  para 
Oz/Ot.  La  formula  para  Oz/ds  se  obtiene  de  manera  similar,  manteniendo  fijo  at.  ■ 

|  EJEMPLO  4  Si  z  =  3x2  -  y2,  donde  x  =  2s  +  7ty  y  =  5  st,  determine  Oz/Ot  y  expre- 
selo  en  t^rminos  de  s  y  t. 

SOLIKION 

Oz  _  Oz  Ox  Oz  Oy 

Ot  Ox  Ot  Oy  Ot 

=  (6jc)(7)  +  (-2y)(5.v) 

=  42(25  +  It)  -  105/(55) 

=  845  +  294/  -  50 52/ 

Por  supuesto,  si  sustituimos  las  expresiones  para  x  y  y  en  la  formula  para  z  y  luego 
tomamos  la  derivada  parcial  con  respecto  a  /,  obtenemos  la  misma  respuesta: 

—  =  -[3(25  +  7/)2-(5.v/)2] 

Ot  0tL  v  221 

=  —  [1252  +  845/  +  147/2  -  2552/2] 

a/1  1 

=  845  +  294/  -  50.V2/  ■ 

He  aqui  el  resultado  correspondiente  para  tres  variables  intermedias,  ilustrado 
mediante  un  ejemplo. 
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gill  EJEMPLO  5  |  Si  w  =  x2  +  y2  +  z2  +  xy,  donde  x  =  st,y  =  s  - 1  y  z=  s +  2t,  determi¬ 
ne  dw/dt. 

SOLUCION 

Bw  _  Bw  Bx  Bw  By  Bw  Bz 
Bt  Bx  Bt  By  Bt  Bz  Bt 

=  (2*  +  y){s)  +  (2  y  +  x)(-l)  +  (2z)(2) 

=  (2  st  +  s  —  t)(s)  +  (2s  —  2 1  +  st)(  —  1)  +  (2s  +  4/)2 
=  2  s2t  +  s2  —  2  st  +  2s  +  lOr  * 


Funciones  implicitas  Suponga  que  F(x,  y)  =  0  define  a  y  de  manera  implicita  como 
una  funcion  de  x,  por  ejemplo.y  =  g(x ),  pero  que  la  funcion  g  es  dificil  o  imposible  de 
determinar.  No  obstante,  podemos  determinar  dy/dx.  Un  metodo  para  hacer  esto,  la 
derivacion  implicita,  fue  analizado  en  la  seccion  2.7.  He  aqui  otro  metodo. 

Derivemos  ambos  lados  de  F(x,  y)  =  0  con  respecto  a  x  usando  la  regia  de  la  cadena. 
Obtenemos 

BF  dx  BF  dy 

- —  + - f-  =  0 

Bx  dx  By  dx 

Al  despejar  dy/dx  se  obtiene  la  formula 


dy  BF/Bx 

dx  BF/By 


mjjJEMPLO  6  Determine  dy/dx  si  x 3  +  x2y  -  10_y4  =  0  usando 
(a)  la  regia  de  la  cadena  y  (b)  la  derivacion  implicita. 

SOLUCION 

(a)  Sea  F(x,  y)  =  x 3  +  x2y  —  lOy4.  Entonces 

dy  BF/Bx 
dx 


3x2  +  2  xy 
BF/By  x1  -  40y3 

(b)  Derivamos  ambos  lados  respecto  a  x  para  obtener 

3x2  +  x2-~  +  2xy  -  40y3^  =  0 
dx  '  dx 


Al  despejar  dy/dx  obtenemos  el  mismo  resultado  que  con  la  regia  de  la  cadena.  B 


Si  z  es  una  funcion  implicita  de  x  y  y,  definida  mediante  la  ecuacion  F(x,  y,  z)  =  0, 
entonces  al  derivar  ambos  lados  respecto  a  x,  manteniendo  y  fijo,  obtenemos 

BF  Bx  BF  By  BF  Bz 

- + - -  + - =  0 

Bx  Bx  By  Bx  Bz  Bx 

Si  despejamos  8z/dx  y  observamos  que  dy/dx  =  0,  obtenemos  la  primera  de  las  siguien- 
tes  formulas.  Un  calculo  similar,  con  x  fijo,  y  derivando  con  respecto  a  v  produce  la 
segunda  formula. 


Bz  BF/Bx 

Bz 

BF/By 

Bx  BF/Bz ’ 

By 

BF/Bz 
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J|  EJEMPLO  7  j  Si  F(x,  y,z)=  x3ev+z  —  y  sen  ( x  —  z)  =  0  define  a  z  de  manera  imph'ci- 
ta  como  una  funcion  de  x  y  y,  determine  dz/dx. 

SOLUCION 

dz  dF/dx  3x2ey+z  —  y  cos(x  —  z) 

dx  9F/dz  x3ey+z  +  yco s(x  -  z ) 


Revision  de  conceptos 

1.  Si  z  =  /(x,  y),  donde  x  =  g(t )  y  y  =  h(t),  entonces  la  regia  de  la 

cadena  dice  que  dz/dt  = _ . 

2.  Asi,  si  z  =  xy2,  donde  jc  =  sen  t  y  y  =  cos  t,  entonces  dz/dt  = 


3.  Si  z  =f(x,y),  donde  x  =  g(s,  t)  y  y  =  his,  t),  entonces  la  regia  de 

la  cadena  dice  que  dz/dt  = _ . 

4.  Por  lo  tanto,  si  z  =  xy2,  donde  x  =  st  y  y  =  s1  + 12,  entonces  dz/dt 

en  s  =  1  y  t  =  1  tiene  el  valor _ . 


Conjunto  de  problemas  12.6 


En  los  problemas  del  I  al  6  determine  dw/dt  mediante  la  regia  de  la 
cadena.  Exprese  su  respuesta  final  en  terminos  de  t. 

1.  w  =  x2y3,x  =  t3,y  =  t2 

2.  w  =  x2y  -  y2x\  x  =  cos  t,  y  =  sen  t 

3.  w  =  ex  seny  +  ey  senx;x  =  3t,y  =  2t 

4.  w=  ln(x/y);x;  =  tan  t,  _y  =  sec2t 

5.  w  =  aen{xyz2)\x  =  i!’,y  =  i2,  z  =  t 

6.  w  =  xy  +  yz  +  xz:x  =  t2,y=  \  -  t2,z  =  l  ~  t 


En  los  problemas  del  7  al  12  determine  dw/dt  usando  la  regia  de  la  ca¬ 
dena.  Exprese  su  respuesta  final  en  terminos  de  s  y  t. 

7.  w  =  x2y\ x  =  st,y-s-t 

8.  w  =  x1  —  y  In  x;  =  s/t,  y  =  s2t 

9.  w  =  e*2+y2'>x  =  s  sen  t,y  —  t  sen  s 

10.  w  =  ln(.v  +  y)  -  ln(Y  -  y);  x  =  te\ y  =  e“ 

11.  w  =  Vr  +  y2  +  z2;  x  =  cos  st.  y  =  sen  st,  z  =  s2t 

12.  w  =  exy~z: x  =  s  +  t,y  =  s-t,z  =  t 2 

13.  Si  z  =  .v2y, x  =  2t  +  s,y  y  =  \  —  st2,  determine 


dz_ 

dt 


1,  (=— 2 


14.  Si  z  =  xy  +  x  +  y,  x  —  r  +  s  +  t,y  y  =  rst,  determine 


flz 

ds  1,  .y='  1,  l~2 

15.  Si  w  —  tr  —  u  tan  v,  it  =  x,  y  v  =  it.y.  determine 

dw 

dx  *  =  1/4 

16.  Si  w  =  x2v  +  z2,  ,v  =  p  cos  0  sen  </>,  y  =  p  sen  0  sen  </>  y  z  =  p  cos  <f>, 
determine 


17.  La  parte  de  un  arbol  que  por  lo  general  se  corta  para  madera 
es  el  tronco,  un  solido  con  forma  aproximada  de  un  cilindro  circular 
recto.  Si  el  radio  del  tronco  de  cierto  arbol  crece  \  pulgada/ano  y  la 
altura  aumenta  8  pulgadas/ano,  /,que  tan  rapido  aumenta  el  volumen 
cuando  el  radio  es  de  20  pulgadas  y  la  altura  es  de  400  pulgadas? 
Exprese  su  respuesta  en  pies  cuadrados/ano  (1  pie  de  tablon  mide  1 
pulgada  por  12  pulgadas  por  12  pulgadas). 

18.  La  temperature  de  una  placa  met^Mca  en  (,r,  y)  es  e~x~2y  gra¬ 
des.  Un  escarabajo  camina  hacia  el  norte  a  razon  de  Vs  pies/minuto 
(es  decir.  dx/dt  =  dy/dt  =  2).  Desde  la  perspectiva  del  escarabajo,  /.como 
cambia  la  temperature  con  el  tiempo  cuando  este  cruza  el  origen? 

19.  Un  nino  pierde  su  barco  de  juguete  a  orillas  de  un  rio  recto. 
La  corriente  lo  arrastra  a  5  pies/segundo.  Un  viento  cruzado  sopla 
hacia  la  orilla  contraria,  a  4  pies/segundo.  Si  el  nino  corre  a  lo  largo 
de  la  orilla  a  3  pies/segundo  siguiendo  su  barco,  /,que  tan  rapido  se 
aleja  el  barco  de  el  cuando  f  =  3  segundos? 

20.  Se  deposita  arena  en  una  pila  conica  de  modo  que,  en  cierto 
instante,  la  altura  es  de  100  pulgadas  y  crece  a  razon  de  3  pulgadas/mi- 
nuto,  mientras  que  el  radio  es  de  40  pulgadas  y  crece  a  2  pulgadas/minu- 
to.  /.Que  tan  rapido  aumenta  el  volumen  en  ese  instante? 

En  los  problemas  del  21  al  24  use  el  metodo  del  ejemplo  6a  para  deter- 
minar  dy/dx. 

21.  x3  +  2x2y  -y3  =  0 

22.  ye~x  +  5x  —  17  =  0 

23.  x  sen  y  +  y  cos  x  =  0 

24.  x2  cos  y  —  y2  sen  x  =  0 

25.  Si  3jt2z  +y3  —  xyz 3  =  0,  determine  dz/dx  (ejemplo  7). 

26.  Si  ye'x  +  z  sen  x  =  0,  determine  dx/dz  (ejemplo  7). 

27.  Si  T=  f{x,  v,  z,  w)  y  x,  y,  z  y  w  son  cada  una  funcioncs  de  .v  y  i. 
escriba  una  regia  de  la  cadena  para  dT/ds. 

28.  Sea  z  =  fix,  y),  donde  x  =  r  cos  0  y  v  =  r  sen  0.  Mucstre  que 


(>  =  2,  0  — 7T,  77/2 


1 

r~ 


dw 

de 
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29.  La  ecuacion  de  onda  de  la  ffsica  es  la  ecuacidn  diferencial 
parcial 

->2  -.2 

’Ll  =  2  ’Ll 
tit2  Hx2 

donde  e  cs  una  constante.  Demuestre  que  si  f  es  cualquier  funcion  dos 
veces  diferenciable,  entonces 

v(x,t)  =  \[f{x  -  ct)  +  f(x  +  cr)] 

satisface  esta  ecuacidn. 

30.  Demuestre  que  si  w  =  f(r  -  s.s  —  t,t  —  r),  entonces 

Bw  Bw  Bw 

—  +  —  +  —  =  0 
r )r  i)s  i It 

rh(i) 

31.  Sea  F(t)  -  /  f{u)  da,  donde  / es  continua  y  g  y  h  son 

JkV) 

diferenciables.  Demuestre  que 

F'(t)=mt))h'(t)-f(g(t))g\t) 
y  use  este  resultado  para  determinar  r(v2),  donde 


Nnta:  Sea  f(x,y)  el  valor  de  produccion  de  x  unidades  de  capital  y  y 
unidades  de  mano  de  obra.  Entonces  /  es  una  funcion  homogenea 
(por  ejemplo,  al  duplicar  el  capital  y  la  mano  de  obra  se  duplica  la 
produccion).  El  teorema  de  Euler  garantiza  entonces  una  importante 
ley  economica  que  puede  establecerse  como  sigue:  el  valor  de  la  pro¬ 
duccion  f(x,y)  es  igual  ai  costo  del  capital  mas  el  costo  de  la  mano  de 
obra.  si  se  pagan  con  sus  tasas  marginales  respectivas  Bf/Bx  y  Bf/By. 

[cl  33.  Saliendo  del  mismo  punto  P,  el  avion  A  vuela  hacia  el  este, 
mientras  que  el  avion  B  vuela  en  la  direction  N  50°  E.  En  cierto  ins- 
tante,  A  esta  a  200  millas  de  P,  volando  a  450  millas/hora,  mientras 
que  B  esta  a  150  millas  de  P  volando  a  400  millas/hora.  ^Qud  tan  rd- 
pido  se  estdn  separando  en  ese  instante? 

34.  Recuerde  la  ley  de  gravitacidn  de  Newton,  la  cual  afirma  que 
la  magnitud  F  de  la  fuerza  de  atraccion  entre  objetos  de  masas  My  m 
es  F—  GMm/t 2,  donde  r  es  la  distancia  entre  ellos  y  G  es  una  constante 
universal.  Consideremos  un  objeto  de  masa  M  colocado  en  el  origen 
y  supongamos  que  un  segundo  objeto  de  masa  cambiante  m  (digamos, 
por  consumo  de  combustible)  se  aleja  del  origen  de  modo  que  su  vector 
de  position  es  r  =  .ri  +  vj  +  zj.  Obtenga  una  formula  para  dF/dt  en  ter- 
minos  de  las  derivadas  con  respecto  al  tiempo  de  m,  x,yyz. 


32.  Llame  a  una  funcion  f(x,  y)  homogenea  de  grado  1  si  f(tx,  ly)  = 
if  (a r,  y)  para  toda  t  >  0.  Por  ejemplo,  f(x,  y)  =  x  +  yey/*  satisface  este 
criterio.  Demuestre  el  teorema  de  Euler  que  tal  funcidn  satisface 


f(x.y)  =  x 


hf  Sf 

—  +  y  — 
Hx  dy 


.  .  ,  ....  .  ,  i>z  dx  dz  dy 

lesrmestas  a  la  revision  de  conceptos:  1. - ; — I - — 

tlx  dt  !)y  dt 


3.  +  4.  ]2 

tlx  tit  By  ill 


12.7 

Pianos  tangentes  y 
aproximaciones 


En  la  seccion  12,4  presentamos  el  concepto  de  piano  tangente  a  una  superficie,  pero  s6lo 
trabajamos  con  superficies  determinadas  por  ecuaciones  de  la  forma  z  —fix,  y)  (figura  1 ). 
Ahora  queremos  considerar  el  caso  mas  general  de  una  superficie  determinada  por 
F(x,  y,  z)  =  k.  (Observe  que  z  =  f(x ,  y)  se  puede  escribir  como  F(x,  y ,  z)  =f{x,  y)~  Z  =  0), 
Considere  una  curva  sobre  esta  superficie  que  pase  por  el  punto  (*,),  yi)t  z()).  Si  x  =  x(t), 
y=y( t)  y  z  —  z(t)  son  ecuaciones  paramdtricas  de  esta  curva,  entonces,  para  cada  r, 


F(x(t),y(t),z(t))  =  k 


*1*18110  tangente 


Por  regia  de  la  cadena, 

dF  dF  dx  BF  dy  dF  dz  d 

—  = - r-  + - p  + - -  =  —  (*)  =  0 

dt  da:  dt  By  dt  dz  dt  dt 

Podemos  expresar  esto  en  tdrminos  del  gradiente  de  F  y  la  derivada  de  la  expresidn 
vectorial  para  la  curva  r(t)  =  jc(Z)i  +  y(/)j  +  z(r)k  como 


Figura  1 


Como  ya  hemos  visto  (seccion  11.5),  dt/dt  es  tangente  a  la  curva.  En  resumen.  el  gra¬ 
diente  en  (xth  y„,  z0)  es  perpendicular  a  la  recta  tangente  en  este  punto. 
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VF(x0,  y0,  zb)  El  argumento  anterior  es  vdlido  para  cualquier  curva  que  pase  por  (.%  yo,  z0)  que 

/  Plano  est£  sobre  la  superficie  F(x,  y,z)=k  (figura  2).  Esto  sugiere  la  siguiente  definition  general, 

an*.  tangente 


C*o.  >0.  Za) 


Deflnicl6n 

Supongamos  que  F(x,  y,z)  =  k  determina  una  superficie  y  que  F  es  diferenciable 
en  el  punto  P(x0,  y0,  zq)  de  esta  superficie,  con  VF(x0,  y0,  zq )  *  0.  Entonces  el  piano 
que  pasa  por  P  y  es  perpendicular  a  VF(x 0,  y0,  zo)  es  el  piano  tangente  a  la  superficie 
en  P. 


■fviqut  i': 


Como  consecuencia  de  esta  definici6n  y  de  la  secci6n  11.3,  podemos  escribir  la 
ecuaciOn  del  piano  tangente. 


BrHffWIBmW  Pianos  tangentes 

Para  la  superficie  F(x,  y,  z)  =  k,  la  ecuacidn  del  piano  tangente  en  (x0,  y«,  z0)  es 
VF(x0,  y0,  z0)  •  (x  -  xQ,  y  -  y0,  z  -  z0>  =  0;  es  decir, 

Fx(x0,  y0,  z o)(x  -  x0)  +  Fy(x 0,  y0,  z0)(y  -  y0)  +  Fz(x 0,  y0,  z0)(z  -  z0)  =  0 

En  particular,  para  la  superficie  z  =  f(x,  y),  la  ecuacidn  del  piano  tangente  en 

(x0,yoJ(xQ,ya))e& 

z  ~  Za=fx(xQ,  y0)(x  -  x0)  +fy(x 0,  y0)(y  -  y0) 


Demostracidn  La  primera  afirmacidn  es  inmediata  y  la  segunda  es  consecuencia 
de  6sta,  considerando  F(x,y,  z)  =f(x,y)  -  z.  ■ 

Si  z  es  una  funci6n  de  x  y  y,  digamos  z  =f(x,y),  entonces,  por  la  segunda  parte  del 
teorema  A,  podemos  escribir  la  ecuacidn  del  piano  tangente  como 

z  -fix o,  y0)  =fx(x0,y0)(x  -  x0)  +fy(x 0,  y0)(y  -  y0 ) 

Si  hacemos  p  =  (x,y)  y  p0  =  (*o>yo).  vemos  que  la  ecuaciOn  del  piano  tangente  es 

z  =  f{x o,  y0)  +  (fxix o,  yo)>  fy(x o.  yo))  •  (x  -  *o,  y  -  y0) 

=  /( Po)  +  v/( p0)  •  (p  -  p0) 

Asi,  nuestra  definition  de  esta  secciOn  coincide  con  la  definition  de  un  piano  tangente 
dada  en  la  secciOn  12.4. 


Plano  tangente 
lx +  2y-z  =  2 


ifl  EJEMPLO  1  Determine  la  ecuaci6n  del  piano  tangente  (figura  3)  a  z  =  x2  +  y2 
en  el  punto  (1, 1,2). 

SOLUCldN  Sea  fix,  y)=x2+y2  y  observe  que  V/(x,  y)  =  2d  +  2yj.  Asf,  V/(  1, 1)  =  21  +  2j 
y,  por  el  teorema  A,  la  ecuaci6n  pedida  es 

z  -  2  =  2(x  - 1)  +  2(y  -  1) 


2jc  +  2y  -  z  =  2 


B  IJEMPLO  2  I  Determine  la  ecuaciOn  del  piano  tangente  y  la  recta  normal  a  la 
superficie  x2  +  y2  +  2z2  =  23  en  (1, 2, 3). 
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SOLUCION  Sea  F( x,  y,  z)  =  x2  +  y2  +  2 z2  —  23  de  modo  que  VF(x,  y,  z)  =  2xi  +  2yj  + 
4zk  y  VF(1, 2, 3)  =  2i  +  4j  +  12k.  De  acuerdo  con  el  teorema  A,  la  ecuacion  del  piano  tan- 
gente  en  (1, 2, 3)  es 

2(x  -1)4-  4(y  -  2)  +  12(z  -  3)  =  0 

De  manera  similar,  las  ecuaciones  simetricas  de  la  recta  normal  por  (1, 2, 3)  son 

*  -  1  =  y-1  =  z -  3 
2  4  12 


Diferenciales  y  aproximaciones  Le  sugerimos  que  repase  la  seccion  2.9,  donde 
consideramos  los  temas  de  diferenciales  y  aproximaciones  para  funciones  de  una  variable. 

Sean  z  =/(x,y)  y  P(x0,y0,Zo)  un  punto  fijo  en  la  superficie  correspondiente.  Introdu- 
cimos  nuevos  ejes  de  coordenadas  (los  ejes  dx,  dy  y  dz)  paralelos  a  los  ejes  originales,  con 
P  como  origen  (figura  4).  En  el  sistema  original,  el  piano  tangente  en  P  tenia  la  ecuacion 

Z~Zo=  fx(x 0,  y0)(*  -  *o)  +fy(x 0,  ~  ^o) 

pero  en  el  nuevo  sistema  toma  la  forma  sencilla 


dz  =fx(x0,y0)dx  +fy(x0,yo)dy 

Esto  sugiere  una  definicidn. 


Definicion 

Sea  z  =f(x,y),  donde/es  una  funcion  diferenciable,  y  sean  dx  y  dy  (llamadas  las  di¬ 
ferenciales  de  x  y  y)  variables.  La  diferencial  de  la  variable  dependiente,  dz,  tambien 
llamada  la  diferencial  total  de/y  que  se  escribe  df(x,  y),  se  define  como 

dz  =  df(x,y)  =fx(x,y)dx  +fy(x,y)dy  =  V/-  ( dx , dy) 


La  importancia  de  dz  surge  del  hecho  de  que  si  dx  =  Ax  y  dy  =  Ay  representan  pe- 
quenos  cambios  en  x  y  y,  respectivamente,  entonces  dz  sera  una  buena  aproximacion 
de  A z,  el  cambio  correspondiente  en  z.  Esto  se  ilustra  en  la  figura  5  y,  aunque  dz  no  pa- 
rece  ser  una  buena  aproximacion  de  Az,  usted  puede  ver  que  sera  cada  vez  mejor  cuan- 
do  Ax  y  Ay  sean  cada  vez  menores. 


EJEMPLO  3  Sea  z  =  f(x,y)  =  2x3  +  xy  —  y3.  Calcule  Az  y  dz  cuando  (x,y)  cambia 


de  (2,1)  a  (2.03, 0.98). 
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SOLUCION 

Az=/(2.03,0.98)-/(2,l) 

=  2(2.03)3  ±  (2.03)(0.98)  -  (0.98)3  -  [2(2)3  +  2(1)  -  l3] 

=  0.779062 

dz  =fx(x,y )  Ax  +fy(x,y)  A y 
=  ( 6x 2  +  y)  Ax  +  (x  —  3y2)Ay 

En  (2, 1)  con  Ax  =  0.03  y  A y  —  -0.02, 

dz  =  (25)(0.03)  +  (-l)(-0.02)  =  0.77  ■ 


EJEMPLO  4  La  formula  7  =  k(T/V),  donde  k  es  una  constante,  da  la  presion  P 


de  un  gas  confinado  de  volumen  V  y  temperatura  T.  Determine,  de  manera  aproxima- 
da,  el  error  porcentual  mi'nimo  en  P  introducido  por  un  error  de  ±0.4%  al  medir  la 
temperatura  y  un  error  de  ±0.9%  al  medir  el  volumen. 


SOLUCION  El  error  en  P  es  A P,  que  aproximaremos  mediante  dP.  Asf, 

I AP|  «  \dP\  = 


<97  dP 

~  AT  H — —  AV 
dT  dV 


r(  ±0.0047) 


+ 


kT 

--j(±o.oo9V) 


kT  kT 

=  —(0.004  +  0.009)  =  0.013—  =  0.0137 


El  error  maximo  relativo,  IA7I/7,  es  aproximadamente  0.013,  y  el  error  porcentual 
maximo  es  aproximadamente  1.3%.  ■ 


Polinomios  de  Taylor  para  funciones  de  dos  o  mas  variables  Recuerde 
que  para  funciones  de  una  variable  podiamos  aproximar  la  funcion /(x)  por  medio  de  un 
polinomio  de  Taylor  7„(x).  Los  polinomios  de  Taylor  de  ordenes  uno  y  dos  son 

7 i(x)  =/(x0)  ±/'(x0)(x  -  x0) 

Pi(x)  =  f(x0)  +  /'(x0)(x  -  x0)  +  |/"(x0)(x  -  x0)2 

El  primero  es  la  recta  tangente  en  el  punto  (x0,  /(x0)).  Las  cantidades  analogas  para 
una  funcion  f(x,y )  de  dos  variables  son 

Pi(x,y)  =f(x0,yo)  +  [fx(x0,  y0)(x  ~  X0)  +fy(x0,y0)(y-yo)] 

que  es,  por  supuesto,  el  piano  tangente  en  (x0,  yo,  /(x0,  y0))  y 

Pi{x,  y)  =  f(x o,  y„)  +  r/x(xn,  yn)(x  -  x0)  +  fy(x0,  yf))(y  -  y0)] 

+  \\fxx{x 0,  y0)(x  -  x0)2  +  2fxy(x0,  y0)(x  -  x0)(y  -  y0)  +  fyy(x0,  y0)(y  -  y0)2] 

Estos  resultados  se  generalizan  a  polinomios  de  Taylor  de  orden  n  y  a  funciones  de  mas 
de  dos  variables. 


EJEMPLO  5  I  Determine  los  polinomios  de  Taylor  de  primero  y  segundo  ordenes 


para  la  funcion  /(x,  y)  =  1  —  e  x  2y  en  (0, 0)  y  utilicelos  para  aproximar  /(0.05,  -0.06). 
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SOLUTION 

fx(x,  y )  =  2xe  x'~2y2 
fy(x,  y )  =  4ye  x>  2yl 
fXx(x<  y)  =  (2  -  4x2)e-x2-2yl 
fyy(x,y)  =  (4  -  \6y2)e~x2~2y2 

fxy(x,y)  =  -8  xye~x7~2y~ 

As  i, 

P,(x, y)  =/(0, 0)  +  [./;((),  0)(x  -  0)  +/y(0, 0)(y  -  0)] 
=  (1 -e°)  +  (0x  +  0y)  =  0 


y 

=/(0,0)  +  [A(0,  0)(JC  -  0)  +/v(0,0)(y  -  0)] 


+  \[fA 0,0)(jr  -  0)2  +  2/„(0,0)(*  -  0)(y  -  0)  +  fyy(0,  0)(y  -  0)2] 

=  (1  -  eH)  +  (Ox  +  Oy)  +  ~j[2x2  +  2*0 xy  +  4y2] 

=  a:2  +  2y2 

La  aproximacion  de  primer  order)  para  /(0.05,  -0.06)  es 

/(0.05,  -0.06)  «  P,(0.05,  -0.06)  =  0 

y  la  aproximacion  de  segundo  orden  es 

/(0.05,  -0.06) »  P2(0.05,  -0.06)  =  0.052  +  2(-0.06)2  =  0.00970 

La  figura  6  muestra  el  polinomio  de  segundo  orden  (el  polinomio  de  primer  orden  sblo 
es  P\(x,y)  =  0)  junto  con  la  funci6n/(x,y).  El  valor  verdadero  para /(0.05, -0.06)  es 

/(0.05,  -0.06)  =  1  -  e-oo5J-2(Q.u6)2  =  ]  _  g-o.oo97  w  0.00965  ■ 


Revision  de  conceptos 

1.  Suponga  que  F(x,  y,  z)  -  k  determina  una  superficie.  La  di-  3.  Suponga  que  xy2z3  =  2  determina  una  superficie.  Una  ccuacion 

reccidn  del  vector  gradiente  VP  es  ____  a  la  superficie.  para  el  piano  tangente  en  (2, 1 . 1 )  es _ . 

2.  Suponga  que  z  =x2  +  xy  determina  una  superficie.  Un  vector  4,  Definimos  la  diferencial  total  de  f(x,  y)  mediante  df(x,y)  = 

en  ( 1 , 1 , 2)  perpendicular  a  esta  superficie  es _ .  _ . 


Con  junto  de  problemas  12.7 

En  los  problemas  del  l  al  8  determine  la  ecuacion  del  piano  tangente  a 
la  superficie  dada  en  el  punto  indicado. 

1.  x2  +  y2  +  z2  =  16;  (2,  3,  V3) 

2.  8x2  +  y2  +  8z2  =  16;  (l,2,  V2/2) 

3.  x2  -  y2  +  z2  +  1  =  0;  (l ,  3.  Vi) 

4.  x2  +  y2  -  z2  =  4;  (2, 1, 1) 

x2  y2 

5-  z  =  t  +  T;(2'2'2) 

6.  z  =  xe  2y;  (1,0, 1) 


7.  z  =  2eyy  cos  2x;  (77-/3, 0,  -1 ) 

8.  z=x1/2  +  yi/2;(l,4,3) 

[3  En  los  problemas  del  9  a!  12  use  la  diferencial  total  dz  para  apro- 
ximar  el  cambio  en  z  cuando  (x,  y)  se  mueve  de  P  a  Q.  Luego  use  una 
calculadora  para  determinar  el  cambio  exacto  correspondiente  4 z 
(con  la  precisidn  de  su  calculadora).  Vease  el  ejemplo  3. 

9.  z  =  2x2y3:P(l.l),Q(0.99, 1.02) 

10.  z  =  x2  -  5xy  +  y;  P(2, 3),  <2(2.03, 2.98) 

11.  z  =  ln(x2y);P(— 2,4),  <2(-1.98,  3.96) 
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12.  z  =  tan  'xy;  P(- 2, -0.5),  Q(-2.03,-0.51) 

13.  Determine  todos  los  puntos  sobre  la  superficie 

z  =  x2  —  2 xy  -  y2  —  8x  +  4y 


23.  El  radio  y  la  altura  de  un  cono  circular  recto  se  miden  con 
errores  de  a  lo  mas  2%  y  3%,  respectivamente.  Use  diferenciales  pa¬ 
ra  estimar  el  error  porcentual  maximo  en  el  volumen  calculado  (vea- 
se  el  ejemplo  4). 


donde  el  piano  tangente  es  horizontal. 

14.  Determine  un  punto  sobre  la  superficie  z  =  2x2  +  3y2  donde  el 
piano  tangente  sea  paralelo  al  piano  8x  —  3y  -  z  =  0. 

15.  Demuestre  que  las  superficies  x2  +  4y  +  z2  =  0  y  x2  +  y2  +  z2  — 
6z  +  7  =  0  son  tangentes  entre  si  en  (0,  —1 , 2);  es  decir,  demuestre  que 
tienen  el  mismo  piano  tangente  en  (0,  — 1,2). 

7  1  2  3 

16.  Demuestre  que  las  superficies  z  —  xy  y  y  =  4i  +  ^  se  cor- 
tan  en  (1, 1, 1)  y  tienen  pianos  tangentes  perpendiculares  ahf. 

17.  Determine  un  punto  sobre  la  superficie  x2  +  2 y2  +  3z2  =  12 
donde  el  piano  tangente  es  perpendicular  a  la  recta  con  ecuaciones 
parametricas  x  =  1  +  2t,  y  =  3  +  8f,  z  =  2  —  6t. 

18.  Demuestre  que  la  ecuacion  del  piano  tangente  al  elipsoide 


en  (x0,y0,  Zo)  se  puede  escribir  en  la  forma 
Xpx  y»y  Zpz 

a2  b2  c2 

19.  Determine  las  ecuaciones  parametricas  de  la  recta  que  es 
tangente  a  la  curva  de  interseccion  de  las  superficies 

/(x,  y,  z)  =  9x2  +  4y2  +  4z2  -  41  =  0 


y 

g(x,y,  z)  =  2x2  -  y2  +  3z2—  10  =  0 

en  el  punto  (1 , 2, 2).  Sugerencia:  esta  recta  es  perpendicular  a  V/(l,  2, 2) 
yVg(l,2,2). 

20.  Determine  las  ecuaciones  parametricas  de  la  recta  que  es 
tangente  a  la  curva  de  interseccion  de  las  superficies  x  =  z2  y  y  =  z3  en 
(1,1, 1)  (vease  el  problema  19). 

21.  Al  determinar  la  gravedaci  especifica  de  un  objeto  se  ve  que 
su  peso  en  el  aire  es  A  =  36  libras,  mientras  que  su  peso  en  el  agua  es 
W  =  20  libras,  con  un  posible  error  de  0.02  libras  en  cada  medicion. 
Determine,  aproximadamente,  el  error  maximo  posible  al  calcular  su 
gravedad  especifica  5,  donde  5  =  A/(A  -  W). 

22.  Use  diferenciales  para  determinar  la  cantidad  aproximada  de 
cobre  en  los  cuatro  lados  y  el  fondo  de  un  tanque  de  cobre  rectangu¬ 
lar  que  mide  6  pies  de  largo,  4  pies  de  ancho  y  3  pies  de  profundidad 
en  el  interior,  si  la  hoja  de  cobre  tiene  ^  de  pulgada  de  espesor.  Suge- 
rencia:  haga  un  bosquejo. 


24.  El  periodo  T  de  un  pendulo  de  longitud  L  esta  dado  por 
T  =  27r  \/L/g,  donde  g  es  la  aceleracion  de  la  gravedad.  Demuestre 
que  dT /T  =  \  [dL/L  —  dg/g\,  y  use  este  resultado  para  estimar  el 
error  porcentual  maximo  en  T  debido  a  un  error  de  0.5%  al  medir  L 
y  0.3%  al  medir  g. 

25.  La  formula  1  /R  =  \/R\  +  \/R2  determina  la  resistencia  combi- 
nada  R  cuando  los  resistores,  con  resistencias  Rt  y  R2,  se  conectan  en 
paralelo.  Suponga  que  y  R2  midieron  cerca  de  25  y  100  ohms,  res¬ 
pectivamente,  con  errores  posibles  de  0.5  ohms  en  cada  medicion. 
Calcule  R  y  de  una  estimacion  para  el  error  maximo  en  este  valor. 

26.  Una  abeja  sentada  en  el  punto  (1,2, 1)  sobre  el  elipsoide  x2  + 
y2  +  2 z2  =  6  (distancias  en  pies).  En  ( =  0,  comenzo  a  volar  a  lo  largo 
de  la  recta  normal,  a  una  rapidez  de  4  pies/segundo.  ^Cuando  y  don¬ 
de  toco  al  piano  2x  +  2>y  +  z  =  49? 

27.  Demuestre  que  un  piano  tangente  en  cualquier  punto  de  la 
superficie  xyz  =  k  forma  con  los  pianos  de  coordenadas  un  tetraedro 
de  volumen  fijo  y  calcule  ese  volumen. 

28.  Determine  y  simplifique  la  ecuacion  del  piano  tangente  en 
(Xu,  y(l,  z0)  a  la  superficie  Vx  +  Vy  +  Vz  =  a.  Luego  demuestre 
que  la  suma  de  las  intersecciones  de  este  piano  con  el  eje  de  coorde¬ 
nadas  es  a2. 

El  29.  Para  la  funcion  f(x,  y )  =  Vx2  +  y2,  determine  la  aproxi- 
macion  de  Taylor  de  segundo  orden  con  base  en  (x0,  yu)  =  (3,4).  Luego 
estime/(3. 1,3.9)  usando 

(a)  la  aproximacion  de  primer  orden, 

(b)  la  aproximacidn  de  segundo  orden  y 

(c)  directamente  su  calculadora. 

El  30.  Para  la  funcion  /(x,y)  =  tan((x2  +  y2)/ 64),  determine  la  apro¬ 
ximacion  de  Taylor  de  segundo  orden  con  base  en  (x(),  yu)  =  (0,  0). 
Despuds  estime/(0.2,  —  0.3)  por  medio  de 

(a)  la  aproximacion  de  primer  orden, 

(b)  la  aproximacion  de  segundo  orden  y 

(c)  su  calculadora  directamente. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  perpendicular 
2.  (3, 1,  -1)  3.  (x  -  2)  +  4(y  -  1)  +  6(z  -  1)  =  0 


df  df 

—  dx  - 1 - dy 

dx  dy 


12.8 

Maximos  y  minimos 


Nuestro  objetivo  es  extender  los  conceptos  del  capftulo  3  a  funciones  de  varias  varia¬ 
bles;  sera  de  utilidad  un  rapido  repaso  de  ese  capftulo,  en  particular  las  secciones  3.1  y 
3.3.  Las  definiciones  ahf  dadas  se  extienden  casi  sin  modificaciones,  pero  por  claridad 
las  repetiremos.  En  lo  sucesivo,  sean  p  =  (x,y)  y  p0  =  (x0,  y(l)  un  punto  variable  y  uno  fijo, 
respectivamente,  del  espacio  bidimensional  (tambien  podrfan  ser  puntos  del  espacio  de 
dimension  n). 
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Definition 

Sea/una  funcion  con  dominio  S  y  sea  p0  un  punto  en  S. 

(1)  /(po)  es  un  valor  maximo  global  de  /  en  S  si  /( p0)  a/( p)  para  todo  p  en  S. 

(ii)  /(po)  es  un  valor  mi'nimo  global  de/en  S  si /( p0)  £  f(p)  para  todo  p  en  S. 

(iii)  /( po)  es  un  valor  extremo  global  de  /  en  S  si  /( p0)  es  un  valor  maximo  global  o 
un  valor  mmimo  global. 

Obtenemos  las  definiciones  para  valor  maximo  local  y  valor  mlnimo  local  si  en  (1)  y 

(2)  pedimos  que  las  desigualdades  solo  valgan  en  TV  Pi  S,  donde  TV  es  una  vecindad  de 
p0./(po)  es  un  valor  extremo  local  de/en  S  si/(p0)  es  un  valor  maximo  local  o  un  valor 
mi'nimo  local. 


La  figura  1  da  una  interpretation  geometrica  de  los  conceptos  que  hemos  definido. 
Observe  que  un  maximo  (o  mi'nimo)  global  es  automaticamente  un  maximo  (o  mi'nimo) 
local. 


Max.  local 


Min. 


Figura  1 


Nuestro  primer  teorema  es  de  los  grandes,  difi'cil  de  demostrar,  pero  intuitiva- 
mente  claro. 


Teorema  A 


Teorema  de  existencia  de  maximos  y  mtnimos 

Si  /  es  continua  en  un  conjunto  cerrado  y  acotado  S,  entonces  /  alcanza  un  valor 
maximo  (global)  y  un  valor  mi'nimo  (global)  en  dicho  conjunto. 


La  demostracion  se  puede  encontrar  en  la  mayor  parte  de  los  libros  de  calculo  avanzado. 

^Donde  aparecen  los  valores  extremes?  La  situation  es  analoga  a  la  del  ca- 
so  de  una  variable.  Los  puntos  criticos  de  fen  S  son  de  tres  tipos. 

1.  Puntos  frontera.  Vease  la  section  12.3. 

2.  Puntos  estacionarios.  Decimos  que  pn  es  un  punto  estacionario  si  p0  es  un  punto 
interior  de  S  donde  /  es  diferenciable  y  V/(p0)  =  0.  En  tal  punto,  el  piano  tangente 
es  horizontal. 

3.  Puntos  singulares.  Decimos  que  p0  es  un  punto  singular  si  p0  es  un  punto  interior 
de  S  donde  /no  es  diferenciable;  por  ejemplo,  un  punto  donde  la  grafica  de  / tiene 
un  pico. 


Ahora  podemos  establecer  otro  gran  teorema;  en  realidad,  podemos  demostrar  este. 
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Teorema  B 


[  Teorema  del  punto  critico 

Sea  /  definida  en  un  conjunto  S  que  contiene  a  p0.  Si  /(po)  es  un  valor  extremo, 
entonces  p0  debe  ser  un  punto  critico;  es  decir,  p0  es 

1.  un  punto  frontera  de  S;  o 

2.  un  punto  estacionario  de  /;  o 

3.  un  punto  singular  de  /. 


Detnostracion  Suponga  que  p0  no  es  un  punto  frontera  ni  un  punto  singular  (de 
modo  que  p0  es  un  punto  interior  donde  V/existe).  Terminaremos  si  podemos  demos- 
trar  que  V/(p0)  =  0.  Para  mayor  sencillez,  hagamos  p0  =  (xn,  y0);  los  casos  de  dimensio- 
nes  superiores  se  demuestran  de  manera  similar. 

Como /tiene  un  valor  extremo  en  (x0,  y0),  la  funcion  g(x)  —  f(x,y0)  tiene  un  va¬ 
lor  extremo  en  jt0.  Ademas,g  es  diferenciable  en  x0,  pues/es  diferenciable  en  (xn.  y(l) 
y,  por  lo  tanto,  por  el  teorema  del  punto  critico  para  funciones  de  una  variable  (teo¬ 
rema  3. IB), 


g'(xo)=fx(xo,yo)  =  0 


De  manera  similar,  la  funcion  h(y)=  /(x0.  y)  tiene  un  valor  extremo  en  _y0  y  satisface 


h'(yo)=fy(xo,ya)  =  0 


El  gradiente  es  0  debido  a  que  ambas  parciales  son  cero.  ■ 

El  teorema  y  su  demostracion  son  validos  sin  importar  que  los  valores  extremos 
sean  globales  o  locales. 


gpUTEMPLOT 

-  2x  +  y2/A. 


Determine  los  valores  maximos  y  minimos  locales  de  f{x,  y)  =  x2 


SOLUCION  La  funcion  dada  es  diferenciable  en  su  dominio,  el  piano  xy.  As i,  los 
unicos  puntos  crfticos  posibles  estacionarios  se  obtienen  al  igualar  a  cero  fx(x,  y)  y 
fy(x ,  y).  Pero  fx(x,  y)  =  2x  -  2  y  fy(x,  y)  =  y/2  se  anulan  solo  cuando  x  =  1  y  y  =  0.  Solo 
falta  decidir  si  (1,0)  proporciona  un  maximo,  un  minimo  o  ninguno  de  ellos.  Desarro- 
Uaremos  pronto  una  sencilla  herramienta  para  esto,  pero  por  el  momento  debemos 
usar  un  poco  de  ingenio.  Observe  que  /(1 , 0)  =  — 1  y 

2  2 

fix,  y)  =  x2  —  2x  +  ~  =  x2  -  2x  +  1  +  — - 1 

v  '  4  4 

y 2 

=  (x  -  l)2  +  -  1  >  -1 

'  4 


Asf,/(1,0)  es  en  realidad  un  minimo  global  de/.  No  hay  valores  maximos  locales.  X 


!g  EJEMPLO  2 

—x2/a2+y2/b2. 


Determine  los  valores  maximos  y  minimos  locales  de  f(x,  y)  = 


SOLUCION  Los  unicos  puntos  criticos  se  obtienen  al  igualar  a  cero  fx(x,  y)  =  —2 x/cc 
y  fy(x,y)  =  2 y/b2.  Esto  proporciona  el  punto  (0, 0),  que  no  da  maximo  ni  minimo  (vease 
la  figura  2).  Se  denomina  punto  silla.  La  funcion  dada  no  tiene  extremos  locales.  X 

El  ejemplo  2  ilustra  el  problematico  hecho  de  que  V/(jt0,  yH)  =  0  no  garantiza  que 
exista  un  extremo  local  en  (jc0,  y0).  Por  fortuna,  existe  un  criterio  agradable  para  decir 
lo  que  ocurre  en  un  punto  estacionario  (nuestro  siguiente  terna). 


Figura  2 
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Condiciones  suficientes  para  los  extremos  Usted  debe  pensar  el  siguiente 
teorema  como  un  analogo  del  criterio  de  la  segunda  derivada  para  funciones  de  una 
variable  (teorema  3.3B).  Una  demostracion  rigurosa  esta  fuera  del  alcance  de  este  libro, 
pero  proporcionamos  un  bosquejo  de  la  demostracion  que  utiliza  el  polinomio  de  Taylor 
para  funciones  de  dos  variables  introducidas  en  la  seccion  anterior. 


Teorema  C 


Criterio  de  las  segundas  parciaies 

Suponga  que  f(x,y)  tiene  segundas  derivadas  parciaies  continuas  en  una  vecindad 
de  (x0,  y0)  y  que  V/(x0,yo)  =  0.  Sea 


D  =  D(x0,  y0)  =  fxx{x o,  y0)LJx0,  y0) 


fxy(x o,  To) 


Entonces 


1.  si  D  ^  y  ^o)  ^  0,  entonces  y (xq,  _yo)  tin  vnlor  mciximo  locsl’, 

2.  si  D  ^  0  y  fxx  (a'o,  T{ ( ) 0,  entonces  /(xq,  To)  es  un  valor  minimo  local j 

3.  si  D  <  0,  entonces  /(x0,  y0)  no  es  un  valor  extremo  ((xo,  To)  es  un  punto  silla); 

4.  si  D  =  0,  el  criterio  no  es  concluyente. 


Bosquejo  de  la  demostracion  Supondremos  que  /( 0, 0)  =  0  y  que  x0  =  To  =  0.  (Si 
no  se  cumplen  estas  condiciones,  podemos  trasladar  la  grafica,  sin  alterar  su  forma,  pa¬ 
ra  hacer  que  se  cumplan  estas  condiciones  y  luego  regresar  la  grafica).  Para  (x,y)  cerca 
de  (0, 0),  la  funcion  /se  comporta  de  forma  muy  parecida  al  polinomio  de  Taylor  de  se- 
gundo  orden  alrededor  de  (0,0). 


P2(x,y)  = 

/(0,0)  +  fx( 0,0)*  +  /y(0,  0)y  +  \[fxx{ 0.0)x2  +  2fxy(0,0)xy  +  fyy(0,  0)y2] 

(Una  demostracion  rigurosa  tomaria  en  cuenta  el  residuo  al  utilizar  P2(x ,  y)  para 
aproximar  f(x,y)).  Con  la  condition  de  que  V/(0, 0)  =  (fx(0,0),fy(0, 0))  =  0,  y  la  condi- 
cion/(0, 0)  =  0,  el  polinomio  de  Taylor  de  segundo  orden  se  reduce  a 


Pi{x,y)  =  ~[fxx{0,  0)x2  +  2fxy(0,0)xy  +  fyy{0,  0)/] 


Sea  A  =/„( 0, 0),  B  =fxy{ 0, 0)  y  C=fyy( 0, 0).  Esto  da 

Pi(x,y)  =  \lAx2  +  2  Bxy  +  Cy 2] 


Al  completar  el  cuadrado  en  x,  se  obtiene 


P2(x,y) 


La  expresion 


es  positiva  para  todo  (x,y)  excepto  (0, 0).  Si 


C 

A 


es  decir,  si  AC  —  B2  =fxx( 0. 0)/,v(0, 0)  —fxv( 0, 0)  =  D  >  0,  entonces  la  expresion  en  cor- 
chetes  sera  positiva  para  todo  (x,  y)  ^  (0, 0).  Si,  ademas,  A  >  0,  entonces  P2(x,  y)  >  0 
para  (x,  y)  ^  (0, 0),  en  cuyo  caso  /( 0,  0)  =  0  es  un  minimo  local.  De  forma  analoga,  si 
D  >  0  y  A  <  0,  entonces  P2(x , y)  <  0  para  (x, y)  ^  (0, 0),  en  cuyo  caso /( 0, 0)  es  un  maxi- 
mo  local.  Cuando  D  >  0,  entonces  la  grafica  de  P2(x ,  y)  es  un  paraboloide  (rotado)  con 
vertice  en  (0, 0)  que  abre  hacia  arriba,  si  A  >  0,  y  hacia  abajo  si  A  <  0. 

Cuando  D  <  0,  la  grafica  de  P2(x,y )  es  un  paraboloide  hiperbolico  rotado  con  un 
punto  silla  en  (0, 0).  (Vease  la  figura  1 1  de  la  seccion  11.8). 
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Por  ultimo,  cuando  D  =  0,  entonces  todos  los  terminos  en  P2(x, y)  son  cero,  y  por  lo 
tanto,  P2(x,y)  =  0.  En  este  caso  se  requerirfan  terminos  de  mayor  orden  para  determinar 
el  comportamiento  d e/(x,y)  cerca  de  (0,0).  Como  el  teorema  no  hace  suposiciones  acer- 
ca  de  estos  terminos  de  orden  superior,  no  podemos  extraer  conclusion  alguna  acerca 
de  si  /( 0, 0)  es  un  mfnimo  o  maximo  local.  ■ 


EJEMPLO  3  |  Determine  los  extremos,  si  existen,  de  la  funcion  Fdefinida  como 


F(x,  y)  =  3x*  +  y2  -  9x  +  4 y. 


SOI. LOON  Como  Fx(x,y)  =  9x2  —  9  y  Fy(x, y)  =  2 y  +  4,  los  puntos  criticos,  obtenidos 
al  resolver  las  ecuaciones  simultaneas  Fx(x,y)  =  Fy(x,y)  =0,  son  (1,-2)  y  (-1,-2). 
Ahora,  Fxx(x,  y)  =  18x,  Evv(x, y)  =  2  y  Fxy  =  0.  Asf,  en  el  punto  crftico  (1 ,  -2), 

D  =  Fxx(  1,-2)  •  Fvv(l,  -2)  -  F2xy(  1,-2)  =  18(2)  -  0  =  36  >  0 

Ademas,  Fxx(  1,-2)  =  18 >  0  y  entonces, por  el  teorema  C(2),  F(l,—  2)  =  —10  es  un  valor 
mmimo  local  de  F. 

Al  comprobar  la  funcion  dada  en  el  otro  punto  crftico,  (— 1,—  2),  vemos  que  Fxx(—  1, 
-2)  =-18,  Fyy(—  1,—  2)  =  2  y  Fxy(-l,-2)  —  0,  lo  que  hace  que  D  =  -36  <0.  Asf,  por  el  teo¬ 
rema  C(3),  (-1,-2)  es  un  punto  silla  y  F(— 1.  —2)  no  es  un  extremo.  * 

H  EJEMPLO  4 1  Determine  la  minima  distancia  entre  el  origen  y  la  superficie  z 2  = 
x2y  +  4. 

SOLLCION  Sea  P(x, y,  z)  cualquier  punto  de  la  superficie.  El  cuadrado  de  la  distancia 
entre  el  origen  y  P  es  d2  =x2  +  y1  +  z 2.  Buscamos  las  coordenadas  de  P  que  hacen  de  d2 
(y,  por  lo  tanto,  d)  minima. 

Como  P  esta  sobre  la  superficie,  sus  coordenadas  satisfacen  la  ecuacion  de  la  su¬ 
perficie.  Al  sustituir  z 2  =  x2y  +  4  en  d2  =  x2  +y2  +  z2.  obtenemos  d2  como  una  funcion  de 
dos  variables  x  y  y. 

d2  =  f(x,  y)  =  x2+y2  +  x2y  +  4 

Para  determinar  los  puntos  criticos.  hacemos /,.(*,  y)  =  0  y  fy(x,y)  =  0,  para  obtener 

2x  +  2 xy  =  0  y  2y  +  x1  =  0 
Al  eliminar  y  de  estas  ecuaciones,  obtenemos 

2x  —  x3  —  0 

Asf, x  =  0  o  x  =  ±  \/2.  Al  sustituir  estos  valores  en  la  segunda  de  las  ecuaciones,  obte¬ 
nemos  y  =  0  y  y  =  — 1.  Por  lo  tanto,  los  puntos  criticos  son  (0, 0),  ( V2,  —  l), 
y  (  — V 2,  —  1 ).  (No  hay  puntos  frontera). 

Para  verificar  cada  uno  de  estos  puntos,  necesitamos /XA.(x,  y)  =  2  +  2y,fyy(x,y)  =  2, 

fxy(x,y)  =  2x,y 

D{x,y)  =  fxxfyy  -  f2xy  =  4  +  4y  -  4x2 

Como  D(±V2,  — l)  =  — 8  <  0,  ninguno  de  los  puntos  ( V^,  —  l)  ni  (—  'sfl, -l) 
proporciona  un  extremo.  Sin  embargo,  D{ 0, 0)  =  4  >  0  y /„((),  0)  =  2  >  0;  por  lo  tanto,  (0, 
0)  proporciona  la  distancia  minima.  Al  sustituir  x  =  0yy  =  0enla  expresion  para  d2,  ve¬ 
mos  que  d2  =  4. 

La  distancia  minima  entre  el  origen  y  la  superficie  dada  es  2.  ■ 

Es  facil  verificar  los  puntos  frontera  cuando  estamos  maximizando  (o  minimizan- 
do)  una  funcion  de  una  variable,  ya  que  por  lo  regular  la  frontera  consiste  en  solo  dos 
puntos  extremos.  Para  funciones  de  dos  o  mas  variables,  es  un  problema  mas  diffcil. 
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En  algunos  casos,  como  en  el  ejemplo  siguiente,  toda  la  frontera  se  puede  parametrizar 
y  luego  utilizar  los  metodos  del  capitulo  3  para  determinar  el  maximo  y  el  mmimo.  En 
otros  casos,  tal  como  el  ejemplo  6,  partes  de  la  frontera  pueden  parametrizarse  y  luego 
la  funcion  puede  maximizarse  o  minimizarse  en  cada  parte.  En  la  siguiente  seccion  ve- 
remos  otro  metodo,  multiplicadores  de  Lagrange. 


Figura  3 


[EJEMPLO  5  j  Determine  los  valores  maximos  y  mfnimos  de  f(x ,  y)  =  2  +  x2  +  y2 

{(uy): 


en  el  conjunto  cerrado  y  acotado  S  = 


xA  +  —  yz  <  1 

4 


SOLUCION  La  figura  3  muestra  la  superficie  z  =f(x,y)  junto  con  el  conjunto  S,  que 
aparece  en  el  piano  xy.  Las  primeras  derivadas  parciales  son  fx(x,y)  —  2x  y  fy(x,y)  =  2 y. 
Asf,  el  unico  punto  critico  interior  posible  es  (0, 0).  Como 


0(0, 0)  =  /„(  0, 0)/vy(0,  0)  -  fxy(  0,  0)  =  2-  2-  0  =  4>0 


Y  fxxi 0, 0)  =  2  >  0,  sabemos  que  /( 0, 0)  =  2  es  un  mmimo. 

Entonces,  el  maximo  global  debe  aparecer  en  la  frontera  de  S.  La  figura  3  muestra 
tambien  la  frontera  de  S  proyectada  hacia  arriba  en  la  superficie  z  =  f(x,  y);  en  algun 
punto  sobre  esta  curva,/ debe  alcanzar  un  maximo.  Podemos  describir  la  frontera  de  5 
en  forma  parametrica,  como 


.v  =  cos  r,  y  =  2  sen  r,  0  <  t  <  2-n- 


Entonces,  el  problema  de  optimization  se  reduce  a  optimizar  la  funcion  de  una  variable 
g(t)  =  /(cos  t,  2  sen  t),  0  <  t  s  2ir 

Por  la  regia  de  la  cadena  (teorema  12. 6A), 


100 

F 

y 

a*”1 

•  R 

200  -  (x  +  >>) 


4  Q 


Figura  4 


,(t)  =  Vdx  +  tfdy 
dx  dt  dy  dt 

=  2x(—sen  t)  +  2y(2  cos  t ) 

=  -2  sen  t  cos  t  +  8  sen  t  cos  t 

=  6  sen  r  cos  t  =  3  sen  2 1 

7 r  3  77" 

A1  hacer  g'(t)  =  0  tenemos  t  =  0,  7 r,  — ,  y  2tt.  Entonces,  g  tiene  cinco  puntos  crfticos 

en  [0,  27t],  Estos  cinco  valores  t  determinan  los  cinco  puntos  crfticos  (1 , 0),  (0, 2),  (—1 , 0), 
(0,-2)  y  (1, 0)  para /;e  1  ultimo  punto  es  igual  al  primero,  debido  a  que  un  angulo  de  2 17 
proporciona  el  mismo  punto  que  un  angulo  de  0.  Los  valores  correspondientes  de  f  son 

/( 1,0)  =3  /( 0,2)  =6 

/(- 1,0)  =3  /(0,  —2)  =  6 

En  el  punto  critico  interior  a  S ,  tenemos  que/(0, 0)  =  2.  Por  lo  tanto,  concluimos  que  el 
valor  mmimo  de  /en  5  es  2,  y  el  valor  maximo  es  6.  *1 


I  EJEMPLO  6  |  Un  cable  de  electricidad  esta  tendido  desde  una  planta  de  energfa 


hasta  una  nueva  fabrica  ubicada  al  otro  lado  de  un  no  poco  profundo.  El  rfo  tiene  un 
ancho  de  50  pies  y  la  fabrica  esta  200  pies  rfo  abajo  y  a  100  pies  de  la  orilla,  como  se 
muestra  en  la  figura  4.  Tender  el  cable  bajo  el  agua  cuesta  $600  por  pie,  $100  por  pie  a 
lo  largo  de  la  ribera  y  $200  por  pie  tenderlo  de  la  ribera  a  la  fabrica.  ^Que  trayectoria 
debe  elegirse  para  minimizar  el  costo  y  cual  es  el  costo  mmimo? 


SOLUCION  Sean  P,Q,R  y  Flos  puntos  que  se  muestran  en  la  figura  4.  Sea  x  la  dis- 
tancia  del  punto  que  se  encuentra  exactamente  enfrente  de  la  planta  de  energfa  a  Q  y 
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sea  y  la  distancia  de  R  al  punto  en  la  ribera  mas  proximo  a  la  fabrica.  Las  longitudes  y 
costos  del  cable  se  muestran  en  la  siguiente  tabla. 


Tipo  de  cable 

Longitud 

Costo 

Bajo  el  agua 

Vx2  +  502 

$600/pie 

A  lo  largo  de  la  ribera 

200  —  (x  +  y) 

$100/pie 

En  tierra 

Vy2  +  1002 

$200/pie 

Por  lo  tanto,  el  costo  total  es 

C(x,  y)  =  600 Vx2  +  502  +  100(200  -  x  -  y)  +  200Vy2  +  1002 

Los  valores  de  ( x ,  y)  deben  satisfacer  x  a  0,  y  s  0,  i  +  ys  200  (vease  la  figura  5).  Al  to- 
mar  las  derivadas  parciales  e  igualarlas  a  cero  se  obtiene 


Cx( x,  y)  =  300 (x2  +  502)~,/2(2x)  -  100  = 


-  100  =  0 


C  (x,y)  =  100 (y2  +  1002)"l/2(2y)  -  100  = 


La  solucion  a  este  sistema  de  ecuaciones  es 


'y1  +  1002 


-  100  =  0 


-V35  «  8.4515 


y  =  ^V3  «  57.735 

Ahora  aplicamos  el  criterio  de  las  segundas  parciales: 

600  Vx2  +  502  -  600x2/ Vx2  +  502 

Cxx(x,y)  = - r - , - 

x2  +  502 

200  Vy 2  +  1002  -  200 y2/Vy2  +  1002 
cyy(x’y)  ~  y2  +  ioo2 

CXy{x,  y)  =  0 


Cyy(x,y)  = 


Al  evaluar  D  en  x  =  y  V35  y  y  =  Vi,  obtiene 

D  =  Cn(yV35,f\^)C^yVS,jV3)  -  [cxy(y  V35,  ^  V3 ) f 

35  V35  3  V3  - 

18  4 

=  |VW5>0 

Asi  que,  x  =  y  V35  y  y  =  Vi  dan  un  mi'nimo  local,  que  es 


c(fVii,fVi)  = 

36,000 ^  +  100(200  -  y  V35  -  ™  Vi)  +  4(^1)Q  «  $66,901 

Tambien  debemos  verificar  la  frontera.  Cuando  x  =  0,  la  funcion  de  costo  es 

C,(y)  =  C(0,  y)  =  30,000  +  100(200  -  y)  +  200 Vy2  +  1002 

(La  funcion  C](y)  coincide  con  C(x,  y)  en  la  frontera  izquierda  del  dominio  triangular 
de  C(x,  y).  De  forma  analoga,  C2(x)  y  C3(x),  definida  enseguida,  coinciden  con  C(x,  y) 
en  las  fronteras  inferior  y  superior,  respectivamente.  Vease  la  figura  5).  Al  utilizar  los 
metodos  del  capitulo  3  (los  detalles  se  dejan  al  lector),  determinamos  que  C ,  alcanza 
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un  mfnimo  de  aproximadamente  $67,321  cuando  y  =  1 00/  V3.  En  la  frontera  en  don- 
de  y  —  0,  la  funcion  de  costo  es 

C2( x)  =  C{x,  0)  =  20,000  +  600\/x2  +  502  +  100(200  -  x) 

Nuevamente,  al  utilizar  los  metodos  del  capitulo  3,  encontramos  que  C2  alcanza  un  mi- 
nimo  de  aproximadamente  $69,580  cuando  x  =  10  V5/7.  Por  ultimo,  debemos  abor- 
dar  la  frontera  en  donde  x  +  y  =  200.  Podemos  sustituir  200  —  x  por  y  para  obtener  el 
costo  solo  en  terminos  de  x: 

C3(x)  =  C( x,  200  -  x) 

=  600VxT  +  502  +  200V(200  -  x)2  +  1002 

Esta  funcion  alcanza  un  minimo  de  aproximadamente  $73,380  cuando  x  ~  15.3292. 

Por  lo  tanto,  la  trayectoria  con  el  costo  minimo  es  aquella  en  donde 
x  =  y  V35  «  8.4515  yy  =  V3  ~  57.735,  que  da  un  costo  de  $66,901.  » 


Revision  de  conceptos 

1.  Si  f(x,  y)  es  continua  en  un  conjunto _ S,  entonces  /  al¬ 

canza  un  valor  maximo  y  un  valor  minimo  en  S. 

2.  Si  fix,  y)  alcanza  un  valor  maximo  en  un  punto  (xo,  Vo),  en¬ 
tonces  (x(),  y„)  es  un  punto _ o  un  punto _ o  un  punto _ . 


3.  Si  (x0,  yo)  es  un  punto  estacionario  de  /,  entonces  / es  diferen- 

ciable  ahi  y _ . 

4.  En  el  criterio  de  las  segundas  parciales  para  una  funci6n/de 

dos  variables,  el  numero  D  = _ desempena  un  papel  crucial. 


Conjunto  de  problemas  12,8 

En  los  problemas  de!  I  al  10  determine  todos  los  puntos  criticos.  Indi- 
que  si  cada  uno  de  estos  puntos  da  un  maximo  local  o  un  minimo  lo¬ 
cal  o  si  es  un  punto  silla.  Sugerencia:  utilice  el  teorema  C. 

1.  /(x,  y)  =  x2  +  4y2  -  4x 

2.  /(x,  y)  =  x2  +  4y2  -  2x  +  8y  -  1 

3.  /(x,  y)  =  2x4  -  x2  +  3y2 

4.  /(x,  y)  =  xy2  -  6x2  -  3y2 

5-  f(x,  y)  =  xy 

6-  /(-v,  y)  =  x3  +  y3  -  6xy 

2  4 

7.  fix,  y)  =  xy  -I - 1 — 

x  y 

8.  /(x,  y)  =  e-l'W-b-) 

9.  /(x,  y)  =  cos  x  +  cos  y  +  cos(x  +  y); 

0  <  x  <  tt/2,  0  <  y  <  7r/2 

10.  /(x,  y)  =  x2  +  a2  —  lax  cos  y;  ~rr  <  y  <  tt 

En  los  problemas  11  al  14  encuentre  el  valor  maximo  global  y  el  valor 
minimo  global  de  F en  S  e  indiqtte  donde  aparece  cada  uno. 

11.  f(x,  y)  =  3x  +  4y; 

S  =  {(x,  y):0  s  r  s  1,-1  Sy<  1} 

12.  f{x,  y)  =  x2  +  y2; 

S  =  {(x,  y):  -1  <  x  s  3,-1  —  y  —  4} 

13.  f{x,  y)  =  x2  -  y2  +  1; 

S  =  {(x,  y):  x2  +  y2  <  1}  (vease  el  ejemplo3). 

14.  fix,  y)  -  x2  -  6x  +  y2  -  8y  +  7; 

S’  =  {(x,  y):  x2  +  y2  <  1} 


15.  Exprese  un  numero  positivo  N  como  una  suma  de  tres  nume- 
ros  positivos,  de  modo  que  el  producto  de  estos  tres  numeros  sea  ma¬ 
ximo. 

16.  Use  los  metodos  de  esta  seccidn  para  determinar  la  distancia 
mas  corta  del  origen  al  piano  x  +  2y  +  3z  =  12. 

17.  Determine  la  forma  de  la  caja  rectangular  cerrada  de  volu- 
men  V{)  con  area  de  la  superficie  minima. 

18.  Determine  la  forma  de  la  caja  rectangular  de  volumen  V0  pa¬ 
ra  la  que  la  suma  de  las  longitudes  de  las  aristas  sea  minima. 

19.  Un  tanque  metalico  rectangular  sin  tapa  debe  contener  256 
pies  ciibicos  de  Ifquido.  ^Cuales  son  las  dimensiones  del  tanque  que 
requieren  menos  material  para  su  construccion? 

20.  Una  caja  rectangular,  cuyos  lados  son  paralelos  a  los  ejes  de 
coordenadas,  se  inscribe  en  el  elipsoide  96x2  +  4y2  +  4 z2  =  36.  ^Cual  es 
el  mayor  volumen  posible  para  tal  caja? 

21.  Determine  el  vector  tridimensional  con  Iongitud  9,  tal  que  la 
suma  de  sus  componentes  sea  un  maximo. 

22.  Determine  el  punto  en  el  piano  2x  +  4y  +  3z  =  1 2,  que  es  mas 
cercano  al  origen.  (-,Cual  es  la  distancia  minima? 

E5H  23.  Determine  el  punto  en  el  paraboloide  z  =x2  +y2  que  es  mas 
cercano  a  (1, 2, 0).  ^Cual  es  la  distancia  minima? 

24.  Determine  la  minima  distancia  entre  el  punto  (1, 2, 0)  y  el  co- 
no  cuadrico  z2  =  x2  +  yz. 

25.  Se  construira  un  canal  abierto  con  seccion  transversal  en  la 
forma  de  un  trapecio  con  angulos  iguales  en  la  base,  doblando  franjas 
iguales  a  ambos  lados  de  una  larga  pieza  de  metal  de  12  pulgadas  de 
ancho.  Determine  los  angulos  en  la  base  y  el  ancho  de  los  lados  para 
obtener  la  mayor  capacidad  de  carga. 


Seccion  12.8  Maximos  y  mmimos  665 


26.  Determine  la  minima  distancia  entre  las  rectas  con  ecuacio- 
nes  parametricas  x  —  t  —  1 ,  y  =  2r,  z  =  f  +  3yx  =  3s,>’  =  s  +  2,  z  =  2s  —  1 . 

27.  Convenzase  de  que  los  valores  maximo  y  minimo  de  una  fun- 
cion  lineal  f(x,  y)  =  ax  +  by  +  c  sobre  un  conjunto  poligonal  cerrado 
(es  decir,  un  poligono  y  su  interior)  siempre  aparece  en  un  vertice  del 
polfgono.  Luego  use  este  hecho  para  determinar  lo  siguiente: 

(a)  el  valor  maximo  de  2x  +  3y  +  4  en  el  poligono  cerrado  con  verti¬ 
ces  (-1,2),  (0, 1),  (1,0),  (-3,0)  y  (0,-4). 

(b)  el  valor  mfnimo  de  —3 x  +  2y  +  1  en  el  poligono  cerrado  con  ver¬ 
tices  (-3, 0),  (0, 5),  (2, 3),  (4, 0)  y  (1,-4). 

28.  Use  el  resultado  del  problema  27  para  maximizar  2x+y  suje- 
to  a  las  restricciones  4a:  +  y  £  8, 2x  +  3y  £  14,  x  a  0  y  y  a  0.  Sugerencia: 
comience  graficando  el  conjunto  determinado  por  las  restricciones. 

29.  Determine  los  valores  maximo  y  mi'nimo  de  z  =  y2  —  x2  (figu- 
ra  2)  en  el  triangulo  cerrado  con  vertices  (0, 0),  (1, 2)  y  (2,  —2). 

30.  Mi'nimos  cuadrados  Dados  n  puntos  (jq.y,),  (x2, y2),...,(x„, 
y„)  en  el  piano  xy,  queremos  determinar  la  recta  y  =  mx  +  b,  tal  que  la 
suma  de  los  cuadrados  de  las  distancias  verticales  de  los  puntos  a  la 
recta  sea  minima;  es  decir,  queremos  minimizar 

f(m,b)  =  2(.yi  -  mxi  ~  b )2 

i=l 

(Vease  la  figure  6.  Ademas,  recuerde  que  las  x,  y  las  y,  estan  fijas). 


(a)  Calcule  3 f/dm  y  df/db  e  iguale  estos  resultados  a  cero.  Demuestre 
que  esto  conduce  al  sistema  de  ecuaciones 


n  n  n 

m^x]  +  b^x,  =  ^xty, 
1=1  1=1  1  =  1 
n  n 

m^x,  +  nb  = 

/=!  i=i 


(b)  Resuelva  este  sistema  en  terminos  demy  b. 

(c)  Use  el  criterio  de  las  segundas  parciales  (teorema  C)  para  mos- 
trar  que  /  se  minimiza  para  esta  eleccion  demyA, 

31.  Determine  la  recta  de  mmimos  cuadros  (problema  30)  para 
los  datos  (3, 2),  (4, 3),  (5, 4),  (6, 4)  y  (7, 5). 

32.  Determine  los  valores  maximos  y  mi'nimos  de  z  =  2x 2  +  y2  - 
4x  -  2y  +  5  (figure  3)  en  el  conjunto  acotado  por  el  triangulo  cerrado 
con  vertices  (0, 0),  (4, 0)  y  (0, 1). 


33.  Suponga  que  en  el  ejemplo  6  el  costo  fue  como  sigue:  bajo  el 
agua  $400/pie;  a  lo  largo  de  la  ribera  $200/pie  y  cruzando  la  tierra 
$300/pie.  ^Cual  trayectoria  debe  tomarse  para  minimizar  el  costo  y 
cual  es  el  costo  mi'nimo? 

34.  Suponga  que  en  el  ejemplo  6  el  costo  fue  como  sigue:  bajo  el 
agua  $500/pie;  a  lo  largo  de  la  ribera  $200/pie  y  cruzando  la  tierra 
$100/pie.  ^Cual  trayectoria  debe  tomarse  para  minimizar  el  costo  y 
cual  es  el  costo  mi'nimo? 

35.  Determine  los  valores  maximo  y  mi'nimo  de  f(x,  y )  =  1 0  +  .v  + 
y,  en  el  disco  x2  +  y2  <  9.  Sugerencia:  parametrice  la  frontera  median- 
te  x  =  3  cos  f,  y  =  3  sen  t,  0  £  t  s  277. 

36.  Determine  los  valores  maximo  y  mi'nimo  de  f{x,y)  =  x2+y2  en 
la  elipse  y  su  interior  dados  por  a:2/o2  +  y2/b2  £  1 ,  donde  a  <  b.  Sugeren¬ 
cia:  parametrice  la  frontera  mediante x  =  a  cos  t,y  =  b  sen  (,0si< 2ir. 

37.  Se  fabricara  una  caja,  donde  el  costo  del  material  para  los  lados 
y  la  tapa  es  de  $0.25  por  pie  cuadrado  y  el  costo  para  la  parte  inferior 
es  de  $0.40  por  pie  cuadrado.  Determine  las  dimensiones  de  una  caja 
con  volumen  de  2  pies  cubicos  que  tenga  costo  mi'nimo. 

[CAS]  38.  Una  caja  de  acero  sin  tapa,  que  tendra  volumen  de  60  pies 
cubicos,  se  construira  de  material  que  cuesta  $4  por  pie  cuadrado  pa¬ 
ra  la  parte  inferior  y  $1  por  pie  cuadrado  para  los  lados.  Doblar  los  la¬ 
dos  de  la  parte  inferior  cuesta  $3  por  pie  lineal  y  doblar  los  lados  de 
los  lados  cuesta  $1  por  pie  lineal.  Determine  las  dimensiones  de  la  ca¬ 
ja  que  tiene  costo  mi'nimo  y  determine  el  costo  mi'nimo.  Sugerencia: 
utilice  simetria  para  obtener  una  ecuacion  con  una  incognita  y  use  un 
CAS  o  el  m6todo  de  Newton  para  aproximar  la  solucion. 

39.  Suponga  que  la  temperatura  T  en  la  placa  circular 
{( x,y)\x 2  +  y2  <  1 }  esta  dada  por  T  =  2x2  +  y2 -y.  Determine  los 
puntos  mas  caliente  y  mas  frio  en  la  placa. 

40.  Un  cable  de  longitud  k  debe  cortarse  en  (a  lo  mas)  tres  peda- 
zos  para  formar  un  circulo  y  dos  cuadrados,  cualquiera  de  los  cuales 
puede  ser  degenerado.  ^Como  debe  hacerse  esto  para  maximizar  y 
minimizar  el  area  encerrada  de  esta  forma?  Sugerencia:  reduzca  el 
problema  de  optimizar  x2  +  y2  +  z2  en  la  parte  del  piano 
2Vrrx  +  4y  +  4z  =  k  en  el  primer  octante.  Luego  de  un  razona- 
miento  geometrico. 

41.  Determine  la  forma  del  triangulo  de  mayor  area  que  puede 
inscribirse  en  un  circulo  de  radio  r.  Sugerencia:  sean  a.fi  y  y  los  angu- 
los  centrales  que  subtienden  los  tres  lados  del  triangulo.  Demuestre 
que  el  area  del  triangulo  es  ^rjsen  a  +  sen  /3  -  sen(cc  +  /3 )]. 
Maximice. 

42.  Sea  (a,  b ,  c)  un  punto  fijo  en  el  primer  octante.  Determine  el 
piano  que  pasa  por  este  punto  y  que  forma  en  el  primer  octante  el  te- 
traedro  de  volumen  mi'nimo;  determine  el  volumen  resultan te. 

ICASj  A  veces,  la  determination  de  los  extremos  para  una  funcion  de 
dos  variables  se  puede  controlar  mejor  mediante  metodos  del  sentido 
comiin  y  una  computadora.  Como  ejemplo ,  observe  las  imagenes  de 
las  superficies  y  los  mapas  de  contorno  correspondientes  para  las  cin- 
co  funtiones  graficadas  en  las  figuras  15-19  de  la  section  12.1.  Obser¬ 
ve  que  estas  graficas  sugieren  que  podemos  ubicar  los  extremos  de 
manera  visual.  Con  la  capacidad  adicional  para  evaluar  la  funcion  en 
algunos  puntos,  podemos  aproximar  de  manera  experimental  los  ma¬ 
ximos  y  mmimos  con  buena  precision.  En  los  problemas  del  43  al  53 
use  su  tecnologia  para  determinar  el  punto  donde  ocurre  el  maximo  o 
mmimo  indicado  y  de  el  valor  de  la  funcion  en  ese  punto.  Observe  que 
los  problemas  del  43  al  47  se  refieren  a  las  cinco  funtiones  de  la  sec¬ 
tion  12.1. 

43.  /( x,  y)=  x  -  x>/9  —  y2/2;  -3.8  £  x  £  3.8  -3.8  y  s  -3.8;  punto 
maximo  local  cerca  de  (2,  0);  tambien  el  maximo  global.  Verifique 
mediante  el  calculo. 
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44.  f(x,  y)  =  y/(  1  +  x2  +  y2);  -5  <  x  <  5,  -5  <  y  <  5; 
punto  maximo  global  y  mi'nimo  global.  Verifique  mediante  el  calculo. 

45.  /(x,y)  =  -1  +  cos(_y/(  1  +  x2  +  y2));  -3.8  <  x  <  3.8, 
-3.8  £  y  3.8;  mi'nimo  global. 

46.  /( x,  y)  =  exp(-x2  -  y2  +  xy/4);  — 2  <  x  <  2, 

-2  s  y  <  2;  maximo  global  y  mi'nimo  global.  Verifique  mediante 
el  calculo. 

47. /(x,  y)  =  exp(-(x2  +  y2)/4)  sen(x  Vjyl);  —  5  =s  x  &  5, 
-5  s  y  £  5;  maximo  global  y  mi'nimo  global. 

48.  f(x,  y)  =  -x/{x2  +  y2),  /( 0,  0)  =  0;-l  <  r  <  1, 

—  1  s  y  s  1;  maximo  global  y  mi'nimo  global.  Tenga  cuidado. 

49.  /(x,  y)  =  8  cos(xy  +  2x)  +  x2y2;  —  3  s  x  s  3, 

— 3  s  y  s  3;  maximo  global  y  mfnimo  global. 

50.  f(x,  y)  ~  (sen  x)/(6  +  x  +  |y|);  —  3  s  x  s  3, 

-3  s  y  s  3;  maximo  global  y  mi'nimo  global. 

51.  /(x,  y)  =  cos(|x|  +  y2)  +  10xexp(-x2  -  y2); 

— 2  s  x  s  2,  -2  s  y  <  2;  maximo  global  y  mi'nimo  global. 

52.  /(x,  y)  =  (x2  -  x  -  5)(1  -  9y)  sen  x  sen  y; 

-6  s  x  s  6,  -6  s  y  s  6;  maximo  global  y  mi'nimo  global. 

53.  /(x,  y)  =  2  sen  x  +  sen  y  -  sen(x  +  y); 

0  s  x  s  2ir,  Os  y  s  277;  maximo  global  y  mi'nimo  global. 


54.  Considere  tres  brazos  de  longitudes  6, 8  y  10  que  emanan  de 
N,  como  se  muestra  en  la  figura  7.  Sean  K(a,  /3)  y  L(a,f})  el  area  y  pe- 
rimetro,  respectivamente,  del  triangulo  ABC  determinado  por  estos 
brazos. 

(a)  Determine  formulas  para  K(a,  f3)  y  L(a,  fi). 

(b)  Determine  (a,  jS)  en  D  =  {(a,  /3):  0  s  a  <  j-,0  £  ^  £  n) 
que  maximiza  K(a ,  /3). 

(c)  Determine  (a,  /})  en  D  que  maximiza  L(a,  j3). 


C 


Figura  7 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos;  1.  cerrado  y  acotado 
2.  frontera;estacionario;  singular  3.  V/(xo,  yo)  =  0 
4.  /„(*(>.  ya)fyy{x(h  Vo)  -  f2xy(x0,y0) 


12.9 
Metodo  de 
multiplicadores 
de  Lagrange 


Comenzaremos  distinguiendo  entre  dos  tipos  de  problemas.  Determinar  el  valor  mini- 
mo  de  x2  +  2y2  +  z4  +  4  es  un  problema  con  extremos  libres.  Determinar  el  mi'nimo  de 
x2  +  2y2  +  z4  +  4  sujeto  a  la  condicion  de  que  x  +  3y  —  z  =  7  es  un  problema  de  extremos 
con  restriccidn.  Muchos  de  los  problemas  del  mundo  real,  en  particular  los  de  econo- 
mi'a,  son  del  segundo  tipo.  Por  ejemplo,  un  fabricante  podrfa  tratar  de  maximizar  las  ga- 
nancias,  pero  es  probable  que  este  restringido  por  la  cantidad  de  materia  prima 
disponible,  la  cantidad  de  mano  de  obra  y  asi  sucesivamente. 

El  ejemplo  4  de  la  seccion  anterior  fue  un  problema  de  extremos  con  restriccion. 
Se  nos  habt'a  pedido  determinar  la  distancia  minima  de  la  superficie  z2  =  x2y  +  4  al 
origen.  Formulamos  el  problema  como  el  de  minimizar  d2  —  x2  +  y2  +  z2  sujeto  a  la  res¬ 
triccidn  z2  =  x2y  +  4.  Manejamos  este  problema  sustituyendo  el  valor  de  z'  dado  por  la 
restriccidn  en  la  expresion  para  d2  y  luego  resolvimos  el  problema  resultante  con  extre¬ 
mos  libres  (es  decir,  sin  restricciones).  El  ejemplo  5  de  la  seccion  anterior  era  tambien 
un  problema  de  optimizacidn  con  restriccidn.  Sabiamos  que  el  maximo  debfa  aparecer 
en  la  frontera  de  la  region  S,  de  modo  que  pasamos  al  problema  de  maximizar  z  =  2  + 
x2  +  y2  sujeto  a  la  restriccidn  x2  +  |y2  =  E  Este  problema  se  resolvio  determinando 
una  parametrizacion  para  la  restriccidn  y  luego  maximizar  una  funcion  de  una  variable 
(donde  la  variable  es  el  parametro  en  la  restriccidn).  Sin  embargo,  con  frecuencia 
ocurre  que  en  la  ecuacion  de  restriccidn  no  se  puede  despejar  facilmente  una  de  las 
variables  o  que  la  restriccidn  no  se  puede  parametrizar  en  terminos  de  una  variable. 
Incluso,  aunque  se  puede  aplicar  una  de  estas  tecnicas,  otro  metodo  puede  ser  mas  sen- 
cillo:  el  de  los  multiplicadores  de  Lagrange. 


Interpretacion  geometrica  del  metodo  Parte  del  problema  en  el  ejemplo  5 
de  la  seccion  anterior  era  el  de  maximizar  la  funcion  objetivo/(x,y)  =  2  +x2  +  y2  sujeta 
a  la  restriccidn  g(x,y)  =  0,  donde  g(x,  y)  =  x2  +  |  y:  —  1 .  La  figura  1  muestra  la  super¬ 
ficie  z  =f(x,y )  junto  con  la  restriccidn.  En  este  caso,  el  cilindro  elfptico  representa  la 
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restriction.  La  segunda  parte  de  la  figura  1  muestra  la  intersection  de  la  restriction 
y  la  superficie  z  =/(x,y).  El  problema  de  optimization  consiste  en  determinar  en  que 
punto  de  esta  curva  de  intersection  la  funcion  alcanza  un  maximo  o  un  minimo.  Tanto 
la  segunda  como  la  tercera  parte  de  la  figura  1  sugieren  que  el  maximo  y  el  mi'nimo 
ocurriran  cuando  una  curva  de  nivel  de  la  funcion  objetivo/sea  tangente  a  la  curva 
de  restriction.  Esta  es  la  idea  fundamental  detras  del  metodo  de  los  multiplicadores  de 
Lagrange. 


Figura  1 


Figura  2 


Ahora  considere  el  problema  general  de  optimizar  f(x ,  y)  sujeto  a  la  restriction 
g(x,y)  =  0.  Las  curvas  de  nivel  de/son  las  curvas /(x,y)  =  k,  donde  k  es  una  constante. 
Estas  aparecen  en  la  figura  2  para  k  =  200, 300, . . . ,  700.  La  grafica  de  la  restriction  g(x, 
y)  =  0  tambien  es  una  curva  y  aparece  en  la  figura  2.  Maximizar/sujeta  a  la  restriction 
g(x,y)  =  0  significa  determinar  la  curva  de  nivel  con  la  maxima  k  posible  que  corte  la 
curva  de  restriction.  Es  evidente,  de  la  figura  2,  que  tal  curva  de  nivel  es  tangente  a 
la  curva  de  restriction  en  un  punto  p0  =  (x0,  y0)  y,  por  lo  tanto,  que  el  valor  maximo  de 
/sujeta  a  la  restriction  g(x,y)  =  0  es/(x0,yo)-  El  otro  punto  de  tangencia,  p]  =  (x,  y,),  da 
el  valor  minimo /(xj.y i)  de /sujeta  a  la  restriction  g(x,y)  =0. 

El  metodo  de  Lagrange  proporciona  un  procedimiento  algebraico  para  determi¬ 
nar  los  puntos  Pq  y  pf.  Como  en  tales  punt  os  la  curva  de  nivel  y  la  curva  de  restriction 
son  tangentes  (es  decir,  tienen  una  recta  tangente  comun),  las  dos  curvas  tienen  una 
perpendicular  comun.  Pero  en  cualquier  punto  de  una  curva  de  nivel  el  vector  gradien- 
te  V/es  perpendicular  a  la  curva  de  nivel  (seccion  12.5)  y,  de  manera  similar,  Vg  es  per¬ 
pendicular  a  la  curva  de  restriction.  Asi,  V/ y  Vg  son  paralelos  en  p0  y  tambien  en  pp  es 
decir, 

V/(p0)  =  A0  Vg(p0)  y  V/(p,)  =  Aj  Vg(p0 


para  ciertos  numeros  no  nulos  A0  y  A]. 

El  argumento  anterior  es  decididamente  intuitivo,  pero  puede  formalizarse  com- 
pletamente  bajo  las  hipotesis  adecuadas.  Ademas,  este  argumento  tambien  sirve  para  el 
problema  de  maximizar  o  minimizar  /(x,  y,  z)  sujeta  a  la  restriction  g(x,  y,  z)  =  0. 
Simplemente  consideramos  superficies  de  nivel  en  vez  de  curvas  de  nivel.  De  hecho,  el 
resultado  es  valido  para  cualquier  numero  de  variables. 

Todo  esto  sugiere  la  siguiente  formulation  del  metodo  de  multiplicadores  de  La¬ 
grange. 
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Figura  4 


Restriccidn 


Superficie  de  nivel 
para/(.v,  y)  =  xy 


4  =  0 


+  v 


Aplicaciones  Ilustramos  el  metodo  con  varios  ejemplos. 

BfEJEMPLO'  1  ^Cual  es  la  maxima  area  que  puede  tener  un  rectangulo  si  la  lon- 
gitud  de  su  diagonal  es  2? 

SOLUCION  Coloque  el  rectangulo  en  el  primer  cuadrante,  con  dos  de  sus  lados  a  lo 
largo  de  los  ejes  de  coordenadas;  luego,  el  vertice  opuesto  al  origen  tiene  coordenadas 
(x, y), con xy y  positivos  (figura  3). La  longitud  de  su  diagonal  es  Vx2  +  y2  =  2  y  su 
area  es  xy. 

Asi,  podemos  formular  el  problema  como  el  de  maximizar  f(x,  y )  =  xy  sujeta  a  la 
restriccidn  g(x,y )  =  x2  +  y2  —  4  =  0.  Los  gradientes  correspondientes  son 

W(x,  y)  =  fx(x,  y) i  4-  fy(x,  y)j  =  yi  +  x  j 

Vg(x,y)  =  gx(x.y)  1  +  gy(x,  y)j  =  2xi  +  2yj 

Asf,  las  ecuaciones  de  Lagrange  se  convierten  en 


(1) 

y  =  A(2x) 

(2) 

x  =  A(2y) 

(3) 

x2  +  y2  =  4 

que  debemos  resolver  en  forma  simultanea.  Si  multiplicamos  la  primera  ecuacion  pory 
y  la  segunda  por  x,  obtenemos  y2  =  2Axy  y  x2  =  2Axy,  de  donde 

(4)  y2  =  x2 

De  (3)  y  (4)  vemos  que  x  =  V2  y  y  =  V2;  al  sustituir  estos  valores  en  (1)  obtene¬ 
mos  A  =  Asf,  la  solucion  a  las  ecuaciones  de  la  (1)  a  la  (3),  con  x  y  y  positivos,  es 
x  =  y/2 ,  y  =  V^2  y  A  = 

Concluimos  que  el  rectangulo  de  area  maxima  con  diagonal  2  es  el  cuadrado  cuyos 
lados  miden  V2.  Su  area  es  2.  La  figura  4  muestra  una  interpretation  geometrica  de 
este  problema.  * 

5|  EJEMPLQ2~j  Use  el  metodo  de  Lagrange  para  determinar  los  valores  maximos 
y  minimos  de 

/(x,  y)  =  y2~  x2 


sobre  la  elipse  x2/4  +  y2  =  1. 

SOLUCION  Revise  la  figura  2  de  la  section  12.8,  donde  aparece  una  grafica  del  pa- 
raboloide  hiperbolico  z  =/(x,  y)  =  y2  —  x2.  Esta  figura  nos  permite  estimar  que  el  valor 
minimo  aparece  en  (±2, 0)  y  el  valor  maximo  en  (0,  ±1).  Pero  justifiquemos  esta  conje- 
tura. 

Podemos  escribir  las  restricciones  como  g{x,y )  =  x2  +  4y2  —  4  =  0.  Ahora, 


v/(^y)  =  -2xi  +  2yj 


y 


Vg(x,y)  =  2xi  +  8yj 


Las  ecuaciones  de  Lagrange  son 


(1)  — 2x  =  A2x 

(2)  2y  =  A8y 

(3)  x2  +  4y2  =  4 
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Observe,  de  la  tercera  ecuacion,  que  x  y  y  no  se  pueden  anular  simultaneamente.  Si  x  #  0, 
la  priniera  ecuacion  implica  que  A  =  — 1  y,  entonces,  la  segunda  ecuacion  exige  que  y  =  0. 
De  la  tercera  ecuacion  concluimos  que  x  =  ±  2.  Asf,  hemos  obtenido  los  puntos  criticos 
(±2,0). 

Exactamente  el  mismo  argumento  con  y^O  implica  que  A  =  \  de  la  segunda  ecua¬ 
cion,  luego  x  =  0  de  la  primera,  y  finalmente  y  =  ±  1  de  la  tercera  ecuacion.  Concluimos 
que  (0,  ±1)  tambien  son  puntos  criticos. 

Ahora,  para  /(x,  y)  =  y2  —  x2. 


/( 2,  0)  =  -4 
/(- 2,0)  =  -4 
/(0,1)  =  1 
/(o,-i)  =  1 

El  valor  rnmirno  de  /(x,y)  en  la  elipse  dada  es  —4;  el  valor  maximo  es  1.  * 

H  EJEMPLQ3]  Determine  el  rnmirno  de  /(x,  y ,  z)  =  3x  +  2y  +  z  +  5  sujeto  a  la  res¬ 
triction  g(x,y,  z)  =  9x2  +  4y2  —  z  =  0. 

SOLIJCION  Los  gradientes  de/y  g  son  V/(x, y,  z)  =  3i  +  2j  +  k  y  Vg(x,y,  z)  =  18xi  + 
8yj  -  k.  Para  determinar  los  puntos  criticos,  resolvemos  las  ecuaciones 

V/(x,y,  z)  =  AVg(x.y.z)  y  g(x,y,z)=  0 

en  terminos  de  (x, y,  z,  A),  donde  A  es  un  mulliplicador  de  Lagrange.  Esto  es  equivalen- 
te,  en  nuestro  problema,  a  resolver  el  siguiente  sistema  de  cuatro  ecuaciones  simulta- 
neas  en  las  cuatro  variables  x,y,  z  y  A. 


(1) 

3  =  18xA 

(2) 

2  =  8yA 

(3) 

1  =  -A 

(4) 

9x2  +  4y2  -  z  =  0 

De  (3),  A  =  — 1.  A1  sustituir  este  resultado  en  las  ecuaciones  (1)  y  (2),  obtenemos  x  =  —  | 
y  y  =  —  A1  introducir  estos  valores  de  x  y  y  en  la  ecuacion  (4),  obtenemos  Z  =  \.  Asf, 
la  solution  del  sistema  anterior  de  cuatro  ecuaciones  simultaneas  es  —  l)  y 

el  unico  punto  critico  es  (—  Por  lo  tanto,  el  mi'nimo  de/(x,y,z),sujeta  a  la  res¬ 
triction  g(x,y,  z)  =  0,  es  /(—  =  |.  (^Como  sabemos  que  este  valor  es  mi'nimo 

y  no  maximo?).  IE 

Dos  o  mas  restricciones  Cuando  se  impone  mas  de  una  restriction  sobre  las  va¬ 
riables  de  una  funcion  que  debe  maximizarse  o  minimizarse,  se  usan  mas  multiplicado¬ 
res  de  Lagrange  (uno  por  cada  restriction).  Por  ejemplo,  si  buscamos  los  extremos  de 
una  funcion  /de  tres  variables  sujeta  a  las  dos  restricciones  g(x,  y,  z)  =  0  y  h(x,  y ,  z)  =  0, 
resolvemos  las  ecuaciones 

V/(x,  y,  z)  =  A  Vg(x,  y,  z)  +  fx  Vh(x,  y,  z),  g(x,  y,  z)  =  0,  h{x,y,z)  =  0 

en  terminos  de  x,y,  z,  Ay/r,  donde  Ayg  son  multiplicadores  de  Lagrange.  Esto  es  equi- 
valente  a  hallar  las  soluciones  del  sistema  de  cinco  ecuaciones  simultaneas  en  las  varia¬ 
bles  x,y,z,  A  y /x. 


(1) 


fx{x,  y,  z)  =  Ag*(x,  y,  z)  +  fihx(x,  y,  z) 
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Cilindro 


fix,  y,  z)  se  define  en  la 


Figura  5 


(2)  fy(x,  y,  z)  =  A gy(x,  y,  z)  +  ixhy(x,  y,  z) 

(3)  fz(x,  y,  z)  =  A gz(x,  y,  z)  +  fihz(x,  y,  z) 

(4)  g(x,  y,  z)  =  0 

(5)  h{x,y,z)  =  0 

Obtenemos  los  puntos  crfticos  mediante  las  soluciones  de  este  sistema. 


BflpEMPLO  4  Determine  los  valores  maximos  y  minimos  de  f(x ,  y,  z)  =  x  +  2y  + 
3 z  sobre  la  elipse  dada  como  la  intersection  del  cilindro  x2  +  y2  =  2  y  el  piano  y  +  z  =  1 
(vease  la  figura  5). 


SOLUCION  Queremos  maximizar  y  minimizar/(x,  y.  z)  sujeta  a  g(.c,  y,  z)=  x2  +  y2  - 
2  =  0  y  h(x,y,  z)=y  +  z  —  1=0.  Las  ecuaciones  de  Lagrange  correspondientes  son 


(1) 

1  =  2\x 

(2) 

2  =  2Ay  +  ijl 

(3) 

3  =  ix 

(4) 

x2  +  y2  -  2  =  0 

(5) 

y  +  z -  1  =  0 

De  (1 ),  ;c  =  1/(2A);  de  (2)  y  (3),  y  =  -1/(2A).  Asi,  de  (4),  (1/(2A))2  +  (-1/(2A))2  =  2,  lo  que 
implicaqueA  =  La  solution  A  =  \  proporciona  el  punto  critico  (x,y,  z)  =  (1,-1, 2) 
y  A  =  -  \  da  el  punto  critico  (x,y,z)  =  (-1. 1,0).  Concluimos  que/(l,— 1, 2)  =  5  es  el  va¬ 
lor  maximo  y/(— 1, 1,0)  =  1  es  el  valor  mi'nimo.  ■ 

Optimization  de  una  funcion  en  un  conjunto  cerrado  y  acotado  Po- 
demos  determinar  el  maximo  o  el  minimo  de  una  funcion  f(x,y)  en  un  conjunto  cerra¬ 
do  y  acotado  S ,  mediante  los  siguientes  pasos.  Primero,  utilice  los  metodos  de  la  section 
12.8  para  determinar  el  maximo  o  el  minimo  en  el  interior  de  S.  Segundo,  utilice  los 
multiplicadores  de  Lagrange  para  determinar  los  puntos  en  la  frontera  que  proporcio- 
ne  un  maximo  o  un  minimo  local.  Por  ultimo,  evalue  la  funcion  en  estos  puntos  para  de¬ 
terminar  el  maximo  y  el  minimo  en  S. 


^  IJLMIM  O  5  Determine  el  maximo  y  el  minimo  para  la  funcion  f(x,  y)  =  4  +  xy 
—  jr2  —  y2  en  el  conjunto  S  =  {(x,  y):  x2  +  y2  <  1} 

SOLUCION  La  figura  6  muestra  la  grafica  de  z  =  4  +  xy  -  x2  —  y2.  El  conjunto  S  es  el 
circulo  con  centro  en  el  origen  que  tiene  radio  1.  Asi,  tenemos  que  encontrar  el  maxi¬ 
mo  y  el  minimo  de/en  la  region  que  esta  en  o  dentro  de  la  curva  dibujada  en  la  parte 
superior  de  la  figura  6.  Iniciamos  por  determinar  todos  los  puntos  criticos  en  el  interior 
de  S\ 


ED  Pensando  en  la  simetria 

La  figura  6  sugiere  que  cuatro  de 
los  puntos  a  verificar  seran  simetri- 
cos  respecto  al  origen.  Y  este  sera 
el  caso. 


3/ 

dX 


=  y  -  2x  =  0 


V 

dy 


x  —  2y  =  0 


La  unica  solution,  y  por  tanto  el  unico  punto  critico  interior,  es  (0, 0).  Ahora  aplicamos 
el  metodo  de  multiplicadores  de  Lagrange  para  determinar  puntos  a  lo  largo  de  la 
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Figura  6 


frontera  en  donde  la  funcion  tenga  un  maximo  o  un  minimo.  Un  punto  en  la  frontera 
satisfara  la  restriccion  x2  +  y2  —  1  =0,  as!  que  hacemos  g(x,  y )  =  x2  +  y2  -  1 .  Entonces 


Y/X*>  y)  =  (y  ~  2x)i  +  (x  ~  2y)] 
Vg(x,y)  =  2xi  +  2yj 


Haciendo  V/( x,  y)  =  A  Vg( x,  y)  lleva  a 

y  —  2x  =  \2x 
x  —  2  y  =  A2  y 

A1  despejar  A  en  estas  dos  ecuaciones  se  obtiene 


- 1  =  A  =  Tp - 1 

2x  2  y 


que  conduce  a  x  =  ±  y.  Esto,  junto  con  la  restriccion  x2  +  y2  —  1  =  0,  da 
x  =  ±  V2/2,  y  =  ±  V2/2.  Por  lo  tanto,  debemos  evaluar/en  los  cinco  puntos  (0, 0), 

(4.4U~4.4),(4.-4)y  (-¥.-¥): 


/(0,0)  =4 


/(/./) -s 


f(-4.4)  =  t 


■fV 2  V2\  5 

f/_V 2  . 

V2j 

v  2  ’  2  )  2 

J\  2  > 

2  I 

El  maximo  que  alcanza /en  S  es  4,  y  ocurre  en  ( x ,  y)  =  (0, 0).  El  minimo  que  alcanza/ 
en  S  es^,  y  esto  ocurre  en  los  dos  puntos  (—  y(-y,  — -y).  * 


Revision  de  conceptos 

1.  Maximizar  f(x,  y)  es  un  problema  de  extremos _ ;  maxi- 

mizar  f(x,  y)  sujeta  a  g(x,  y)  =  0  es  un  problema  de  extremos _ . 

2.  El  metodo  de  multiplicadores  de  Lagrange  depende  del  he- 

cho  de  que  en  un  extremo  los  vectores  V/  y  Vg  son _ . 


3.  Asi,  para  usar  el  metodo  de  Lagrange,  intentamos  resolver 

las  ecuaciones  Vf(x,y)  =  A  Vg(x,y)  y _ en  forma  simultanea. 

4.  En  ocasiones,  un  sencillo  razonamiento  geometrico  propor- 

ciona  una  solucion.  El  valor  maximo  d ef(x,y)  =x4  +  y4  en  el  circulo 
(x  -  l)2  +  (y  -  1)2=  2  ocurre  claramente  en _ . 


Conjunto  de  problemas  12.9 


1.  Determine  el  minimo  de  f(x,  y)  =  x2  +  y2  sujeta  a  la  restric¬ 
cion  g(x,  y)—xy  —  3  =  0. 

2.  Determine  el  maximo  de  f{x,y)  =  xy  sujeta  a  la  restriccion 
g(x ,  y )  =  4x2  +  9y2  -  36  =  0. 

3.  Determine  el  maximo  de  f(x,  y)  =  4x2  —  4 xy  +  y2  sujeta  a  la 
restriccion  x~  +  y2  =  1. 

4.  Determine  el  minimo  de/(x,y)  =  x2  +  4xv  +  y2  sujeta  a  la  res¬ 
triccion  x  —  y  -  6  =  0. 

5.  Determine  el  minimo  d e  f(x, y,  z)=  x2  +  y2  +  z2  sujeta  a  la  res¬ 
triccion  x  +  3y  —  2z  =  1 2. 

6.  Determine  el  maximo  de  /(. r,  y,  z)  =  4x  —  2y  +  3z  sujeta  a  la 
restriccion  2x2  +  y2  —  3z  =  0. 

7.  ^Cuales  son  las  dimensiones  de  la  caja  rectangular  sin  tapa 
que  tiene  volumen  maximo  cuando  el  area  de  la  superficie  es  48? 


8.  Determine  la  distancia  minima  entre  el  origen  y  el  piano  x  + 
3y  —  2z  =  4. 

9.  El  material  para  el  fondo  de  una  caja  rectangular  cuesta  el 
triple  por  pie  cuadrado  que  el  material  para  los  lados  y  la  tapa.  De¬ 
termine  la  maxima  capacidad  que  la  caja  puede  tener  si  la  cantidad 
total  de  dinero  disponible  para  el  material  es  $12  y  el  material  para  el 
fondo  cuesta  $0.60  el  pie  cuadrado. 

10.  Determine  la  minima  distancia  entre  el  origen  y  la  superficie 

jr2y  —  z2  +  9  =  0. 

11.  Determine  el  volumen  maximo  de  una  caja  rectangular  ce- 
rrada  con  caras  paralelas  a  los  pianos  de  coordenadas,  inscrita  en  el 
elipsoide 
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12.  Determine  el  volumen  maximo  de  la  caja  rectangular  en  el  pri¬ 
mer  octante,  con  caras  paralelas  a  los  pianos  de  coordenadas,  un  vertice 
en  (0, 0, 0)  y  con  el  vertice  diagonalmente  opuesto  ubicado  en  el  piano 


En  los  problemas  de 1 13  al  20  utilice  el  metodo  de  los  multiplicadores 
de  Lagrange  para  resolver  estos  problemas  de  la  seccion  12.8. 

13.  Problema  21  14.  Problema  22 

15.  Problema  23  16.  Problema  24 

17.  Problema  37  18.  Problema  38 

19.  Problema  40  (solo  el  minimo)  v  v  z 

20.  Problema  42;  Sugerencia:  considere  el  piano  —  +  —  +  —  =  1. 

A  B  C 

En  los  problemas  del  21  al  25  determine  el  maxima  y  el  minimo  de  la 
funcion  fen  el  conjunto  cerrado  y  acotado  S.  Utilice  los  metodos  de 
la  seccion  12.8  para  determinar  el  maximo  y  el  minimo  en  el  interior 
de  S;  luego  utilice  los  multiplicadores  de  Lagrange  para  determinar  el 
maximo  y  el  minimo  en  la  frontera  de  S. 

21.  f{x,y)  =  10  +  x  +  y;  S  =  {(x,y):x2  +  y2  £  1} 

22.  /( x,  y)  =  x  +  y  -  xy;  S  =  {(x,  y):  x2  +  y2  s  9} 

23.  f(x,  y)  =  x2  +  y1  +  3x  -  xy, 

S  =  {(x,  y):x2  +  y2  £  9} 

25.  f(x,y)  =  (l+x  +  y)2;  S  =  {(x,y):  j  +  ~  s  l} 

26.  Determine  la  forma  del  triangulo  de  mayor  perimetro  que  se 
puede  inscribir  en  un  circulo  de  radio  r.  Sugerencia:  sean  a,  /3  y  y  co- 
mo  en  la  figura  7  y  reduzca  al  problema  a  maximizar  P  =  2r(sen  a/2  + 
sen  j3/2  +  sen  y/2)  sujeto  a  a  +  fl  +  y  =  2 rr. 


27.  Considere  el  modelo  de  produccion  de  Cobb-Douglas  para 
un  proceso  de  manufactura  que  depende  de  tres  entradas,x,y  y  z,con 
costos  unitarios  a ,  b,  y  c,  respectivamente,  dados  por 

P  =  kxayfizY,  a  >  0,  /3>0,  y  >  0,  a  +  fi  +  y  =  \ 

sujeto  a  la  restriccion  de  costos  ax  +  by  +  cz  =  d.  Determine  x,y  y  z 
para  maximizar  la  produccion  P. 

28.  Determine  la  distancia  minima  del  origen  a  la  recta  de  inter¬ 
section  de  los  dos  pianos 


x  +  y  +  z  =  8  y  2x  —  y  +  3z  =  28 


29.  Determine  el  maximo  y  el  minimo  de  fix,  y,z)  =  —x  +  2y  +  2z 
en  la  elipse  x2  +  y2  =  2,y  +  2z  =  1  (vease  el  ejemplo  4). 

30.  Sea  w  =  X\X2- ■  ■  xn 

(a)  Maximice  w  sujeta  a  X\  +  x2  3 - f  xn  =  1  y  todo  xt  >  0. 

(b)  Use  la  parte  (a)  para  deducir  la  desigualdad  de  la  media  aritme- 
tica  y  la  media  geometrica  para  numeros  positivos  a2.  •  ■  ■ ,  a„\ 
es  decir, 


Cl  I  4-  ^2  *  *  *  +  Cl n 

n 


31.  Maximice  w  =  a{x i  +  aix2  +  —  +  anxn ,  con  at  >  0,  sujeta  a 
x2  +  x22+  ■■■  +  x\  =  1. 

l£5H  El  trazo  de  superficies  y  curvas  de  nivel,  junto  con  un  poco  de 
sentido  comun ,  nos  puede  permitir  resolver  algunos  problemas  de  ex- 
tremos  con  restricciones.  Resuelva  lo  siguiente,  con  base  en  las  funcio¬ 
nes  de  las  flguras  de  la  6  a  la  9  de  la  seccion  12.1 . 

32.  Maximice  z  =  -4 x3y2  sujeta  a  x2  +  y2  =  1 . 

33.  Minimice  z-x- x3/8 - y1/ 3  sujeta  a x2/\ 6  +  y2  =  1 . 

34.  Maximice  z=xy  exp(-x2  -  y2)  sujeta  a  xy  =  2. 

35.  Minimice  z  =  exp(-|x!)  cos  Vx2"  +  y2  sujeta  a  x2  +  y2/ 9  =  1. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  libres;con 
restriccion  2.  parallelos  3.  g{x,  y)  =0  4.  (2,2) 


12.10  Repaso  del  capitulo 

Examen  de  conceptos 

Responda  con  cierto  o  falso  a  cada  una  de  las  siguientes  afirmaciones. 
Preparese  para  justificar  su  respuesta. 

1.  Las  curvas  de  nivel  de  z  =  2x:  +  3y2  son  elipses. 

2.  Si  /v(0, 0)  =  fy(0,  0)  entonces  f(x,  y)  es  continua  en  el  origen. 

3.  Si  fx{ 0.  0)  existe.  entonces  g(x)  =/(x,  0)es  continua  en  x  =  0. 

4.  Si  lim  f{x,y)  =  L.  entonces  lim  f{y,y)  =  L. 


5.  Si  /(x,  y)  =  g(x)h(y),  donde  gy  h  son  continuas  para  todo  x  y 
y,  respectivamente,  entonces /es  continua  en  todo  el  piano  xy. 

6.  Si  f(x,  y)  =  g(x)h(y),  donde  gy  h  son,  ambas,  dos  veces  dife- 
renciables,  entonces 

d2f  d2f 

~ 1  =  g"(x)h(y)  +  g(x)h"(y) 

dx~  dy 

7.  Si  f(x,  y)  y  g(x,  y)  tienen  el  mismo  gradiente,  entonces  son 
funciones  identical 

8.  El  gradiente  de/es  perpendicular  a  la  grafica  de  z  =/(x,  y). 
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9.  Si/es  diferenciable  y  V/(a,  b)  =  0,  entonces  la  grafica  de  z  = 
f(x,y)  tiene  un  piano  tangente  horizontal  en  (a,  b). 

10.  Si  V/(p0)  =  0,  entonces /tiene  un  valor  extremo  en  p0. 

11.  Si  T  =  ey  sen  x  da  la  temperature  en  un  punto  ( x ,  y)  en  el  pia¬ 
no,  entonces  un  objeto  que  busca  el  calor  se  movera  alejandose  del 
origen  en  la  direccion  i. 

12.  La  funcion  /(x,  y)  =  x2  +  y4  tiene  un  valor  minimo  glo- 
bal  en  el  origen. 

13.  La  funcion  /(x,  y)  =  N^x"  +  y4  no  tiene  un  valor  minimo 
global  ni  un  valor  maximo  global. 

14.  Si  /(x,  y)  =  4x  +  4y,  entonces  \Duf(x,  y)|  s  4. 

15.  Si  £>„/(x,  y)  existe,  entonces  D  „f(x,  y)  =  -D„/(x,  y ). 

16.  El  conjunto  { (x,  y):  y  =  x,  0  s  x  £  1}  es  un  conjunto  ce- 
rrado  en  el  piano. 

17.  Si  /(x,  y)  es  continua  en  un  conjunto  cerrado  y  acotado  S, 
entonces /alcanza  un  valor  maximo  en  S. 

18.  Si/(x,y)  alcanza  su  valor  maximo  en  un  punto  interior  (x0,y0) 
de  S,  entonces  V/(x0,  yo)  =  0. 

19.  La  funcion /(x,  y)  =  sen(xy)  no  alcanza  un  valor  maximo  en  el 
conjunto  {(x,  y):  x2  +  y2  <  4}. 

20.  Si  /r(x0,  y0)  y  fy(x0,  y(l)  existen,  entonces  /  es  diferenciable  en 
(xo.^o)- 

Problemas  de  examen  muestra 

1.  Determine  y  bosqueje  el  dominio  de  cada  funcion  de  dos  va¬ 
riables  dada,  mostrando  claramente  los  puntos  de  la  frontera  del  do¬ 
minio  que  pertenecen  a  este. 

(a)  z  =  Vx2  +  4y2  -  100  (b)  z  =  -V2x  -  y  -  1 

2.  Bosqueje  las  curvas  de  nivel  de/(x,y)  =  (x  +  y2)  para  k  =  0, 1, 
2,4. 

En  los  problemas  del  3  al  6  determine  df/dx ,  a2 ffox 2  y  iPf/dydx. 

3.  /(x,  y )  =  3x4y2  +  lx2y1  4.  /(x,  y)  =  cos2  x  -  sen2  y 

5.  /(x,  y)  =  e~y  tan  x  6.  /(x,  y)  =  e  x  sen  y 

7.  Si  F(x,  y)  =  5x3  y6  -  xy7,  determine  d3F(x.  y)/dxdy2. 

8.  Si  /es  la  funcion  de  tres  variables  definida  por  /(x.y,  z)  =  xy3 
- 5x2yz4,  determine  fx(2, -l,l),fy(2, -1,1)  y/z(2.-l,  1). 

9.  Determine  la  pendiente  de  la  tangente  a  la  curva  de  inter¬ 
section  de  la  superficie  z  =  x~  +  y-/ 4  y  el  piano  x  =  2  en  el  punto 
(2,2,5). 

10.  (.Para  cuales  puntos  es  continua  la  funcion  /(x.y)  =xy/(x2  — y)? 


11.  ;,Existe  lim 


-?  Explique. 


(*,v)-*(0.0)  X  +  y 

12.  En  cada  caso,  determine  el  lfmite  indicado  o  indique  que  tal 


limite  no  existe. 

x2  -  2y 
(a)  lfm  — - 

(x.y)— *{2,2)  x2  +  2y 

x4  -  4y4 

(c)  lfm  — - - 

(x.y)— *(o,o)  x2  +  2y2 

13.  Determine  V/(l, 2,— 1). 
(a)  /(x,  y,  z)  =  x2yz3 


x2  +  2  y 
(b)  lfm  —z - — 

(x.y)— *(2,2)  x‘  -  2y 


(b)  /(x,  y,  z)  =  y2  sen  xz 


14.  Determine  la  derivada  direccional  de/(x,y)  =  tan  ‘(3xy).  (.Cual 
es  su  valor  en  el  punto  (4,2)  en  la  direccion  u  =  (  V3/2)i  —  (l/2)j? 

15.  Determine  la  pendiente  de  la  recta  tangente  a  la  curva  de  in¬ 
tersection  del  piano  vertical  x  —  V3y  +  2\/3  —  1  =  0  y  la  super¬ 
ficie  z  =x2  +y2  en  el  punto  (1,2,5). 

16.  ^En  que  direccion  crece  f(x,  y)  =  9x4  +  4y2  mas  rapidamente 
en  (1,2)? 

17.  Para  /(x,  y )  =  x2/2  +  y2 

(a)  determine  la  ecuacion  de  su  curva  de  nivel  que  pasa  por  el  pun¬ 
to  (4, 1 )  en  su  dominio; 

(b)  determine  el  vector  gradiente  V/en  (4, 1); 

(c)  trace  la  curva  de  nivel  y  dibuje  el  vector  gradiente  con  su  punto 
inicial  en  (4, 1). 

18.  Si  F(u,  v)  =  tan ~l(uv),u  =  Vxy  y  v  =  Vr  -  Vy,  deter¬ 
mine  dF/c)x  y  dF/dy  en  terminos  de  u,v,x  y  y. 

19.  Si  /(u,  v)  =  u/v,  u  =  x2  —  3y  +  4z  y  v  =  xyz,  determine 
fx,  fy,  y  fz  en  terminos  de  x,  y  y  z. 

20.  Si  F(x,  y)  =  x3  -  xy2  -  y4,  x  =  2  cos  3i  y  y  =  3  sen  i,  determine 
dF/dt  en  t  =  0. 

21.  Si  F(x,  y.  z)  =  (5 x2y/z3),  x  =  t’^2  +  2,  y  =  In  4(  y  7  =  e3',  determi¬ 
ne  dF/dt  en  terminos  de  x.y,  7  y  t. 

22.  Un  triangulo  tiene  vertices/4,  B  y  C.  La  longitud  del  lado  c  = 
AB  esta  aumentando  a  razon  de  3  pulgadas/segundo,  el  lado  b  =  AC 
decrece  una  pulgada/segundo,  y  el  angulo  entre  ellos,  a ,  esta  crecien- 
do  a  0.1  radidn/segundo.  Si  c  =  10  pulgadas  y  b  =  8  pulgadas  cuando  a 
=  ir/6.  <,que  tan  rapido  esta  cambiando  el  area? 

23.  Determine  el  vector  gradiente  de  F(x,y,  7)  =  9x2  +  4y2  +  9z2  - 
34  en  el  punto  P(l,  2,  -1).  Escriba  la  ecuacion  del  piano  tangente  a  la 
superficie  F(x,y,z)  =  0en  el  punto  dado. 

24.  Un  cilindro  circular  recto  tiene  un  radio  de  10  ±  0.02  pulgadas 
y  una  altura  de  6  ±  0.01  pulgadas.  Calcule  su  volumen  y  use  diferen- 
ciales  para  dar  una  estimation  del  error  posible. 

25.  Si  /(x,  y,  z)  =  xy2/(l  +  z2),  use  diferenciales  para  estimar 
/(l. 01, 1.98, 2.03). 

26.  Determine  los  extremos  de  /(x,  y)  =  x2y  -  6y2  -  3x2. 

27.  Una  caja  rectangular  cuyos  lados  son  paralelos  a  los  ejes  de 
coordenadas  se  inscribe  en  el  elipsoide  36x2  +  4y2  +  9z2  =  36.  (;,Cual  es 
el  mayor  volumen  posible  para  tal  caja? 

28.  Use  multiplicadores  de  Lagrange  para  determinar  el  maximo 
y  el  minimo  de  /(x,  y )  =  xy  sujeta  a  la  restriction  x2  +  y2  =  1. 

29.  Use  multiplicadores  de  Lagrange  para  determinar  las  dimen- 
siones  del  cilindro  circular  recto  con  volumen  maximo.  si  el  area  de 
su  superficie  es  24rr. 


PROBLEMAS 
DE  REPASO  E 
INTRODUCTION 


En  los  problemas  del  1  al  6  bosqueje  la  grafica  de  la  func ion  dada. 


1.  f{x ,  y)  =  V64  -  JC2  -  y2 

2. 

fix,  y)  =  9  -  x2  -  y1 

3-  f(x,  y)  =  x2  +  4 y2 

4.  fix ,  y)  =  x2  -  y2 

5.  f(x,y)  =  x2 

6. 

H 

II 

1 

En  los  problemas  del  7  a!  14  bosqueje  la  grafica  de  la  ecuacion  dada  en  coordenadas  i 

esfericas. 

7.  r  =  2 

8. 

p  =  2 

9.  (j>  —  77/4 

10. 

^5 

II 

4^ 

11.  r2  +  z2  =  9 

12. 

r  =  cos  8 

13.  r  =  2  sen  8 

14. 

C4 

1 

Os 

II 

Evalue  las  integrates  en  los  problemas  del  15  al  26. 

15.  1  e~2x  dx 

16. 

/  xe  2x  dx 

pa/ 2  /  \ 

f2 

17.  [  cos( — )  dx 

18. 

/  (a  +  bx  +  c2x2)  dx 

J  an  V  a  ) 

Jo 

19.  /  sen2  x  dx 

20. 

r  1 

Ja 

./1/4 1  -  * 

pi 

f 4  e* 

21.  / - r  dx 

22. 

Jo  1  +  *2 

7o  1  +  e2-1 

f3 

23.  /  rV4r2+\dr 

24. 

n  r 

/  -  t -.—-=dr 

Jo 

Jo  Va“  -  r2 

r/2  0 

/.7T/2 

25.  /  cos2  6  dO 

26. 

/  cos  0  d8 

Jo 

Jo 

27.  Sin  utilizar  el  segundo  teorema  fundamental  del  calculo,  evalue 

r2ir  r 


/ 


Va^b2  -  V^c2 


de 


28.  Determine  el  area  de  la  parte  del  piano  x  +  y  +  z  =  l  que  esta  en  el  primer  octante. 

En  los  problemas  de!  29  al  34  determine  el  volumen  del  solido  que  se  indica  en  el  espacio  tridimen¬ 
sional utilice  las  propiedades  bdsicas  de  geometria  o  los  metodos  de I  capitulo  5. 

29.  El  solido  acotado  por  arriba  por  z  =  V9  —  y2,  por  abajo  por  el  piano  xy  y  lateralmente 
por  los  pianos r  =  0yr  =  8. 

30.  El  solido  en  el  espacio  tridimensional  que  consiste  en  los  puntos  cuyas  coordenadas  esfe- 
ricas  satisfacen  fi<7. 

31.  El  solido  obtenido  cuando  la  grafica  de  y  =  sen  x.OsxStt,  se  hace  girar  alrededor  del 
eje  x. 

32.  El  solido  en  el  espacio  tridimensional  que  consiste  en  los  puntos  cuyas  coordenadas  cilin- 
dricas  satisfacen  r<7y0s2<  100. 

33.  El  solido  en  el  espacio  tridimensional,  acotado  por  arriba  por  z  =  9  -  x2  —  y2  y  por  abajo 
por  el  piano  xy.  Sugerencia:  interprete  este  como  un  solido  de  revolution. 

34.  El  solido  en  el  espacio  tridimensional  que  consiste  en  los  puntos  cuyas  coordenadas  esfe- 
ricas satisfacen  l<p<4y()<<f>s rr/ 2. 
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13.8  Integrates  triples 
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cilindricas  y 
esfericas 

13.9  Cambio  de  varia¬ 
ble  en  integrates 
multiples 

13.10  Repaso  del 
capitulo 


13.1 

Integrates  dobles  sobre  rectangulos 

La  derivation  y  la  integration  son  los  procesos  fundamentales  del  calculo.  Hemos  es- 
tudiado  la  derivacion  en  espacios  de  dos  y  tres  dimensiones  (capitulo  12);  es  tiempo  de 
considerar  la  integration  en  espacios  de  dos  y  tres  dimensiones.  Se  generalizaran  la 
teoria  y  las  aplicaciones  de  las  integrales  sencillas  (de  Riemann)  a  las  integrales  multi¬ 
ples.  En  el  capitulo  5  usamos  las  integrales  sencillas  para  calcular  el  area  de  regiones 
planas  curvas,  a  fin  de  determinar  la  longitud  de  curvas  planas  y  el  centra  de  masa  de 
alambres  rectos  con  densidad  variable.  En  este  capitulo  usaremos  las  integrales  multi¬ 
ples  para  calcular  el  volumen  de  solidos  generates,  el  area  de  superficies  generates  y  el 
centra  de  masa  de  laminas  y  solidos  de  densidad  variable. 

La  relation  intima  entre  la  integration  y  la  derivacion  fue  formulada  en  los  teore- 
mas  fundamentales  del  calculo;  estos  proporcionan  las  principals  herramientas  teori- 
cas  para  evaluar  integrales  sencillas.  Aqui  reducimos  la  integration  multiple  a  una  serie 
de  integraciones  sencillas  donde,  otra  vez,  el  segundo  teorema  fundamental  desempe- 
nara  un  papel  central.  Comprobaremos  las  habilidades  de  integration  que  aprendio  en 
los  capitulos  del  4  al  7. 

La  integral  de  Riemann  para  una  funcion  de  una  variable  fue  definida  en  la  sec- 
cion  4.2,  una  section  que  vale  la  pena  revisar.  Recuerde  que  formamos  una  partition  P 
del  intervalo  [a,  b ]  en  subintervalos  de  longitud  Axk,  k  =  1,  2, ....  n,  elegimos  un 
punto  muestra  xk  del  &-esimo  subintervalo,  y  luego  escribimos 

rb  n 

/  f(x)  dx  =  lim  y\f(xt ,)  Axk 

Ja  M-o 

Procedemos  de  una  manera  muy  similar  para  definir  la  integral  para  una  funcion  de 
dos  variables. 

Sea  R  un  rectangulo  con  lados  paralelos  a  los  ejes  de  coordenadas;  es  decir,  sea 
R  =  {(x,  y):  a  £  x  s  b,  c  s  y  <  d} 

Formamos  una  partition  P  de  R  por  medio  de  rectas  paralelas  a  los  ejes  x  y  y,  como  en 
la  figura  1.  Esto  divide  a  R  en  subrectangulos,  digamos  n,  que  denotamos  por  Rk,  k  =  1, 
2, . . .,  n.  Sean  Axk  y  A yk  las  longitudes  de  los  lados  de  Rk  y  sea  A Ak  =  AxkA,yk  su  area. 
En  Rk,  elija  un  punto  muestra  (xk,  yk )  y  forme  la  suma  de  Riemann 

2 \f(xk>yk )  AAk 

k=  1 


Figura  1 
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que  corresponde  (si  f(x,  y)  a  0)  a  la  suma  de  los  volumenes  de  n  cajas  (figuras  2  y  3).  A1 
hacer  la  partition  cada  vez  mas  fina,  de  modo  que  todos  los  Rk  sean  mas  pequenos,  ten- 
dremos  el  concepto  deseado. 


Figura  2  Figura  3 


Estamos  listos  para  una  definition  formal.  Usamos  la  notation  introducida  antes, 
agregando  que  la  norma  de  la  partition  P,  denotada  mediante  ||/5||,  es  la  longitud  de  la 
mayor  diagonal  de  cualquier  subrectangulo  en  la  partition 


Definicion  La  integral  doble 

Sea /una  funcion  de  dos  variables,  definida  en  un  rectangulo  cerrado  R.  Si 


Kmo±f(Xt,yk)  AA, 


existe,  decimos  que/es  integrable  en  R.  Ademas 
doble  de/en  R,  esta  dada  entonces  por 


R 


dA ,  llamada  la  integral 


JJ f(x,y)  dA 

R 


to,, 


Z  =/(*.  V) 


R 


Esta  definition  de  la  integral  doble  contiene  el  llmite  cuando  ||F||  — *  0.  Este  no  es 
un  llmite  en  el  sentido  del  capitulo  1,  de  modo  que  debemos  aclarar  lo  que  realmente 

n 

significa.  Decimos  que  11m  ^fix^yk)  ^A.k  =  L,  si  para  toda  e  >  0  existe  una  5  >  0, 

il/’ll—o  k  I 

tal  que  para  cada  particion  P  del  rectangulo  R  mediante  rectas  paralelas  a  los  ejes  x  y  y 
que  satisfaga  ||/,||  <8  y  para  cualquier  election  de  los  puntos  muestra  ( xk ,  yk )  en  el 


rectangulo  k,  tenemos 


A Ak  -  l 

k  =  1 

b 


<  e. 


Recuerde  que  si  f(x) 


»•/ 


f{x)  dx  representa  el  area  de  la  region  bajo  la  curva 


,-/(,)  =„.re  «,t.  De  u„a  mane,,  aniloga.  si  /(a,  y)  a,  0.  ff  f{x,  y)  ,A  rep, a- 

R 

senta  el  volumen  del  solido  bajo  la  superficie  z  =  f(x,  y)  y  sobre  el  rectangulo  R 
(figura  4).  De  hecho,  consideramos  esta  integral  como  la  definicion  del  volumen  de 
tal  solido. 


Figura  4 
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La  cuestion  de  la  existencia  No  toda  funcion  de  dos  variables  es  integrable  en 
un  rectangulo  dado  R.  Las  razones  son  las  mismas  que  en  el  caso  de  una  variable  (sec¬ 
cion  4.2).  En  particular,  una  funcion  que  no  este  acotada  en  R  no  es  integrable.  Por  for- 
tuna,  hay  una  generalization  natural  del  teorema  4.2A,  aunque  su  demostracion  esta 
mas  alia  del  nivel  de  un  primer  curso. 


Teorema  A 


Teorema  de  integrabilidad 

Si /esta  acotada  en  el  rectangulo  cerrado  R  y  si  es  continua  alii,  excepto  en  un  nume- 
ro  finito  de  curvas  suaves,  entonces/es  integrable  en  R.  En  particular,  si/es  continua 
en  todo  R ,  entonces /es  integrable. 


Z 

Funcion  escalonada 

. 71 


Figura  5 


R 

Figura  6 


En  consecuencia,  la  mayor  parte  de  las  funciones  comunes  (siempre  que  esten  aco- 
tadas)  son  integrables  en  cada  rectangulo.  Por  ejemplo, 

/(*,  y)  =  -  y 3  cos(x2y) 


es  integrable  en  cada  rectangulo.  Por  otro  lado. 


g(x,y) 


2 

x  y 


2x 


dejaria  de  ser  integrable  en  cualquier  rectangulo  que  corte  a  la  parabola y  =  x2.  La  fun¬ 
cion  escalonada  de  la  figura  5  es  integrable  en  R  porque  sus  discontinuidades  ocurren  a 
lo  largo  de  dos  segmentos  de  recta. 


Propiedades  de  la  integral  doble  La  integral  doble  hereda  la  mayoria  de  las 
propiedades  de  la  integral  sencilla. 

1.  La  integral  doble  es  lineal;  es  decir, 

a-  Jf  kf{x ,  y)  dA  =  kJJ f(x,  y)  dA ; 

R  R 

b-  Jj[f(x,y)  +  g(^y)]dA  =  JJ f(x,y)  dA  +  Jjg(x,y)dA. 

R  R  R 

2.  La  integral  doble  es  aditiva  en  rectangulos  (figura  6)  que  se  traslapan  solo  en  un 
segmento  de  recta. 

fff(x'  y) dA  =  JJ y) dA  +  y ) dA 

R  R]  R2 


3.  Se  cumple  la  propiedad  de  comparacion.  Si/(x,  y)£g  ( x ,  y)  para  todo  (x,  y)  en  R, 
entonces 


jj f(x,  y)  dA  s  JJg(x,y)dA 
"r  r 

Todas  estas  propiedades  se  cumplen  en  conjuntos  mas  generates  que  los  rectangu¬ 
los,  pero  esto  lo  estudiaremos  en  la  seccion  13.3. 


Evaluation  de  integrates  dobles  Este  tema  recibira  mas  atencion  en  la  si- 
guiente  seccion,  donde  desarrollaremos  una  poderosa  herramienta  para  evaluar  inte¬ 
grates  dobles.  Sin  embargo,  ya  podemos  evaluar  unas  cuantas  integrates  y  podemos 
aproximar  otras. 

Observe  primero  que  si  f(x,  y)  =  1  en  R,  entonces  la  integral  doble  es  el  area  de  R, 
y  de  esto  se  sigue  que 


1  dA  =  kA(R) 
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g  EJEMPLO  1 


Sea /la  funcion  escalonada  de  la  figura  5;  es  decir,  sea 


f(x,y) 


{1,  si  0  :£  x  <  3,  0  <  y  ^  1 

2,  si  0  £  x  ^  3, 1  <  y  <  2 

3,  si  0  s  r  <  3, 2  <  y  £  3 


Calcule 


dA,  donde  R  —  {(x,  y ):  0<x£3,0:£y 


3}. 


SOLUCION  Introducimos  los  rectangulos  Rh  R2  y  R3  como  sigue: 

/?!  =  {(x,  y):  0  <  x  <  3,  0  <  y  <  1} 

R2  =  {(jc,  y):  0  <  x  <  3, 1  <  y  <  2} 

=  {(x,  y):  0  <  x  <  3,  2  <  y  <  3} 

Luego,  al  utilizar  la  propiedad  aditiva  de  la  integral  doble,  obtenemos 

fJf(*.y)dA  =  fff{x,y)dA  +  JJ f(x,  y)  dA  +  JJf(x,y)dA 

R  R[  /?2  Ri 

=  1  y4(  /?! )  +  2A(R2)  +  3A{R3) 

=  1-3  +  2-3  +  3-3  =  18 

En  esta  deduction  tambien  usamos  el  hecho  de  que  el  valor  de  /en  la  frontera  de  un 
rectangulo  no  afecta  el  valor  de  la  integral.  ■ 


El  ejemplo  1  fue  un  exito  menor  y,  para  ser  honestos,  no  podemos  hacer  mucho  sin 
mas  herramientas.  No  obstante,  siempre  podemos  aproximar  una  integral  doble  calcu- 
lando  una  suma  de  Riemann.  En  general,  podemos  esperar  que  la  aproximacion  sea 
mejor  si  usamos  una  partition  cada  vez  mas  fina. 


jj|  EJEMPLO  2] 


.If, 


Aproxime  JJ  /(*,  y)  dA ,  donde 


fix,  y) 


64  -  8x  +  y1 

16 


y 


R  =  {(x,  y):0<x<4,0S)i<8} 

Haga  esto  calculando  la  suma  de  Riemann  obtenida,  dividiendo  R  en  ocho  cuadrados 
iguales  y  usando  el  centra  de  cada  cuadrado  como  el  punto  muestra  (figura  7). 

SOLUCION  Los  valores  de  la  funcion,  en  los  puntos  muestra  requeridos,  son  como 


sigue 

(i) 

f{x\,y\)  =  /(i,l) 

_  57 
~  16  ’ 

(5) 

fix**)  =/(3,l) 

(2) 

fix2,*)  =  /(i,3) 

65 

“  16  ; 

(6) 

fix6,*)=fi  3,3) 

(3) 

fix**)  =/(i.  5) 

_  81 
“  16  ’ 

(7) 

fix**)  =/(  3.5) 

(4) 

/(x4,  y4)  =  /(1,7) 

11 

(8) 

fix*,*)  =  /(3,7) 

44 

16 

49 

16 

65 

16 

89 

16 
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Por  lo  tanto,  ya  que  A/t*  =  4, 


JJf(x ,  y)  dA  ~  30 


4E/Oi’») 

/t  =  l 

4(57  +  65  +  81  +  105  +  41  +  49  +  65  +  89) 


=  138 


En  la  seccion  13.2  aprenderemos  como  determinar  el  valor  exacto  de  esta  integral. 
Su  valor  es  138 1.  S 


Revision  de  conceptos 

1.  Suponga  que  el  rectangulo  R  ha  sido  dividido  en  n  subrec- 
tangulos  de  area  A Ak  con  puntos  muestra  ( x k,  yk),  k  =  1,2, ...  ,n. 


Entonces 


IInx ' 


y)  dA  =  11m 


2.  Si  /(«.,)»  ones  jjn*,»iA 


puede  inter- 


pretarse  de  forma  geometrica  como_ 


3.  Si/es _ _  en  R,  entonces /es  integrable  alll. 

4.  Si  fix,  y)  =  6  en  el  rectangulo  R  =  {(*,  y):  1  £  x  £  2, 

Osy<  2},  entonces  JJ fix,  y)  dA  tiene  el  valor _ . 


Conjunto  de  problemas  13.1 

En  los problemas  del  1  al  4, sea  R  =  { (x,  y):  1  £  x  £  4,  0  £  y  £  2}. 


Me  JJ  fix. 


y)  d A,  donde  fes  la  funcion  dada  (vease  el  ejemplo  I). 


1.  fix,  y)  = 


2.  fix,  y)  = 


3.  f(x,y) 


4.  f(x,y)  =  <  3 


l<.t<3,0<^<2 
3<r<4,0<y<2 
1  £  .V  £  4,  0  £  y  <  1 
lsrs4,l<y<2 

1  £  .*  <  3.  0  £  y  <  1 
1  £  .x  <  3,  1  £  y  £  2 
3<r<4.0<ys2 

l<r<4,0<y<l 
l<x<3,l<y<2 
3  £  x  £  4, 1  £  y  £  2 


Suponga  que  R  =  { (x,  y):  0  £  x  £  2,  0  £  y  £  2}, 

Ri  =  { (jr,  y):  0  £  x  £  2.0  £  y  £  1 }  y 

=  {(*,  y):  0  £  x  £  2, 1  £  y  £  2}.  Ademds,  suponga  que 


JJ fix,  y)  dA  =  3,  IJ g(x,  y)  dA  =  5  y  JJ g(x. 


y)  dA  =  2. 


Utilice  las  propiedades  de  las  integrates  para  evaluar  las  integrates  en 
los  problemas  del  5  a!  8. 

5.  JJ [3/(v,  y)  -  g(x,  y)]  dA 

R 

6.  JJ (2 fix,  y)  +  5 g(x,  y)]  dA 


g{x,y)  dA 


[2g(*.  y)  +  3]  dA 


En  los  problemas  del  9  al  14,  R  =  { (x,  y):  0  <  x  ^  6,  0  <  y  <  4} 
y  P  es  la  particion  de  R  en  seis  cuadrados  iguales  mediante  las  rectas 


x  =  2,  x  =  4  y  y  =  2.  Apr  oxime  JJ  f  (x,  y)  d  A  mediante  el  calculo  de 

R 

6 

la  suma  de  Riemann  correspondiente  ^f(xk,  yk)  A  Ak,  suponiendo 

k  =  I 

que  (xk,  yk)  son  los  centros  de  los  seis  cuadrados  (vease  el  ejemplo  2). 

9.  f(x,  y)  =  12  -  x  -  y  10.  fix,  y)  =  10  -  y2 

11.  fix,  y)  =  x2  +  2  y2 

12.  fix,  y)  =  i(48  -4x-  3  y) 

[c]  13.  f(x,  y)  =  Vx  +  y 

HD  14.  f(x,  y)  =  exy 

En  los  problemas  del  15  al  20  haga  un  bosquejo  del  solido  cuyo  vo- 
lumen  esta  dado  mediante  las  siguientes  integrates  dobles  sobre  el 
rectangulo  R  —  {(x,  y):  0£  x  £  2, 0  £  y  £  3). 


15.  JJ3dA  16.  JJix  +  1)  cl  A 

R  R 

17,  lfiy+')dA  m  JJ  (;t  —  y  +  4)  dA 

R  R 

19.  JJ (x2  +  y2)  dA  20.  JJ (25  -  x2  -  y2)  dA 

R  R 

21.  Calcule  JJ ~  y)  dA,  en  donde  R  =  {{x,  y)\  0  £  x  £  1 , 

R 

0  £  y  £  1}.  Sugerencia:  esta  integral  representa  el  volumen  de  cier- 
to  solido.  Bosqueje  el  solido  y  calcule  su  volumen  mediante  princi- 
pios  elementales. 
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22.  Calcule  jj  (1  +  x)  dA,  en  donde  R  —  {(*,)>):  0  <  x  ^  2, 

'r 

0<y<l}.  Vciase  la  sugerencia  en  el  problema  21. 

23.  Utilice  la  propiedad  de  comparacion  de  las  integrales  dobles 
parademostrarquesi/(x,  y)  a  0  en  R.entonces  JJ  f(x,y)  dA  a  0. 

R 

24.  Suponga  que  m  < /( x, y)  <  Men  R.  Demuestre  que 

mA{R)  <  JJf(x ,  y)  dA  <  MA(R) 

R 

LSI  25.  Sea  R  el  rectangulo  que  aparece  en  la  figura  8.  Para  la  parti- 
cion  indicada  en  12  cuadrados  iguales  calcule  las  sumas  de  Riemann 

maxima  y  minima  para  //v?  +  y2  dA  y  obtenga  con  ello  numeros 


cy  C  tales  que 


' x1  +  y2dA  <  C 


Figura  8 


26.  Evalue  JJ  x  cos2(xy)  dA,  donde  R  es  el  rectangulo  de  la 

'r 

figura  8.  Sugerencia:  ^tiene  alguna  simetrla  la  grafica  del  integrando? 


27.  Recuerde  que  [x]  es  la  funcion  maximo  entero.  Para  R  de  la 

figura  8  evalue 


(a)  JJ  MM  dA 


(b)  JJ  (lx]  +  ly])  dA 


28.  Suponga  que  el  rectangulo  de  la  figura  8  representa  una  placa 
delgada  (lamina)  cuya  densidad  de  masa  en  (x,  y)  es  S(x,  y),  digamos 


en  gramos/centlmetro  cuadrado.  (lQue  representa 


[Js(x , 


y)  dA ? 


29.  Colorado  es  un  estado  rectangular  (si  ignoramos  la  curva- 
tura  de  la  Tierra).  Sea  f(x,  y)  el  numero  de  pulgadas  de  agua  de 
lluvia  durante  2005  en  el  punto  (x,  y)  de  ese  estado.  ^Que  representa 

JJ  f{x<  y)  dA ?  ^Que  representa  este  numero  dividido  entre  el 

Colorado 

area  de  Colorado? 

30.  Sea  f(x,  y)  =  1  si  x  y  y  son  numeros  racionales  y  /(x,  y)  =  0 
en  caso  contrario.  Demuestre  que  f(x,  y)  no  es  integrable  en  el  rec¬ 
tangulo  R  de  la  figura  8. 

31.  Use  las  dos  graficas  de  la  figura  9  para  aproximar 

JJ f(x,  y)  dA;  R  =  {(x,  y):0<ts4,0<),s4) 


. NWv'\ 42 

V  O'  40 


xS\\V# 
-sN  \XV\N  38 


\22  \24\26\28\3a 


Figura  9 

n 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  2/( •*. 3^) 

k=\ 

2.  el  volumen  del  solido  bajo  z  =  f(x ,  y)  y  sobre  R  3  3.  continua 

4.  12 


13.2 

Integrales  iteradas 


Ahora  enfrentaremos  seriamente  el  problema  de  evaluar 
el  rectangulo 


dA,  donde  R  es 


R  =  {(x,  _y):  a  s  x  s  b,  c  ^  y  £  d} 


Por  el  momento,  suponga  f(x,  y)  s  0  en  R  de  modo  que  podemos  interpretar  la  inte¬ 
gral  doble  como  el  volumen  V  del  solido  bajo  la  superficie  de  la  figura  1. 

(1)  V  =  JJ f(x,  y)  dA 

R 

Hay  otra  forma  de  calcular  el  volumen  de  este  solido,  que  al  menos  intuitivamente 
parece  igual  de  valida.  Rebanamos  el  solido  en  laminas  delgadas  mediante  pianos  para- 
lelos  al  piano  xz.  Una  de  estas  laminas  aparece  en  la  figura  2a.  El  area  de  la  cara  de 
esta  lamina  depende  de  su  distancia  al  piano  xz;  es  decir,  depende  de  y.  Por  lo  tanto, 
denotamos  esta  area  por  A(y)  (vease  la  figura  2b). 

El  volumen  AV  de  la  lamina  esta  dado  aproximadamente  por 

AU  «  A{y)  Ay 


Figura  1 
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Rebanar  mediante  pianos  y  =  constante 
<a> 


area  A(y) 


La  lamina  correspondiente 
de  volumen  —  A(y)  Ay 
(b) 


Figura  2 


^Que  ocurre  si  fes  negativa? 
Si/(*,  y)  es  negativa  en  una  parte  de 
R,  entonces  jj f(x,  y)  dA  propor- 

R 

ciona  el  volumen  con  signo  del  solido 
entre  la  superficie  z  =  f(x,  y)  y  el 
rectangulo  R  del  piano  xy. 


7T 

^  \  ~  f  / 

El  volumen  real  de  este  solido  es 
dA 


}]\fo,»\ 

R 


y,  recordando  nuestro  antiguo  lema  ( rebanar ,  aproximar ,  integrar),  podemos  escribir 

V  =  Ic  A ^  dy 

Por  otro  lado,  para  y  fijo  podemos  calcular  A(y)  por  medio  de  una  integral  simple; 
de  hecho. 

My)  =  [  f(x,y)dx 

J  a 

Asl,  tenemos  un  solido  cuya  area  de  la  seccion  transversal  es  A(y).  El  problema  de  cal¬ 
cular  el  volumen  de  una  region,  cuyas  secciones  transversales  son  conocidas.  fue  consi- 
derado  en  la  seccion  5.2.  Concluimos  que 

pd  pd  r  pb 


(2) 


V  = 


My)  M 


f(x,y)  dx 


dy 


La  ultima  expresion  se  llama  una  integral  iterada. 

A1  igualar  las  expresiones  para  V  de  (1)  y  (2),  obtenemos  el  resultado  que  queremos. 


JJ f(x,  y)  dA  =  J^  J"  f(x,  y)  dx  |  dy 


Si  hubiesemos  comenzado  el  proceso  anterior  rebanando  el  solido  con  pianos  pa- 
ralelos  al  piano  yz,  habrlamos  obtenido  otra  integral  iterada,  donde  las  integraciones 
aparecen  en  el  orden  opuesto. 


Debemos  hacer  dos  comentarios.  Primero,  aunque  hemos  deducido  los  dos  resul- 
tados  de  los  recuadros  suponiendo  que /era  no  negativa,  los  resultados  son  validos  en 
general.  En  segundo  lugar.  todo  el  ejercicio  no  tendria  sentido,  a  menos  que  se  puedan 
evaluar  las  integrates  iteradas.  Por  fortuna,  las  integrates  iteradas  suelen  ser  faciles 
de  evaluar,  como  demostramos  a  continuacion. 

Evaluation  de  integrates  iteradas  Comenzamos  con  un  ejemplo  sencillo 

BfEJEMPLO  1  ]  E value  as:  [2x  +  3  y)  dx  J  dy. 
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Una  nota  sobre  la  notacion 

El  orden  de  dx  y  dy  es  importante, 
pues  especifica  cudl  integracidn  debe 
realizarse  primero.  La  primera 
integracion  implica  al  integrando,  el 
slmbolo  de  integral  m&s  cercano  a 
el  a  la  izquierda  y  el  primer  slmbolo 
dx  o  dy  a  su  derecha.  A  veces  nos 
referiremos  a  esa  integral  como  la 
integral  interior  y  a  su  valor  como 
la  integracidn  interna. 


Figura  3 


SOLUCION  En  la  integracion  interna,  y  es  constante,  por  lo  que 

J  (2x  +  3^)  dx  =  [x2  +  3 yjtlj  =  4  +  6y  —  (1  +  3 y)  =3  +  3 y 


En  consecuencia. 


3  r  Z-2 


m 


( 2x  +  3_y)  dx 


dy  —  /  [3  +  3 y]  dy  = 
Jo 

21  45 

=  9  +  —  =  — 


3.  +  F2 


r2  r  r3 

lie  /  / 

J  l  L  Jo 


EJEMPLO  2  I  Evalue 


(2*  +  3 y)  dy 


dx. 


SOLUCION  Observe  que  simplemente  hemos  invertido  el  orden  de  integracion  del 
ejemplo  1;  esperamos  tener  la  misma  respuesta  que  en  ese  ejemplo 

f3 


I 


(2x  +  3 y)  dy  - 


2  xy  +  ~y2 

r  27 

6*  +  — 

2 


Por  lo  tanto. 


-  ,3 

f2 

27 

'  27 

i 

/  (2* +  3 y)dy 
l  Jo  J 

dX=l 

6*  +  — 
2  j 

dx  = 

3x2  +  —  * 

L  2  J 

2 

1 

=  12  +  27  -  (  3  +  y)  =  y 

A  partir  de  ahora,  por  lo  general  omitiremos  los  corchetes  en  la  integral  iterada 
/•8 


EJEMPLO  3  Evalue 


1 

16 


[64  -  8x  +  y2]  dx  dy. 


SOLUCION  Observe  que  esta  integral  iterada  corresponde  a  la  integral  doble  del 
ejemplo  2  de  la  seccion  13.1  para  la  cual  afirmamos  la  respuesta  138 1.  Con  frecuencia 
omitiremos  la  consideracion  separada  de  la  integral  interior;  en  lugar  de  eso,  trabajare- 
mos  de  adentro  hacia  fuera. 


~Jo  [64*  -  4x2  +  xy2}4Qdy 
y6J  [256  -  64  +  4 y2]  dy 

f(12  +  +2)  + 


12  y 


y 

12 


JO 


96  +  ~  =  138 
12 


2 

3 


Calculo  de  volumenes  Ahora  podemos  calcular  volumenes  para  una  amplia  va- 
riedad  de  solidos. 

B  EJEMPLO  4  [  Determine  el  volumen  V  del  solido  bajo  la  superficie  z  —  4  -  x2  —  y 
y  sobre  el  rectangulo  R  =  {(*,  y):  0  <  *  <  1, 0  £  y  <  2}  (vease  la  figura  3). 
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SOLUCION  [~1  Estimaremos  este  volumen  suponiendo  que  el  solido  tiene  altura 
constante  2.5,  dando  un  volumen  de  (2.5)(2)  =  5.  Si  el  siguiente  calculo  da  una  respues- 
ta  que  no  sea  cercana  a  5,  sabremos  que  hemos  cometido  un  error. 

V  =  JJ (4  —  x2  —  y)  dA  =  J  J  (4  —  x2  -  y)  dx  dy 


f2\  x3  V  C  I"  1 

/  4 x  -  —  -  yx  dy=  4  -  -  -  y  dy 

7o  L  j  Jo  Jo  L  j  J 


=  —  y - yl  = - 2  =  — 

3  7  n  3  3 


Revision  de  conceptos 


1.  La  expresion 


/b  r  pd 

/  /(•*,  y)  dy  dx 


se  denomina  integral 


2.  Sea  R  =  {(x,  y):  -1  <  x  <  2,  0  <  y  <  2).  Entonces 
jj f(x,  y)  dA  puede  expresarse  como  una  integral  iterada,  ya  sea 


3.  Para  una  funcion  general /definida  sobre  R,  JJ  f{x,  y)  dA 

R 

puede  interpretarse  como  el  volumen _ del  solido  entre  la  su- 

perficie  z  =  f(x,y)  y  el  piano  xy\ la  parte  por  encima  de  este  piano  se 
le  da  un  signo _ :  a  la  parte  por  debajo,  un  signo _ . 

4.  Ast,  si  una  integral  doble  tiene  un  valor  negativo,  sabemos 

que  mas  de  la  mitad  del  solido _ . 


Conjunto  de  problemas  13.2 

En  los  problemas  I  al  16  evalue  cada  una  de  las  integrates  iteradas. 


(9  -  x)  dy  dx  2, 


a 


(9  -  x2)  dy  dx 


JJ sen(x  +  y) , 


R  =  {(jc,  y):  0  s  x  £  rr/2,  Osy<  it/ 2} 


x~y  dy  dx 


(x  +  y2)  dy  dx 


5.  [  [  (xy  +  y2)  dx  dy  6.  [  [  {x2  +  y2)  dx  dy 

J  l  Jo  J- 1  J  i 


nln  2 

ex+y  dy  dx 

nl  r\  p\ 

x  sen  xy  dy  dx  10.  /  /  xexy  dy  dx 

Jo  Jo 

11.  /  /  2xV.v2  +  y  dx  dy  12.  [  [  - r - y 

Jo  Jo  Jo  Jo  (xy  +  l)2 


/•In  3  p 

13.  / 

Jo  Jo 


xy  e"  dy  dx  14. 


-y  dy  dx 


■  ay 


15.  y  cos‘  x  dy  dx  16. 

Jo  Jo 


En  los  problemas  17  al  20  evalue  la  integral  iterada  doble  en  R. 


17.  //  xyJ  dA;  R  ^  {  (jc,  y):0  <  r  <  1,-1  <  y  <  1} 


18.  //  (x2  +  y2)  dA;  R  =  {(x.y);  -1  <  x  <  1, 0  <  y  <  2} 


29-JJ  xyv  1  +  x2  dA; 

R 

R  =  {(jq  y):  0  £  x  s  \/3,  1  £  y£2} 

En  los  problemas  del  21  al  24  determine  el  volumen  bajo  la  superficie 
en  cada  figura. 
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En  los  problemas  del  25  al  28  bosqueje  el  solido  cuvo  volumen  se  indi- 
ca  en  la  integral  iterada. 


En  los  problemas  del  37  al  39  evalue  cada  integral  iterada. 


25.  ~  dx  dy  26.  /  /  (2  —  x  ~  y)  dy  dx 

Ja  Jo  2  J o  Jo 

27.  f  [  {x1  +  y2)  dy  dx  28.  I  [  (4  -  y1)  dy  dx 

Jo  Jo  Jo  Jo 

[f£]  En  los  problemas  del  29  al  32  calcule  el  volumen  del  solido  dado. 
Primero  bosqueje  el  solido.  litego  calcule  su  volumen  y  despues  deter¬ 
mine  su  valor  exacto. 

29.  El  solido  bajo  el  piano  z  =  x  +  y  +  1  sobre  R  =  [(x.y):  0<i 
<l,l<)is3) 

30.  El  solido  bajo  el  piano  z  =  2x  +  3y  sobre  R  =  |(x,y):  l  £x  £2, 
0<y<4) 

31.  El  solido  entre  z=x2  +  y2  +  2yz  =  ly  arriba  de  R  =  |(x,y): 
-l<r<l,0<y<l] 

32.  El  solido  en  el  primer  octante  encerrado  entre  z  —  4  —  x2  y 
y  =  2. 

33.  Demuestre  que  si  /(x,  y)  =  g(x)h(y)  entonces 

pb  pd  r  pb  nr  pd 

/  /  /(•*>  y)  dy  dx  =  /  g(x)  dx  /  h{y)  dy 

Ja  Jc  L  Ja  JL  Jc 

34.  Utilice  el  problema  33  para  evaluar 

f\An2  xyed 


pvmz  pi 

L  It 


35.  Evalue 


xyex  +y  dy  dx 


36.  Calcule  el  volumen  del  solido  encerrado  entre  la  superficie 
z  =  cos  x  cos  y  y  el  piano  xy.  donde  -ir  £  x  £  -tr,  -tt  £  y  £  tt. 


x2y3|  dy  dx 

’•  a:  [x2]|y3|  dydx 


Uj*2]y 3 


40.  Evalue 


*J  J 


( X 2  +  y2  +  1) 


-  dy  dx.  Sugerencia:  invier- 


ta  el  orden  de  integracion. 

41.  Demuestre  la  desigualdad  de  Cauehy-Sehwarz  para  integrales 


[J  f(x)g(x)dx  £  j  f2(x)  dx  J  g2{x)dx 

Sugerencia:  considere  la  integral  doble  de 

F{x.y)  =  [/(x)g(y)  -  f(y)g(x)]2 
en  el  rectangulo  R  =  {(x.  y):  a  £  x  £  b.  a  £  y  £  b}. 

fh 

42.  Suponga  que  /es  creciente  en  [a.  b]  y  /  f(x)  dx  >  0.  De- 

J  a 

muestre  que  ^ 

/  xf(x)  dx 
Ja _  a  +  b 

r»  2 

/  f(x)dx 
Ja 

y  proporcione  una  interpretacion  ffsica  de  este  resultado.  Sugerencia: 
sea  F(x.y)  =  [y  -  x][/(y)  -  /(*)]  y  utilice  la  sugerencia  del  pro¬ 
blema  41. 


Respites tas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  iterada 

2.  /  /  f(x.  y)  dy  dx\  /  /  f(x,y)dx  dy  3.  con  signo; 

7-i  L  Jo  ’  J  Jo  IJ-] 

masimenos  4.  esta  debajo  del  piano  xy. 


Considere  un  conjunto  cerrado  y  acotado  arbitrario  S  en  el  piano.  Encerramos  S  con 
un  rectangulo  R  cuyos  lados  son  paralelos  a  los  ejes  de  coordenadas  (figura  1).  Suponga 
que/(x,y)  esta  definida  en  S  y  definimos  (o  redefinimos,  en  caso  necesario)  f(x,  y)  —  0 
en  la  parte  de  R  que  esta  fuera  de  S  (figura  2).  Decimos  que /es  integrable  en  S  si  es 
integrable  en  R  y  escribimos 

JJ /(*,  y )  dA  =  JJ  f{x,  y)  dA 

S  R 


Figura  1 


s  =  {(x,  y):  4>\{x)  ^  y  <  d»2(  V),  a  <  X  <  h} 


Afirmamos  que  la  integral  doble  en  conjuntos  generates  S  es  (1)  lineal,  (2)  aditiva 
en  conjuntos  que  se  traslapan  solo  en  curvas  suaves  y  (3)  satisface  la  propiedad  de 
comparacion  (vease  la  seccion  13.1). 

Evaluat  ion  de  integrales  dobles  en  conjuntos  generates  Los  conjuntos 
con  fronteras  curvas  pueden  ser  muy  complicados.  Para  nuestros  fines,  bastara  conside- 
rar  conjuntos  x-simples  y  y-simples  (y  uniones  finitas  de  tales  conjuntos).  Un  conjunto 
S  es  y-simple  si  es  simple  en  la  direccion  de  y,  lo  cual  significa  que  una  recta  en  esta  di- 
reccion  corta  a  S  en  un  solo  intervalo  (o  lo  corta  en  un  punto,  o  bien  no  lo  corta).  Asl, 
un  conjunto  S  es  y-simple  (figura  3)  si  existen  funciones  <f>\  y  (f>2  en  [a.  b ]  tales  que 


13.3 

Integrales  dobles 
sobre  regiones 
no  rectangulares 
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Un  conjunto  S  es  x-simple  (figura  4)  si  existen  funciones  i/q  (if/  es  la  letra  griega 
psi)  y  t/r2  en  [c>  d]  tales  que 

S  =  {(x,  y):  t h{y)  ^  x  <  i l>2(y),  c  <  y  <  d} 


Un  conjunto  v-simple 


Un  conjunto  jc-simple 


a 


b  x 


x 


Figura  3  Figura  4 

La  figura  5  exhibe  un  conjunto  que  no  es  x-simple  ni  ^-simple. 


y  Un  conjunto  que  no  es  ^-simple 
ni  _y-simple 


x 


v 


5 

«\  ' . 

- r -  —  "  ■  1 

a  x  b  x 


Figura  5 


Figura  6 


Ahora,  suponga  que  queremos  evaluar  la  integral  doble  de  una  funcion/(x,  v)  so¬ 
bre  un  conjunto  y-simple  S.  Encerramos  S  en  un  rectangulo  R  (figura  6)  y  hacemos/(x, 
v)  =  0  fuera  de  S.  Entonces 


y) dA 


f{x,y)  dy 


dx 


f(x,y)  dy 


dx 


En  resumen 


/rb  p fa{x) 

f{x,y)dA  =  /  / 

Ja  j{;t) 


f(x,y)  dy  dx 


En  la  integracion  interior,  x  se  mantiene  fijo;  asl,  esta  integracion  se  realiza  a  lo  lar¬ 
go  de  la  recta  vertical  gruesa  de  la  figura  6.  Esta  integracion  proporciona  el  area  A(x) 
de  la  seccion  transversal  que  aparece  en  la  figura  7.  Por  ultimo,  A(x)  se  integra  de  a  a  b. 

Si  el  conjunto  S  es  x-simple  (figura  4),  un  razonamiento  similar  conduce  a  la 
formula 
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Si  el  conjunto  S  no  es  jc-simple  ni  y-simple  (figura  5),  por  lo  general  se  puede  con- 
siderar  como  una  union  de  piezas  que  tienen  una  u  otra  de  esas  propiedades.  Por  ejem- 
plo,  el  anillo  de  la  figura  8  no  es  simple  en  ninguna  direction,  pero  es  la  union  de  dos 
conjuntos  y-simples  S,  y  S2.  Las  integrates  sobre  estas  piezas  pueden  calcularse  y  su- 
marse  para  obtener  la  integral  sobre  S. 


z 


•  =  Atiy) 


Figura  7  Figura  8 


Algunos  ejemplos  Para  tener  una  ligera  vision  preliminar,  evaluamos  dos  inte¬ 
grates  iteradas,  donde  los  lfmites  de  la  integral  interior  son  variables. 


EJEMPLO  1  1  Evalue  la  integral  iterada 

n(4x  +  lOy)  dy  dx 

X 


SOLUCION  Primero  realizamos  la  integration  interior  respecto  a  y  pensando  tem- 
poralmente  en  x  como  constante  (vease  la  figura  9),  y  obtener 


5  nX 2 


3  J—x 


(4x  +  1  Oy )  dy  dx 


+  5yz \_x  dx 


=  l  [4*, 

=  [(4x3  +  5x4)  -  (—  4x2  +  5.x2)]  dx 


j  (5x4  +  4x3  -  x2)  dx  = 

10,180  1 

— —  =  3393  - 
3  3 


x5  +  x4 


Observe  que  para  integrates  iteradas,  la  integral  exterior  no  puede  tener  lfmites 
que  dependan  de  otra  variable  de  integration. 


EJEMPLO  2  |  Evalue  la  integral  iterada 

i*i  ry2 


2 yex  dx  dy 


Figura  10 


SOLUCION  La  region  de  integration  se  muestra  en  la  figura  10. 
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2  yex  dx  dy  = 


2ye°)  dy 


=  /  ey\2y  dy)  -2  y  dy 
Jo  Jo 


Ahora  estudiaremos  el  problema  de  calculo  de  volumenes  por  medio  de  integrates 
iteradas. 


M  EJEMPLO  3  j  Use  una  integration  doble  para  determinar  el  volumen  del  tetrae- 
dro  acotado  por  los  pianos  de  coordenadas  y  el  piano  3x  +  6y  +  4z  —  12  =  0. 


SOLUCION  Sea  S  la  region  triangular  en  el  piano  xy  que  forma  la  base  del  tetraedro 
(figuras  11  y  12).  Buscamos  el  volumen  del  solido  bajo  la  superficie  z  =  |(4  —  x  —  2 y) 
y  arriba  de  la  region  S. 

El  piano  dado  interseca  al  piano  xy  en  la  recta  x  +  2y  —  4  =  0,  un  segmento  de  ella 
pertenece  a  la  frontera  de  S.  Como  esta  ecuacion  se  puede  escribir  y  =  2  —  x/2  y  x  =  4 
—  2 y,  podemos  pensar  en  S  como  el  conjunto  y-simple 

S  =  |  (x,  y):  0  <  x  =s  4.  0  <  y  <  2  -  |  J 

o  como  el  conjunto  x-simple 

S  =  {(x,  y):  0  <  jc  <  4  -  2y,  0  <  y  <  2} 

Consideraremos  a  S  como  un  conjunto  y-simple;  el  resultado  final  sera  el  mismo  de 
cualquier  forma,  como  usted  debe  verificar. 

El  volumen  V  del  solido  es 


V  =  ff  ~  2y)  dA 

s 

Al  escribir  esto  como  una  integral  iterada,  fijamos  x  e  integramos  a  lo  largo  de  una  rec¬ 
ta  (figuras  11  y  12)  dey  =  0ay  =  2  —  x/2  y  luego  integramos  el  resultado  de  x  =  0  a 
x  =  4.  Asi, 


dx 


xy  -  y 


212-X/2 


dx 


—  I  (16  —  8x  +  x2)  dx 

16  In 


16 


.314 


16x  -  4x2 


Tal  vez  usted  recuerde  que  el  volumen  de  un  tetraedro  es  un  tercio  del  area  de 
la  base  por  la  altura.  En  nuestro  caso,  V  =  |(4)(3)  =  4.  Esto  confirma  nuestra  res- 
puesta.  ■ 


EJEMPLO  4  |  Calcule  el  volumen  del  solido  en  el  primer  octante  jx  >  0,y  >  0, 


z>0|  acotado  por  el  paraboloide  circular  z  =  xL  +  y,  el  cilindro  x1  +  yz  =  4  y  los 
pianos  de  coordenadas  (figura  13). 
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SOLUCION  La  region  S  en  el  primer  cuadrante  del  piano  xy  esta  acotada  por 
un  cuarto  de  la  circunferencia  x2  +  y2  =  4  y  las  rectas  x  =  0  y  y  =  0.  Aunque  S  pue- 
de  pensarse  como  una  region  y-simple  o  una  region  x-simple,  consideraremos  a  S  como 

la  segunda  y  escribimos  sus  curvas  frontera  como  x  =  V 4  —  y2,  x  =  0,  x  =  0  y  y  =  0. 
Asl, 


S  =  {(x,  y):  0  <  x  <  V4  -  y2,  0  <  y  <  2} 

La  figura  14  muestra  la  region  S  en  el  piano  xy.  Ahora  queremos  calcular 

V  =  JJ(x2  +  y1)  dA 

s 

mediante  una  integral  iterada.  Esta  vez  fijamos  y  e  integramos  a  lo  largo  de  una  recta 
(figura  14)  desde  x  =  0  hasta  x  =  \/4  —  y2  y  luego  integramos  el  resultado  de  y  =  0 
a  y  =  2. 

r2  rV4-y2 


If 


V=  (x2  +  y2)  dA  = 


ff 


( xz  +  yz)  dx  dy 


=  /[l(4  “ y2)V2  +  y2V*-y2 


dy 


Mediante  la  sustitucion  trigonometrica  y  =  2  sen  9,  esta  ultima  integral  se  puede  escri- 
bir  como 
r  y 

2  cos  6  d6 


Jo 


8 


cosJ  6  +  8  sen“  6  cos  6 


rV 2r 


cos4  0+16  sen2  6  cos2  6 
3 


de 


16 

3 


f7r/2 


+*f 

i 


16 

3 

16 

3 


cos2  0(1—  sen2  0  +  3  sen2  0)  dd 


(cos2  0  +  2  sen2  0  cos2  0)  cf0 


(cos2  0  +  2Sen2  20)  d6 


r-77/2 


1  +  cos  20  1  —  cos  40 

+  - ; -  )dd  =  2tT 


EE]  ^Es  razonable  esta  respuesta?  Observe  que  el  volumen  del  cuarto  de  cilindro  en  la 
figura  13  es  ^irr2h  =  jit(22)(4)  =  47r.  La  mitad  de  este  numero  ciertamente  es  un 
valor  razonable  para  el  volumen  requerido.  ■ 


g|  EJEMPLO  5 


Mediante  un  cambio  de  orden  de  integration,  evalue 


dy  dx 


SOLUCION  La  integral  interior  no  se  puede  evaluar  tal  cual,  pues  ey  no  tiene  una 
antiderivada  en  terminos  de  funciones  elementales.  Sin  embargo,  reconocemos  que  la 
integral  iterada  dada  es  igual  a 
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donde  S  =  {(*,  y);  x/2  <  y  <  2,  0  <  x  <  4j  =  ((x,  y):  0  <  x  <  2y,  0  <  y  <  2)  (vease  la 
figura  15).  Si  escribimos  esta  integral  doble  como  una  integral  iterada  realizando 
primero  la  integracion  respecto  a  x ,  obtenemos 


dx  dy  = 


dy 


Revision  de  conceptos 


i. 


Para  un  conjunto  arbitrario  S.definimos 


d  A  como 


dA,  donde  R  es 


y  /(■*>  y )  =  _ fuera  del 


R 

conjunto  5. 

2.  Un  conjunto  S  se  denomina  y-simple,  si  existen  funciones 
()>,  y  cf>2  en  [«,  b]  tales  que  S  =  {(*, y ): _ a  s  x  ^  b\. 


3.  Si  S  es  un  conjunto  y-simple,  como  en  la  pregunta  2,  entonces 
la  integral  doble  sobre  S  se  puede  escribir  como  la  integral  iterada 

JJf(x,y)dA  =  _ . 

5 


4.  Si  S  es  el  triangulo  en  el  primer  cuadrante  acotado  por  x  +  y 


II 


1,  entonces  //  2x  dA  puede  escribirse  como  la  integral  iterada 


que  tiene  el  valor. 


Conjunto  de  problemas  13.3 

En  los  problemas  del  1  al  14  evaliie  las  integrates  iteradas. 


1. 

3. 

5. 

7. 

9. 

11. 

13. 


fl 

r 3  r^y 

J- 1  Jo 


2  f-x -] 


x 2  dy  dx 


2. 


( x 2  +  y2)  dx  dy  4. 


Ill 

a: 


y  dy  dx 


( x 2  -  y3)  dy  dx 


3  r2y 


a 


5  rx 


xey  dx  dy 


6. 


y 

1  plx 


III 


x2  +  y2 


dy  dx 


tt/A  /.V2cosfl 


f\/2  JO 
7t/9  /*3  r 


cos(ttx2)  dy  dx  8. 


/4 

nsen  y 


sec2  6  d6  dr  10. 
ex  cos  y  dx  dy  12. 

2 

(x  +  y)  dy  dx  14. 


J, 

Li) 


r  dr  dO 

Jo  JVi 

r2  i 

e  x  dy  dx 


2  r*-y2 


h  Jo  x 

(•■n/2  /*sen  6 


dy  dx 


Jp-TT/t,  /*S1 

77/6  Jo 


6 r  cos  6  dr  d6 


En  los  problemas  15  al  18  evalue  la  integral  doble  dada  cambiandola 
por  una  integral  iterada. 


”•  II 


xy  dA;  S  es  la  region  acotada  pory  =  x2  y  y  =  1. 


16.  JJ  (x  +  y)  dA;  S  es  la  region  triangular  con  vertices  (0, 0), 

(0,4)  y  (1,4). 

17.  (x2  +  2 y)  d A;  S  es  la  region  entre  por  y  =  x2  y 
s 

y  =  Vx. 


18.  JJ (x2  -  xy)  dA;  S  es  la  region  entre  y  =  x  y  y  = 

s 

3x  -  x2. 


*’•  It 


(2, 2)  y  (0,2). 


dA;  S  es  la  region  triangular  con  vertices  en  (0,0), 


20.  JJ x  dA;  S  es  la  region  entre  y  =  x  y  y  =  x~\  (Observe  que  S 
s 

tiene  dos  partes). 


E3  En  los  problemas  21  al  32  bosqueje  el  solido  indicado.  Luego  de¬ 
termine  el  volumen  mediante  una  integracion  iterada. 

21.  El  tetraedro  acotado  por  los  pianos  de  coordenadas  y  el  pla- 
no  z  =  6  —  2x  —  3  y. 

22.  El  tetraedro  acotado  por  los  pianos  de  coordenadas  y  el  pla- 
no  3x  +  4y  +  z  —  12  =  0 

23.  La  cuna  acotada  por  los  pianos  de  coordenadas  y  los  pianos 
*  =  5yy  +  2z-4  =  0 

24.  El  solido  en  el  primer  octante  acotado  por  los  pianos  de 
coordenadas  y  los  pianos  2x  +  y  —  4  =  0y8x  +  y  —  4z  =  0 

25.  El  solido  en  el  primer  octante  acotado  por  la  superficie  9x2  + 
4y2  =  36  y  el  piano  9x  +  4y  —  6z  =  0 

26.  El  solido  en  el  primer  octante  acotado  por  la  superficie  z  = 
9  —  x2  -  y2  y  los  pianos  de  coordenadas 

27.  El  solido  en  el  primer  octante  acotado  por  el  cilindro  y  =  x2y 
los  pianos  x  =  0,z  =  0yy  +  z=  1 
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28.  El  solido  acotado  por  el  cilindro  parabolico  x2  =  4y  y  los 
pianos  z  =  0  y  5y  +  9z  —  45  =  0 

29.  El  solido  en  el  primer  octante  acotado  por  el  cilindro  z  =  tan 
x 2  y  los  pianos  x  —  y,  x  =  1  y  y  =  0 

30.  El  solido  en  el  primer  octante  acotado  por  la  superficie  z  = 
e*  y,  el  piano  x  +  y  =  1  y  los  pianos  de  coordenadas 

31.  El  solido  en  el  primer  octante  acotado  por  la  superficie  9 z.  = 
36  —  9x~  —  4 y~  y  los  pianos  de  coordenadas 

32.  El  solido  en  el  primer  octante  acotado  por  los  cilindros  circu- 
lares  x2  +  z2  =  16,  y2  +  z2  =  16,  y  los  pianos  de  coordenadas 


En  los  problemas  33  al  38  escriba  la  integral  iterada  dada  como  una 
integral  iterada  con  el  orden  de  integracion  inlercambiado.  Sugerencia: 
comience  por  bosquejar  una  region  S  y  representela  de  dos  formas, 
como  en  el  ejemplo  5. 


33. 

/  /  fix,  y)  dy  dx 

Jo  Jo 

34. 

/•2  n2  y 

1 1 /(’ 

y)  dx  dy 

35. 

J  J  f(x,  y)  dy  dx 

36. 

I  f  n* 

J\/2Jx* 

,  y)  dy  dx 

37. 

j  J  f(x,y)dxdy 

38. 

/*()  />\/y+ 1 

./-I  J-Vy+I 

f(x,  y)  dx  dy 

39. 

Evalue  jj  xy2  dA,  donde 

S  ei 

3  la  region 

mostrada  en  la 

figura  1 

's 

6. 

s 

\y 

1  1 

1  A  m 

1  1 

\  j  ► 

Figura  17 


40.  Evalue  JJ  xy  dA,  donde  S  es  la  region  de  la  figura  17, 

x 

41.  Evalue  Jj  ( x 2  +  x4y)  dA,  donde  S  =  {(x,y):  1  £x2  +  y2£4}. 

x 

Sugerencia:  utilice  simetria  para  reducir  el  problema  a  la  evaluacion 


de  4 


^  ,v2  dA  +  II  x2  dA 
x,  s 


,  donde  S,  y  S2  son  como  en  la  figura  18. 


42.  Evalue  //  sen(xy2)  dA ,  donde  S  es  el  anillo  {(x,y):  1  <  xz  + 


s 

y2  s  4).  Sugerencia:  resuelva  el  problema  sin  analizarlo,  es  diffcil; 
mediante  simetria  es  trivial. 


43. 


Evalue 


dA,  donde  S  es  la  region  acotada  por 


s 

y  =  Vx,  y  —  2  y  x  =  0.  Sugerencia:  si  un  orden  de  integracion  no 
t'unciona,  intente  con  el  otro. 


44.  Evalue  JJ  x1  dA,  donde  S  es  la  region  entre  la  elipse  x2  + 

s 

2 y2  =  4  y  la  circunferencia  x2  +  y2  =  4. 

45.  La  figura  19  muestra  un  mapa  de  contornos  para  la  profundi- 
dad  de  un  rfo  entre  una  presa  y  un  puente.  Aproxime  el  volumen  de 
agua  entre  la  presa  y  el  puente.  Sugerencia:  rebane  el  rio  en  1 1  seccio- 
nes  de  100  pies  paralelas  al  puente  y  suponga  que  las  secciones  trans- 
versales  son  triangulos  isosceles.  El  rio  tiene  aproximadamente  300 
pies  de  ancho  en  la  presa  y  175  pies  de  ancho  en  el  puente. 


Presa 


Figura  19 


46.  Suponga  qu e  f(x,y)  es  una  funcion  continua  definida  en  una 
region  R  que  es  cerrada  y  acotada.  Demuestre  que  existe  un  par  or- 
denado  (a,  b)  en  R  tal  que 


JJ f(x,  y)  dA  =  / (a,  b)  A  (R) 

R 

Este  resultado  se  conoce  como  el  teorema  del  valor  medio  para  inte¬ 
grates  dobles.  Sugerencia:  necesitara  el  teorema  del  valor  intermedio 
(teorema  1.6F). 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos: 


1.  un  rectangulo  que  contiene  a  i’;0  2.  4>\{x)  —  y  —  <t>2{x) 


b  r<p,(  x) 


nq>2\ 
i  (.r 


f(x,y)dyd.  x  4. 


2x  cly  dx\ , 


Figura  18 
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13.4 

Integrates  dobles  en 
coordenadas  polares 


e  =  p 


Ciertas  curvas  en  el  piano,  como  las  circunferencias,  las  cardioides  y  las  rosas,  son  mas 
faciles  de  describir  en  terminos  de  coordenadas  polares  que  en  coordenadas  cartesia- 
nas  (rectangulares).  Asf,  es  de  esperar  que  las  integrates  dobles  sobre  regiones  com- 
prendidas  entre  tales  curvas  se  evaluen  mas  facilmente  mediante  coordenadas  polares. 
En  la  seccion  13.9  veremos  como  hacer  transformaciones  mas  generates.  Por  ahora,  es- 
tudiamos  con  mayor  detalle  solo  una  transformation  particular,  de  coordenadas  rec¬ 
tangulares  a  coordenadas  polares,  ya  que  esta  tecnica  es  util. 

Sea  R  con  la  forma  que  aparece  en  la  figura  1,  que  llamaremos  un  rectdngulo polar , 
y  que  describiremos  en  forma  analltica  en  un  momento.  Sea  z  =  /(x.y)  una  superficie 
sobre  R  y  suponga  que  /es  continua  y  no  negativa.  Entonces  el  volumen  V  del  solido 
bajo  esta  superficie  y  arriba  de  R  (figura  2)  esta  dado  por 

(1)  V  =  JJ f(x,  y)  dA 

R 

En  coordenadas  polares,  un  rectangulo  polar  R  tiene  la  forma 
R  =  {(r,  0):  a  ^  r  <  b,  a  S  0  <  y3 } 

donde  a>0yj3-a<  2tt.  Ademas.  la  ecuacion  de  la  superficie  se  puede  escribir 
como 


z  =  f(x,  y)  =  f(r  cos  0,  r  sen  0)  =  F{r,  0) 

Vamos  a  calcular  el  volumen  V  de  una  nueva  forma,  usando  coordenadas  polares. 

Dividimos  R  en  rectangulos  polares  mas  pequenos  /?|,/?2, _ R„  por  medio  de  una 

cuadrlcula  polar  y  sean  A rk  y  A0k  las  dimensiones  de  una  pieza  representativa  Rk ,  como 
se  muestra  en  la  figura  3.  El  area  A{Rk)  esta  dada  por  (vease  el  problema  38) 

A(Rk)  =  rk  A rk  A0k 

donde  Tk  es  el  radio  promedio  de  Rk.  Por  lo  tanto, 


V  «  ^F{rk,0k)rk  A rk  A0k 

k  =  1 

A1  considerar  el  h'mite  cuando  la  norma  de  la  particion  tiende  a  cero,  obtendrlamos  el 
volumen  real.  Este  llmite  es  una  integral  doble 

(2)  E  =  JJ  F(r,  0)  r  dr  dB  =  Jj  f(r  cos  0,  r  sen  0)  r  dr  dO 

R  R 

Ahora  tenemos  dos  expresiones  para  V,  es  decir,  (1 )  y  (2).  A1  igualarlas  se  obtiene 


JJ y )  dA  = 

R  R 


f(r  cos  6,  r  sen  0)  r  dr  dft 


Hemos  deducido  el  resultado  del  recuadro  bajo  la  hipotesis  de  que  /era  no  negativa, 
pero  es  valida  para  funciones  muy  generates;  en  particular,  para  funciones  continuas  de 
signo  arbitrario. 

Integrates  iteradas  El  resultado  previainente  anunciado  se  vuelve  util  al  es¬ 
cribir  la  integral  doble  polar  como  una  integral  iterada,  enunciado  que  ilustramos  a 
continuacion. 


EJEMPLO  1  Determine  el  volumen  V  del  solido  sobre  el  rectangulo  polar 


R  =  {(/•,  J):lsr<3,0<8<  'tt/4}  (figura  4)  y  debajo  de  la  superficie  z  =  e 


Figura  4 
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SOLUTION  Como  x2  +  y2  =  r. 

V  =  [[ e1' 1  >’2  dA 


J/*7T/4  /O 

{  {!/■ 

-  f'M 

JO  Lz  Jl 
r  tt/4  1 

-1  fr- 


r  dr  dd 


=  J  -  e)dO  =  —  (e9  -  e)  «  3181 

Sin  la  ayuda  de  las  coordenadas  polares  no  podrlamos  haber  resuelto  este  problema. 
Observe  que  el  factor  adicional  r  era  justo  lo  que  necesitabamos  para  integrar  er\  ■ 

Rcgiones  generates  Recuerde  la  forma  en  que  extendimos  la  integral  doble 
sobre  un  rectangulo  comun  R  a  la  integral  sobre  un  conjunto  general  S.  Simplemente 
hemos  encerrado  S  en  un  rectangulo  y  dimos  a  la  funcion  por  integrar  el  valor  cero 
fuera  de  S.  Podemos  hacer  lo  mismo  para  integrales  polares  dobles,  excepto  que  usamos 
rectangulos  polares  en  vez  de  rectangulos  ordinarios.  Omitiremos  los  detalles  y  simple¬ 
mente  diremos  que  el  resultado  establecido  en  un  recuadro  anterior  es  valido  para 
conjuntos  generales  S. 


r_ 


0='\>2  (r)f . 


/  7 \ 


' — -6  =  a 


,  . >\ 

V  S=<|»i(r) 


Un  conjunto  /--simple 


Figura  5 


Un  conjunto  0-simple 


Figura  6 


Los  conjuntos  de  particular  interes  para  la  integration  polar  son  los  r-simples  y  los 
0-simples.  Decimos  que  un  conjunto  S  es  r-simple  si  tiene  la  forma  (figura  5) 

5  =  {(r,ey.M0)  s  r  s  (t>2(o),  a  s  e  <  p} 

y  decimos  que  es  0-simple  si  tiene  la  forma  (figura  6) 

S  =  {{r,6)\a  <  r  <  b,ijjx{r)  <  9  s  i p2(r)} 


MPI.O  2  Lvalue 


donde  S  es  la  region  del  primer  cuadrante  que  esta  fuera  de  la  circunferencia  r  =  2 
y  dentro  de  la  cardioide  r  =  2(1  +  cos  0)  (vease  la  figura  7). 


SOLUTION  Como  S  es  un  conjunto  /-simple,  escribimos  la  integral  dada  como  una 
integral  polar  iterada,  con  r  como  la  variable  interior  de  integration.  En  esta  integral  in¬ 
terior,  8  se  mantiene  fija;  la  integration  se  realiza  a  lo  largo  de  la  llnea  gruesa  de  la  fi¬ 
gura  7,  desde  r  =  2  hasta  r  =  2(1  +  cos  9). 


Figura  7 
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r 


1  2 

Figura  9 


El  Sentido  comun 

Para  estimar  el  volumen  del  ejemplo 
3  observe  que  la  altura  del  cilindro 
que  aparece  en  la  figura  8  es  4  (sean 
x  -  Q  y  y  =  2  &n  z  —  x2  +  y2).  Asf,  el 
volumen  deseado  es  poco  menos 
que  la  mitad  del  volumen  de  un 
cilindro  de  radio  1  y  altura  4,  es 
decir,  menor  que  (V)tt(12)4  =  2tt. 

La  respuesta  obtenida,  3ir/2,  es 
razonable 


b  ~b 


■jl  /»2(l+cos0) 


A7T/Z 

Jo  Ji 


iV2rr3 


( r  sen  6)r  dr  dd 

2(1  + cos  0) 

de 


L 

g  /»7t/2 

—J  [(1  +  cos  0)3  sen  0  —  sen  6>]  d0 


■  — (1  +  cos0)4  +  cos  0 

4 


--  +  0-  (-4  +  1) 


n/2 

0 

22 

3 


EJEMPLO  3  [  Calcule  el  volumen  del  solido  bajo  la  superficie  z  =  x2  +  y2,  sobre 


el  piano  xy  y  dentro  del  cilindro  x2  +  y2  =  2y  (figura  8). 


SOLUCIOTM  Por  simetrfa,  podemos  duplicar  el  volumen  del  primer  octante.  A1  usar 
x  =  r  cos  6  y  y  =  r  sen  0,  la  ecuacion  de  la  superficie  se  convierte  en  z  =  r2,  y  la  del  ci¬ 
lindro,  r  =  2  sen  0.  Sea  S  la  region  que  se  muestra  en  la  figura  9.  El  volumen  requerido 
V  esta  dado  por 


V  = 


+  y2)  dA  =  2 


2  sen  6 


r2r  dr  d0 


La  ultima  integral  se  evaluo  mediante  la  formula  113  de  la  tabla  de  integrates  al  final 
del  libro.  ■ 


Una  integral  de  probabilidad  En  el  capitulo  8  analizamos  la  funcion  de  densi- 
dad  de  probabilidad  normal  estandar 


fix) 


e 


- x 2/2 


En  ese  momento  afirmamos,  pero  no  podfamos  demostrar,  que 
los  dos  ejemplos  siguientes  demostraremos  este  resultado. 


dx  =  1.  En 


M  EJEMPIQ4 


Muestre  que  I 


SOLUCION  Vamos  a  resolver  este  problema  de  una  manera  un  tanto  larga,  pero 
ciertamente  ingeniosa.  Primero  recuerde  que 


I  = 


e  v‘  dx  =  lfm  /  e  x~  dx 

ft-*  OO 


Ahora,  sea  Vb  el  volumen  del  solido  (figura  10)  que  esta  bajo  la  superficie 

_  2  _  2 

z  =  e  x  y  y  sobre  el  cuadrado  con  vertices  ( ±b ,  ±b).  Entonces 


b  pb 


v„  = 


dy  dx 


-  SAL 


SSL 

/b  pt)  r  /». 

e~x~  dx  /  e~r  dy  = 

b  J-b  '  L  J-l 


e~y  dy 


dx 


e  x'  dx 


=  4 


f 


e  x  dx 


Figura  10 
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f*  ,  1 

2 

r  r°°  7  i 

(1) 

V  =  lfm  Vb  =  lim  4 

/  e~x  dx 

=  4 

/  e~x  dx 

b— »oo  6— >oo 

.  Jo 

.Jo 

Esto  implica  que  el  volumen  de  la  region  bajo  z  =  e  x  y  sobre  todo  el  piano  xy  es 

12 

=  4 12 

Por  otro  lado,  tambien  podemos  calcular  V  usando  coordenadas  polares.  En 
este  caso,  V  es  el  lfmite,  cuando  a  —*  oo  de  Va,  el  volumen  del  solido  bajo  la  super- 
ficie  z  =  e-*2-)'2  =  e~r2  sobre  la  region  circular  de  radio  a  con  centro  en  el  origen 
(figura  11). 

/»2 tt  /»a  p2ir  \ 


(2) 


V  =  lim  V„  = 

a->  oo 


Figura  1 1 


f  r  r 

a  =  lim  /  /  e  r  r  dr  dd  =  lun  / 

a^"°°J  o  Jo  °°7o 

1  fl7r 

=  lim  -  /  fl  -  e“fl2l  dd  =  lim  rrfl  -  e""2!  = 

o-» oo  2  Jo  L  J  fl-> OO  1  J 


1 

V 


7T 


■  iii  O 

<>:,  i  ■ 

■  .  'until'*/ 

f i c  sbi. 


A1  igualar  los  dos  valores  obtenidos  para  V  en  (1)  y  (2)  tenemos  que  4/2  =  tt,  o  bien 
I  =  \  Vrr,  como  se  deseaba.  ■ 


ut'.uim  as? 


u  EJEMPLO  5  1  Muestre  que 
SOLUCION  Por  simetrfa, 


r_L 

J~oo  \/2tt 


e  ^  dx  =  1. 


Vi  W  >>: 


■  bWim  yb  el?- 


i  .  ■  it}.-  > 


[  — \=e~xll2  dx  =  2  [  — \=  e~x2/2  dx 

J- oo  v2tt  Jo  v2tt 

Ahora  hacemos  la  sustitucion  u  =  x/^/2,  de  modo  que  dx  =  \fl  du.  Los  lfmites  en 
la  integral  siguen  siendo  lo  mismo,  de  modo  que  tenemos 

/  — y=e~x^2  dx  =  2  /  — .  =e~"V2  du 

J- oo  V27T  ./0  V27T 

■Jo 


V2t r. 
2V2 


=  1 


\Z2tt  2 

Para  obtener  la  ultima  linea.  usamos  el  resultado  del  ejemplo  4. 


Revision  de  conceptos 

1.  Un  rectangulo  polar  R  tiene  la  forma  R  =  { (r,  6): _ }. 

2.  La  expresion  dy  dx  de  las  integrales  en  las  coordenadas  car- 

tesianas  (rectangulares)  se  transforma  en _ para  las  integra¬ 

les  en  coordenadas  polares. 


3.  La  integral  JJ (x2  +  y2)  dA,  donde  S  es  la  semieircunferencia 


acotada  por  y  =  V4  —  x2  y  y  =  0,  se  convierte  en  la  integral  iterada 

_ en  coordenadas  polares. 

4.  El  valor  de  la  integral  de  la  pregunta  3  es _ . 


Conjunto  de  problemas  13.4 

En  los  problemas  del  1  al  6  evalue  las  integrales  iteradas. 


/»7t/2  nCOS  0 

1.  /  /  r2  sen  0  dr  dd 

Jo  Jo 

pirf 2  /*sen  0 

2.  /  /  r  dr  dd 

Jo  Jo 

pn  /»sen  0 

3.  /  /  r 2  dr  d0 

,/o  Jo 

pTT  pl~COS  0 

4.  /  /  r  sen  0  dr  d0 

Jo  Jo 

5.  J  frcosl  dr  dO 

p2n  pd 

6.  /  r  dr  d$ 

Jo  Jo 

En  los  problemas  del  7  al  12  determine  el  area  de  la  region  S  dada 


mediante  el  calculo  de 


II 


r  dr  dd.  Asegurese  primero  de  hacer  un 


s 


bosquejo  de  la  regidn. 

7.  S  es  la  region  dentro  de  la  circunferencia  r  =  4  cos  0  y  fuera 
de  la  circunferencia  r  =  2. 

8.  S  es  la  menor  regidn  acotada  por  0  =  tr/6  y  r  =  4  sen  0. 
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9.  S  es  un  petalo  de  la  rosa  de  cuatro  petalos  r  =  a  sen  28. 

10.  S  es  la  region  dentro  de  la  cardioide  r  =  6  —  6  sen  6. 

11.  S  es  la  region  dentro  del  rizo  mayor  de  la  lima^on 
r  —  2-4  sen  0. 

12.  S  es  la  region  fuera  de  la  circunferencia  r  —  2  y  dentro  de  la 
lemniscata  r2  =  9  cos  28. 


En  los  problemas  del  13  al  18  se  da  una  integral  iterada  en  coorde¬ 
nadas  polares.  Bosqueje  la  region  cuya  area  esta  dada  por  medio  de  la 
integral  iterada  y  calcule  la  integral ;  de  este  modo  determine  el  area  de 


la  region. 

13.  /  r  dr  d6 

Jo  Jo 

p'l'ir  /»3 

14.  /  r  dr  dd 

pir/2  pd 

15.  /  Jr  dr  dO 

Jo  Jo 

rv/2  /*cos  6 

16.  /  /  rdrdO 

Jo  Jo 

att  r»sen  B 

17.  /  /  r  dr  dO 

Jo  Jo 

l'3ir/2  pd2 

18.  /  r  dr  dO 

Jo  Jo 

En  los  problemas  19  al  26  evalue  usando  coordenadas  polares.  Bosqueje 
primero  la  region  de  integracion. 

19.  JJ  e*2+yI  dA,  donde  S  es  la  region  acotada  por 


s 

x2  +  y2  =  4 


20. 


II Vi  -  *!  - 


y2  d A,  donde  S  es  el  sector  en  el  primer 


cuadrante  de  la  circunferencia  xr  +  y2  =  4  entre  y  =  0  y  y  =  x. 


.  -  dA,  donde  S  es  como  en  el  problema  20. 

2  +  y2 


21  /  JT7 

5 

22.  JJ y  dA,  donde  S  es  el  rectdngulo  polar  en  el  primer 
s 

cuadrante  dentro  de  x2  +  y2  =  4  y  fuera  de  x2  +  y2  =  1. 

A  pVl-x2 

23.  /  /  (4  -  X2  -  y2)-1''2  dy  dx 

Jo  Jo 


24. 


25. 


26. 


n 

a: 

n 


sen(x2  +  y2)  dx  dy 


x2  dy  dx 

Jix-A 


(x2  +  y2)  1/2  dy  dx 


0  27.  Calcule  el  volumen  del  solido  en  el  primer  octante  abajo  del 
paraboloide  z  =  x2  +  y2  y  dentro  del  cilindro  x2  +  y2  =  9  usando 
coordenadas  polares. 

0  28.  Use  coordenadas  polares  para  calcular  el  volumen  del  solido 
acotado  por  arriba  por  2x2  +  2 y2  +  z2  =  18,  abajo  por  z  =  0,  y  lateral- 
mente  por  x2  +  y2  =  4. 

29.  Cambie  a  coordenadas  rectangulares  y  luego  evalue 

/•47r/3  r—5  sec  6 

/  /  r3  sen2  0  dr  dd 

j3tt/a  Jo 

30.  Sean  V  =  JJ sen\/x2  +  y2  dA  y  W  = 

s 

JJ \sen\/ x2  +  yz|  dA,  donde  S  es  la  region  dentro  de  la  circunfe- 
s 

rencia  x2  +  y2  =  4  tt2. 


(a)  Sin  calcular,  determine  el  signo  de  V. 

(b)  Evalue  V.  (c)  Evalue  W. 

31.  Los  centros  de  dos  bolas  de  radio  a  estan  separados  a  una 
distancia  2b,  con  b  £  a.  Calcule  el  volumen  de  su  intersection  en  ter- 
minos  de  d  =  a  —  b. 

32.  La  profundidad  (en  pies)  del  agua  distribuida  por  un  aspersor 
en  una  hora  es  ke  r/10,  0  <  r  <  10,  donde  r  es  la  distancia  al  asper¬ 
sor  y  k  es  una  constante.  Determine  k  si  se  distribuyen  100  pies  cubicos 
de  agua  en  una  hora. 

33.  Calcule  el  volumen  del  solido  recortado  de  la  esfera  r2  +  z2 
£  a2  por  el  cilindro  r  =  a  sen  6. 

34.  Calcule  el  volumen  de  la  cuna  formada  por  un  alto  cilindro 
circular  recto  de  radio  a  y  un  piano  que  pasa  por  un  diametro  de  su 
base  y  forma  un  angulo  a(0  <  a  <  tr/2)  con  la  base  (compare  con 
el  problema  37  de  la  section  5.2). 

35.  Considere  el  anillo  A  de  altura  2b  obtenido  de  una  esfera  de 
radio  a  cuando  se  perfora  un  agujero  de  radio  c  (c  <  a)  por  el  centro 
de  la  esfera  (figura  12).  Demuestre  que  el  volumen  de  A  es  4-7t/)3/3, 
lo  que  es  notable  por  dos  razones.  Es  independiente  del  radio  a,  y  es 
igual  al  volumen  de  una  esfera  de  radio  b. 


Figura  12 


36.  Hay  una  explication  sencilla  para  el  notable  resultado  del 
problema  35.  Demuestre  que  un  piano  horizontal  que  interseca  a  la 
region  de  la  figura  12  y  a  una  esfera  de  radio  b,  junto  a  ella,  lo  hara  en 
areas  iguales.  Luego  aplique  el  principio  de  Cavalieri  para  el  volu¬ 
men.  (Vease  el  problema  40  de  la  seccidn  5.2). 

37.  Demuestre  que 

1 


lo  lo 


(1  +  xz  +  y2)2 


dy  dx  =  -y 
4 


38.  Recuerde  la  formula  A  =  \r20  para  el  area  de  un  sector 
circular  de  radio  r  y  angulo  central  9  radianes  (seccion  10.7).  Use  esto 
para  obtener  la  formula 


A  = 


t*2 


(r2  ~  C)(02  ~  01 ) 


para  el  area  del  rectangulo  polar  { (r,  9):  r{ 
39.  Demuestre  que 

1 


r  £  r2,  9\  £  8  £  d2}. 


I 

J-  oc 


crV27r 


(*-M)  /2a  dx  =  x 


para  toda  p.  y  para  toda  cr  >  0.  Sugerencia:  utilice  el  resultado  del 
ejemplo  5. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos: 

L  a  £  r  £  b\  a  £  8  £  p  2.  r  dr  dd  3.  f  f  r3  dr  dd  4.  4ir 

Jo  Jo 
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13.5 

Aplicaciones  de  las 
integrales  dobles 


Figura  1 


Figura  2 


Figura  3 


La  aplicacidn  mas  obvia  de  las  integrales  dobles  es  el  calculo  de  volumenes  de  soli- 
dos.  Hemos  ilustrado  ampliamente  este  uso  de  las  integrales  dobles,  de  modo  que 
ahora  veremos  otras  aplicaciones  (masa,  centro  de  masa,  momento  de  inercia  y  radio 
de  giro). 

Considere  una  hoja  plana,  tan  delgada  que  podamos  considerarla  bidimensional. 
En  la  seccion  5.6  Hamamos  a  tal  hoja  una  lamina,  pero  ahi  consideramos  solo  laminas 
de  densidad  constante.  Aquf  queremos  estudiar  laminas  de  densidad  variable,  es  decir, 
laminas  hechas  de  material  no  homogeneo  (figura  1). 

Suponga  que  la  lamina  cubre  una  region  S  del  piano  xy  y  denotemos  la  densidad 
(masa  por  unidad  de  area)  en  ( x ,  y)  mediante  S(x,  y).  Dividimos  S  en  pequenos  rec- 
tangulos  Ru  R2,...,Rk  como  se  muestra  en  la  figura  2.  Elegimos  un  punto  (xk,  yk)  en 
Rk.  Entonces,  la  masa  de  Rk  es  aproximadamente  8(xk,  yk)A(Rk),  y  la  masa  total  de  la 
lamina  es  aproximadamente 

n 

m  »  ^S(xk,yk)A(Rk) 

*= l 

La  masa  real  m  se  obtiene  considerando  el  Ifmite  de  la  expresion  anterior  cuando  la 
norma  de  la  particion  tiende  a  cero,  lo  cual  es,  por  supuesto,  una  doble  integral. 


MEJEMPLO  1  Una  lamina  con  densidad  5(x,  y)  =  xy  esta  acotada  por  el  eje  x, 
la  recta  x  =  8,  y  la  curva  y  =  xm  (figura  3).  Calcule  su  masa  total. 


SOLUCION 


■ 


Centro  de  masa  Le  sugerimos  que  repase  el  concepto  de  centro  de  masa  de  la 
seccion  5.6.  Ahf  aprendimos  que  si  mh  m2, . . . ,  mn  es  una  coleccion  de  masas  puntuales 
situadas  en  (r1,y1),  (x2,  y2), . . . ,  (xn,  y„),  respectivamente,  entonces  los  momentos  tota- 
les  respecto  del  eje  y  y  el  eje  x  estan  dados  por 

n  n 

My  =  2 xkmk  Mx  =  2 ykmk 

k= 1  A=1 


Ademas,  las  coordenadas  ( x ,  y)  del  centro  de  masa  (punto  de  equilibrio  o  de  ba¬ 
lance)  son 


Ahora,  considere  una  lamina  de  densidad  variable  S(x,  y)  que  cubre  una  region  S  en 
el  piano  xy,  como  en  la  figura  1.  Dividimos  esta  lamina  como  en  la  figura  2  y  supone- 
mos,  como  aproximacion,  que  la  masa  de  cada  Rk  esta  concentrada  en  (xk,  yk),  k  =  1, 
2 ,n.  Por  ultimo,  consideramos  el  Ifmite  cuando  la  norma  de  la  particion  tiende  a 
cero.  Esto  conduce  a  las  formulas. 
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y 


Figura  4 


•  '  ;a 


xS(x,y)dA  j 

-  My  s  -  Mx  j 

JyS(x,y)  dA 

m  ff  ,  y  m 

//  8(x,  y)  dA 

s  * 

J S(x,  y)  dA 

u  EJEMPLO  2  1  Determine  el  centra  de  masa  de  la  lamina  del  ejemplo  1. 

768 

SOLUCION  En  el  ejemplo  1  mostramos  que  la  masa  m  de  esta  lamina  es  — j— .  Los 
momentos  My  y  Mx  con  respecto  a  los  ejes  y  y  x  son 


8  ^ 


M 


,  =  JJxS^y^dA  =  1 J 

s 

8 


x2y  dy  dx 


in/,  12,288 

xm  dx  =  _4__  «  945.23 


.if 

2  Jo 

Mx  =  JJ y)  dA  =  jfjf  xy2  dy  dx 
s 

=  i  /*8 

3  do 


x3  dx  =  «  341.33 


Concluimos  que 


A/y  80  M.  20 

x  =  —  =  —  «  6.15,  y  =  —  =  —  «  2.22 

m  13  7  m  9 

@  En  la  figura  3,  observe  que  el  centro  de  masa  (x,  y)  esta  en  la  parte  superior  dere- 
cha  de  S;  esto  era  de  esperarse,  pues  una  lamina  con  densidad  5(x,  y )  =  xy  es  mas  pe- 
sada  cuando  la  distancia  a  los  ejes  x  y  y  aumenta.  ■ 


M  EJEMPLO  3  1  Determine  el  centro  de  masa  de  una  lamina  con  la  forma  de  un 
cuarto  de  circulo  de  radio  a,  cuya  densidad  es  proporcional  a  la  distancia  al  centro  del 
circulo  (figura  4). 


SOLUCION  Por  hipotesis,  8(x,  y)  =  k\/ x2  +  y2,  donde  k  es  una  constante.  La 
forma  de  5  sugiere  el  uso  de  coordenadas  polares. 

/»7t/2  pa 

Jo  Jo 


m 


=  JJ  kVx2  +  y2dA  =  k 

s 

J/*7r/2  3 

1  3 


rr  dr  dd 


kna3 

3de~~T 


Ademas, 


rr  _  /*  7t/2  pa 

=  //xfcVx2  +  y2dA  =  k  /  (r  cos  0)r2  dr  dd 

JJ  Jo  Jo 


M, 


p'tr/2  4  i 

a 

ka4 

/  —  cos  6  d6  = 

Jo  4 

- sen  6 

4 

Concluimos  que 


ka4/  4  3  a 


m  kira3/6  2tt 


Debido  a  la  simetria  de  la  lamina,  reconocemos  que  y  =  x,  asi  que  no  necesitamos  rea- 
lizar  mas  calculos.  ■ 
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Un  lector  perceptivo  podrfa  plantearse  una  pregunta  en  este  momenta.  ^Que  ocurre 
si  una  lamina  es  homogenea?,  es  decir,  /,que  ocurre  si  S(x,  y)  =  k,  es  una  constante? 
^Coincidiran  las  formulas  deducidas  en  esta  section,  que  usan  integrates  dobles,  con  las 
de  la  section  5.6,  que  solo  usan  integrates  sencillas?  La  respuesta  es  afirmativa.  Para  dar 
una  justification  parcial,  considere  el  calculo  de  My  para  una  region  S  v-simple  (figura  5). 

/pb  p<b2{x)  pb 

xk  dA  =  k  /  xdydx  =  k  x[<f>2(x)  —  <f>i(x)]  dx 
$  J a  x)  Ja 

La  integral  sencilla  de  la  derecha  es  la  que  se  proporciona  en  la  section  5.6. 

Momento  de  inercia  La  fisica  nos  dice  que  la  energia  cinetica,  EC,  de  una  par- 
tlcula  de  masa  m  y  velocidad  v,  que  se  mueve  en  una  lfnea  recta,  es 

(1)  EC  =  ^mv2 


Si  en  vez  de  moverse  en  lfnea  recta,  la  partfcula  gira  en  torno  de  un  eje  con  una  velo¬ 
cidad  angular  de  a>  radianes  por  unidad  de  tiempo,  entonces  su  velocidad  lineal  es 
v  =  ru>,  donde  r  es  el  radio  de  su  trayectoria  circular.  A1  sustituir  esto  en  (1),  obtenemos 


EC  =  |(r2m)o>2 

La  expresion  Pm  es  el  momento  de  inercia  de  la  partfcula  y  se  denota  I.  Asf,  para  una 
partfcula  giratoria, 


(2) 


EC  =  \lco 2 


Con  base  en  (1)  y  (2)  concluimos  que  el  momento  de  inercia  de  un  cuerpo  en  movimien- 
to  circular  desempena  un  papel  similar  a  la  masa  de  un  cuerpo  en  movimiento  lineal. 

Para  un  sistema  de  n  partfculas  en  el  piano  con  masas  mb  m2, . . . ,  mn  y  con  distan¬ 
ces  rh  r2,...,rn  respecto  a  la  recta  L,  el  momento  de  inercia  del  sistema  en  torno  de  L 
se  define  como 


/  =  mir\  +  m2r\  +  •  •  •  +  mnr2n 


n 


= 

k= 1 


.j < 


En  otras  palabras,  sumamos  los  momentos  de  inercia  de  las  partfculas  individuates. 

Ahora,  considere  una  lamina  con  densidad  5(x,  y)  que  cubre  una  region  S  del  pia¬ 
no  xy  (figura  1).  Si  dividimos  S  como  en  la  figura  2,  aproximamos  los  momentos  de 
inercia  de  cada  pieza  R^,  sumamos  y  tomamos  el  lfmite,  llegamos  a  las  siguientes 
fdrmulas.  Los  momentos  de  inercia  (tambien  llamados  segundos  momentos)  de  la 
lamina  en  torno  de  los  ejes  x,yyz  estan  dados  por 


EJEMPLO  4  Determine  los  momentos  de  inercia  en  torno  de  los  ejes  x,  y  y  z  de 


la  lamina  del  ejemplo  1. 

SOLUCION 


ix  =  Jfxy3dA  =  1 1  xy3 dy dx  =  \J xll/ 3 dx  =  ~  877-71 

*-/■ 


x2y  dA  = 


fS  j  r8 

JJo  ’’yw-u 


c13/3  dx  =  6144 


49  152 

h  =  Ix  +  Iy  =  «  7021.71 
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Considere  el  problema  de  reemplazar  un  sistema  general  de  masas,  con  masa  total 
m,  por  una  linica  masa  puntual  m  con  el  mismo  momento  de  inercia  I  respecto  a  una 
recta  L  (figura  6).  que  distancia  debe  estar  este  punto  de  L?  La  respuesta  es  r, 
donde  mr2  =  I.  El  numero 


es  el  radio  de  giro  del  sistema.  Asf,  la  energia  cinetica  del  sistema  que  gira  en  torno  de 
L  con  velocidad  angular  to  es 

KE  =  \mr2(o 2  ■ 


Revision  de  conceptos 

1.  Si  la  densidad  en  (x,  y )  es  x 2y4,  entonces  la  masa  m  de  la  lami¬ 
na  S  esta  dada  por  m  = _ . 

2.  La  coordenada  y  del  centro  de  masa  de  la  lamina  de  la  pre- 

gunta  1  estd  dada  por  y  =  _ . 


3.  El  momento  de  inercia  respecto  al  eje  y  de  la  lamina  S  de  la 

pregunta  1  esta  dado  por  Iy  = _ . 

4.  Si  S  =  {(x,  y):  0  <  x  £  1,  0  s  y  s  1},  entonces  un  razo- 

namiento  geometrico  nos  dice  que  si  S(x,  y)  =  x2y4,  entonces  x  y  y 
son _ que  j. 


Conjunto  de  problemas  13.5 


En  los  problemas  del  1  al  10  determine  la  masa  m  y  el  centro  de  masa 
(x,  y)  de  la  lamina  acotada  por  las  curvas  dadas  y  con  la  densidad 
indicada. 

1.  x  =  0,  x  =  4,  y  =  0,  y  =  3;  5(*,  y)  =  y  +  1 

2.  y  =  0,  y  =  V4  -  x2;  8(x,  y)  =  y 

3.  y  =  0  ,y  =  sen  t,(lst<ii;  8{x,  y)  =  y 

4.  y  =  1/a:,  y  =  x,  y  =  0,  x  =  2;  8(x ,  y)  =  x  L 

5.  y  =  e~x,  y  =  0,  x  —  0,  x  =  1;  8(x,  y)  =  y2 

6.  y  =  ex,  y  =  0,  x  =  0,  x  =  1;  5(ac,  y)  =  2  -  x  +  y 

7.  r  =  2  sen  0;  8(r,  6)  =  r 

8.  r  =  1  +  cos  0;  8(r ,  0)  =  r 

9.  r  =  1,  r  =  2,  0  =  0,  0  =  -tt,  (0  <  0  <  tt);  S(r,  0)  =  1/r 

10.  r  =  2  +  2  cos  0;  8(r,  0)  —  r 

En  los  problemas  del  11  al  14  determine  los  momentos  de  inercia  Ix, 
Iv  e  I,  para  la  lamina  acotada  por  las  curvas  dadas  y  con  la  densidad 
indicada  8. 

11.  y  =  Vx,  x  -  9,  y  =  0;  8(x,  y)  =  x  +  y 

12.  y  =  x2,  y  -  4;  S(x,  y)  =  y 

13.  Cuadrado  con  vertices  (0,  0),  (0,  a),  (a,  a),  (a,  0);  8(x,  y)  = 
x  +  y 

14.  Triangulo  con  vertices  (0, 0),(0,  a),  (a,  0);5(x,  y)  =  x2  +  y2 


En  los  problemas  del  15  al  20  se  da  una  integral  iterada  en  coordena- 
das  rectangulares  o  polares.  La  integral  doble  proporciona  la  masa  de 
alguna  lamina  R.  Bosqueje  la  lamina  R  y  determine  la  densidad  8. 
Luego  calcule  la  masa  y  el  centro  de  masa. 


15.  /  k  dy  dx  16. 

Jo  Jo 


17. 


+  y2)  dy  dx  18. 


19. 


kr 2  dr  dO 


20. 


ky  dy  dx 


COS  X 

k  dy  dx 


21.  Determine  el  radio  de  giro  de  la  lamina  del  problema  13  res¬ 
pecto  al  eje  x. 

22.  Determine  el  radio  de  giro  de  la  ldmina  del  problema  14  res¬ 
pecto  al  eje  y. 

23.  Determine  el  momento  de  inercia  y  el  radio  de  giro  de  una 
lamina  circular  homogenea  (6  constante)  de  radio  a.  respecto  a  uno 
de  sus  diametros. 

24.  Demuestre  que  el  momento  de  inercia  de  una  lamina  rectan¬ 
gular  con  lados  de  longitudes  a  y  b  en  torno  de  un  eje  perpendicular 
que  pasa  por  su  centro  de  masa  es 

I  =  ^(«3b  +  ab3) 

En  este  caso,  k  es  la  densidad  constante. 

25.  Determine  el  momento  de  inercia  de  la  lamina  del  problema 
23  en  torno  de  una  recta  tangente  a  su  frontera.  Sugerencia:  conside¬ 
re  la  circunferencia  r  =  2a  sen  0;  entonces  la  recta  tangente  es  el  eje  x. 
La  formula  113  al  final  del  libro  puede  ayudarle  con  la  integracion. 

26.  Considere  la  lamina  S  de  densidad  k  acotada  por  la  cardioide 
r  =  a(  1  +  sen  0),  como  se  muestra  en  la  figura  7.  Determine  su  centro 
de  masa  y  momento  de  inercia  respecto  al  eje  x.  Sugerencia:  el  pro¬ 
blema  7  de  la  seccion  10.7  sugiere  el  util  hecho  de  que  S  tiene  area 
3ira2/2;  ademas,la  formula  113  al  final  del  libro  puede  ser  de  utilidad. 

27.  Determine  el  centro  de  masa  de  la  parte  de  la  cardioide  del 
problema  26  que  esta  fuera  de  la  circunferencia  r  =  a. 
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28.  Teorema  del  eje  paralelo  Considere  una  lamina  S  de  masa  m 
junto  con  las  rectas  paralelas  L  y  L’  e n  el  piano  de  S,  de  modo  que  la 
recta  L  pase  por  el  centro  de  masa  de  S.  Demuestre  que  si  I  e  /'  son 
los  momentos  de  inercia  de  5  en  torno  de  L  y  L',  respectivamente, 
entonces  /'  =  /  +  d2m ,  donde  d  es  la  distancia  entre  L  y  L'.  Suge- 
rencia:  suponga  que  S  esta  en  el  piano  xy,  L  es  el  eje  y,  y  que  L'  es 
la  recta  x  =  —d. 

29.  Respecto  a  la  lamina  del  problema  13,  para  la  que  encontra- 
mos  Iy  =  5  a5/ 12,  calcule 

(a)  m  (b)  x  (c)  IL 

donde  L  es  una  recta  que  pasa  por  (x,  y)  paralela  al  eje  y  (vease  el 

problema  28). 

30.  Use  el  teorema  del  eje  paralelo  junto  con  el  problema  23  pa¬ 
ra  resolver  el  problema  25  de  otra  manera. 

31.  Determine  Ix,  Iy  e  Iz  para  la  lamina  de  dos  partes  de  densi- 
dad  constante  k  que  aparece  en  la  figura  8  (veanse  los  problemas 
23  y  28). 


Figura  8 


32.  El  teorema  del  eje  paralelo  tambien  es  valido  para  rectas  que 
sean  perpendicu lares  a  una  ldmina.  Use  este  hecho  para  determinar 


el  momento  de  inercia  de  la  lamina  rectangular  del  problema  24  en 
torno  de  un  eje  perpendicular  a  la  lamina  y  que  pase  por  una  esquina. 

33.  Sean  5]  y  S2  laminas  que  no  se  intersecan  en  el  piano  xy  y 
de  masas  mj  y  m2  con  centros  de  masa  (x1;  >q)  y  ( x2 ,  y2).  Demues¬ 
tre  que  el  centro  de  masa  (x,  y)  de  la  lamina  combinada  Si  U  S2 
satisface 

_  _  mi  m2 

X  =  Xi - 1-  x2 - - 

to  i  +  m2  mi  +  m2 

con  una  formula  similar  para  y.  Concluya  que,  al  determinar  (x,  y), 
las  dos  laminas  se  pueden  considerar  como  si  fuesen  masas  puntuales 
en  (xlty,)  y  (x2,y2). 

34.  Sean  .S)  y  S2  laminas  circulares  homogeneas  de  radios  a  y  ta  (t 
>  0)  centro  en  (-a,  a)  y  (ta,  0),  respectivamente.  Use  el  problema  17 
para  determinar  el  centro  de  masa  de  Sj  U  S2. 

35.  Sea  S  una  lamina  en  el  piano  xy  con  centro  de  masa  en  el 
origen,  y  sea  L  la  recta  ax  +  by  =  0  que  pasa  por  el  origen.  De¬ 
muestre  que  la  distancia  (con  signo)  d  de  un  punto  (x,  y)  a  L  es 
d  =  (ax  +  by)/\/a 2  +  b 2,  y  use  esto  para  concluir  que  el  momento 
de  S  respecto  a  L  es  0.  Nota:  esto  muestra  que  una  lamina  se  equili- 
brara  sobre  cualquier  recta  que  pasa  por  su  centro  de  masa. 

36.  Para  la  lamina  del  ejemplo  3  determine  la  ecuacion  de  la  recta 
de  equilibrio  que  forme  un  angulo  de  135°  con  el  eje  x  positivo  (vea¬ 
se  el  problema  35).  Escriba  su  respuesta  en  la  forma  Ax  +  By  =  C. 


Respuesta  a  la  revision  de  conceptos:  '■JhUA 

s 

2.  jj x2y5  dA/m  3.  JJ x4y4  dA  4.  mayor 


13.6 

Area  de  una  superficie 


Hemos  visto  algunos  casos  particulares  del  area  de  una  superficie.  Asl,  en  el  ejemplo  3 
de  la  seccion  11.4  encontramos  el  area  de  un  paralelogra)mo  en  el  espacio.  Tambien 
hemos  visto  (problemas  29  y  30  de  la  seccion  5.4)  que  el  aj£a  de  la  superficie  de  una  es- 
fera  es  4 irr2.  En  esta  seccion  desarrollaremos  una  formula  para  el  area  de  una  superfi¬ 
cie  definida  por  z  =  /(x,y)  sobre  una  region  dada. 

Suponga  que  G  es  tal  superficie,  sobre  la  region  cerrada  y  acotada  S  en  el  piano  xy. 
Ademas,  presuma  que  / tiene  primeras  derivadas  parciales  continuas  fx  y/v.  Comenzamos 
creando  una  partition  P  de  la  region  S  con  rectas  paralelas  a  los  ejes  xy  y  (vease  la  fi¬ 
gura  1).  Sean  Rm,  m  —  1, 2,...,  n,  los  rectangulos  resultantes  que  estan  completamente 
dentro  de  S.  Para  cada  m,  sea  G„,  la  parte  de  la  superficie  que  se  proyecta  sobre  Rm  y 


Figura  1 


Figura  2 
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sea  Pm  el  punto  de  Gm  que  se  proyecta  sobre  la  esquina  de  Rm  con  las  menores  coordena- 
das  x  y  y.  Por  ultimo,  sea  Tm  el  paralelogramo  del  piano  tangente  en  Pm  que  se  proyec¬ 
ta  sobre  Rm,  como  se  muestra  en  la  figura  1,  y  luego  con  mas  detalle  en  la  figura  2. 

Luego  sumamos  las  areas  de  estos  paralelogramos  Tm  cuya  proyeccion  es  Rm,  Sean 
um  y  vm  l°s  vectores  que  forman  los  lados  de  Tm.  Entonces 

um  —  Axmi  +  fx(xm,  ym)  ^xm  k 

vm  =  Aym  j  +  fy(xm,  ym)  Aymk 

De  la  seccion  11.4,  sabemos  que  el  area  del  paralelogramo  Tm  es  ||um  X  vm||,  donde 

>  j  k 

® m  ^  Vm  —  Axm  0  fx(xnt,  ym)  ^Xm 

o  a ym  fy(xm,  ym)  A ym 

=  (0  -  fx{xm,  ym)  Axm  Aym)i  - '  ( fy(xm ,  ym)  Axm  A ym  -  0)j 
+  (Axm  A ym  -  0)k 

—  Axm  A ym[—fx(xm,  ym)*  —  fy(xm,  ym) j  +  k] 

—  A(Rm)[~fx(xm,  ym) i  fy(xm,  ym)\  +  k] 

Por  lo  tanto,  el  area  Tm  es 


Luego,  sumamos  las  areas  de  estos  paralelogramos  tangentes  Tm,  m  =  1, 2, . . . ,  n  y  to- 
mamos  el  limite  para  obtener  el  area  de  la  superficie  de  G. 


o,  de  forma  mas  concisa, 


La  figura  1  se  dibujo  como  si  la  region  S  en  el  piano  xy  fuese  un  rectangulo;  esto  no 
necesariamente  es  el  caso.  La  figura  3  muestra  lo  que  sucede  cuando  S  no  es  un  rectan¬ 
gulo. 

Algunos  ejemplos  Ilustraremos  la  formula  para  el  area  de  una  superficie  dada  en 
el  recuadro  mediante  cuatro  ejemplos. 


EJEMPLO  1 


Si  S  es  la  region  rectangular  en  el  piano  xy  acotada  por  las  rec- 


tas  x  =  0,  x  =  l,y  =  0yy  =  2,  calcule  el  area  de  la  parte  de  la  superficie  cilfndrica 
z  =  V4~ ~  x2  que  se  proyecta  sobre  S  (figura  4). 


SOLUCION  Sea  f(x,y)  =  V4  —  x2.  Entonces  fx  =  —x/' 


x 2,  fy  =  0,  y 
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Figura  5 


11  EJEMPLO  2  Determine  el  area  de  la  superficie  z  =  x2  +  y1  debajo  del  piano 
Z  =  9. 

SOLUCION  La  parte  indicada  G  de  la  superficie  se  proyecta  sobre  la  region  circular 
S  dentro  de  la  circunferencia  x2  +  y2  =  9  (figura  5).  Sea  f(x,y)  =  x2  +  y2.  Entonces/x  =  2x, 
fy  =  2y  y 


A(G)  =  JJ  V4x2  +  4y2  +  1  dA 


La  forma  de  S  sugiere  el  uso  de  coordenadas  polares. 
p7.TT  /*3 

A(G)=  /  /  Vi 

Jo  Jo 

pItt 


\r2  +  1  r  dr  dO 


±(4r2  +  1}3/2 


[  1 

Jo  8 

=  /  Tr'(373/2  -  1  )d6  =  ^(373/2  -  1)  «  117.32 

Jo  12  6 


Un  cilindro  circular  recto  (con  altura  igual  al  diametro)  y  una  esfera  inscrita  tienen 
la  notable  propiedad  de  que  las  superficies  entre  dos  pianos  paralelos  (perpendiculares 
al  eje  del  cilindro)  tienen  la  misma  area.  Nuestro  siguiente  ejemplo  demuestra  esta 
propiedad  para  un  hemisferio,  mostrando  que  las  dos  superficies  de  la  figura  6  tienen  la 
misma  area.  Los  pasos  se  extienden  con  facilidad  para  mostrar  que  la  propiedad  es  va- 
lida  para  una  esfera. 


Figura  6 


BlQnEMPLO  3 

misferio  x2  +  y2  +  z2 


Demuestre  que  el  area  de  la  superficie  G  formada  al  cortar  el  he- 
=  a2,  z  2:  0  por  los  pianos  z  =  /q  y  Z  =  h2  (0  s  /j1  <  h2  s  a)  es 


A(G)  =  2Tra(h2  - 

Demuestre  que  esto  tambien  es  el  area  de  la  superficie  del  cilindro  circular  recto  x2  + 
y2  =  a2  entre  los  pianos  z  =  h  i  y  z  =  h2- 

SOLUCION  Sea  h  =  h2  -  h\.  La  superficie  del  hemisferio  esta  definida  como 
...  -•>(  z  =  Vu2  -  x2  -  yz 

y  su  proyeccion  S  en  el  piano  xy  es  el  anillo  b  <  jt2  +  y2  s  c,  donde  b  =  Va2  -  h2  y 
c  =  Va2  —  h\  (vease  la  figura  7).  El  area  de  la  superficie  del  hemisferio  entre  los  dos 
pianos  horizontales  es 


-Va2  -  x2  -  y2^ 

2 

+  1 

—Va2  -  x2-  y2 

[dx  7 

Lay  J 

s 


+  1  dA 
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Figura  7 


Esta  integral  se  evalua  con  mayor  facilidad  mediante  el  uso  de  coordenadas  polares. 

A(G)  —  J  J  2  1  r  dr  dO  —  J  a[  —  Vr?  —  c2  +  \Za2  —  b2]  dO 

=  27ra[\/a 2  —  b2  —  Vfl2  —  c2]  =  2Tra(h2  —  h\)  =  2-rrah 

Como  el  area  de  la  superficie  del  cilindro  es  la  circunferencia  (lira)  del  cfrculo  por  la 
altura  h,  el  area  de  la  superficie  de  la  parte  del  cilindro  entre  los  dos  pianos  es  2irah ,  lo 
que  por  supuesto  coincide  con  el  area  de  la  superficie  del  hemisferio.  ■ 


z  =  *2 


EJEMPLO  4  Determine  el  3rea  de  la  superficie  del  paraboloide  hiperbolico 


y1  sobre  el  triangulo  con  vertices  (0, 0),  (2, 0)  y  (0, 2). 


Problemas  sobre  areas 
de  superficies 

Para  la  mayoria  de  las  areas  de 
superficies  es  facil  configurar  la 
integral  doble.  Esto  solo  es  cosa  de 
sustituir  las  derivadas  requeridas  en 
la  formula.  Sin  embargo,  con  fre- 
cuencia  es  diffcil  o  imposible  evaluar 
estas  integrales  mediante  el  Segundo 
Teorema  Fundamental  del  Calculo, 
debido  a  la  dificultad  de  determinar 
antiderivadas. 


SOLUCION  Sea  f(x,  y)  -  x2  —  y2.  Entonces ,fx(x,  y)  =  2xy  fy(x,  y)  -  —2y.  El  area  es¬ 
ta  dada  mediante  la  integral  iterada 

f 2  r2—x 


A  =  [  [  Vf2x  +  f2y  +  1  dy  dx 
Jo  Jo 

/»2  p2—x 

=  I  I  V (2x)2  +  (— 2y)2  +  1  dy  dx 
Jo  Jo 

-ju: 


yz  +  [x2  +  \)dy  )dx 


[Utilice  la  formula  44  de  la 
tabla  de  integrales) 


/ 

/ 


y  +  [x 


x~  +  - 

4 


In 


y  +  \  y  +  + 


2—x 


dx 


Jo 


2  —  x 


(2-x)z  +  [xz  +  - 


+  \{x2  +  \]ln 


(2  -  x)  +  J  (2  -  x)2  +  [x2  +  - 


Ux2+l- 
2  \  4 


In 


xz  +  ~ 


dx 


=  2f 


2  —  x 


2x  —  4x  H — — 


17  4xz  +  1 , 


17 


lnl  (2  —  x)  +  a/2x2  —  4x  +  — - 


4x2  +  1  /  ,  1 


dx 
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Esta  ultima  integral  es  demasiado  complicada  para  evaluar  mediante  el  Segundo  Teorema 
Fundamental  del  Calculo,  de  modo  que  dependemos  de  un  metodo  numerico.  La  regia 
de  la  parabola  con  n  =  10  proporciona  una  aproximacion  de  4.8363  para  esta  ultima 
integral.  (Valores  grandes  de  n,  virtualmente  dan  la  misma  aproximacion).  ■ 

En  este  ultimo  ejemplo,  fuimos  capaces  de  evaluar  la  integral  interna  determinan- 
do  una  antiderivada  y  aplicando  el  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo.  Luego 
al  final,  fue  necesaria  una  aproximacion  numerica  para  evaluar  la  integral.  Aunque  existen 
metodos  numericos  para  aproximar  integrates  dobles,  son  muy  complicados  de  utilizar 
y  requieren  la  evaluation  de  la  funcion  en  una  gran  cantidad  de  puntos.  Siempre  es 
provechoso  evaluar  la  integral  interna,  si  esto  es  posible,  a  fin  de  dejar  una  integral  sen- 
cilla  para  aproximar. 


Revision  de  conceptos 

1.  El  area  de  un  paralelogramo  con  lados  iguales  a  los  vectores 

u  y  v  es _ . 

2.  Mas  en  general,  si  z  =  f(x,y)  determina  una  superficie  G  que 

se  proyecte  sobre  la  region  S  del  piano  xy ,  entonces  el  area  de  G  esta 
dada  por  la  formula  A(G)  = _ . 


3.  Al  aplicar  el  resultado  de  la  pregunta  2  con  z  =  (a2  —  x2  - 

y2)m  se  Uega  a  la  formula  integral  A  = _ para  el  area  de  un 

hemisferio  de  radio  a.  Al  evaluar  esta  integral,  obtenemos  la  conoci- 
da  formula  A  - _ . 

4.  Considere  una  esfera  inscrita  en  una  lata  cilfndrica  de  radio  a. 

Dos  pianos,  ambos  perpendiculares  al  eje  del  cilindro  y  separados  una 
distancia  h,  cortan  regiones  en  el  cilindro  y  la  esfera,  con  area _ . 


Con  junto  de  problemas  13.6 


En  los  problemas  del  1  al  17  determine  el  area  de  la  superficie  indica- 
da.  En  cada  caso,  haga  un  bosquejo. 

1.  La  parte  del  piano  3x  +  4y  +  6z  =  12  que  esta  arriba  del  rec- 
tangulo  del  piano  xy  con  vertices  (0, 0),  (2, 0),  (2, 1)  y  (0, 1) 

2.  La  parte  del  piano  3x  -  2y  +  6z  =  12  acotada  por  los  pianos 
x  =  0,  y  =  0  y  3x  +  2y  =  12 

3.  La  parte  de  la  superficie  z  =  V4  —  y2  directamente  arriba 
del  cuadrado  en  el  piano  xy  con  vertices  (1, 0),  (2, 0),  (2,  1)  y  (1, 1) 

4.  La  parte  de  la  superficie  z  =  V4  -  y2  en  el  primer  octante 
que  esta  directamente  arriba  de  la  circunferencia  x2  +  y2  =  4  en  el 
piano  xy 

5.  La  parte  del  cilindro  xr  +  z"  =  9  que  esta  directamente  sobre 
el  rectangulo  en  el  piano  xy  con  vertices  (0, 0),  (2, 0),  (2, 3)  y  (0, 3) 

6.  La  parte  del  paraboloide  z  =  x2  +  y~  recortada  por  el  piano 
Z  =  4 

7.  La  parte  de  la  superficie  conica  x~  +  y2  =  zr  que  esta  directa¬ 
mente  sobre  el  triangulo  en  el  piano  xy  con  vertices  (0, 0),  (4, 0)  y  (0,4) 

8.  La  parte  de  la  superficie  z  =  x2I4  +  4  cortada  por  los  pianos 

x  =  0,  x  =  1 ,  y  =  0  y  y  =  2 

9.  La  parte  de  la  esfera  x2  +  y2  +  z2  =  a2  dentro  del  cilindro  cir¬ 
cular  x 2  +  y2  =  b1,  donde  0  <  b  £  a 

10.  La  parte  de  la  esfera  .r2  +  y2  +  z2  =  a2  dentro  del  cilindro 
eliptico  b2x 2  +  a2y  =  a2b2,  donde  0  <  6  <  u 

11.  La  parte  de  la  esfera  x2  +  y2  +  z2  =  a2  dentro  del  cilindro 
circular  .v2  +  y2  =  ay  (r  =  a  sen  6  en  coordenadas  polares),  a  >  0 


12.  La  parte  del  cilindro  x2  +  y2  =  ay  dentro  de  la  esfera  x2  +  y2 
+  z2  =  a2,  a  >  0.  Sugerencia:  proyecte  al  piano  yz  para  obtener  la  re¬ 
gion  de  integration. 

13.  La  parte  de  la  silla  az  =  x2  —  y2  dentro  del  cilindro  x2  +  y2  = 
a2,  a  >  0 

14.  La  superficie  del  solido  dado  por  la  intersection  de  los  dos  cilin- 
dros  solidos  x2  +  z2  £  a2  y  x2  +  y2  £  a2.  Sugerencia:  tal  vez  necesite  la  for¬ 
mula  de  integration  f  (  1  +  sen  9)  1  dd  =  -tan[(7r  -  20)/4]  +  C. 

15.  La  parte  de  z  =  9  -  jc2  -  y2  por  arriba  del  piano  z  =  5. 

16.  La  parte  de  z  —  9  —  x2  por  arriba  del  piano  xy  con  0sxs20. 

17.  La  parte  del  piano  Ax  +  By  +  Cz  =  D  (donde  A,  B,  C  y  D 
son  positivas)  que  se  encuentra  en  el  primer  octante. 

18.  La  figura  8  muestra  el  edificio  de  ingenieria  de  la  Universi- 
dad  Edwardsville  del  Sur  de  Illinois.  La  escalera  en  espiral,  visible  en 


Figura  8 
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la  parte  central  de  la  fotografi'a,  tiene  la  forma  de  un  cilindro  circular 
recto  con  diametro  de  36  pies.  El  techo  es  inclinado  y  forma  un  angu- 
lo  de  45°.  ^Cual  es  el  area  de  la  superficie  del  techo? 

Los  problemas  del  19  al  21  estan  relacionados  con  el  ejemplo  3. 

19.  Considere  la  parte  de  la  esfera  x2  +  y2  +  z2  =  a 2  entre  los  pia¬ 
nos  z  =  hi  y  z  —  h2,  en  donde  Determine  el  valor  de 

h  tal  que  el  piano  z  =  h  corte  a  la  mitad  el  area  de  la  superficie. 

20.  Demuestre  que  el  casquete  polar  (figura  9)  de  una  esfera 
de  radio  a  determinado  mediante  el  angulo  esferico  <p  tiene  area 
2ira2(l  -  cos  </>). 


Figura  9 


21.  Otro  problema  del  chivo  (vease  el  conjunto  de  problemas 
10.7)  Cuatro  chivos  tienen  areas  de  pastado  A,  B,  C  y  D,  respectiva- 
mente.  Los  primeros  tres  chivos  estan  detenidos  mediante  cuerdas  de 
longitud  b,  el  primero  en  un  piano  horizontal,  el  segundo  en  el  exte¬ 
rior  de  una  esfera  de  radio  a  y  el  tercero  en  el  interior  de  una  esfera 
de  radio  a.  El  cuarto  chivo  debe  permanecer  dentro  de  un  anillo  de 
radio  b  sobre  una  esfera  de  radio  a.  Determine  formulas  para  A,  B ,  C 
yDy  ordenelas  segun  su  tamano.  Suponga  que  b  <  a. 

22.  Sea  S  una  region  plana  en  el  espacio  tridimensional,  y  sean 
SIy,  Sx,  y  Sy .  sus  proyecciones  sobre  los  tres  pianos  de  coordenadas 
(figura  10).  Demuestre  que 

[A(S)]2  =  [ A(Sxy )]2  +  [A(S«)]2  +  [A(S^)]2 

23.  Suponga  que  la  region  S  de  la  figura  10  esta  sobre  el  piano 
Z  =  f{x,  y)  =  ax  +  by  +  c  y  que  S  esta  por  arriba  del  piano  xy.  De¬ 
muestre  que  el  volumen  del  cilindro  solido  bajo  5  es  A(Sxv)f(x,  y), 
donde  (x,  y)  es  el  centroide  de  S*v. 


.O?.  Ul/p  ■ 


Figura  10  Figura  11 


24.  La  casa  de  Joe  tiene  una  base  rectangular  con  techo  de  dos 
aguas  y  la  ca’sa  de  Alex  tiene  la  misma  base,  con  un  techo  de  tipo  pi- 
ramidal  (vease  la  figura  11).  Las  pendientes  de  todas  las  partes  de 
ambos  techos  son  iguales.  (;,Cual  techo  tiene  menor  area? 


25.  Demuestre  que  el  drea  de  la  superficie  de  un  piano  no  verti¬ 
cal  sobre  una  region  S  en  el  piano  xy  es  /I  (.S')  sec  r,  donde  r  es  el  an¬ 
gulo  agudo  entre  un  vector  normal  al  piano  y  el  eje  z  positivo. 

26.  Sea  y  =  y (x,y,f(x,y))  el  angulo  agudo  entre  el  eje  z  y  un  vec¬ 
tor  normal  a  la  superficie  z  =  f(x,y)  en  el  punto  (x,y,f(x,y))  sobre  la 

superficie.  Muestre  que  y  =  V f2  +  f 2  +  1 .  (Note  que  esto  da  otra 


En  los  problemas  27  y  28  determine  el  area  de  la  superficie  dada.  Si  no 
puede  evaluar  una  integral  mediante  el  segundo  teorema  fundamental 
del  cdlculo,  entonces  use  la  regia  de  la  parabola  con  n  =  10. 

27.  El  paraboloide  z  =  x2  +  y2  sobre  la  region 

(a)  en  el  primer  cuadrante  y  dentro  de  la  circunferencia  x2  +  y2  =  9 

(b)  dentro  del  triangulo  con  vertices  (0, 0),  (3, 0),  (0, 3) 

28.  El  paraboloide  hiperbolico  z  =  y2  -  x 2  sobre  la  region 

(a)  en  el  primer  cuadrante  y  dentro  de  la  circunferencia  x2  +  y2  =  9 

(b)  dentro  del  triangulo  con  vertices  (0, 0),  (3, 0),  (0, 3) 


29.  A  continuation  se  dan  seis  superficies.  Sin  realizar  integra¬ 
tion,  clasifique  las  superficies  en  orden  del  area  de  sus  superficies,  de 

menor  a  mayor.  Sugerencia:  puede  haber  algunos  “empates”. 

(a)  El  paraboloide  z  =  x2  +  y2  sobre  la  region  en  el  primer  cuadran¬ 
te  y  dentro  de  la  circunferencia  x2  +  y2  =  1 

(b)  El  paraboloide  hiperbolico  z  =  x2  -  y2  sobre  la  region  en  el  pri¬ 
mer  cuadrante  y  dentro  de  la  circunferencia  x2  +  y2  =  1 

(c)  El  paraboloide  z  =  x2  +  y2  sobre  la  regi6n  dentro  del  rectangu- 
locon  vertices  (0, 0),  (1,0),  (1,1)  y  (0, 1) 

(d)  El  paraboloide  hiperbolico  z  =  x2  -  y2  sobre  la  region  dentro 
del  rectangulo  con  vertices  (0, 0),  (1,0),  (1, 1)  y  (0, 1) 

(e)  El  paraboloide  z  =  x2  +  y2  sobre  la  region  dentro  del  triangulo 
con  vertices  (0, 0),  (1,0)  y  (0,1) 

(f)  El  paraboloide  hiperbolico  z  =  x2  -  y2  sobre  la  region  dentro 
del  triangulo  con  vertices  (0, 0),  (1, 0)  y  (0, 1) 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  ||u  X  v| 


dr  dd;  2ira2 


4.  2tt ah 
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13.7 

Integrates  triples  en 
coordenadas  cartesianas 


El  concepto  implicado  en  las  integrates  sencillas  y  dobles  se  extiende  de  manera  natu¬ 
ral  a  las  integrates  triples  y  hasta  de  orden  n. 

Considere  una  funcion/de  tres  variables  definida  en  una  region  B  con  forma  de 
caja,  con  caras  paralelas  a  los  pianos  de  coordenadas.  Ya  no  podemos  graficar/(necesi- 
tarlamos  cuatro  dimensiones),  pero  podemos  dibujar  B  (figura  1).  Forme  una  partition 
P  de  B  pasando  los  pianos  por  B  paralelos  a  los  pianos  de  coordenadas,  cortando  as!  a 

B  en  pequenas  cajas  Bu  B2 . Bn;  la  figura  1  muestra  una  subcaja  comun,  Bk.  En  Bk  ele- 

gimos  un  punto  muestra  ( xk ,  yk,  zk)  y  consideramos  la  suma  de  Riemann 

2/(**>  yk,  zk)  AVk 

k= 1 


nn'.ci'V  M  :,b  ■  ntrdb  Y  3in 


>q  b  n-j  iv 


(xk>  yb  Zk)  D 


Figura  1 

donde  AVk  =  AxkAykAzk  es  el  volumen  de  Bk.  Sea  II P II  la  norma  de  la  particidn,  es  de- 
cir,  la  longitud  de  la  mayor  diagonal  de  todas  las  subcajas.  Entonces  definimos  la  inte¬ 
gral  triple  como 


JJJ f(x,  y,  z )  dv  =  ||Kmo  yk,  zk)  AVk 


siempre  que  este  llmite  exista. 

Aqul  surge  la  pregunta  del  tipo  de  funciones  que  son  integrables,  como  lo  fue  en  el 
caso  de  las  integrates  sencillas  y  dobles.  Ciertamente  es  suficiente  que  / sea  continua  en 
B.  En  realidad,  podemos  permitir  que  haya  algunas  discontinuidades;  por  ejemplo,  en 
un  numero  finito  de  superficies  suaves.  No  demostraremos  esto  (es  una  tarea  muy  difl- 
cil),  pero  afirmamos  que  es  cierto. 

Como  es  de  esperar,  la  integral  triple  tiene  las  propiedades  usuales:  linealidad,  adi- 
tividad  en  conjuntos  que  se  traslapan  solo  en  una  superficie  frontera  y  la  propiedad  de 
comparacion.  Por  ultimo,  las  integrales  triples  se  pueden  escribir  como  integrales  triples 
iteradas,  como  ahora  mostraremos. 


EIEMPLO  1 1  Evalue 


4e#r 


yz  dV,  donde  B  es  la  caja 


B  =  {(*,  y,  z):  1  <  jc  <  2,  0  <  y  <  1,  0  <  z  <  2} 


SOLUCION 


JJJ x2yz  dV  =  JQ  JQ  J{  x2yz  dx  dy  dz 

=  /  [\\x3yz\dydz=  [  f  \yzdydz 
JO  Jo  LJ  Jl  Jo  Jo  3 
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Figura  2 


Hay  seis  posibles  ordenes  de  integration.  Cada  uno  da  la  respuesta  ■ 

Regiones  generales  Considere  un  conjunto  cerrado  y  acotado  S  en  el  espacio  tri¬ 
dimensional  y  encierrelo  en  una  caja  B,  como  se  muestra  en  la  figura  2.  Sea  f(x,y,  z)  de- 
finida  en  S,  y  de  a /el  valor  cero  fuera  de  S.  Entonces  definimos 

JJJ f{x,  y,  z)  dV  =  JJJ f(x,  y,  z)  dV 

S  B 


Figura  3 


La  integral  de  la  derecha  fue  definida  en  nuestras  observaciones  iniciales,  pero  no  sig- 
nifica  que  sea  facil  de  evaluar.  De  hecho,  si  el  conjunto  S  es  suficientemente  complica- 
do,  tal  vez  no  podamos  hacer  la  evaluacion. 

Sea  S  un  conjunto  z -simple  (las  rectas  verticales  cortan  a  S  en  un  solo  segmento  de 
recta)  y  sea  Sxy  su  proyeccion  en  el  piano  xy  (figura  3).  Entonces 


JJJ /(*>  y,  z)  dV 

s 


Si  ademas  Sxv  es  un  conjunto  y-simple  (como  se  muestra  en  la  figura  3),  podemos  rees- 
cribir  la  integral  doble  exterior  como  una  integral  iterada. 


'I 'rsyotfi  m 


Lfmites  de  integration 

Los  llmites  de  integracion  en  la  inte¬ 
gral  mas  interna  pueden  depender  de 
las  otras  dos  variables  de  integracion. 
Los  llmites  de  integracion  de  la  inte¬ 
gral  intermedia  pueden  depender 
solo  de  la  variable  de  integracion 
mas  externa.  Por  ultimo,  los  llmites 
de  integracion  para  la  integral  exte¬ 
rior  no  pueden  depender  de  las 
variables  de  integracion. 


Es  posible  que  haya  otros  ordenes  de  integracion,  segun  la  forma  de  5,  pero  en  ca¬ 
da  caso  esperamos  que  los  llmites  de  la  integral  interior  sean  funciones  de  dos  varia¬ 
bles,  que  los  de  la  integral  intermedia  sean  funciones  de  una  variable  y  que  los  de  la 
integral  exterior  sean  constantes. 

Daremos  varios  ejemplos.  El  primero  simplemente  ilustra  la  evaluacion  de  una  in¬ 
tegral  triple  iterada. 


EJEMPLO  2  Evalue  la  integral  iterada 


5  p3x  px+2 


soluci6n 


/o  /o.r  /* 

J  2  JO  Jy 


4  dz  dy  dx 


mX+2  /O  n5X  /  pX+Z  \ 

4  dz  dy  dx  =  /  (  /  4  dz  )  dy  dx 

J-2  Jo  \Jy  / 


M  noi/jf  ipojnrf  :>b 


■  s:s: 

=J> 


[4 2  dy  dx 


( 4x  —  4y  +  8)  dy  dx 


[4xy  -  2 y2  +  Hyt*  dx 


J  (-6x2  +  24x)  dx  =  -14 


708  Capftulo  13  Integrates  multiples 


j|  EJEMPLO  3  E value  la  integral  triple  de  f(x,  y,  z)  =  2xyz  sobre  la  region  solida 
S  en  el  primer  octante  que  esta  acotada  por  el  cilindro  parabolico  z  =  2  —  |  x2  y  los 
pianos  z  =  0,y  =  x  y  y  =  0. 


El  piano 
y=0 


El  piano 

m.  y=x 

La  superficie 


La  regi6n  plana  Sx, 


\  ->i  t;  U  j  n 


y-QO 

’[WHiQ'j  \  :  l? 


i ni-i n#  olf « <  n a  s  i  •:?  ?  .  m.- J  to;:  * sha  ?  :•  \  u  .  I  / 


La  region 
solida  5 


Figura  4 


: •*  ris  hU>  jis*n  o;- 


(if  ij'itO'i  nii  ;*o  ..  /;  p*  rn^ln; 


.r.bimL  SOLUCION  La  region  solida  S  se  muestra  en  la  figura  4.  La  integral  triple 


2 xyz  dV 


se  puede  evaluar  mediante  una  integral  iterada. 

Observe  primero  que  S  es  un  conjunto  z -simple  y  que  su  proyeccion  Sxy  en  el  pia¬ 
no  xy  es  y-simple  (tambien  es  x-simple).  En  la  primera  integracion,  x  y  y  estan  fijos;  in- 
tegramos  a  lo  largo  de  una  recta  vertical  desde  z  =  0az  =  2-  x2/2.  Entonces,  el 
resultado  se  integra  sobre  el  conjunto  Sxy. 


ft*  2  r>X  /*2  — J (3/2 

2 xyz  dV  —  /  /  /  2 xyz  dz  dy  dx 

Jo  Jo  Jo 


=  f  f  [xyz2f0  x  2  dy  dx 
Jo  Jo 


\  v 


I  J  y4 xy  —  2x  y  +  ~^x  y J  dy  dx 


-a 


2x3  -  x5  +  lx7)  dx=% 
o  J  3 


En  el  ejemplo  3  hay  varios  ordenes  posibles  de  integracion.  Ilustraremos  otra  for¬ 
ma  de  resolver  este  problema 


den  dy  dx  dz. 


Evalue  la  integral  del  ejemplo  3  haciendo  la  integracion  en  el  or- 
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La  region  plana  SK 


Figura  5 


SOLUCION  Observe  que  el  solido  S  es  y-simple  y  que  se  proyecta  sobre  el  conjunto 
piano  Sxz  que  aparece  en  la  figura  5.  Primero  integramos  a  lo  largo  de  una  recta  ho¬ 
rizontal  de  y  =  0  a  y  =  x;  luego  integramos  el  resultado  sobre  Sxz. 


Masa  y  centro  de  masa  Los  conceptos  de  masa  y  centro  de  masa  se  generalizan 
con  facilidad  a  regiones  solidas.  En  este  momenta,  el  proceso  que  conduce  a  la  formula 
correcta  es  ya  conocido  y  se  puede  resumir  en  nuestro  lema:  rebanar,  aproximar,  inte- 
grar.  La  figura  6  muestra  toda  la  idea.  El  sfmbolo  S(x,  y,  z)  denota  la  densidad  (masa 
por  unidad  de  volumen)  en  (x,y,  z). 


Figura  6 


Las  formulas  integrates  correspondientes  a  la  masa  m  del  solido  S,  el  momento 
Mxy  de  S  respecto  al  piano  xy,  y  la  coordenada  z  del  centro  de  masa,  z,  son 


.  ii»  v 

Hay  formulas  analogas  para  Myz,  Mxz,  x,  y  y. 


EJEMPLO  51  Determine  la  masa  y  el  centro  de  masa  del  solido  S  del  ejemplo 


3,  suponiendo  que  su  densidad  es  proporcional  a  la  distancia  desde  la  base  en  el  pia¬ 
no  xy. 
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? » r  j 


Wiilfi } 


SOLUCION  Por  hipotesis,  S(x,  y,  z)  =  kz ,  donde  k  es  una  constante.  Asf, 

p2  /*  at  (*2—x2'/2 


m 


=  fff  kz  dV  =  f  [  [  kzdzdydx 
JJJ  Jo  Jo  Jo 

=  */  /  |(2-yT dydx  =  kf  f  (2 
Jo  Jo  z  \  z  /  JO  Jo  \ 


—  x2  +  —  x4  )  dy  dx 
8 


x3  +  —x5  )  dx  =  A: 
8 

{>2— x1/! 


X4  X6V 

x2 - +  — 

4  48 


OilKHdl  fI5 

:x)6  Ot'odai 


=  kl  (2x " 

fpA  nX  n£-X-/£ 

kz 2  dV  =  /  /  /  /cz2  dz  dy  d* 

Jo  Jo  Jo 

’ll 1  {2-^id>dx 


JO 


=  1* 


6x2  +  ^x4  -  lx6 
2  8 


dy  dx 


8x  -  6x3  +  -x3 

2 


3  a  1  1  o 

-x4  +  -X6 - x8 

2  4  64 


Mz 


,i  W5  ;&  ofi 


|^4x2 


dx 

12 

0  3 


2~x2/2 


l,2\  2 


y  U- 


dy  dx 


fcyz  dz  dy  dx 

-kl 


v2  \  2 

2-t 


dx 


=  & 


'2  "  2*"  +  B*6 


.  64 


M 


yz 


-#■ 


M 


z  = 


xy 


kxzdV  =  [  [  [ 

Jo  Jo  Jo 

4k/3 


2-x 2/2 


kxz  dz  dy  dx  = 


&  y  = 


M 


4 /c/3  “  1 
64/c/105  16 

“  35 


m  4k/3 
_  _  Myz  _  128&/105  _  32 

X  m  4k/3  35  * 

*'  - Variables  aleatorias  multiples  En  la  seccion  5.7  vimos  c6mo  se  pueden  calcu- 
lar  probabilidades  para  variables  aleatorias  como  areas  debajo  de  la  funcion  de  densi- 
dad  de  probabilidad  y  como  se  pueden  calcular  esperanzas  como  momentos.  Estos 
conceptos  se  generalizan  con  facilidad  al  caso  de  un  par  (o  terna  etcetera)  de  variables 
aleatorias.  Una  funcion /(x,  y,  z)  es  una  funcion  conjunta  de  densidad  de  probabilidad 
(FDP)  para  las  variables  aleatorias  (V,  Y,  Z),  si  /(x,  y,  z)  s  0  para  toda  (x,  y,  z)  en  S  y 


ill 


f(x,  y,  z)  dz  dy  dx  —  1 


donde  S  es  la  region  de  todos  los  valores  posibles  para  ( X ,  Y,  Z).  Entonces,  una  proba¬ 
bilidad  que  incluya  a  ( X ,  Y,  Z)  puede  calcularse  como  la  integral  triple  sobre  la  region 
apropiada.  El  valor  esperado  de  alguna  funcion  g(X,  Y,  Z)  se  define  como 


'Tl! 


E(g(X,Y,Z))  = 


‘ IIIs{x-y ■ 


z)  /(x,  y,  z)  dz  dy  dx 
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Figura  7 


\i-  '.:,r  i'.l;  ijsb'e  rs/s 


Con  modificaciones  obvias,  esta  discusion  se  aplica  a  parejas  (o  n-upla)  de  variables 
aleatorias. 

H  EJEMPLO  6  La  FDP  conjunta  para  las  variables  aleatorias  ( X ,  Y,  Z)  es  de  la 
forma 

si  0  <  a:  <  2;  0  <  y  <  x;  0  <  z  <  1 

f(x,  y,  z)  =  2 

0,  en  otro  caso 

Calcule  (a)  P(Y  <  X/2),  y  (b)  E{Y). 

SOLUCION 

(a)  Observe  que  Y  <  X/2  si  y  solo  si  (A',  Y)  esta  en  la  region  sombreada  R  de  la  figura 
7  y  0  ^  Z  <  1.  Por  lo  tanto, 

/  v \  r2  rx!2  r1 1  r2  r*/2 1  r2  v  r^z-p  1 


/  /*z  rx'A  ^  rxiL  ^  /*z  ^ 

PF<— )=/  /  /  —  dz  dy  dx  =  I  /  ~dydx=  -  dx  = 

\  L  /  Jo  Jo  do  z  Jo  Jo  L  Jo  “+ 

(b)  La  esperanza  de  V  es 

E(Y)  =  fff  y  f(x,  y,  z)  dz  dy  dx  =  f  f  f  f-dzdydx 
JJJ  Jo  Jo  Jo  2 


8  n  2 


o  do  2 


dz  dy  da: 


/•V^  =  M2  =  2 

Jo  4  .12.0  ^ 


Revision  de  conceptos 

1.  JJJ  1  dL  proporciona  el _ del  sdlido  S. 


>.  fff 

JO  Jo  Jx 2 


f(x,  y,  z)  dydxdz  = 


mh(y) 

f{x,  y,  z)  dx  dy  dz.  donde  g(y)  = 

( y ) 


.  y  Ky)  = 


4.  Sea  5  la  esfera  s61ida  unitaria  con  centra  en  el  origen.  Enton- 
ces,  con  base  en  la  simetrla,  concluimos  que  fff  (x  +  y  +  z)  dV  = 


Con  junto  de  problemas  13.7 

En  los  problemas  del  1  al  10  evalue  las  integrales  iteradas. 


mx-l 

dz  dy  dx 

. 

m3y+x 

dz  dy  dx 

my+2z 

dx  dy  dz 

4.  /  /  /  6 xy2z3  dx  dy  dz 

f24  r2A~x  r24~x~y  y  +  z 
.U  Jo  Jo  X 

m9 

xyz  dx  dz  dy 


dz  dy  dx 


dx  dy  dz 


dz  dy  dx 


my/x/z 

2 xyz  dy  dx  dz 

pir/2  pz  py 

8.  /  /  /  sen(x  +  y  +  z)  dx  dy  dz 

Jo  Jo  Jo  _ 

/*4  n;r+l  rV2y/x 

9.  /  3xyz  dz  dy  dx 

J-2  Jx- 1  Jo 

W2  rO  r-lyz  /  \ 

10.  /  /  /  sen(  —  \dxdy  dz 

Jo  ./sen  2z  JO  s  V  / 


En  /o.s  problemas  del  11  al  20  bosqueje  el  solido  S.  Luego  escriba  una 
integral  iterada  para 


fff 
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11.  5  =  {(x,  y,  z):  0  <  x  <  1, 0  <  y  <  3, 

0  <  z  <  1(12  -  3x  -  2y)} 

12.  5  =  {(*,  y,  z):  0  <  x  =S  V4  -  y2,  • 

0<ji<2,0sz<3) 

13.  S  =  ((jt,)),z):Os  xs|y,0<  y  <4,0s  z  £  2} 

14.  S  =  {{x,y,  z):0  <  x  <  Vy,  0  <  y  <  4,  0  <  z  £  |jc} 

15.  S  =  {(jc,  y,r):0srs  3z, 

0<y<4-x-2z,  0<z<2} 

16.  5  =  {(x,  Vz,  0  <  z  <  1} 

17.  5  es  el  tetraedro  con  vertices  (0, 0, 0),  (3, 2, 0),  (0, 3, 0)  y  (0, 0, 

2). 

18.  5  es  la  region  del  primer  octante  acotada  por  la  superficie 
z  =  9  —  x2  —  y2  y  los  pianos  de  coordenadas. 

19.  S  es  la  region  del  primer  octante  acotada  por  el  cilindro  y 2  + 
z2  =  1  y  los  pianos  x  =  1  y  x  =  4.  r 

20.  5  es  la  menor  region  acotada  por  el  cilindro  x2  +  y2  —  2y  =0 
y  los  pianos  x-y  =  0,  z  =  0yz  =  3. 

En  los  problemas  del  21  al  28  utilice  integrates  triples  iteradas  para  de- 
terminar  las  cantidades  que  se  indican. 

21.  El  volumen  del  solido  en  el  primer  octante  acotado  por 
y  =  2x2  y  y  +  4z  =  8. 

22.  El  volumen  del  solido  en  el  primer  octante  acotado  por  el 
cilindro  elfptico  y2  +  64z2  =  4  y  el  piano  y  =  x. 

23.  El  volumen  del  solido  acotado  por  los  cilindros  x2  =  y  y  z2  =  y 
y  el  piano  y  =  1. 

24.  El  volumen  del  sdlido  acotado  por  el  cilindro  y  =  x2  +  2  y  los 
pianos  y  =  4,  z  =  0  y  3y  -  4z  =  0. 

25.  El  centre  de  masa  del  tetraedro  acotado  por  los  pianos  x  +  y 
+  z  =  l,x  =  0,y  =  0  y  z  =  0,si  la  densidad  es  proporcional  a  la  suma 
de  las  coordenadas  del  punto. 

26.  El  centra  de  masa  del  solido  acotado  por  el  cilindro  x2  +  y2  =  9 
y  los  pianos  z  =  0  y  z  =  4,  si  la  densidad  es  proporcional  al  cuadrado 
de  la  distancia  al  origen. 

27.  El  centro  de  masa  de  la  parte  de  la  esfera  solida  {(x,  y,  z ):  x2  + 
y2  +  z2  s  a2}  que  esta  en  el  primer  octante,  suponiendo  que  tiene 
densidad  constante. 

28.  El  momento  de  inercia  1„  en  torno  del  eje  x.  del  solido  acota¬ 
do  por  el  cilindro  y2  +  z2  =  4  y  los  pianos  x  —  y  =  0,x  =  0yz  =  0,  si 
la  densidad  5(x,y,  z)  =  Z.  Sugerencia :  necesitara  desarrollar  su  propia 
formula:  rebanar,  aproximar,  integrar. 


En  los  problemas  del  29  al  32  escriba  la  integral  iterada  dada  como 
una  integral  iterada  con  el  orden  de  integracion  indicado. 


1  j.  v  1  ~  v:  r  Vl-y2-^ 


f(x,  y,  z)  dx  dz  dy\  dz  dy  dx 


2  />4-2  y  /»4-2 y—z 


3«.  r/  v 

Jo  Jo  Jo 

//  7 


f(x,  y,  z)  dx  dz  dy,  dz  dy  dx 


f(x ,  y,  z)  dz  dy  dx\  dy  dx  dz 


p2  n9~x2  p2~X 

/  /  /  f(x,  y,  z)  dz  dy  dx;  dz  dx  dy 

Jo  Jo  Jo 


33.  Considere  el  solido  (figura  7)  en  el  primer  octante  re- 
cortado  del  cilindro  cuadrado  con  lados  x  =  0,  x  —  1,  z  =  0y 


z  =  1  por  el  piano  2x  +  y  +  2z  =  6.  Calcule  su  volumen  de  tres 
maneras. 

(a)  De  la  manera  diffcil:  me diante  una  integracion  dz  dy  dx. 

(b)  De  una  manera  mas  facil:  mediante  una  integracion  dy  dx  dz. 

(c)  De  la  manera  mas  facil:  mediante  el  problema  23  de  la  section 
13.6. 


Figura  8 


34.  Suponiendo  que  la  densidad  del  solido  de  la  figura  8  es  una 
constante  k,  determine  el  momento  de  inercia  del  solido  respecto  al 
eje  y. 

35.  Si  la  temperatura  en  ( x ,  y.  z.)  es  T(x.y,  z)  =  30  -  z  grados,  de¬ 
termine  la  temperatura  promedio  del  solido  de  la  figura  8. 

36.  Suponiendo  que  la  temperatura  del  solido  de  la  figura  8  es 
T(x,y,  z)  =  30  —  z,  determine  todos  los  puntos  en  el  solido  en  donde 
la  temperatura  real  es  igual  a  la  temperatura  promedio. 

37.  Determine  el  centro  de  masa  del  solido  homogeneo  de  la  fi¬ 
gura  8. 

38.  Considere  el  solido  (figura  9)  en  el  primer  octante  cortado 
del  cilindro  cuadrado,  con  lados  *  =  0,«  =  l,y  =  0yy  =  l,  mediante 
el  piano  x  +  y  +  z  =  4.  Determine  su  volumen  de  tres  maneras. 

(a)  De  la  manera  diffcil:  mediante  una  integracion  dx  dz  dy 

(b)  De  la  manera  facil:  mediante  una  integracidn  dz  dy  dx 

(c)  De  la  manera  mas  fdcil:  mediante  el  problema  23  de  la  section 
13.6. 


Figura  9 


39.  Determine  el  centro  de  masa  del  solido  homogeneo  en  la  fi¬ 
gura  9. 

40.  Suponga  que  la  temperatura  en  el  solido  de  la  figura  9  inicia 
en  40°  en  la  parte  inferior  (el  piano  xy)  y  aumenta  (de  forma  conti- 
nua)  5°  por  cada  unidad  por  encima  del  piano  xy.  Determine  la  tem¬ 
peratura  promedio  del  solido. 

41.  El  problema  de  la  lata  de  refresco  Una  lata  de  refresco  llena, 
de  altura  h ,  esta  sobre  el  piano  xy.  Perfore  un  agujero  en  la  base  y  ob¬ 
serve  z  (la  coordenada  z  del  centro  de  masa)  cuando  el  refresco  se 
derrama.  Comenzando  en  h!2,  z  baja  gradualmente  a  un  minimo  y 
luego  sube  de  nuevo  a  h!2  cuando  la  lata  esta  vaefa.  Demuestre  que  z 
es  mfnimo  cuando  coincide  con  la  altura  de  la  soda.  (No  desprecie  la 
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masa  de  la  lata).  /.Valdrla  la  misma  conclusion  para  una  botella  de  so¬ 
da?  Sugerencia:  no  calcule;  piense  geometricamente. 


I.CAS1  42.  Sea  S  =  {(*,  y,  z):  x2/a2  +  y2/b 2  +  z2/c 2  £  1}.  Evalue 

JJJ ( xy  +  xz  +  yz)  dV . 

s 

43.  Suponga  que  las  variables  aleatorias  (A',  Y)  tienen  FDP  con- 
junta 


f(x,y) 


si  0  £  x  £  12;  0  £  y  £  x 


en  otro  caso 


Determine  cada  uno  de  lo  siguiente: 

(a)  k  (b)  P(Y  >  4)  (c)  E(X) 

44.  Suponga  que  las  variables  aleatorias  ( X ,  Y,  Z)  tienen  FDP 
conjunta 


.  /  kxy< 

■  lo. 


si0£.x£y;0£>'£4;0£z£2 


en  otro  caso 


Determine  cada  uno  de  lo  siguiente: 

(a)  k  (b)  P(X  >  2) 


(c)  E(X) 


45.  Suponga  que  las  variables  aleatorias  ( X ,  Y)  tienen  FDP 
conjunta 

10,  en  otro  caso 


Determine  cada  uno  de  lo  siguiente: 

(a)  P(X  >  2)  (b)  P(X  +  Y  £  4)  (c)  E(X  +  Y) 

46.  Suponga  que  las  variables  aleatorias  (X,  Y)  tienen  funcion  de 
densidad  de  probabilidad  conjunta  f(x ,  y).  La  funcion  marginal  de 
densidad  de  probabilidad  de  X  se  define  como 


Mx) 

=  / 

Ja(x ) 


donde  a(x)  y  b(x)  son  los  valores  mas  pequeno  y  mas  grande  posibles, 
respectivamente,  que  y  puede  tener  para  la  x  dada.  Muestre  que 


(a)  P(a  <  X  <  b)  =  f  fx(x)  dx 

J a 

(b)  E{X)  =  f  x  fx{x)  dx 

Ja 


47.  Determine  la  FDP  marginal  para  la  variable  aleatoria  X  en  el 
problema  43  y  utilfcela  para  calcular  E(X). 

48.  Proporcione  una  definicion  razonable  para  la  FDP  margi¬ 
nal  de  y.  y  utilicela  para  calcular  la  FDP  marginal  de  Y  en  el  pro¬ 
blema  44. 


Respuesta  a  la  revision  de  conceptos:  1.  volumen 

2.  JJJ \xyz\  dV  3.  y;  Vf  4.0 


13.8 

Integrales  triples 
en  coordenadas 
cilindricas  y  esfericas 


Cuando  una  region  solida  S  en  el  espacio  tridimensional  tiene  un  eje  de  simetrfa,  la 
evaluacion  de  las  integrales  triples  sobre  .S'  se  facilita  con  frecuencia  mediante  las  coor¬ 
denadas  cilindricas.  De  manera  analoga,  si  S  es  simetrica  respecto  a  un  punto,  las 
coordenadas  esfericas  pueden  ser  de  utilidad.  En  la  seccion  1  .1.9,  presentamos  las  coor¬ 
denadas  cilindricas  y  esfericas;  tal  vez  quiera  repasar  esta  seccion  antes  de  continuar. 
Las  dos  son  casos  especiales  de  transformaciones  de  variable  para  integrales  multiples, 
el  tema  de  la  seccion  13.9. 


Figura  1 


Coordenadas  cilindricas  La  figura  1  nos  recuerda  el  significado  de  las  coorde¬ 
nadas  cilmdricas  y  muestra  los  slmbolos  que  usaremos.  Las  coordenadas  cilmdricas  y 
cartesianas  (rectangulares)  estan  relacionadas  mediante  las  ecuaciones 

a  r  ii  .  x  =  r  cos  0,  y  =  r  sen  8,  x2  +  y2  =  r 2 

Como  resultado,  la  funcion  f(x,  y,  z)  se  transforma  en 

f(x,  y,  z)  =  f(r  cos  8,  r  sen  8,  z)  =  F(r,  8,  z) 


al  escribirla  en  coordenadas  cilindricas. 


Suponga  ahora  que  queremos  evaluar  JJJ f(x,  y,  z)  dV,  donde  S  es  una  region  S 

s 

solida.  Divida  5  por  medio  de  una  cuadrlcula  cillndrica,  donde  el  elemento  de  volumen 
tlpico  tiene  la  forma  que  se  muestra  en  la  figura  2.  Como  esta  pieza  (llamada  cuha  cilm- 
drica)  tiene  volumen  \Vk  =  rk  A rk  A 8k  A zk,  la  suma  que  aproxima  la  integral  tiene 
la  forma 


2 F(rk ’  0k,  zk)rk  A zk  A rk  tx8k 
k  =  \ 


Al  considerar  el  llmite  cuando  la  norma  de  la  partition  tiende  a  cero,  obtenemos  una 
nueva  integral  que  sugiere  una  formula  importante  para  cambiar  de  las  coordenadas 
cartesianas  a  las  cilindricas  en  una  integral  triple. 
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Coordenadas  cillndricas 
y  coordenadas  polares 

La  transformation  de  coordenadas 
cartesianas  (en  el  espacio  bidimen- 
sional)  a  coordenadas  polares  es 

x  =  r  cos  8  y  =  r  sen  8 

mientras  que  la  transformation  de 
coordenadas  cartesianas  (en  el  espa¬ 
cio  tridimensional)  a  coordenadas 
cilmdricas  es 

x  -  r  cos  8  y  =  r  sen  8  z  =  z 

En  otras  palabras,  para  identificar  un 
punto  en  el  espacio  tridimensional 
mediante  coordenadas  cilmdricas, 
especificamos  las  coordenadas  pola¬ 
res  para  la  pareja  ordenada  (x,  y)  y 
luego  “le  colgamos”  la  componente  z. 
Como 

dx  dy  =  r  dr  dd 
no  debe  sorprendemos  que 
dx  dy  dz  =  r  dz  dr  dd 


Figura  4 


■‘if r-1  V  f  I  ft 


Sea  S  un  solido  z-simple  y  suponga  que  su  proyecci6n  Sxy  en  el  piano  xy  es  /--simple, 
como  se  muestra  en  la  figura  3.  Si  /es  continua  en  S,  entonces 


i 

fjJf(x,y,z)dV  =  J 
> 

rs  2 

!,  L 1 

rSi(r.6) 

1  f{r  cos  d,  r  sin  d,  z)r  dz  dr  dd 

Si  (rfi) 

El  hecho  fundamental  es  que  las  coordenadas  dz  dy  dx  se  convierten  en  r  dz  dr  dd 
'en  coordenadas  cilmdricas. 


M  EJEMPLO  1  1  Determine  la  masa  y  el  centra  de  masa  de  un  cilindro  solido  S,  su- 
poniendo  que  la  densidad  es  proporcional  a  la  distancia  desde  la  base. 


SOLUCION  Con  S  orientada  como  se  muestra  en  la  figura  4,  podemos  escribir  la 
funcion  de  densidad  como  8(x,y,  z)  =  kz,  donde  k  es  una  constante.  Entonces 


m 


fp2ir  pa  ph 

S(x,  y,  z)  dV  =  k  /  zr  dz  dr  dd 

Jo  Jo  Jo 


\w 


t  'tntflt;  '■/? 


na  i  ^  p2.iT  pa 

-h2r  dr  dO  =  —kh 2  /  / 

2  2  Jo  J0 

f2ir  t 

-kh2ira2 


r  dr  dd 


1 


=  irkh2 
2 


t 


f  \a2  dd  =  K 

Jo  2  2 


MXy  = 


fff  f0  fh 

=  ///  z<5(x,  y,z)dV  =  k  /  /  z2r  dz  dr  dd 

JJJ  Jo  Jo  Jo 


i ..  I 


na  i 

—h3r  dr  dO  —  ^ 
3 


*  p2ir  pa 

l-kh3  /  / 

3  Jo  Jo 


r  dr  dd 


=  —kh3Tra2 
3 


M 


m 


xy  \kh3Tra 2  2 

\  kh2ira 2  3 


For  simetrfa,  x  =  y  =  0.  ,  u  ■  i.v.i.i'. - 
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Figura  6 


ETEMPLO  2 


|  Determine  el  volumen  de  la  region  solida  S,  en  el  primer  octante, 
acotada  por  arriba  por  el  paraboloide  z  =  4  -  x2  -  y1  y  lateralmente  por  el  cilindro 


x 2  +  y2  =  2x,  como  se  muestra  en  la  figura  5. 


SOLUCION  En  coordenadas  cilmdricas,  el  paraboloide  es  z  =  4  -  r2  y  el  cilindro  es 
r  =  2  cos  9.  La  variable  z  va  del  piano  xy  al  paraboloide,  esto  es,  desde  0  hasta  4  -  r2.  La 
figura  6  muestra  la  “sombra”  del  solido  en  el  piano  xy\ esta  figura  sugiere  que  para  una 
6  fija,  r  va  de  0  a  2.  Por  ultimo,  9  toma  valores  de  0  a  tt/2.  As!  que, 


#  '*  /*7t/2  /*2  cos  9  —r2 

ldV  =  /  /  rdzdr 

Jo  Jo  Jo 


dO 


/»7T/Z  /*. 

Jo  Jo 

r”/2 

=  1  ( 


■/2  p2  cos  0 


r(4  -  r2)  dr  dd  = 


j-jr/2 

2 r2  -~r4 

JO 

l  4  J 

2  cos  6 


d9 


(8  cos2  6  —  4  cos4  9)  dd 


„  1  IT  3  77  5t T 

=  8 - 4 - -  — 

2  2  8  2  4 


Usamos  la  formula  113  de  la  tabla  de  integrates  al  final  del  libro  para  hacer  los  ultimos 
calculos.  ■ 


Coordenadas  esfericas  La  figura  7  nos  recuerda  el  significado  de  las  coordena¬ 
das  esfericas  que  presentamos  en  la  seccion  11.9.  Ahl  aprendimos  que  las  ecuaciones 

x  =  p  sen  cf)  cos  6,  y  -  p  sen  sen  9,  z  =  p  cos  cf> 

relacionan  las  coordenadas  esfericas  y  las  coordenadas  cartesianas.  La  figura  8  muestra 
el  elemento  de  volumen  en  coordenadas  esfericas  (denominada  cuha  esferica).  Aunque 
omitiremos  los  detalles,  se  puede  mostrar  que  el  volumen  de  la  cuna  esferica  indi- 
cada  es 


AL  =  p2  sen  </>  A p  A 6  A <£ 

donde  (p,  9,  <£)  es  un  punto  elegido  en  forma  adecuada  en  la  cuna. 

Dividimos  un  solido  S  por  medio  de  una  cuadrlcula  esferica,  formamos  la  suma 
adecuada  y  consideramos  el  lfmite  para  obtener  una  integral  iterada  en  donde  dz  dy  dx 
se  reemplaza  por  p2  sen  c f>  dp  d9  d<j>. 


Figura  7 


Figura  8 
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?yK|nt  .  H.F!  no*  ■■  >  <•' 


Figura  9 


SH:  z)dV  =  III  f(p  sen  cf>  cos  0,  p  sen  <f>  sen  8,p  cos  <f>)p 2  sen  <f>  dpddd<t> 


-mtK  !  M  EJEMPLO  3  ]  Determine  la  masa  de  una  esfera  solida  S,  si  su  densidad  8  es  pro- 
i '  l-x  porcional  a  la  distancia  desde  el  centro. 

SOLUCION  Colocamos  la  esfera  con  centro  en  el  origen  y  tomamos  su  radio  como  a. 
L  La  densidad  8  esta  dada  por  8  =  k\/ x2  +  y2  +  z2  =  kp.  Asf,  la  masa  m  esta  dada  por 


fp  77  pin  pa 

8  dV  =  k  /  /  pp2  sen  4>  dp  dO  d(f> 

Jo  Jo  Jo 


4  /‘77‘  /»27T 

t  LL 


=  k  — 


sen  4>  dd  d<t>  =  — kva 4  /  sen  $  dj) 
2  Jo 


=  kira4 


B  EJEMPLO  4  1  Determine  el  volumen  y  el  centro  de  masa  del  solido  homogeneo 
S  que  esta  acotado  por  arriba  por  la  esfera  p  =  a  y  abajo  por  el  cono  <f>  =  a,  donde  a  y 
a  son  constantes  (figura  9). 

SOLUCION  El  volumen  V  estd  dado  por 


ma 

ma 


p2  sen  <j>  dp  dO  d<j) 


sen  4>  dO  dj> 


2tt a3  fa  ,  J ,  2t to3  N 

— - —  /  sen  4>dcf>  =  (1  -  cos  a) 

3  io  3 


Se  concluye  que  la  masa  m  del  solido  es 


u  cbcutoDc  enrol  nc  obiatsb  ou>n<:  i; 


,  T,  2vaik  s 

m  =  kv  =  — - — (1  -  cos  a) 


donde  k  es  la  densidad  constante. 

Por  simetria,  el  centro  de  masa  esta  sobre  el  eje  z\  es  decir,  x  =  y  =  0.  Para  calcu- 
lar  z,  primero  calculamos  Mxy. 


fpoc  p  2t7  pa 

kzdV  —  /  k(p  cos  4>)p2  sen  <f>  dp  dd  d<f> 

Jo  Jo  Jo 


ma 

kp 3 

■ 


kp3  sen  (/>  cos  4>  dp  dO  dj> 


n2v  y 

4 


—  ka  sen  </>  cos  cf>  dd  d<p 


n..  %  si  nv  y  ? 

—  7 rka4  sen  <£  cos  <f>  dj)  —  ~tt a4k  sen2  a 


4  zrQ4k  sen2  tv  _  3a  sen2  a 
ta3A:(1  —  cos  a)  8(1  —  cos  a) 


=  —  a(l  +  cos  a) 
8 


Por  lo  tanto, 
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Revision  de  conceptos 

1.  En  coordenadas  cih'ndricas,  dz  dy  dx  toma  la  forma 
y  en  coordenadas  esfericas  la  forma _ . 


2. 


En  coordenadas  cih'ndricas. 


/ 


xy  dz  dy  dx  se 


convierte  en 


Ti  t*  ’.I*  <li:\  !.<V,  qVi  t'  IV,  y  O 


Conjunto  de  problemas  13.8 


En  los  problemas  del  1  al  6  evalue  la  integral  que  se  da  en  coordenadas 
cilmdricas  o  en  coordenadas  esfericas,  y  describa  la  region  de  inte- 
gracion  R. 


7tt  />3  p\2 


1. 


3. 


6. 


plTt  pJ  p 

Jo  Jo  Jo 

/>it/4  i' 3  r 

Jo  Jo  Jo 


ml2 

/•sen  6  p 

0  Jo 


r  dz  dr  dd  2. 

7T/4  />3  />9-r2 


zr  dz  dr  dd  4. 


mfl 

ptt/2  pTr/2  pa 

Jo  Jo  Jo 


r  dz  dr  dd 

n  /*sen  d  /»2 


p2  sen  <j)  dp  dd  d<j> 

/*7t/2  pir/2  pa 


r  dz  dr  dd 


pl  cos'1 4>  sen  <j>  dp  dd  d<f> 


En  los  problemas  del  7  al  14  use  coordenadas  cillndricas  para  determi- 
nar  la  cantidad  indicada. 

7.  El  volumen  del  solido  acotado  por  el  paraboloide  z  =  x2  +  y2 
y  el  piano  z  =  4. 

8.  El  volumen  del  solido  acotado  por  arriba  por  la  esfera  x2  + 
y2  +  z2  =  9,  abajo  por  el  piano  z  =  0  y  lateralmente  por  el  cilindro 
X2  +  y2  =  4 

9.  El  volumen  del  solido  acotado  por  arriba  por  la  esfera  de  ra¬ 
dio  5  centrada  en  el  origen  y  por  abajo  por  el  piano  z  =  4. 

10.  El  volumen  del  solido  acotado  por  arriba  por  el  piano  z  =  y 
+  4,  por  abajo  por  el  piano  xy  y  lateralmente  por  el  cilindro  circular 
recto  que  tiene  radio  4  y  cuyo  eje  es  el  eje  z- 

11.  El  volumen  del  solido  acotado  por  arriba  por  la  esfera  r2  +  z2 
=  5  y  abajo  por  el  paraboloide  r2  =  4z 

12.  El  volumen  del  solido  bajo  la  superficie  z  =  xy,  por  arriba  del 
piano  xy  y  dentro  del  cilindro  x2  +  y2  =  2x 

13.  El  centro  de  masa  del  solido  homogeneo  acotado  por  arriba 
por  z  =  12  —  2x2  -  2 y2  y  abajo  por  z  =  x2  +  y2 

14.  El  centro  de  masa  del  solido  homogeneo  dentro  de  x2  +  y2 
-  4,  fuera  de  x2  +  y2  =  1,  bajo  z  =  12  -  x2  -  y2  y  arriba  de  z  =  0 

En  los  problemas  del  15  al  22  use  coordenadas  esfericas  para  determi- 
nar  la  cantidad  indicada. 

15.  La  masa  del  solido  dentro  de  la  esfera  p  =  by  fuera  de  la  es¬ 
fera  p  =  a  (a  <  b),  si  la  densidad  es  proporcional  a  la  distancia  desde 
el  origen 

16.  La  masa  de  un  solido  dentro  de  una  esfera  de  radio  2 a  y 
fuera  de  un  cilindro  circular  de  radio  a  cuyo  eje  es  un  diametro  de  la 


3.  Si  S  es  la  esfera  unitaria  con  centro  en  el  origen,  entonces 

JJJ z2  dV ,  cuando  se  escribe  como  una  integral  iterada  en  coordena- 

s 

das  esfericas,  se  convierte  en _ . 

4.  El  valor  de  la  integral  en  la  pregunta  3  es _ . 


esfera,  si  la  densidad  es  proporcional  al  cuadrado  de  la  distancia  al 
centro  de  la  esfera 

17.  El  centro  de  masa  de  un  hemisferio  solido  de  radio  a,  si  la 
densidad  es  proporcional  a  la  distancia  del  centro  de  la  esfera 

18.  El  centro  de  masa  de  un  hemisferio  solido  de  radio  a,  si  la 
densidad  es  proporcional  a  la  distancia  desde  el  eje  de  simetrfa 

19.  El  momento  de  inercia  del  solido  del  problema  18  respecto  a 
su  eje  de  simetrfa 

20.  El  volumen  del  solido  dentro  de  la  esfera  x2  +  y2  +  z2  =  16, 
fuera  del  cono  z  =  \/x2  +  y2,  y  por  arriba  del  piano  xy 

21.  El  volumen  de  la  menor  cuna  cortada  en  la  esfera  unitaria  me- 
diante  dos  pianos  que  se  cortan  en  un  diametro  con  un  Angulo  de  30° 

^3  V9-X2  y.V9-x2-z2 

22.  /  _ (x2  +  y2  +  Z2)3/Zdydzdx 

7-3  7-VW  J-V9-x2-z2 

23.  Determine  el  volumen  del  solido  acotado  por  arriba  por  el 
piano  z  =  y  y  abajo  por  el  paraboloide  z  =  x2  +  y2.  Sugerencia:  en 
coordenadas  cillndricas,  el  piano  tiene  la  ecuacion  z-r  sen  9  y  el  pa¬ 
raboloide  tiene  ecuacion  z  =  r2.  Resuelva  de  forma  simultanea  para 
obtener  la  proyeccion  en  el  piano  xy. 

24.  Determine  el  volumen  del  solido  dentro  de  las  esferas 
p  =  2^2  cos  4>  y  p  =  2. 

25.  Para  una  esfera  solida  de  radio  a  determine  cada  distancia 
promedio. 

(a)  Al  centro 

(b)  A  un  diametro 

(c)  A  un  punto  en  su  frontera  (considere  p  =  2a  cos  <t>) 

26.  Para  cualquier  solido  homogeneo  S,  demuestre  que  el  valor 
promedio  de  la  funcion  lineal  f(x,  y,  z)  =  ax  +  by  +  cz  +  d  en  5 
es  f(x,  y,  z),  donde  (x,  y,  z)  es  el  centro  de  masa. 

27.  Una  esfera  solida  homogenea  de  radio  a  tiene  centro  en  el 
origen.  Para  la  seccion  S  acotada  por  los  semipianos  8  =  -a  yd  =  a 
(como  una  seccion  de  una  naranja),  determine  cada  valor. 

(a)  La  coordenada  x  del  centro  de  masa 

(b)  La  distancia  promedio  al  eje  z 

28.  Todas  las  esferas  en  este  problema  tienen  radio  a,  densidad 
constante  k  y  masa  m.  Calcule,  en  terminos  deayra,  el  momento  de 
inercia  de  lo  siguiente: 

(a)  Una  esfera  solida  en  torno  de  su  diametro 

(b)  Una  esfera  solida  en  torno  de  una  recta  tangente  a  su  frontera 
(el  teorema  del  eje  paralelo  tambien  es  valido  para  solidos;  vease 
el  problema  28  de  la  seccion  13.5) 

(c)  El  solido  formado  por  las  dos  esferas  de  la  figura  10.  en  torno 
del  eje  z. 
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Figura  10 


29.  Suponga  que  la  esfera  de  la  izquierda  en  la  figura  10  tiene 
densidad  k  y  la  esfera  de  la  derecha  tiene  densidad  ck.  Calcule  la 
coordenada  y  del  centro  de  masa  de  este  solido  formado  por  las  dos 
esferas  (convenzase  de  que  el  andlogo  del  problema  33  de  la  seccion 
13.5  es  valido). 


Respuestas  de  la  revision  de  conceptos:  1.  r  dz  dr  dd', 

/•’r/2  /.  1  r  3 

p 2  sen  (f)  dp  dd  d<!>  2.  I  /  /  r3  cos  6  sen  6  dz  dr  dd 

Jo  Jo  Jo 


pTT  plTT  p. 

Jo  Jo  Jo 


p4  cos2  sen  </>  dp  d6  dcf)  4.  4tt/15 


13.9 

Cambio  de  variable  en 
integrates  multiples 


Terminologia  y  notacion 

Una  funcion  /  del  conjunto  A  al 
conjunto  B  se  dice  que  es  uno  a  uno, 
si  elementos  distintos  x  y  y  en  A  se 
asocian  a  elementos  distintos  /(x)  y 
f(y)  en  B.  La  funcion  /  es  sobre  si 
su  rango  consiste  en  el  conjunto  B. 
Una  funcion  /  que  sea  uno  a  uno  y 
sobre  se  garantiza  que  tiene  una  in- 
versa  R2  denota  al  conjunto  de 
todas  las  parejas  ordenadas  de 
numeros  reales. 


Las  formulas 


dx  dy  =  r  dr  d6 
dx  dy  dz  =  r  dz  dr  dd 
dx  dy  dz  =  p2  sin  4>  dp  dd  d<f> 

son  casos  especfficos  de  una  formula  de  cambio  de  variable.  Ilustran  un  resultado  gene¬ 
ral  que  analizaremos  en  esta  seccion.  Antes  de  presentar  el  resultado  para  integrates 
multiples  revisamos  el  concepto  de  cambio  — o  sustituciones —  de  variables  para  inte¬ 
grates  sencillas. 

Si  g  es  una  funcion  uno  a  uno  de  una  sola  variable,  entonces  g  tiene  una  inversa  g_1 
y  con  base  en  el  capftulo  4  sabemos  que  ..  ...  .  . .  ^  ^ 


/($(*))  g'(x)  dx 


'Ml  \  j)  vCr 


rg(b) 

=  /  /(«) 

Jg(a) 


Al  intercambiar  los  papeles  de  x  y  u  podemos  escribir  esto  como 


rb  ■  rg  'W  .!•  i  ;ms  ikipim- 

/  f(x)  dx  =  /  f{g(u))  g’(u)  du 

Ja  Jg  '(a) 


Esta  ultima  formula  puede  verse  como  el  resultado  de  hacer  la  sustitucion  x  =  g(u).  Esta 
funcion,  o  mapeo,  se  ilustra  en  la  figura  1.  En  esta  seccion  desarrollaremos  una  formula 
analoga  para  cambio  de  variables  en  integrates  multiples.  Empezamos  con  el  estudio 
de  transformaciones  de  R2  a  R2. 

i ...  - ,  to  «s  »(3  oy l  ,*  oiuiii  unau  aup  ' 


■ill  igzH/ay  ,-j.:  ».;!U!  g~‘(&) 


X  =  g(u )  b 


Figura  1 

“  . -  -iitW'.sWt-  ru  V-‘  ii  V 

Transformaciones  del  piano  uv  al  piano  xy  Sean 

x  =  x(u,  v )  y  y  =  y(u,  v) 
y  sea  .  ..... 

■••jh-iat)  G(u,v)  =  (x(u,v),y(u,v)) 


Section  13.9  Cambio  de  variable  en  integrates  multiples  719 


La  funcion  G  es  una  funcion  con  valores  vectoriales  con  una  entrada  vectorial.  Tal  fun- 
cion  se  denomina  transformation  de  R2  a  R2.  La  pareja  ordenada  (x,  y)  =  G(u ,  v)  se 
denomina  imagen  de  ( u ,  v)  bajo  la  transformation  G,  y  (m,  v)  se  denomina  preimagen 
de  (x,  y).  La  imagen  de  un  conjunto  S  en  el  piano  uv  es  igual  al  conjunto  de  puntos 
(x,  y)  en  el  piano  xy  que  satisfacen  (x,  y)  =  G(m,  v),  donde  (m,  v)  esta  en  S.  La  funcion 
G  no  puede  graficarse  de  manera  ordinaria,  ya  que  necesitariamos  cuatro  dimensiones. 
El  lugar  de  eso,  ilustramos  la  funcion  como  una  transformation  de  puntos  en  el  piano 
uv  a  puntos  en  el  piano  xy.  La  situation  se  ilustra  en  la  figura  2.  Esta  figura  muestra  una 
malla  en  el  piano  uv  con  lineas  paralelas  a  los  ejes  u  y  v,  y  su  imagen  en  el  piano  xy. 
Las  imagenes  de  rectas  verticales  en  el  piano  uv  se  denominan  curvas-M  de  G  (rectas 
verticales  en  el  piano  uv  son  de  la  forma  u  =  constante).  De  forma  analoga,  las  imagenes 
de  rectas  horizontales  se  denominan  curvas-v  de  G. 


G 


((«  4<) 
tmn  *  *•' 


ETEMPLOl  j  Sean 


■J  •><-.  i-yfl 

x  =  x(h,  v)  =  u  +  v 
y  -  y(u,  v)  =  u  —  v 


y  G(u,  v)  =  (x(m,  v),  y(u,  v)).  Determine  y  grafique  las  curvas-M  y  las  curvas-t;  de  G 
para  la  malla  {(m,  v):  (u  =  3,  4,  5  y  1  £  v  s  4)  o  (v  =  l,2,3,4y3  s  «  s  5)}. 


SOLUCION  Si  resolvemos  el  sistema 

<'onri/rH>,i  na)  a 
iuaifdo 

Hi  \Si 

para  u  y  v,  obtenemos 

li.-  «.in*abo;!  •)!<(,  ,.-B  ,-.  Vi  . 

Las  curvas-M  se  determinan  mediante 

C  =  |x  +  ^y,  C  =  3,  4,  5 

Esto  conduce  a  las  curvas 

y  =  2C  -  x,  C  =  3,  4, 5 

Estas  son  rectas  paralelas,  cada  una  con  pendiente  de  — 1.  De  forma  analoga,  las  curvas 
. v  se  obtienen  al  resolver  las  ecuaciones 


x  =  u  +  v 
y  =  u  —  v 


1  1 

u  =  -x  +  — y 
2  2 


1 


1 


v  =  —x  -  —y 
2  2 


C  =  1,2, 3, 4 
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para  y  cuando  C  =  1, 2, 3  y  4.  La  solucion  es 

y  =  -2 C  +  x,  C  =  1,2,  3,  4 

Estas  tambien  son  rectas  paralelas,  cada  una  con  pendiente  +1.  La  figura  3  muestra  es- 
tas  curvas.  La  curva-u  para  u  =  3  y  la  curva-v  para  v  =  2  se  muestran  con  guiones.  ■ 


M  E1EMPLO  2 


Para  u  >  0  y  v  >  0,  sean 

x  =  x(u,  v )  =  u 2 
y  =  y(u,  v )  =  uv 


-  v 


2 


y 


G(u,v)  =  {x(u,v),y(u,v)) 


Determine  y  grafique  las  curvas-w  y  las  curvas-v  de  G  para  la  malla  {(«,  v ):  ( u  =  0, 1, 
2, 3, 4, 5  y  0  s  ®  <  5)  o  (t;  =  0, 1, 2, 3, 4, 5  y  0  s  w  s  5))  e  identifique  la  curva-w  para 
u  =  4. 


SOLUCION  Para  resolver  el  sistema 

2  2 
X  =  u  —  V 

y  —  uv 

para  uyv,  despejamos  v  de  la  segunda  ecuacion  (en  terminos  de  u),  obteniendo  v  =  y/u. 
A1  sustituir  este  resultado  en  la  primera  ecuacion  se  obtiene 

x  =  u2  —  y2/i i2 

que  es  equivalente  a 


m4  —  xu2  —  y2  =  0 

Esta  es  una  ecuacion  cuadratica  en  u2,  as!  que  podemos  aplicar  la  formula  cuadratica 
para  obtener 


u2  = 


X  + 


Vx2' 


4y- 


(Debemos  tomar  el  signo  positivo  en  la  formula  cuadratica,  de  otra  forma  la  expresion 
del  lado  derecho  serfa  negativa).  As!  que, 


fw!>  J  g.) 
J'jZt 


u  =  +  Vx2  +  4y2^ 

=  y  = _ y _ 
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jf  l  y  1  w  i 01  ^  > 


Estas  formulas  se  aplican  siempre  que  (x,  y )  ¥=  (0,  0);  dejamos  como  ejercicio  demos- 
trar  que  (x,  y)  =  (0,  0)  si  y  solo  si  ( u ,  v)  =  (0,  0).  Las  curvas-u  estan  determinadas 
mediante 


fViiu/n  . 


x  +  "N/x2  +  4y2 

C  =  \l - - - — ,  C  =  0, 1,2,  3,  4,  5 


Que  se  simplifican  como  sigue: 


-  I 


■  ,  r,  ’ 


2  C2  =  x  +  Vx2  +  4  y2 

4 C4  -  4 C2x  +  x2  =  x2  +  4 y2 

y2  —  C4 
x  = - -r — 


VRircq  'm:  ntl  f. 


La  formula  de  cambio  de  variable  para  integrales  dobles 


hacemos  un  cambio  de  variable  en  una  integral  sencilla,  tal  como 
mos  tomar  en  cuenta 


/ 


f(x) 


Cuando 
dx,  debe- 


1.  el  integrando  f(x), 

2.  la  diferencial  dx,  y 

3.  los  limites  de  integracion. 


Para  integrales  dobles,  tal  como 
Debemos  tener  en  cuenta 


dx  dy ,  el  procedimiento  es  similar.. 


1.  el  integrando /(x,  y), 

2.  la  diferencial  dx  dy,  y 

3.  la  region  de  integracion. 


En  el  siguiente  teorema  se  proporciona  el  resultado  principal. 
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■RafBnrBBIW  Cambio  de  variables  para  integrates  dobles 

Suponga  que  G  es  una  transformation  uno  a  uno  de  IR2  a  R2,  que  transforma  la  re¬ 
gion  acotada  S  en  el  piano  uv  en  la  region  acotada  R  en  el  piano  xy.  Si  G  tiene  la  for¬ 
ma  G(u,v)  =  (x(u,  v),  y(u,  v)),  entonces 


JJ f{x,  y )  dx  dy  —  JJ f(x(u,  v),  y{u,  v))\J(u ,  t;)| 


du  dv 


donde  J(u,  v),  llamado  jacobiano,  es  igual  al  determinante 


J(u,  v )  = 


dx 

dx 

du 

dv 

dy 

dy 

du 

dV 

'(» jam'll  Kiocri  -md*  a;;;'  e;>'c 


<  *  V 


Bosquejo  de  la  demostracion  Empezamos  por  tomar  en  el  piano  uv  una  parti- 
cion  regular  (es  decir,  una  partition  con  A u  y  Av  constantes)  de  un  rectangulo  que  conten- 
ga  a  S.  La  imagen  de  esta  partition  sera  la  partition  de  la  region  R  en  el  piano  xy,  aunque 
en  general  las  curvas-u  y  curvas-w no  sean  paralelas  a  los  ejes xy  y.  (De  hecho, las  curvas- 
u  y  las  curvas-v  por  lo  regular  no  son  rectas).  Sean  («,-,  Vj),  i  =  1,  2, ...  ,n,  la  esquina 
inferior  izquierda  del  i-esimo  rectangulo  y  sea  (x/.y,)  la  imagen  de  (m;,d,)  bajo  la  transfor¬ 
mation  G.  Sea  Sk  el  fc-esimo  rectangulo  en  la  partition  de  la  region  S  y  sea  Rk  su  imagen 
en  el  piano  xy.  Vease  la  figura  5.  Entonces,  la  integral  doble  de  / sobre  la  region  R  es 


f(x,y)  dx  dy 


'Ef(xk,yk) 

k= 1 


i'f-  T  prf'iysb  f  df 


it, :  v'rM* 


(uk+ 1.  vt+i)  J 


’dt  ft!  n 

miob  Figura  5 

«  mnou  lB’t.cltbnsa  U  A„„Aa  * 


t„  Ah 
(xt+t,yk+i) 


(*k.  yd 

Area  =  ||t„  Am  x  t„Av|| 


Area  =  t„A«  x  t,,Av 


mibraOT  i 


donde  AAk  es  el  area  de  Rk.  Aunque  la  region  Rk  no  es  un  rectangulo,  se  parece  a  un 
paralelogramo,  por  lo  que  su  area  es  aproximadamente  la  de  un  paralelogramo.  En  la 
section  11.4  mostramos  como  obtener  el  area  de  un  paralelogramo  mediante  el  pro- 
ducto  cruz  de  dos  vectores  que  formen  dos  lados.  Por  lo  tanto,  debemos  determinar  dos 
vectores  que  sean  tangentes  a  la  curva-w  y  a  la  curva-v  en  {xk,  yk).  Mostraremos  como 
se  obtiene  el  vector  tangente  a  la  curva-u;  la  tangente  a  la  curva-u  se  obtiene  de  forma 
similar.  Suponga  que  (xA+1,  y*  +  i)  es  la  imagen  de  {uk+l,  vk+1)  como  se  muestra  en  la 
figura  5.  Entonces,  el  vector  de  (x^,  yk)  a  (xfc+1,  yk+\)  es 

(**+ i  -  x*)i  +  {yk+\  -  yk)  j  =  [x{uk+1,  vk)  -  x(uk,vk)]i 

^  +  [y(uk+1,  vk)  -  y{uk,  vk)\  j 

.  dx  dy 

~  Au  —  {uk,vk)  l  +  Am  —  {uk,  vk)j 
ou  oil 

f  dx  dy  \ 

=  Lu\du{Uk,Vk)i  +  du^Uk,Vk^  J 
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El  vector  entre  parentesis,  que  llamaremos  t„  es  tangente  a  la  curva-w  en  (xk,  yk).  De 
forma  analoga,  el  vector 


AT  U 


dx  dy 

tv  =  —  (Uk,  vk)  1  +  —  (uk,  vk)  j 
dv  3w 


es  tangente  a  la  curva-w  en  ( xk ,  yk).  Por  lo  tanto,  el  area  AAk  de  la  region  Rk  es 

!  i  >  t 


U-d  Vi'  - 


A  Ak  «  |  Am  tu  X  Aw  tj 


■u-5' 1  ' no;  nacnW  ~  \l.  (■!  t  rlf 


3x 


ay, 


A u  —  {uk,vk)  Au~~{uk,  vk)  0 


3m 

3x 


3m 

dy , 


Av  —  (uk,vk)  A  v  —  {uk,vk)  0 


3w 


dV 


•>vv  '.y  -v.}?  vj  ado 


.  Vl  'J  "  .1  ) 


n  n  * 


)  Vi  COO  \ 

vi  200  \ 

oV 


=  Am  Aw 


=  Am  Aw 
=  |/(m*,  I)*) |  Am  Aw 


d* 

3y 

3m 

3m 

3x 

3y 

3w 

3w 

(«*.»*) 

3x 

3y 

dy  dx 

3m 

3w 

3m  3w 

(«*, «*) 


A...  .  t  Asi,  tenemos 

jj f(x,  y)  dx  dy  «  ^f(xk,  yk)  AAk 


k= 1 


J,f(x(uk,  vk),  y(uk,  vk))\J(uk,  vk)\ Au  Av 


k= 1 


JJf(x{u,  w),  >>(m,  w))|7(m,  w) | 


dM  dw 


•••■  (  Ji;  S 


Esto  completa  el  bosquejo  de  la  demostracion. 


no  t 


METEMPLQ3  |  Evalue  JJ  cos(x  -  y )  sen(x  +  y)  dA,  donde  R  es  el  triangulo 

con  vertices  (0,0),  (w,  —7 r)  y  (tt,  7 r). 

saonctaio  fit  ob  >«  jfisqtpioqotq  ueimnor, 

SOLUCION  Sea  u  =  x  -  y  y  v  =  x  +  y.  A1  resolver  para  x  y  y  se  obtiene 
,•  x  =  ^(m  +  w)  y  y  =  |(w  —  u).  La  region  R  puede  especificarse  como 


•Ju'iiifiiOfir.i  ;  :  ■*  o,  ,:!q 

A1  sustituir  m  y  w  se  obtiene 


-x  <  y  <  x 
0  S  X  £  77 


i* 


'  1 -|(m  +  w)  <  |(w  -  m)  <  |(m  +  w) 


0  ^  -(«  +  w)  s  tt 
2 v  ; 
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Figura  6 


que  se  reduce  a 

m2:  0,  v  s  0 
0  5  w  +  D  £  2tt 

Esta  es  la  region  S  en  el  piano  uv  (vease  la  figura  6).  El  jacobiano  para  esta  transfor¬ 
mation  es 


dx 

dx 

1 

1 

du 

dV 

2 

2 

dy 

dy_ 

1 

1 

du 

dV 

2 

2 

Por  lo  tanto, 


JJ co$(x  —  y)  sen(jc  +  y)  dA  =  JJ cos  u  sen  v  J  dv  du 

R  Ml  j  |  S 

,  *  i*2tt  ^tt—u 

•emmirm  1  /  / 

=  —  /  /  cos  u  sen  v 

2  Jo  Jo 


f*2i t  ^2ir—u 


|  *'•>  V 


y.L  'li  :'■! 


-If2 

2  Jo 

-At 

2  Jo 

2  Jo 


cos  m  sen  v  dv  du 


cos  u  (1  —  cos(2 tt  —  u ))  du 


cos  u  (1  -  cos  u)  du 


(cos  u  -  cos2  u)  du 


1  +  cos  2m 


;  i  |  (  {  <y  A>  V# 


1  rV  1  1  ,  te 

=  —J  ^cos  m  -  —  -  —  cos  2m  J  am 

v  '■"«  ■/  .  i  r  1  1  i2w  1 

=  —  sen  m  —  — m - sen  2m  =  -  —tt  ■ 

2  L  2  4  Jo  2 

Con  frecuencia,  la  region  de  integration  sugiere  la  transformation,  como  lo  ilustra 
el  ejemplo  siguiente. 

M  MEMPIO  4  ]  Determine  el  centro  de  masa  de  la  region  R  en  el  primer  cuadran- 
te  acotada  por 

U  ,  x2  +  y2  =  9  yz  -  x2  =  1 

V>),  -V2  f  y2  -  16  y2  -  x2  =  9 


si  la  densidad  es  proportional  al  cuadrado  de  la  distancia  al  origen. 

nr>q  L  __  ,, 

i  jili  a.i!-  ,  iliat  SOLUCION  La  masa  es  JJ  k(x2  +  y2)  dxdy.  Aunque  el  integrando  es  simple, 


es  una  integral  diffcil  de  evaluar,  debido  a  que  los  limites  son  complicados.  Sin  embar¬ 
go,  las  sustituciones  u  =  x2  +  y2  y  v  =  y2  —  x2  transforma  la  region  R  en  la  region  S, 
que,  en  el  piano  uv,  es  el  rectangulo 

9  —  u  —  16  y  1  <  u  <  9 

(Vdase  la  figura  7.)  Al  resolver  para  x  y  y  en  el  sistema  u  =  x2  +  y2  y  v  =  y2  —  x2  se 
obtiene 


u  —  v  _  1 

2  V2 


(u  -  v)1/2 
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y  = 


U  +  V  1  .  .  ,  n 

—  -  v!(“ +  v) 


Por  lo  tanto,  el  jacobiano  para  esta  transformation  es 


J(u,  v)  = 


Entonces,  la  masa  es 


dx 

ax 

3m 

a?; 

ay 

5m 

at> 

1 


2V2 


(m  —  v) 


-1/2 


1 


2V2 


(u  -  v)  1/2 


— — ^=(n  +  n)  — ^=(«  +  «) 

2V2  "  ‘ 


1 


4  Vm2  -  n2 


10  15  20 


£2 


=  JJ k(x2  +  y2)  dx  dy  =  k  JJ u\J(u,  v)|  du  dv 
r  s 


4 \/u2  —  V 


2 

=  16 


du  dv 


dv 


=!/[v^ii 

=  |  /  (V256  -  v2  -  V81  -  v 2) 

=  +  128  arcsen ^  -  \  V255 

4  V  2  16  4  2 


dv 


-  128  arcsen 


1  rz  81  1 

—  +  2V5  + 


16 


„  arcsen  „ 
2  9 


16.343& 


La  integral  en  la  antepenultima  linea  podria  evaluarse  mediante  la  formula  54,  de  la 
tabla  de  integrales  al  final  del  libro,  o  con  un  CAS.  Los  momentos  son 

My  =  JJ xk{x2  +  y2)  dx  dy  =  k  JJ  JU  ^  V u\J(u,  v)  \  du  dv 


f16  f9  «Vm  -  v 

/  /  — ,  dv  du 

J9  J 1  Vu2  -  v2 


4V2 


4V2 


dv  du 


U.  ;  :  i 


2V2 

kV2 


U 

Vm  +  v 

/16 

[u\/u  +  9  —  mVm  +  l)  du 


500  -  -  ^V5  +  —Vio)  «  29.65 Ik 

4  V  15  5  3  / 

Mx  =  JJ yk(x2  +  y2)  dx  dy  =  k JJ JU  —  Vu\J(u,  v)\  du  dv 

R 


ft  *nt 


.b  Hh  tVi  —  -  Vs  d:i  !(-  ,  i  ,i  i 


f  f9  mVm  +  V 

/  /  /  ,  '•  «M 

./9  ./i  Vm2  —  v2 


mVm 


4\V 


16  /*9 


T10  f 

J 9  J 1 


4\/2J9  J 1  V 


du 


u  —  v 


2V2 

ArV2 


/10 

(mVm  —  1  —  mVm  —  9)  du 
^100  Vl5  -  — V7  -  -^V2^  ~  48.376A: 
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Figura  8 


Las  integrates  en  las  ultimas  tres  lfneas  pueden  evaluarse  mediante  la  formula  96,  de  la 
tabla  de  integrates,  o  mediante  un  CAS.  Asi,  las  coordenadas  del  centro  de  masa  son 

.  ,  *  =  —  *  ~  1-814 

(  ;  .  m  1 6.343A- 


ft 


M;  _  48.376A: 
1  ^ 


'  m  16.343& 

El  punto  (x,  y)  =  (1.814,  2.960)  se  muestra  en  la  figura  8.  *» 

La  formula  de  cambio  de  variable  para  integrales  triples  El  teorema  A 
se  generaliza  a  integrates  triples  (incluso,  a  dimensiones  mayores).  Si  G  es  una  transfor¬ 
mation  uno  a  uno  de  R3  a  R3  que  transforma  la  region  acotada  S  en  el  espacio  uvw  en 
la  region  acotada  R  en  el  espacio  xyz,  y  si  G  es  de  la  forma  G(u,  v)  =  ( x(u ,  v,  w ), 
y(u,  v,  w),  z(u,  v,  w)),  entonces 

JJJ fix,  y,  z)  dx  dy  dz  =  JJJ f(x(u,  v,  w),  y(  U,  V,  w),  z{u,  V,  w)) 


X  \J(u,  v,  te)|  du  dv  dw 


donde  J(u,  v,  w)  es  el  determinante 


'eibtwtt  amviuv9  itfrboq  santl  cmiiJftuw 
....-m&nion!  ?oJ  .?AO  nu  non  o  ,orciii  fob  left,’  ... 

u . " 

*  |(«t  ,h)\Ui-—  ~  -  \ \\  -A  •-  •/*»  -  V« '  %  s  -  .  L, 


dx 

dx 

dx 

du 

dv 

dw 

dy_ 

dy 

dy_ 

du 

dv 

dw 

dz 

dz 

dz. 

du 

dV 

dw 

■  EJEMPLQ5  |  Deduzca  la  formula  de  cambio  de  variable  dx  dy  dz  =  r  dr  dO  dz 
para  la  transformation  a  coordenadas  cih'ndricas. 


SOLUCION  Como  el  cambio  de  variables  es  x  —  r  cos  6,  y  =  r  sen  6  y  z  =  z,  el  ja- 
cobiano  es 

dx  dx  dx 

dr  d6  dz 

,  .  „  cos  6  -r  sen  d  0 

rt  a  ,  °y  dy  dy 

J(r,  6,  z)  =  —  —  —  =  sen  9  r  cos  6  0 

dr  0  0  1 
,  ,  <  dz  dz  dz 

?A  dr  de  dz 


—r  sen  e 

0 

„  cos  6 

0 

„  cos  e 

-r  sen  0 

-  0 

+  l 

r  cos  e 

0 

sen  0 

0 

sen  e 

r  cos  6 

Por  lo  tanto, 

.  c  eti  pi  y-  ax  uy  az  =  \J  [r,  a,  z)\  ar  ao  az  =  r  ar  uo  az  ■ 

,t  t  -•  f  ,  \  \  .  /  t,  , 

Dejamos  como  ejercicio  (problema  21)  deducir  la  relation  dx  dy  dz  = 

p2  sen  <p  dp  dd  d<$>  para  coordenadas  esfericas. 


=  r  cos2  6  +  r  sen2  0  =  r 
dx  dy  dz  =  |  J(r,  6,  z)|  dr  de  dz  —  r  dr  dO  dz 


&■  ic  ■  ■‘7'v  .  \  i.  V  ‘A 

r  / -  ? s  \/m[  j— — 
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Revision  de  conceptos 

1.  Bajo  una  transformacion  del  piano  uv  al  piano  xy,  la  imagen 

de  una  recta  vertical  se  denomina  un(a) _ y  la  imagen  de  una 

recta  horizontal  se  denomina  un(a) _ . 

2.  Un  cambio  de  variable  para  una  integral  doble  debe  tomar 

en  cuenta _ , _ y _ .  , 


3.  El  determinante 


dx 

dx 

du 

dv 

£ y 

£y 

du 

dV 

se  denomina 


4.  La  formula  para  un  cambio  de  variable  en  una  integral  doble 
,  IJRf(x,y)  dx  dy  =  ffs  f{x{u,v),  y{u,v)) - du  dv. 


Conjunto  de  problemas  13.9 

1.  Para  la  transformacion  x  =  u  +  v,y  =  v  —  u,  haga  un  bosque- 
jo  de  las  curvas-u  y  las  curvas-v  para  la  malla  {(it,  v):  (u  =  2,3,4, 5  y  1 
£#£3)o(t)  =  l,2,3y2<ii<5)). 

Ay  I  .  Vi 

2.  Para  la  transformacion  x  =  2 u  +  v,y  =  v  —  u,  haga  un  bos- 
quejo  de  las  curvas -u  y  las  curvas-u  para  la  malla  ((it,  v):  ( u  =  2, 3, 4, 5 
yl<i)<3)o(t  =  l,2,3y2<uS  5)). 

3.  Para  la  transformacion  x  =  u  sen  v,y  —  u  cos  v,  haga  un  bos- 
quejo  de  las  curvas-u  y  las  curvas-w  para  la  malla  {(a, »):  (u  =  0, 1,2, 3 
y  0  £  v  £  it)  o  (v  =  0,  7t/2,  ryOsuS  3)). 

4.  Para  la  transformacion  x  =  u  cos  v,y  =  u  sen  v,  haga  un  bos- 
quejo  de  las  curvas-u  y  las  curvas-u  para  la  malla  {( u ,  v):  (u  =  0, 1, 2, 3 
y  0  £  u  <  2ir)  o  (u  =  0,  it,  27r  y  0  s  u  s  3)}. 

5.  Para  la  transformacion  x  =  ul(u2  +  v2),  y  =  -vl(u2  +  v2),  haga 
un  bosquejo  de  las  curvas-u  y  las  curvas-u  para  la  malla  {(u,  v):  (u  = 
0, 1, 2, 3  y  1  £  v  &  3)  o  (v  =  1, 2, 3  y  0  £  u  £  3)}. 

6.  Para  la  transformacion  x  =  u  +  ul(u2  +  v2),  y  =  v  -  vl(u2  + 
v2),  haga  un  bosquejo  de  las  curvas-u  y  las  curvas-u  para  la  malla  |(«, 
v):(u  =-2,— 1, 0,1,2  yl  <»s3)o(ti=  1,2,3  y-2  £  u  <  2)). 

En  los  problemas  del  7  al  10  determine  la  imagen  del  rectdngulo  con 
las  esquinas  dadas  y  calcule  el  jacobiano  de  la  transformacion. 

7.  x  =  u  +  2v,y  =  u-  2«;  (0,0),  (2,0),  (2,1),  (0,1) 

8.  x  =  2u  +  3v,  y  =  u  -  v;  (0,0),  (3,0),  (3, 1),(0, 1) 

9.  x  =  u2  +  v2,y  =  v;  (0,0),  (1,0),  (1,1),  (0,1) 

10.  x  =  u,y  =  u2  -  v2\  (0, 0),  (3, 0),  (3, 1),  (0, 1) 

:i  {  t 

En  los  problemas  del  11  al  16  determine  la  transformacion  del  piano 
uv  al  piano  xy  y  calcule  el  jacobiano.  Suponga  que  x  >  0  y  y  >  0. 

11.  u  =  x  +  2  y,  v  —  x  —  2y 

.  _  _ . . : 

12.  u  =  2x  —  3y,  v  =  3x  —  2y  ■,  (i  ,  ;  »  (  >  «•  k  1(}f, 

13.  u  =  x2  +  y2,  v  =  x  ism  oboiaamcm  bo«.n;  ra)an  M 


14.  u  -  x2  —  y2,  v  =  x  +  y 

15.  u  =  xy,  v  =  x 

16.  u  =  x2,  v  =  xy 


x  iiO  ii.  or.ar.  •  /;  .;o 

■  :  , jfl>  Is  ■iniftn.j  iU 
co  ,ato«lv>  mtnq  h  ns  t 

,  i:  obn  ••  1  .<•! 


En  los  problemas  del  17  al  20  utilice  una  transformacion  para  evaluar 
la  integral  doble  dada  en  la  region  R,  que  es  el  tridngulo  con  vertices 
(1,0),  (4,0)  y  (4,  3). 

„  ff.  x  +  y  .. 


v\.\> 

R 

19.  //  sen(7r(2x  —  y))  cos(7r(y  —  2x))  dA 

R 

20.  JJ (2x  -  y)  cos(y  -  2x)  dA  na'i  nr.-n  r  j?,j  \  tr  . 

R 

21.  Determine  el  jacobiano  para  la  transformacion  de  coordena- 
das  rectangulares  a  coordenadas  esfericas. 

22.  Determine  el  volumen  del  elipsoide  x2/a2  +  y2/b2  +  z2/c2  =  1 
haciendo  el  cambio  de  variables  x  =  ua,y  =  vby  z  =  cw.  Ademas, 
determine  el  momento  de  inercia  de  este  solido  alrededor  del  eje  z, 
suponiendo  que  tiene  densidad  constante  k. 

23.  Suponga  que  X  y  Y  son  variables  aleatorias  continuas  con 
FDP  conjunta  /(x,  y)  y  suponga  que  11  y  V  son  variables  aleatorias 
que  son  funciones  de  Xy  Y  tales  que  la  transformacion 

X  =  x(U,  V)  y  y  =  y(U,  V) 

es  uno  a  uno.  Demuestre  que  la  FDP  conjunta  de  U  y  V  es 

.  m-  -A  g(u,v)  =  f(x(u,v),y(u,v))\J(u,v)\  ■  A  . 

Sugerencia:  sea  R  una  region  en  el  piano  xy  y  sea  S  su  preimagen. 
Demuestre  que  P({X,  Y)  e  R)  =  P{(U,  V)  e  5)  y  obtenga  una  in¬ 
tegral  doble  para  cada  una  de  estas. 

24.  Suponga  que  las  variables  aleatorias  Xy  Y tienen  FDP  con¬ 
junta 

]  -,  si0<x£2,0£y£2 

:  fix,  y)  {  4 

t  0,  en  otro  caso 

esto  es,  X  y  Y  se  distribuyen  uniformemente  en  el  cuadrado  0<r< 
2,0sy<2.  Determine 

(a)  la  FDP  conjunta  de  U  =  X  +  Y  y  V  =  X  —  Y,y 

(b)  la  FDP  marginal  de  U. 

25.  Suponga  que  Xy  Y  tienen  FDP  conjunta 


jtfrfj’A- 


f(x,y)  = 


six  a  0,y  a  0 
en  otro  caso 


IH 


Determine 

(a)  la  FDP  conjunta  deU  =  X+YyV  =  X 

(b)  la  FDP  marginal  de  U. 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  curva-rr;  curva-u 

2.  el  integrando;  la  diferencial  dx  dy;  la  region  de  integracion 

3.  el  jacobiano  4.  \J{u,v)\ 
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13.10  Repaso  del  capitulo 

Examen  dc  conceptos 

Responda  con  verdadero  o  falso  a  cada  una  de  las  siguientes  afirma- 
ciones.  Prepdrese  para  justificar  su  respuesta. 


1.  /  /  Hx)Hy)dydx=\  f  f(x)  dxj 

J  a  J  a  L  J  a 

2.  f  [  f(x,y)dydx=  [  [  f(x,y)dxdy 

Jo  Jo  Jo  Jo 


Problemas  de  examen 

En  los  problemas  del  1  al  4  calcule  cada  integral. 

rl  px/x  p2  /*V4— y‘ 

1.  /  /  xy  dy  dx  2.  _ 2xy 2  dx  dy 

Jo  Jx  J  J  2  J-V 4-v2 


n2  sen  0 

r  cos  0  dr  dd 

r2  rx  fV3y 


sen(x3y3)  dx  dy  =  0 


i  J 3  Jo  y  +  Z‘ 


dz  dy  dx 


4.  J  J  e*1+2y2  dy  dx  =  4  J  J  ex2+2>’2  dy  dx 


En  los  problemas  del  5  al  8  reescriba  la  integral  iterada  con  el  orden  de 
integracion  indicado.  Haga  primero  un  bosquejo. 


5'  ,  i  sen2(x/;y)  dx  dy  ^  2 


^  a  /(x,  y)  dy  dx;  dx  dy 


ncos  1  y 

/(x,  y)  dx  dy;  dy  dx 

r'  r(l-x)/2  j-\-x-2y 

7.  /  f(x,  y,  z)  dz  dy  dx;  dx  dz  dy 


6.  Si/'escontinuay  nonegativaen/(x0,  y0)  >  0,  donde  (x0,  yo)  J0  " 

es  un  punto  interior  de  R,  entonces  f(x,y)dA>0.  ['  [' 1  ~x,/2  rl~x~2y 

JJ  7-  /  /  /  f(x>y’Z)d 

R  Jo  Jo  Jo 

7.  Si  JJ  /(x,  y)dA,JJ  g(x,  y )  rf/t /'entonces  /(x,  y)  s  J  J  f*  yf{ x  y>  d,  dy  dr  dx  dy 

R  R  JO  Jx 2  Jo 

g(x,  y)  en  R.  9  pn  ca(ja  cas0  escnija  ]as  integrates  triples  iteradas  para  el  vo- 

/  lumen  de  una  esfera  de  radio  a. 

f(x,y)dA-Q,  entonces  ^  Coordenadas  cartesianas  (b)  Coordenadas  cillndricas 
f(x,y )  :  0  para  toda  (x,  y)  en  R.K  (c)  Coordenadas  esfericas 

9.  Si  S(x,  y)  =  k  da  la  densidad  de  una  lamina  en  (x,  y),  las 
coordenadas  del  centro  de  masa  de  la  lamina  no  incluyen  a  k.  jq  Evalue  //(r  +  v)  dA  donde  ' 

10.  Si  8(x,  y)  =  y2/(  1  +  x2)  da  la  densidad  de  la  lamina  5 

{(r.yJiO  s  x  s  1,Q<  y  <  1 },  sin  realizar  calculos,  sabemos  que  >’  =  sen  x  y  y  =  0  entre  x  =  0  y  x  =  7r. 


10.  Evalue  //  (x  +  y)  d A,  donde  S  es  la  region  acotada  por 


x  <  \  yy  > 1 


11.  Si  5  =  {(x,y,  z):  1  £  x2  +  y2  +  z~  ^  16},  entonces 


dV  =  847r 


12.  Si  la  parte  superior  de  un  cilindro  circular  recto  de  radio  1  se 
recorta  con  un  piano  que  forma  un  angulo  de  30°  con  la  base  del  ci¬ 
lindro,  el  area  de  la  parte  inclinada  resultante  es  2\/ 3ir/3. 

13.  Hay  ocho  posibles  drdenes  de  integracion  para  una  integral 
triple  iterada. 


m>  1 


dr  dd  dz  representa  el  volumen  de  un  cilindro 


circular  recto  de  radio  1  y  altura  2. 

15.  Si  |/t|  s  2y|/v|  £  2,  entonces  la  superficie  G,  determinada 
por  z  =  f(x,  y),  0  s  x  £  1 , 0  s  y  s  1,  tiene  area  a  lo  mas  3. 

16.  Para  la  transformacion  de  coordenadas  cartesianas  a  coorde¬ 
nadas  polares,  el  jacobiano  es  J(r,  0)  =  r. 

17.  Para  la  transformacion,  x  =  2 u.  y  =  2v,  el  jacobiano  es 
J(u,  v)  =  2. 


11.  Evalue  ///  v  dV,  donde  S  es  la  region  acotada  por 


xz  +  z  =  lyy2  +  z=  lyel  piano  xy. 


12.  Evalue  //  —7— — -  dA.  donde  S  es  la  region  entre  las  cir- 

JJ  x2  +  y2 

s 

cunferencias  x2  +  y2  =  4  y  xz  +  y2  =  9. 

13.  Determine  el  centro  de  masa  de  la  lamina  rectangular  acota¬ 
da  por  x  =  1.x  =  3,y  =  0  y  y  =  2,  si  la  densidad  es  8  (x, y)  =  xy2. 

14.  Determine  el  momento  de  inercia  de  la  lamina  del  problema 
13  con  respecto  al  eje  x. 

15.  Determine  el  area  de  la  superficie  del  cilindro  z2  +  y2  =  9  que 
esta  en  el  primer  octante,  entre  los  pianos  y  —  x  y  y  =  3x. 

16.  Evalue  cambiando  a  coordenadas  cilindricas  o  esfericas. 


nV'9-*2  p2 

/  Vx^T/ 

Jo 


x2  +  y2  dz  dy  dx 
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(b) 


dz  dy  dx 


20.  Calcule  el  volumen  del  solido  acotado  por  z  =  x1  +  y2,  z  =  0 


yx2  +  (y-  l)2  =  1. 


17.  Determine  la  masa  del  solido  entre  las  esferas  x 2  +  y2  +  z2  = 
1  y  x2  +  y1  +  z2  =  9,  si  la  densidad  es  proporcional  a  la  distancia  des- 
de  el  origen. 

18.  Determine  el  centro  de  masa  de  la  lamina  homogenea  acota- 
da  por  la  cardioide  r  =  4(1  +  sen  6). 

19.  Determine  la  masa  del  solido  en  el  primer  octante,  bajo  el 
piano  xta  +  ylb  +  z/c  =  1  (a,  b,  c  positivos)  si  la  densidad  es  S(jr,y, 
z)  =  kx. 


21.  Utilice  una  transformacion  para  evaluar  la  integral 


sen(x  -  y)  cos(x  +  y)  dA 

R 

donde  R  es  el  rectangulo  con  vertices  (0,  0).  {n/2,  -tt/2),  (ot,  0), 
and  (ir/2,  rr/2). 


PROBLEMAS 
DE  REPASO  E 
INTRODUCTION 


En  los  problemas  del  1  al  9  determine  ecuaciones  parametricas  para  la  curva  dada.  ( Asegurese 
de  proporcionar  el  dominio  para  el parametro  t). 

1.  La  circunferencia  con  centro  en  el  origen  y  radio  3. 

2.  La  circunferencia  con  centro  en  (2, 1)  con  radio  1 . 

3.  La  semicircunferencia  x2  +  y2  =  4  con  v  >  0. 

4.  La  semicircunferencia  x2  +  y2  =  a2  con  y  s  0  que  tiene  una  orientacion  en  el  sentido 
de  las  manecillas  del  reloj. 

5.  La  parte  de  la  recta  y  =  2  entre  los  puntos  (—2,2)  y  (3,2). 

6.  La  parte  de  la  recta  y  =  9  —  x,  que  esta  en  el  primer  cuadrante  con  una  orientacion 
que  descienda  hacia  la  derecha. 

7.  La  parte  de  la  recta  y  =  9  —  x,  que  esta  en  el  primer  cuadrante  con  una  orientacion 
que  ascienda  hacia  la  izquierda. 

8.  La  parte  de  la  parabola  y  =  9  —  x2,  por  encima  del  eje  x,  con  una  orientacion  que  sea 
de  izquierda  a  derecha. 

9.  La  parte  de  la  parabola  y  =  9  —  x2,  por  encima  del  eje  x,  con  una  orientacion  que  sea 
de  derecha  a  izquierda. 

10.  Utilice  la  formula  de  longitud  de  arco  para  determinar  la  longitud  de  la  curva  en  el 
problema  6. 


En  los  problemas  del  11  al  16  determine  el  gradiente  de  lafuncion  dada. 

11.  f(x ,  y)  =  x  sen  x  +  y  cos  y 

12.  f(x,  y )  =  xe~xy  +  yexv 

13.  f(x,y.  z)  =  *2  +  >'2  +  z2 

1 


14.  f(x,y,z) 


x2  +  y2  +  z2 


15.  f(x,  y,  z)  =  xy  +  xz  +  yz 

16.  f(x ,  y,  z) 


Vx2  +  y2  +  z2 
Evalue  las  integrales  en  los  problemas  del  17  al  22. 


17.  /  sen2  t  dt 

Jo 

18. 

19.  j  J  xydydx 

20. 

21.  /  J  r2  dr  d6 

22. 

Jo 


sen  t  cos  t  dt 


I  /»4 

( x 2  +  2y)  dy  dx 

l  Ji 

271  pTT  pi 

2  , 


/■  Z7T  nTt  n. 

Jo  Jo  J I 


p 1  sen  (f)  dp  d<j>  dd 


23.  La  integral  en  el  problema  22  representa  el  volumen  de  alguna  region  en  el  espacio 
tridimensional.  ^Cual  es  esta  region? 

24.  Determine  el  area  de  la  superficie  de  la  parte  del  paraboloide  z  =  144  -  x2  -  y2  que 
esta  por  encima  del  piano  z  =  36. 

25.  Determine  el  vector  normal  unitario  a  la  grafica  de  r2  +  y2  +  z2  =  169  en  el  punto 
(3,4,12). 


CAPITULO  I H-  Calculo  vectorial 


1 4 . 1  Campos  vectoriales 

14.2  Integrates  de  linea 

14.3  Independencia  de 
la  trayectoria 

14.4  Teorema  de  Green 
en  el  piano 

14.5  Integrates  de 
superficie 

14.6  Teorema  de  la 
divergencia  de 
Gauss 

14.7  Teorema  de  Stokes 

14.8  Repaso  del  capltulo 


Figura  1 


14.1 

Campos  vectoriales 

El  concepto  de  funcion  ha  desempenado  un  papel  central  en  calculo.  Este  concepto  y  el 
calculo  asociado  se  han  estado  generalizando  de  manera  constante.  La  mayor  parte  de 
los  primeros  dos  tercios  de  este  libro  aborda  las  funciones  en  donde  la  entrada  es  un 
numero  real  y  la  salida  es  un  numero  real.  En  el  capftulo  1 1  introdujimos  funciones  con 
valores  vectoriales,  es  decir,  funciones  cuya  entrada  es  un  numero  real  y  su  salida  es  un 
vector.  Luego,  en  el  capftulo  12  introdujimos  funciones  de  diversas  variables  con  valo¬ 
res  reales,  es  decir,  funciones  cuya  entrada  es  una  pareja  o  terna  (o  »-upla)  de  numeros 
reales  y  cuya  salida  es  un  numero  real.  El  siguiente  paso  natural  es  estudiar  funciones 
cuya  entrada  es  un  vector  y  cuya  salida  es  un  vector.  Este  es  el  paso  final  en  la  secuen- 
cia  usual  del  calculo. 

Entonces,  considere  una  funcion  F  que  asocia  un  vector  F(p)  con  cada  punto  p  en 
el  espacio  de  dimension  n.  Un  ejemplo  comun  en  el  espacio  bidimensional  es 

F(p)  =  F(*,y)  =  -\vi  +  jxj 

Por  razones  historicas,  nos  referimos  a  tal  funcion  como  un  campo  vectorial,  nombre 
que  surge  de  una  imagen  visual  que  describimos  a  continuation.  Imagine  que  a  cada 
punto  p  de  una  region  del  espacio  se  le  anade  un  vector  F(p)  que  sale  de  p.  No  pode- 
mos  trazar  todos  estos  vectores.  pero  una  muestra  representativa  nos  dara  una  buena 
idea  de  un  campo.  La  figura  1  es  una  de  tales  imagenes  para  el  campo  vectorial 
F(x,  y)  =  —  \y\  +  jjrj  antes  mencionado.  Es  el  campo  de  velocidades  de  una  rueda 
que  gira  a  una  razon  constante  de  |  radian  por  unidad  de  tiempo  (vease  el  ejemplo  2). 
La  figura  2  podrfa  representar  el  campo  de  velocidad  para  el  agua  que  fluye  en  un 
tubo  curvo. 

Otros  campos  vectoriales  que  surgen  naturalmente  en  la  ciencia  son  los  electricos, 
magneticos.de  fuerzas  y  gravitacionales.  Solo  consideraremos  el  caso  en  que  estos  cam¬ 
pos  son  independientes  del  tiempo,  que  llamaremos  campos  vectoriales  estacionarios.  En 
contraste  con  un  campo  vectorial,  una  funcion  Fque  asocia  un  numero  a  cada  punto  en 
el  espacio  es  un  campo  escalar.  La  funcion  que  da  la  temperatura  en  cada  punto  serfa 
un  buen  ejemplo  ffsico  de  un  campo  escalar 

KTrEMPLOT]  Dibuje  una  muestra  representativa  de  vectores  del  campo  vectorial 


F(*,y) 


SOLUTION  F(;t,y)  es  un  vector  unitario  que  apunta  en  la  misma  direction  quexi  +yl 
es  decir,  alejandose  del  origen.  Varios  de  estos  vectores  aparecen  en  la  figura  3.  ® 


Figura  2 


Figura  3 
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tpi  EJEMPLO  2  Haga  un  bosquejo  de  una  muestra  representativa  de  vectores  del 
campo  vectorial 

F(x,y)  =  ~\y\  +  \x\ 

y  demuestre  que  cada  vector  es  tangente  a  un  circulo  con  centra  en  el  origen  y  tiene 
longitud  igual  a  la  mitad  del  radio  de  ese  circulo  (vease  la  figura  1). 


.  _y  SOL  Li  Cl  ON  La  figura  4  muestra  una  grafica  del  campo  vectorial.  Si  r  =  xi  4-  yj  es  el 

3  -  -  ,  vector  de  position  del  punto  (x,  y),  entonces 

-2  t  r-F(x,y)  =  -\xy  +  ~xy  =  0 

Asi,  F(jc,  y)  es  perpendicular  ary  por  lo  tanto  es  tangente  al  circulo  de  radio  II  r  II.  Por 
1  f  ultimo, 

- l - + - i  -  I  »  |F(jc,y)||  =  V(-5y)2  +  (jx)2  =  |lkll  ■ 

-3  *  12  3  V 

->  -  De  acuerdo  con  Isaac  Newton,  la  magnitud  de  la  fuerza  de  atraccion  entre  dos  ob- 

jetos  de  masas  My  m,  respectivamente, esta  dada  por  GMm/d2,  donde  d  es  la  distancia 
"2 '  '  entre  los  objetos  y  G  es  una  constante  universal.  Esta  es  la  famosa  ley  del  cuadrado  in- 

verso  de  la  atraccion  gravitacional.  Nos  proporciona  un  importante  ejemplo  de  un 
"3  +  campo  vectorial.  Como  los  vectores  representan  fuerzas,  llamaremos  a  tal  campo  un 

Rgura  4  campo  de  fuerzas. 


EJEMPLO  3  Suponga  que  un  objeto  esferico  de  masa  M  (por  ejemplo,  la  Tie- 


rra)  tiene  su  centra  en  el  origen.  Deduzca  la  formula  para  la  fuerza  gravitacional  de  la 
fuerza  F(x,  y,  z )  ejercida  por  esta  masa  sobre  un  objeto  de  masa  m  localizada  en  un 
punto  (x,  y,  z)  del  espacio.  Luego,  bosqueje  este  campo. 

SOLLCION  Suponemos  que  podemos  considerar  al  objeto  de  masa  M  como  una 
masa  puntual  localizada  en  el  origen.  Sea  r  =  xi  +  yj  +  zk.  Entonces  la  magnitud  de  F  es 

||F||  = 

"  "  llrll2 

F  esta  dirigido  hacia  el  origen;  es  decir,  F  tiene  la  direction  del  vector  unitario  — r/ll  r  II. 
Concluimos  que 

.  GMm  ( - r\  r 

Este  campo  se  bosqueja  en  la  figura  5.  * 

El  gradiente  dc  un  campo  escalar  Suponga  que/(x,  y,  z)  determina  un  cam¬ 
po  escalar  y  que  /  es  diferenciable.  Entonces  el  gradiente  de  /  que  se  denota  V/,  es  el 
campo  vectorial  dado  por 

df  df  df 

F(jc,  y,  z)  =  V/(*,  y,  z)  =  —  i  +  —  j+  —  k 
v  ;  3  v  y  ’  dx  dyJ  dz 


Conocimos  los  campos  gradiente  en  las  secciones  12.4  y  12.5.  Ahi  aprendimos  que 
V/(.v,  y,  z)  apunta  en  la  direction  de  maximo  incremento  de  f(x,  y,  z).  Un  campo  vec¬ 
torial  F  que  es  el  gradiente  de  un  campo  escalar  /  se  llama  un  campo  vectorial  con¬ 
servative,  y /es  su  funcion  potencial  (en  la  section  14.3  aclararemos  el  origen  de 
estos  nombres).  Tales  campos  y  sus  funciones  potenciales  son  importantes  en  ffsica. 
En  particular,  los  campos  que  obedecen  la  ley  del  cuadrado  inverso  (por  ejemplo, 
los  campos  electricos  y  los  gravitacionales)  son  conservativos,  como  lo  mostramos 
ahora. 


a  EJEMPLO  4  |  Sea  F  la  fuerza  resultante  de  una  ley  del  cuadrado  inverso;  es  de¬ 
cir,  sea 

xi  +  yj  +  zk 


F(x,y,z)  =  ~c-z,=  -c 


(x2  +  y2  +  z2)3/2 
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donde  c  es  una  constante  (vease  el  ejemplo  3).  Demuestre  que 

f(x,  y,  z )  =  — 7======  =  c(x 2  +  y2  +  z2yy2 

Vx2  +  y2  +  z2 

es  una  funcion  potencial  para  F  y  que,  por  lo  tanto,  F  es  conservativo  (para  r  ¥=  0). 

SOLUCION 

df  df  df 

Vf(x,y,z)  =  —  i  H - j  H - k 

v  ’  dx  dy J  dz 

=  ~j(x2  +  y2  +  Z2)~3/2(2xi  +  2yj  +  2zk) 

=  F(jc,  y,  z)  ■ 

En  realidad,  el  ejemplo  4  fue  demasiado  sencillo,  pues  dimos  la  funcion  /'  Un  problema 
mas  dificil  e  importante  es  el  siguiente:  dado  un  campo  vectorial  F,  decidir  si  es  conservati¬ 
vo;  en  tal  caso,  hallar  su  funcion  potencial.  Analizaremos  este  problema  en  la  seccion  14.3. 

La  divergencia  y  el  rotational  de  un  campo  vectorial  Un  campo 
vectorial 

F(x,  y,  z)  =  M(x,  y,  z)  i  +  N(x,  y,  z)  j  +  P{x,  y,  z)  k 

tiene  asociados  otros  dos  campos  importantes.  El  primero,  llamado  la  divergencia  de  F, 
es  un  campo  escalar;  el  segundo,  llamado  el  rotacional  de  F,  es  un  campo  vectorial. 


Definicion  div  (divergencia)  y  rot  (rotational) 

Sea  F  =  Mi  +  Nj  +  Pk  un  campo  vectorial  para  el  que  las  primeras  derivadas  parcia- 
les  de  M,  N,  y  P  existen.  Entonces 


div  F  - 

dM 

dN 

dP 

-  “f 

~  -  + 

dx 

dy 

dz 

(dp 

dN  V 

rot  F  = 

— 

+ 

W 

dz  J 

dM 

dz 


d_P\  /cEV 
dx  J  *  \  dx 


k 


^Que  significan? 

Para  ayudarle  a  visualizar  la  diver¬ 
gencia  y  el  rotacional,  le  ofrecemos 
esta  interpretacion  fisica.  Si  F  denota 
el  campo  de  velocidad  de  un  fluido, 
entonces  div  F  en  un  punto  p  mide 
la  tendencia  de  ese  fluido  a  alejarse 
de  p  (div  F  >  O)  y  a  acumularse  en 
torno  de  p  (div  F  <  0).  Por  otro  lado, 
rot  F  elige  la  direccion  del  eje  en  tor¬ 
no  del  cual  gira  el  fluido  mas  rapida- 
mente,  y  || rot  F||  es  una  medida  de  la 
rapidez  de  tal  rotacion.  La  direccion 
de  rotacion  va  de  acuerdo  con  la  re¬ 
gia  de  la  mano  derecha.  Mas  adelan- 
te.  desarrollaremos  este  analisis  con 
mayor  detalle. 


En  este  momento,  es  dificil  ver  la  importancia  de  estos  campos;  pero  la  veremos 
mas  adelante.  Por  ahora,  nos  interesa  aprender  a  calcular  la  divergencia  y  el  rotacional 
facilmente  y  relacionarlos  con  el  operador  gradiente  V.  Recuerde  que  V  es  el  operador 


„  d  .  d  .  3 

dx  dy  dz 

Cuando  V  opera  sobre  una  funcion  f,  produce  el  gradiente  V/  que  tambien  escribimos 
como  grad  /  Con  un  ligero  (pero  util)  cambio  de  notacion,  podemos  escribir 


V-F 


(  —  i  +  —  j  +  —  k  )  •  (M\  +  N\  +  Pk) 
\dx  dy*  dz  ) 


_  dM  dN  dP_  _ 

dx  dy  dz 


div  F 


V  x  F  = 


jy 

dX 


j  k 

d_  _3_ 
dy  dz 


MNP 


fdP_  _  dN\ 
Vdy  dz  J 


fdP_  _  dM\  .  (dN 
dz  )  ^  \  dx 


k  =  rot  F 


Asi,  grad  /,  div  F  y  rot  F  se  pueden  escribir  en  terminos  del  operador  V;  de  hecho,  esta 
es  la  forma  de  recordar  la  definicion  de  estos  campos. 
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ff . EJEMPLO  5  |  Sea 

F(x,  y,  z)  =  x2yz  i  +  3xyz3  j  +  (.v2  -  z2)  k 
Calcule  div  F  y  rot  F. 

SOLLICIOM 

div  F  =  V  •  F  =  2xyz  +  3 xz3  -  2 z 

i  J  k 

B  B  B 

rot  F  =  V  X  F  =  —  —  — 

Bx  By  Bz 

x2yz  3xyz3  x2  -  z1 

=  -(9jcyz2)i  -  (2x  -  x2y) j  +  (3 yz3  -  x2z)k  0 


Revision  de  conceptos 

1.  Una  funcion  quc  asocia  a  cada  punto  (x,  y,  z)  del  espacio  un 

vector  F(x,y,  z)  es  un(a) _ . 

2.  En  particular,  la  funcion  que  asocia  a  la  funcion  escalar 

fix,  y,  z)  el  vector  Vf(x,  y,  z)  es  un(a) _ . 


3.  Dos  ejemplos  importantes  de  campos  vectoriales  en  ffsica  y 

que  surgen  como  gradientes  de  campos  escalares  son _ y _ . 

4.  Dado  un  campo  vectorial  F  =  Mi  +  Nj  +  Pk,  introducimos  el 
canipo  escalar  correspondiente  div  F  y  un  campo  vectorial  rot  F. 

Estos  pueden  definirse  de  manera  simbolica  como  div  F  = _ y 

rot  F  = _ . 


Conjunto  de  problemas  14.1 


En  los  problemas  del  I  al  6  bosqueje  una  muestra  de  vectores  para  el 
campo  vectorial  dado  F. 

1.  F(x,  y)  =  xi  +  yj  2.  F(x,  y)  =  xi  -  yj 

3.  F(x,  y)  =  -xi  +  2yj  4.  F(.v,  y)  =  3xi  +  yj 

5.  F(x,  y,  z)  =  xi  +  Oj  +  k 

6.  F(x,  y,  z)  =  -zk 

En  los  problemas  del  7  al  12  determine  V/ 

7.  f(x,  y,  z)  =  -v2  -  3 xy  +  2z 

8.  f(x,y,z)  =  sen(.tyz)  9.  f(x,y,z)  =  ln|.ryz| 

10.  f(x,  y,  z)  =  ^(v2  +  y2  +  z2) 

11.  f(x,y,z)  =  xey  cos  z 

12.  f(x,  y,  z)  =  y2e'  2z 

En  los  problemas  del  13  al  18  determine  div  F  y  rot  F. 

13.  F(.v,  y.  z)  =  .v2i  -  2.tyj  +  yz2k 

14.  F(jc,  y,  z)  =  ,v2i  +  y2j  +  z2k 

15.  F(x,  y,  z)  =  yzi  +  .vzj  +  xyk 

16.  F(.v,  y,  z)  =  cos  x  i  +  sen  y  j  +  3k 

17.  F(.v,  y,  z)  =  ex  cos  y  i  +  ex  sen  y  j  +  zk 

18.  F(.v,  y,  z)  =  (y  +  z)i  +  (.v  +  z)j  +  (x  +  y)k 

19.  Sea  /  un  campo  escalar  y  F’  un  campo  vectorial.  Indique  cua- 
les  de  los  siguicntes  son  campos  escalares,  campos  vectoriales  o  no 
tienen  sentido. 

(a)  div/  (b)  grad  / 

(c)  rot  F  (d)  div  (grad/) 

(c)  rot  (grad  f)  (f)  grad  (div  F) 


(g)  rot  (rot  F)  (h)  div  (div  F) 

(i)  grad  (grad/)  (j)  div  (rot  (grad/)) 

(k)  rot  (div(grad /)) 

20.  Suponiendo  que  las  derivadas  parciales  requeridas  existan  y 
sean  continuas,  demuestre  que 

(a)  div(rotF)  =  0;  (b)  rot(grad/)  =  0; 

(c)  div(/F)  =  (/)(divF)  +  (grad/)-F; 

(d)  rot  (/F)  =  (/)(rot  F)  +  (grad/)  X  F. 

21.  Sea  F(x,  y,  z)  =  cr/||rf  un  campo  para  la  ley  del  cuadrado  in- 
verso  (veanse  los  ejemplos  3  y  4).  Demuestre  que  rot  F  =  0  y  div  F  = 
0.  (Sugerencia:  use  el  problema  20  con  /=  -c/||rj|3. 

22.  Sea  ¥(x,  y,  z)  =  cr/j|r||m,  c#0,  m^3.  En  contraste  con  el  pro¬ 
blema  21 ,  demuestre  que  div  F  ^  0,  aunque  rot  F  =  0. 

23.  Sea  F(.r,  y,  z)  =  /(r)r,  donde  r  =  ||rj|  =  Vx2  +  y2  +  z2 
y  /  una  funcion  escalar  diferenciable  (excepto  posiblemente  en 
r  =  0).  Demuestre  que  rot  F  =  0  (excepto  en  r  =  0).  Sugerencia: 
demuestre  primero  que  grad  f=f'(r)r/r  y  luego  aplique  el  proble¬ 
ma  20d. 

24.  Sea  F(x,  y,  z)  como  en  el  problema  23.  Demuestre  que  si  div  F 
=  0  enlonces/(r)  =  cr  \  donde  c  es  una  constante. 

25.  Este  problema  sc  relaciona  con  la  interpretacion  de  div  y  rot 
dada  en  el  recuadro  al  margen  despues  de  sus  definiciones.  Conside- 
re  los  cuatro  campos  de  velocidad  F,  G,  H  y  L,  que  tienen  para  cada  z 
la  configuracion  que  aparece  en  la  figura  6.  Deduzca  lo  siguiente  me- 
diante  un  razonamiento  geometrico.. 

(a)  ('.La  divergencia  en  p  es  positiva,  negativa  o  nula? 

(b)  Dada  una  rueda  con  paletas  y  eje  vertical  en  p  (figura  4,  seccion 
14.7),  ^esta  girara  en  el  sentido  de  las  manecillas  del  reloj,  en 
sentido  contrario  o  no  gira? 
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(c)  Ahora  suponga  que  F  =  cj.  G  =  e  1  j,  H  =  e  '  j  y  L  =  (xi  +  yj)/ 
V?  +  y2,  que  puede  modelarse  como  en  la  figura  6.  Calcule  la 
divergencia  y  el  rotacional  para  cada  uno  de  estos  campos  y  con- 
firme  con  ello  sus  respuestas  de  las  partes  (a)  y  (b). 


t-V 


1  i - ‘ 

1  f 

;  X 

'■  f  | 

c  k  i 

1  F  - 

r  i  ( 

t  f 

,  I*  t 

j iSi'  f  § 

t  1  i 

t  !  ^ 

$ 

k 

1  f  i 

H  f-  i 

Figura  6 


15M1  26.  Bosqueje  el  campo  vectorial  F  =  yi  para  (x,  y)  en  el  rectan- 
gulo  1  <jts2,0sy<2.  Con  base  en  la  grafica,  utilice  el  recuadro  al 
margen  que  describe  la  interpretacion  de  div  y  rot  para  determinar  si 
div  es  positiva,  negativa  o  nula,  en  el  punto  (1, 1)  y  si  una  rueda  con 
paletas  colocada  en  (1,  1)  giraria  en  el  sentido  de  las  manecillas  del 
reloj,  en  sentido  contrario  o  no  giraria. 

li-Ml  27.  Bosqueje  el  campo  vectorial 

(1  +  X2  +  y2)3/2  (1  +  x2  +  y2)3-'2  J 

para  (x.y)  en  el  rectangulo  -lsj;<l,-L<ys  1.  Con  base  en  la  gr3- 
fica,  utilice  el  recuadro  al  margen  que  describe  la  interpretacion  de 
div  y  rot  para  determinar  si  div  es  positiva.  negativa  o  nula  en  el  ori- 
gen,  y  si  una  rueda  con  paletas  colocada  en  ( 1 , 1 )  giraria  en  el  sentido 
de  las  manecillas  del  reloj.  en  sentido  contrario  o  no  giraria.  (Para 
rot,  considere  a  F  como  un  campo  vectorial  en  el  espacio  tridimensio¬ 
nal  con  el  componente  z  igual  a  0). 


28.  Considere  el  campo  de  velocidad  v(x,  y,  z)  =  —coyi  +  wx],  w  > 
0  (vease  el  ejemplo  2  de  la  figura  1).  Observe  que  v  es  perpendicular 
a  xi  +  yj  y  que  ||v||  =  u>  V x2  +  y2.  Asi,  v  describe  un  fluido  que  gira 
(como  un  solido)  en  torno  del  eje  z  con  velocidad  angular  constante 
(o.  Demuestre  que  div  v  =  0  y  rot  v  =  2aik. 

29.  Un  objeto  de  masa  in,  que  gira  en  una  orbita  circular  con 
velocidad  angular  constante  w,  esta  sujeto  a  la  fuerza  centrifuga 
dada  por 

F(x,  y,  z)  =  rno)2 r  =  ma>2(xi  4-  yj  +  zk) 


Demuestre  que  /(x.  y,  z)  =  \m<a2(x2  +  y2  +  z2)  es  una  funcion 
potencial  para  F. 

30.  La  funcion  escalar  div(grad/)  =  V-V/(que  tambien  se  escri¬ 
be  V2/)  se  conoce  como  el  Laplaciano,  y  una  funcion  /  que  satisface 
V2/  =  0  es  una  funcion  armonica;  ambos  son  conccptos  importantes 
en  fisica.  Demuestre  que  V‘f = fxx  +  fvy  +  fzz.  Despues  calcule  V2/ pa¬ 
ra  cada  una  de  las  siguientes  funciones  y  decida  cuales  de  ellas  son 
armonicas. 


(a)  f(x,  y,  z)  =  2x2  -  y 2  -  z2 

(b)  f(x ,  y,  z)  =  xyz 

(c)  f(x,y,z)  =  x3  -  3 .vy 2  +  3z 

(d)  f(x,  y,  z)  =  (x2  +  y2  +  z2)-1/2 

31.  Demuestre  que 

(a)  div(F  X  G)  =  G  •  rot  F  -  F- rot  G 

(b)  div(V/  X  Vg)  =  0 


32.  Por  analogia  con  definiciones  anteriores,  defina  lo  siguiente:: 

(a)  ,  !‘n!  ,  =  L 

{x,y,  z)-*(a,  b,c) 

(b)  F(x,  y,  z)  es  continua  en  (a,  b,  c) 


Respuestas  a  la  revision  de  conccptos:  1.  funcion  con 
valores  vectoriales  de  tres  variables  reales;  o  un  campo  vectorial 
2.  campo  gradiente  3.  campos  gravitacionales;  campos  electricos 

4.  V  •  F:  V  x  F 


14.2 

Integrates  de  linea 


Una  forma  de  generalizar  la  integral  definida  /  f(x)  dx  se  obtiene  reemplazando 

el  conjunto  [a,  b ]  sobre  el  cual  integramos  por  conjuntos  de  dimension  dos  y  tres.  Esto 
nos  conduce  a  las  integrates  dobles  y  triples  del  capltulo  13.  Una  generalizacion  muy 
distinta  se  obtiene  reemplazando  [a,  b ]  por  una  curva  C  en  el  piano  xy.  La  integral  resul- 

tante  J /(x,  y)  ds  se  conoce  como  una  integral  de  linea,  pero  serfa  mas  adecuado  11a- 

marla  integral  de  curva. 

Sea  C  una  curva  plana  suave;  es  decir,  sea  C  dada  en  forma  parametrica  por 


x  =  x(t),  y  =  y(f),  a  s  t  s  b 


donde  x'  y  y'  son  continuas  y  no  se  anulan  simultaneamente  en  (a,  b).  Decimos  que  C 
esta  orientada  positivamente  si  su  direccion  corresponde  a  los  valores  crecientes  de  t. 
Suponemos  que  C  esta  orientada  positivamente  y  que  C  se  recorre  solo  una  vez  cuando  t 
varfa  de  a  a  b.  Asf,  el  punto  inicial  de  C  es  A  =  (x(a),  y(a))  y  su  punto  final  es  B  =  (x(h), 
y(b)).  Considere  la  particion  P  del  intervalo  [a,  /?]  del  parametro  obtenida  mediante  los 
puntos 


«  =  /)<(,  <  t2  <  ■■■  <  t„  =  b 
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=  —  TTCl 

4 


Por  simetria,  x  =  0,  de  modo  que  el  centra  de  masa  esta  en  (0,  ttci/4).  ■ 

Todo  lo  que  hemos  hecho  se  extiende  con  facilidad  a  una  curva  suave  C  en  el  espa- 
cio  tridimensional.  En  particular,  si  C  esta  dada  en  forma  parametrica  como 

x  =  x(t),  y  =  y(t),  z  =  z(t),  a  s  t  <  b 


entonces 


y- 


z)ds  =  /  f(x(t),y(t),z(t))V[x'(t)]2  +  [y’(t)f  +  [z’(t)fdt 


Figura  5 


EJEMPLO  3  |  Determine  la  masa  de  un  alambre  de  densidad  S(x,  y,  z)  =  kz,  si 
tiene  la  forma  de  la  helice  C  con  parametrizacion 


x  =  3  cos  t,  y  =  3  sen  f,  z  =  4r,  0  s  f  <  77 

SOLE CION 

m  =  /  kz  ds  =  k  I  (4r)\/9sen2r  +  9  cos2?  +  16  dt 
Jc  Jo 

r  r  t2y 

=  20k  tdt  =  20  k—  =  10/c7r2 

Jo  L  2  Jo 

Las  unidades  para  in  dependen  de  las  unidades  de  longitud  y  densidad.  « 

Trabajo  Suponga  que  la  fuerza  que  actua  en  un  punto  (x,  y,  z)  del  espacio  esta  dada 
por  el  campo  vectorial 

F(x,  y,  z)  =  M(x,  y,  z)  i  +  N(x<  y,  z)  j  +  P{x,  y,  z)  k 

donde  M,  N  y  P  son  continuas.  Queremos  calcular  el  trabajo  W  realizado  por  F  al  mo¬ 
ver  una  particula  a  lo  largo  de  una  curva  suave  orientada  C.  Sea  r  =  xi  +  yj  +  zk  el  vec¬ 
tor  de  posicion  para  un  punto  Q(x,  y,  z)  en  la  curva  (figura  5).  Si  T  es  el  vector  tangente 
unitario  en  Q ,  entonces  F-T  es  el  componente  tangencial  de  F  en  Q.  El  trabajo  realiza¬ 
do  por  F  al  mover  la  particula  una  distancia  corta  As  desde  Q,  a  lo  largo  de  la  curva,  es 
aproximadamente  F-T  As;  en  consecuencia,  el  trabajo  realizado  al  mover  la  particula 

de  A  a  B  a  lo  largo  de  C  se  define  como  J  F  •  T  ds.  El  trabajo  es  una  cantidad  escalar, 

pero  puede  ser  positivo  o  negativo.  Es  positivo  cuando  el  componente  de  la  fuerza  a  lo 
largo  de  la  curva  esta  en  la  direction  del  movimiento  del  objeto;  es  negativo  cuando  di- 
cho  componente  esta  en  la  direction  opuesta  al  movimiento  del  objeto.  De  la  section 
11.7,  sabemos  que  T  =  (dt / dt)(dt / ds)  =  dr/ds,  de  modo  que  tenemos  la  siguiente  formula 
alternativa  para  el  trabajo. 


F-T  ds  = 


r  dr 
F  •  —  dt  = 
dt 


Para  interpretar  la  ultima  expresion,  piense  que  F-dr  representa  el  trabajo  realizado 
por  F  al  mover  una  particula  a  lo  largo  del  vector  tangente  “infinitesimal”  dr,  formula- 
cion  preferida  por  muchos  fisicos  y  matematicos  aplicados. 

Hay  otra  expresion  para  el  trabajo  que  con  frecuencia  es  util  en  los  calculos.  Si 
acordamos  escribir  dr  =  dxi  +  dyj  4-  d<~k,  entonces 


F  •  dr  =  (Mi  +  Nj  +  Pk)  •  (dx  i  +  dy  j  +  dz  k)  =  M  dx 


y 


Fi 
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W  =  J  F  •  dr  =  J  M  dx  +  N  dy  +  P  dz 


Las  integrates  /  M  dx,  /  N  dy,  y  P 
Jc  Jc  Jc 


dz  son  un  tipo  particular  de  integral  de  Ilnea. 


Se  definieron  justo  como  definimos  J  f  ds  al  principio  de  esta  seccion.  excepto  que 

A s,  se  reemplaza  por  A xh  Ay,  y  A z,-,  respectivamente.  Sin  embargo,  debemos  destacar 
que  aunque  As,  siempre  se  toma  positivo,  Ax,-,  Ay,-,  y  A z,-  pueden  ser  negativos  en  una 
trayectoria  C.  El  resultado  de  esto  es  que  un  cambio  en  la  orientacion  de  C  cambia  el 


signo  de  M  dx,  N  dy  y  P  dz  mientras  que  el  de  /  / 
Jc  Jc  Jc  Jc 


ds  no  se  altera  (vease  el 


problema  33). 


^EjlMPLO  4  |  Calcule  el  trabajo  realizado  por  el  campo  de  fuerzas  de  la  ley  del 
cuadrado  inverso 

r  —c(x  i  +  y  i  +  z  k) 

F(x,y,z)  =  1TP  =  ,2,2,  =  Mi  +  Nj  +  Pk 

||r||  +  yz  +  z  )  ' 

al  mover  una  particula  a  lo  largo  de  la  Ilnea  recta  C  de  (0. 3, 0)  a  (4, 3, 0)  que  aparece  en 
la  figura  6. 

SO  I.UC  I  ON  A  lo  largo  de  C,  y  =  3  y  z  =  0,  de  modo  que  dy  =  dz=0 .  Usamos  x  como 
parametro  para  obtener 


W  =  M  dx  +  N  dy  +  P  dz  =  —c 


f  x  dx  +  y  dy  +  z  dz 

'c  (A2  +  V2  +  Z2?'2 


f4  x  r  c  i4  2c 

~CL  [X2  +  9f2  -  i(x2  +  9)‘/2Jo  _  "T5 

Por  supuesto,  hay  que  asignar  las  unidades  adecuadas,  que  dependen  de  las  unidades 
para  la  longitud  y  la  fuerza.  Si  c  >  0,  entonces  el  trabajo  realizado  por  el  campo  de  fuer¬ 
zas  F  es  negativo.  ^Esto  tiene  sentido?  En  este  problema,  la  fuerza  siempre  apunta  ha- 
cia  el  origen,  de  modo  que  el  componente  de  fuerza  a  lo  largo  de  la  curva  este  siempre 
en  la  direccion  opuesta  a  la  trayectoria  de  movimiento  de  la  particula  (vease  la  figura 
7).  Cuando  esto  ocurre,  el  trabajo  es  negativo.  M 

He  aqul  una  version  plana  de  este  tipo  de  integral  de  Ilnea. 

EJEMPLO  5  j  Evalue  la  integral  de  Ilnea 


j  (x2  -  y2)  dx  +  2xy  dy 

a  lo  largo  de  la  curva  C  cuyas  ecuaciones  parametricas  son  .(  =  (2,y  =  (3,0si£ 
SOLUCION  Ya  que  dx  =  2t  dt  y  dy  =  3f2  dt , 

r  r3/2 

/  (x2  —  y2)  dx  +  2 xy  dy  =  j  [(f4  —  tb)2t  +  2f5(3l2)]  dt 


/  (2 15  +  4r7)  dt  =  — 
Jo  [  !  512 


B  EJEMPLO  6  |  Evalue  J  xy2  dx  +  xy2  dy  a  lo  largo  de  la  trayectoria  C  =  C,  U  C2 

que  aparece  en  la  figura  8.  Ademas,  evalue  esta  integral  a  lo  largo  de  la  trayectoria  C3 
de  (0,2)  a  (3, 5). 
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SOLUCION  EnC1,y  =  2,dy  =  0,y 


xy 2  dx  +  xy 2  dy  =  /  4 x  dx  =  [2x2]n  =  18 


En  C2,  x  =  3,  dx  =  0  y 


f  xy2  dx  +  xy2  dy  =  f  3y2  dy  =  [y3]J  =  117 

Jc,  J2 


Concluimos  que 


xy1  dx  +  xy2  dy  =  18  +  117  =  135 


En  C3, y  =  x  4-  2,  rfy  =  dx,  de  modo  que 


xy2  dx  +  xy1  dy  =  2  x(x  +  2)2  dx 


-2/ 


(a:3  +  4x2  +  4x)  <7x 


Jx4  4x3  „  ,13  297 

.  4  3  J0  2 

Observe  que  las  dos  trayectorias  de  (0,  2)  a  (3,  5)  dan  distintos  valores  para  la 
integral.  ■ 


Revision  de  conceptos 

1.  Una  curva  C  dada  en  forma  parametrica  porx  =  x(f),y  =  y(f), 
a<t<b,  esta  orientada  positivamente  si  su  direccidn  positiva  corres- 
ponde  a _ . 


2.  La  integral  de  linea  J  f(x,y)  ds ,  donde  C  es  la  curva  orienta¬ 
da  positivamente  de  la  pregunta  1,  se  define  como  Um  _ . 


3.  La  integral  de  linea  de  la  pregunta  2  se  transforma  en  la  inte- 

fb 

gral  comun  /  _ dt. 

J  a 

4.  Si  r  =  x(t) i  +  y(/)j  es  el  vector  de  posicion  de  un  punto  sobre 
la  curva  C  de  la  pregunta  1  y  si  F  =  M(x,  y)i  +  N(x,  v)j  es  un  campo  de 
fuerzas  en  el  piano,  entonces  el  trabajo  W  realizado  por  F  al  mover 

un  objeto  a  lo  largo  de  C  esta  dado  por  J _ dt. 


Conjunto  de  problemas  14.2 

En  los  problemas  del  1  al  16  evaliie  cada  integral  de  linea. 

1.  J  (x3  +  y)  ds\  C  es  la  curvax  =  3t,y  =  z3, 0  s  t  s  1. 

2.  J xy2/5  ds\  C  es  la  curva  x  =  Jf,  y  =  r5//2,  0  s  t  ■&  1. 

3.  J  (sen  x  +  cos  y)  ds\  C  es  el  segmento  de  recta  de  (0, 0)  a 


(tt,  2tt). 


4.  J  xey  ds\  C  es  el  segmento  de  recta  de  (—1,2)  a  (1, 1). 

5.  j  ( 2x  +  9 z)  ds\  C  es  la  curva  x  =  t,  y  =  t2,  z  =  i3,  0  <  t  £  1. 


S.  /c(r 


2  +  y2  +  z 2)  ds\  C  es  la  curva  x  =  4  cos  t,  y  =  4  sen  f, 


z  =  3t,  0  s  t&2tr. 

7.  J  y  dx  +  x1  dy\  C  es  la  curva  x  =  2t,y  =  (2-l,0s(s2. 

8.  J  y  dx  +  x2  dy\  C  es  la  curva  en  angulo  recto  de  (0,  — 1)  a 
(4,-1)  a  (4, 3). 

9.  J  y3  dx  +  x3  dy;  C  es  la  curva  en  angulo  recto  de  (-4. 1)  a 
(-4,-2)  a  (2,-2). 
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10.  J  y3  dx  +  x3  dy;  C  es  la  curva  x  =  2t,y  =  t2  -  3,  — 2  <  t  s  1. 

11.  +  2 y)  dx  +  (x  —  2 y)  dy;  C  es  el  segmento  de  recta 
de  (1,1)  a  (3,-1). 


i2-  L 
13 •  L 


y  dx  +  x  dy;  C  es  la  curva  y  —  x2, 0  £jt  s  1. 


(x  +  y  +  z)  dx  +  x  dy  —  yz  dz;  C  es  el  segmento  de 


recta  de  (1, 2, 1)  a  (2, 1, 0). 


14.  J xz  dx  +  (y  +  z)  dy  +  x  dz;  Ces  la  curva  x  - 


e,y  =  e  ,  z 


=  e2',0sr<  1. 

15.  J  (x  +  y  +  z)  dx  +  (x  —  2 y  +  3 z)  dy  + 

( 2x  +  y  —  z)  dz;  Ces  la  trayectoria  con  segmentos  de  recta  de  (0,0, 
0)  a  (2,0, 0)  a  (2, 3,0)  a  (2, 3, 4). 


16.  La  misma  integral  que  en  el  problema  15;  C  es  el  segmento 
de  recta  de  (0, 0, 0)  a  (2, 3, 4). 

17.  Determine  la  masa  de  un  alambre  con  la  forma  de  la 
curva  y  =  x2  entre  (-2,  4)  y  (2,  4),  si  la  densidad  esta  dada  por 
S(x,  y)  =  k\x\. 

18.  Un  alambre  de  densidad  constante  tiene  la  forma  de  la  helice 
x  =  a  cos  t,y  =  a  sen  t,  z  =  bt,  0  s  t  s  3ir.  Determine  su  masa  y  su 
centro  de  masa. 


En  los  problemas  del  19  al  24  calcule  el  trabajo  realizado  por  el 
campo  de  fuerzas  F  al  mover  una  particula  a  lo  largo  de  la  curva  C. 

19.  F(.r,  y)  =  (jr1  -  y3)i  +  xy2j ;  C  es  la  curva  x  =  r2,  v  =  f3,  -1  s  t  <  0. 

20.  F(ar,  y)  =  exi  -  e~yj;  C  es  la  curva  x  =  3  In  /, y  =  In  2r,  1  s/s  5. 

21.  F(.r,  y)  =  (x  +  y) i  +  (x  —  y)j;  C  es  la  cuarta  parte  de  la  elipse  x 
=  a  cos  t,y  =  b  sen  /,  0  £  t  £  tt>2. 

22.  F(x,  y,  z)  =  (2.v  -  y)i  +  2zj  +  (y  —  z)k;  C  es  el  segmento  de  rec¬ 
ta  de  (0, 0, 0)  a  (1,1,1). 

23.  El  mismo  F  del  ejercicio  anterior;  C  es  la  curva  x  =  sen(7rt/2), 
y  =  sen(rrf/2),  Z  =  t,  0  £  /  s  1. 

24.  F(.r,  y,  z)  =  yi  +  zj  +  *k;  C  es  la  curva  x  =  t,  y  =  t2,  z  =  r3, 
0<r£2. 


25.  La  figura  9  muestra  una  grafica  de  un  campo  vectorial  F 
junto  con  tres  curvas  C2  y  C3.  Determine  si  cada  integral  de 


lfnea,  J 


F  •  dr,  i  =  1,2,  3,  es  positiva,  negativa  o  cero,  y  justifique 


sus  respuestas. 


/  / 
/  2 


\f2  \  - 


/  / 

V  / 


u  —  / 


\  \ 

\  \  \ 

1  y 

t  /j 
/  *?\ 

c, 

c2 

X 

S  '*■ 

^  / 

\  ;i\ 

/  / 

\  \ 

c3 

Figura  9 


Figura  10 


27.  Christy  planea  pintar  los  dos  lados  de  una  cerca  cuya  base  es¬ 
ta  en  el  piano  xy ,  con  la  forma  x  =  30  cos3 1,  v  =  30  sen3  l.Osts  -rr/2, 
y  cuya  altura  en  (.r,  y),  es  1  +  \y,  todo  medido  en  pies.  Dibuje  la  cer¬ 
ca  y  decida  cuanta  pintura  necesitara  si  un  galon  cubre  200  pies  cua- 
drados. 


28.  Una  ardilla  que  pesa  1.2  libras  subio  a  un  arbol  cih'ndrico  si- 
guiendo  la  trayectoria  helicoidal  x  =  cos  t,  y  =  sen  t,  z  -  4f,  0  £  t  £  877 
(distancia  medida  en  pies).  ^.Cuanto  trabajo  realizo?  Use  una  inte¬ 
gral  de  lfnea.  pero  luego  piense  en  una  manera  trivial  de  responder 
esta  cuestion 

29.  Use  una  integral  de  lfnea  para  calcular  el  area  de  la  parte 
cortada  en  el  cilindro  cuadrado  vertical  |jc|  +  |y|  =  a  a  mediante  la 
esfera  x2  +  y2  +  z2  =  a2.  Compruebe  su  respuesta  hallando  una 
manera  trivial  de  resolver  este  problema 

30.  Un  alambre  de  densidad  constante  k  tiene  la  forma 
U|  +  lyl  =  a.  Determine  su  momento  de  inercia  con  respecto  al  eje 
y  y  respecto  al  eje  z- 

31.  Use  una  integral  de  lfnea  para  determinar  el  area  de  la  parte 
de  cilindro  x2  +  y2  =  ay  dentro  de  la  esfera  x2  +  y2  +  z2  =  a2  (compare 
con  el  problema  12,  seccion  13.6),  Sugerencia:  use  coordenadas  pola- 
res,  donde  ds  =  [r2  +  ( dr/dd )2]'/2  db. 

32.  Dos  cilindros  circulares  de  radio  a  se  intersecan  de  modo  que 
sus  ejes  se  cortan  en  angulo  recto.  Use  una  integral  de  lfnea  para 
calcular  el  area  de  la  parte  de  uno  cortada  por  el  otro  (compare  con 
el  problema  14,  seccion  13.6).Vease  la  figura  11. 


Figura  1 1 


26.  La  figura  10  muestra  una  grafica  de  un  campo  vectorial  F 
junto  con  tres  curvas  C],  C2  y  C3.  Determine  si  cada  integral  de 

lfnea,  j  F  •  dr,  i  =  1,2,3,  es  positiva,  negativa  o  cero,  y  justifique 


sus  respuestas. 


33.  Evalue 

(a)  J x2y  ds  usando  la  parametrizacion  jr  =  3  sen  t,  y  =  3  cos  t, 
0  v/2,  que  invierte  la  orientacion  de  C  en  el  ejemplo  1,  y 
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(b) 


xy2  dx  +  xy2  dy  mediante  la  parametrizacion  x  =  3  -  t,y  =  5 


-  r,  0  £  /  £  3,  y  observe  que  C4  tiene  la  orientacion  opuesta  a  la 
de  C3  en  el  ejemplo  6. 

Las  parametrizaciones  que  invierten  la  orientacion  no  cambian  el 


signo  de  J  f  ds,  pero  cambia  el  signo  de  los  otros  tipos  de  integrates 
de  li'nea  consideradas  en  esta  scccion. 


Respuestas  a  la  revision  de  conc  eptos:  1.  valores  crecientes 

de/  2.  S/fey,)  As,-  3.  f(x(t),y(t))V[x'(t)]2  +  ly'(/)]2 
/=  1 

4.  F'dr/dt 


14.3 

Independencia  de  la 
trayectoria 


La  herramienta  basica  para  evaluar  las  integrales  definidas  comunes  es  el  segundo  teo- 
rema  fundamental  del  calculo,  que  en  simbolos  dice 

'(*)  dx  =  f{b)  -  f(a) 


Ahora  nos  preguntamos:  ^existe  un  teorema  analogo  para  las  integrales  de  linea?  La 
respuesta  es  afirmativa. 

En  lo  sucesivo,  interpretaremos  r(/)  como  jc(f)i  +  y(t) i,  si  el  contexto  es  el  espacio 
bidimensional  y  como  x(/)i  +y(t)j  +  z(/)k  si  es  el  espacio  tridimensional.  En  correspon- 
dencia,/(r)  indicara  f(x,y)  en  el  primer  caso  y  f(x,y,  z)  en  el  segundo. 


Teorema  A 


Teorema  fundamental  para  integrales  de  linea 

Sea  C  una  curva  suave  por  partes  dada  en  forma  parametrica  como  r  =  r(/),  a  £  /  s  b, 
que  comienza  en  a  =  r (a)  y  termina  en  b  =  r (b).  Si  / es  continuamente  diferenciable 
en  un  conjunto  abierto  que  contiene  a  C.  entonces 


V/(r)-r/r  =  /(b)  -  /(a) 


Demostracion  Supongamos  primero  que  C  es  suave.  Entonces 

j'vf(r)‘dr=  ^  [V/(r(f))-r'(r)]df 

=  ^/(r(0)  dt  =  f(r(b))  -  f(r(a)) 

=  /(b)  -  /(a) 

Observe  que  primero  escribimos  la  integral  de  linea  como  una  integral  definida  ordi- 
naria  y  luego  aplicamos  la  regia  de  la  cadena,  para  finalmente  usar  el  segundo  teorema 
fundamental  del  calculo. 

Si  C  no  es  suave,  sino  solo  suave  por  partes,  simplemente  aplicamos  el  resultado 
anterior  a  cada  parte.  Dejaremos  los  detalles  al  lector.  ■ 


EJEMPLO  I  Recuerde  del  ejemplo  4  de  la  seccion  14.1  que 


f(x,y,z)  =  /( r) 


rll  Vx2  +  y2  +  z2 
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D 

Un  conjunto  conexo 


D  D 

Un  coniunto  disconexo 
Figura  1 


(xi..v), - (x,  y) 


(a) 

. _  (x.y) 


(b) 

Figura  2 


es  una  funcion  potencial  para  el  campo  de  la  ley  del  cuadrado  inverso  F(r)  =  — cr/||r j|3. 
Calcule  J F(r)  •  dr ,  donde  C  es  cualquier  curva  simple  suave  por  partes  de  (0,  3,  0)  a 
(4, 3, 0)  que  no  pasa  por  el  origen. 


SOLUCION  Como  F(r)  =  V/(r), 


F(r) -dr=  I  V/(r)  •  dr  =  /( 4,  3,  0)  -  /( 0,  3,  0) 


Vl6  +  9  V9  15 

Ahora  compare  el  ejemplo  1  con  el  ejemplo  4  de  la  seccion  anterior.  Ahi  calcula- 
mos  la  misma  integral,  pero  para  una  curva  especffica  C.  el  segmento  de  recta  de  (0, 3, 
0)  a  (4,  3,  0).  De  manera  sorprendente,  siempre  obtendremos  la  misma  respuesta,  sin 
importar  la  curva  que  tomemos  de  (0,  3, 0)  a  (4, 3, 0).  Decimos  que  la  integral  de  li'nea 
dada  es  independiente  de  la  trayectoria. 

Criterios  para  ia  independencia  de  la  trayectoria  Decimos  que  un 
conjunto  D  es  conexo  si  cualesquiera  dos  puntos  en  D  pueden  unirse  mediante  una 
curva  suave  por  partes  totalmente  contenida  en  D  (figura  1).  Entonces  decimos  que 

yY(r)  •  dr  es  independiente  de  la  trayectoria  en  D  si  para  cualesquiera  dos  puntos  A 

y  B  en  D,  la  integral  de  lfnea  tiene  el  mismo  valor  para  cualquier  trayectoria  C  en  D 
orientada  positivamente  de  A  a  B. 

Una  consecuencia  del  teorema  A  es  que  si  F  es  el  gradiente  de  otra  funcion  /, 
entonces  j F(r)  -  dr  es  independiente  de  la  trayectoria.  El  reciproco  tambien  es  cierto. 


lunffamitt ili Teorema  de  la  independencia  de  la  trayectoria 

Sea  F(r)  continua  en  un  conjunto  abierto  y  conexo  D.  Entonces  la  integral  de  linea 
j F(r)  'dr  es  independiente  de  la  trayectoria  si  y  solo  si  F(r)  =  V/(r)  para  alguna 
funcion  escalar  /es  decir,  si  y  solo  si  F  es  un  campo  vectorial  conservative  en  D. 


Demostracion  El  teorema  A  se  encarga  de  la  parte  “si”.  Suponga  entonces  que 

j F(r)  •  dr  es  independiente  de  la  trayectoria  en  D.  Nuestra  tarea  consiste  en  cons- 

truir  una  funcion  /que  satisfaga  V/=  F;  es  decir,  debemos  hallar  una  funcion  potencial 
para  el  campo  vectorial  F.  Por  simplicidad,  nos  restringiremos  al  caso  bidimensional, 
donde  D  es  un  conjunto  piano  y  F(r)  =  M(x,  y)i  +  N(x,  y)j. 

Sea  (x(),  y0)  un  punto  fijo  de  D  y  sea  (x,  y)  cualquier  otro  punto  de  D.  Elegimos  un 
tercer  punto  (xq  ,y)  en  D  y  ligeramente  a  la  izquierda  de  (x,  y)  y  lo  unimos  con  (x,  y) 
mediante  un  segmento  horizontal  en  D.  Luego  unimos  (x0,  y„)  con  (x,  ,y)  mediante  una 
curva  en  D.  (Todo  esto  es  posible  debido  a  que  D  es  abierto  y  conexo,  vease  la  figu¬ 
ra  2a).  Por  ultimo,  sea  C  la  trayectoria  de  (x(),  y(1)  a  (x,  y )  compuesta  por  dos  partes,  y 
definimos/  como 


f(x,y)  =  ^F(r)  •  dr 


r(x  i-.v)  r(x.y) 

/  F(r)  •  dr  +  /  F(r)  •  dr 

H* u-yn)  J(xt.y) 


La  independencia  de  la  trayectoria  nos  garantiza  que  obtenemos  un  unico  valor. 
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La  primera  integral  de  la  derecha  en  ia  ecuacion  anterior  no  depende  de  x;  la  se- 
gunda,  con  y  fijo,  se  puede  escribir  como  una  integral  definida  ordinaria  usando,  por 
ejemplo,  t  como  parametro.  Esto  implica  que 

La  ultima  igualdad  es  consecuencia  del  Primer  Teorema  Fundamental  del  Calculo 
(teorema  4.4A). 

Un  argumento  similar,  usando  la  figura  2b,  muestra  que  df/dy  =  N(x,  y).  Conclui- 
mos  que  V/=  M(x,  y)i  +  N(x,  y)j  =  F,  como  se  deseaba.  ■ 

Los  resultados  de  esta  section  culminan  en  el  teorema  siguiente,  que  saca  una  re¬ 
lation  entre  las  ideas  de  un  campo  vectorial  conservative,  independencia  de  trayectoria 
de  una  integral  de  linea  y  que  la  integral  de  linea  sobre  todas  las  trayectorias  cerradas 
es  cero. 


Teorema  C 


Condiciones  equivalentes  para  integrales  de  linea 

Sea  F(r)  continua  en  un  conjunto  conexo  y  abierto  D.  Entonces  las  condiciones  si- 
guientes  son  equivalentes: 

(1)  F  =  V/  para  alguna  funcion  /.  (F  es  conservative  sobre  D). 


(2) 

(3) 


L 


F(r)  •  dr  es  independiente  de  la  trayectoria  en  D. 


F(r)  •  dr  =  0  para  toda  trayectoria  cerrada  D. 


B  B 


Demostracion  El  teorema  B  afirma  que  ( 1 )  y  (2)  son  equivalentes.  Entonces  debe- 


mos  mostrar  que  (2)  y  (3)  son  equivalentes.  Suponga  que 


•  dr  es  de  trayectoria 


independiente.  Entonces  debemos  mostrar  que 


•  dr  =  0  para  toda  trayectoria 


cerrada  en  D.  Sea  C  una  trayectoria  cerrada  en  D  y  sean  A  y  B  puntos  distintos  en  C, 
como  se  muestra  en  la  primera  parte  de  la  figura  3.  Suponga  que  C  se  compone  de  dos 
curvas,  Cj,  que  va  de  A  a  B,  y  C2  que  va  de  B  a  A.  Sea  -C2  la  curva  C2  con  orientation 
opuesta,  como  se  muestra  en  la  segunda  parte  de  la  figura  3.  Como  C\  y  —  C2  tienen  los 
mismos  puntos  inicial  y  final,  a  saber  A  y  B,  la  independencia  de  trayectorias  implica  que 


F(r)  •  dr 


•dr  =  0 


Esto  muestra  que  (2)  implica  (3).  El  argumento  que  (3)  implica  (2),  en  esencia  es  el  re- 
ciproco  del  dado  anteriormente.  Dejamos  los  detalles  al  lector  (el  problema  31).  ■ 


La  condition  3  del  teorema  C  tiene  una  interesante  interpretation  ffsica.  El  traba- 
jo  realizado  por  un  campo  de  fuerzas  conservative  al  mover  una  particula  en  torno  de 
una  trayectoria  cerrada  es  cero.  En  particular,  esto  es  cierto  para  los  campos  gravitacio- 
nales  y  los  campos  electricos,  pues  son  conservatives. 

Aunque  cada  una  de  las  condiciones  2  y  3  implican  que  F  es  el  gradiente  de  una 
funcion  escalar/  no  son  particularmente  utiles  en  esta  relation.  Un  criterio  mas  util  es¬ 
ta  dado  en  el  siguiente  teorema.  Sin  embargo,  necesitamos  imponer  una  condition  adi- 
cional  en  D,  la  de  ser  simplemente  conexo.  En  el  espacio  bidimensional  esto  significa 
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que  D  no  tiene  “agujeros”  y  en  el  espacio  tridimensional  no  tiene  “tuneles”  en  todo  D. 
(Para  la  definicion  tecnica,  consulte  cualquier  libro  de  calculo  avanzado). 


Teorema  D 


Sea  F  =  Mi  +  Nj  +  Pk,  donde  M,N  y  P  son  continuas  junto  con  sus  derivadas  par- 
ciales  de  primer  orden  en  un  conjunto  abierto  y  conexo  D ,  que  ademas  es  simple- 
mente  conexo.  Entonces  F  es  conservativo  (F  =  V/)  si  y  solo  si  rot  F  =  0;  es  decir,  si 
y  solo  si 

8M_  _  dN_  dM  _  dE  dN  _  dP 

dy  dx'  dz  dx’  dz  dy 

En  particular,  en  el  caso  de  dos  variables,  donde  F  =  Mi  +  Nj  es  conservativo  si  y 
solo  si 


La  parte  “solo  si”  es  facil  de  demostrar  (problema  21).  La  parte  “si"  es  consecuen- 
cia  del  Teorema  de  Green  (teorema  14.4 A)  en  el  caso  de  dos  variables  y  del  Teorema 
de  Stokes  en  el  caso  de  tres  variables  (vease  el  ejemplo  4  de  la  seccion  14.7).  El  proble¬ 
ma  29  muestra  la  necesidad  de  que  el  conjunto  sea  simplemente  conexo. 

Recuperation  de  una  funcion  a  partir  de  su  gradiente  Supongaque 
se  da  un  campo  vectorial  F  que  satisface  las  condiciones  del  teorema  D.  Entonces  sabe- 
mos  que  existe  una  funcion /tal  que  V/=  F.  ^Pero  como  determinamos/?  Ilustraremos 
la  respuesta  primero  para  un  campo  vectorial  bidimensional. 

B  EJEMPLO  2  ]  Determine  si  F  =  ( 4x3  4-  9x2y2)i  +  (6.ry  +  6y5)j  es  conservativo  y,  en 
tal  caso,  determine  la  funcion  / de  la  cual  es  el  gradiente. 

SOLUCION  M(x,  y)  =  4x3  +  9x2y2  y  N(.x,  y)  =  6x3y  +  6y5.  En  este  caso  bidimensional, 
las  condiciones  del  teorema  D  se  reducen  a  mostrar  que 


Ahora 


- =  18x2y, 

dy 


=  18 x2y 


de  modo  que  se  satisface  la  condicion  y/debe  existir. 

Para  determinar  /,  primero  observamos  que 

df  df 

V/  =  —  i  +  —  i  =  Mi  +  Ni 

dx  dy J  J 


(1)  —  =  4x3  +  9x2y2,  —  =  6x3y  +  6y5 

dx  dy 

Si  integramos  la  ecuacion  de  la  izquierda  respecto  a  x,  obtenemos 

(2)  f(x,y)  =  x4  +  3x3y2  +  Q(y) 

donde  la  “constante”  de  integracion  puede  depender  de  y.  Pero  la  parcial  res¬ 
pecto  a  y  de  la  expresion  en  (2)  debe  ser  igual  a  6x3y  +  6y5;  asl, 


—  =  6x3y  +  Cj(y)  =  6x3y  +  6y5 
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Concluimos  que  Cj(y)  =  6 y5.  Otra  integration  da  como  resultado 

Ci{y)  =  y6  +  c 

donde  C  es  una  constante  (independiente  de  x  y  y).  A1  sustituir  este  resultado  en  ( 1 ) 
tenemos 

/( x,  y)  =  x4  +  3 x3y2  +  y6  +  C  ■ 


Notation  para  integrates  de  linea 
que  son  independientes  de  la 
trayectoria 

Si  una  integral  de  linea 


Ip,x 


y)  dx  +  Q(x,  y)  dy 


es  independiente  de  la  trayectoria, 
entonces  con  frecuencia  la  escribire- 
mos  como 

r((\d) 

/  P(x,y)  dx  +  Q(x,y)  dy 
J(a.b) 

indicando  solo  el  punto  inicial  (a,  b) 
y  el  punto  final  (c,  d)  para  la  trayec¬ 
toria  C. 

De  forma  analoga,  escribiremos 


f(c,  d)  -  f(a,  b) 


A  continuation  usamos  el  resultado  del  ejemplo  2  para  calcular  una  integral  de  linea. 

jflf  EJEMPLO  3  |  Sea  F(r)  =  F(x,  y)  =  (4x3  +  9x2yr)\  +  (6 x3y  +  6ys)j.  Calcule 
J F(r)  -  dr  —  J  (4jt3  +  9 x2y2)  dx  +  (6x  y  +  6 y5)  dy,  donde  C  es  cualquier  trayecto¬ 
ria  de  (0, 0)  a  (1,2). 


SOLUCION  El  ejemplo  1  muestra  que  F  =  V/  donde 

f{x,  y)  =  x4  +  3xY  +  y6  +  C 

y  as!  la  integral  de  linea  dada  es  independiente  de  la  trayectoria.  De  hecho,  por  el  teo- 
rema  A 

r  r(U2) 

/  F(r)  -  dr  =  /  (4x3  +  9x2y2)  dx  +  (6x3y  +  6 y5)  dy 

Jc  J( 0,  0) 

=  [jc4  +  3x3y2  +  y6  +  C  ](q'q)  =  1  +  12  +  64  =  77  ■ 

ggjEMPLOTl  Demuestre  que  F  =  (ex  cos  y  +  yz) i  +  (xz  -  ex  sen  y)j  +  xy  k  es 
conservativo,  y  determine  /  tal  que  F  =  V/. 


SOLUCION 


y  entonces 


M  =  ex  cos  y  +  yz,  TV  =  xz  -  ev  sen  y,  P  =  xy 


dN  dM  dP  dN  r)P 


=  -ex  sen  y  +  z  =  — ,  —  =  y  =  — . 


dy  dx  dz 

que  son  las  condiciones  del  teorema  D.  Ahora, 


dx  dz 


ex  cos  y  +  yz 


=  xz  —  e  sen  y 


Cuando  obtenemos  las  antiderivadas,  la  primera  de  estas  respecto  a  x,  obtenemos 
(4)  f(x,  y,  z)  =  ex  cos  y  +  xyz  +  C,(y.  z) 

Ahora  derivamos  (4)  con  respecto  aye  igualamos  el  resultado  con  la  segunda  expre- 
sion  en  (3). 

DC, 

—ex  sen  v  +  xz  H - =  xz  —  e  sen  y 

dy 


dC\{y,  z) 


o 
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A1  obtener  la  antiderivada  de  la  ultima,  respecto  a  y,  tenemos 

C\(y,z)  =  C2(z) 

que  a  su  vez  sustituimos  en  (4). 

(5)  f(x,  y,  z)  =  ex  cos  y  +  xyz  +  C2(z) 

A1  derivar  (5)  respecto  a  z  e  igualar  el  resultado  con  la  tercera  expresion  en  (3),  ob- 
tenemos 

df 

—  =  xy  +  C'2(z )  =  xy 
oZ 

0  C'i (z)  =  0  y  C2(z)  =  C.  Concluimos  que 

/(x,  y,  z)  =  ex  cos  y  +  xyz  +  C  * 

Conservacion  de  la  energia  Daremos  una  aplicacion  a  la  flsica  y  al  mismo 
tiempo  damos  una  razon  para  el  nombre  campo  de  fuerzas  conservative).  Estableceremos 
la  Ley  de  Conservacion  de  la  Energia,  la  cual  establece  que  la  suma  de  la  energia  cineti- 
ca  y  la  energia  potencial  de  un  objeto  debidas  a  una  fuerza  conservativa  es  constante. 
Suponga  que  un  objeto  de  masa  m  se  mueve  a  lo  largo  de  una  curva  suave  C  dada  por 

r  =  r(f)  =  x(t) i  +  y(f)j  +  z(0k'  a  —  1  =£  b 

bajo  la  influencia  de  una  fuerza  conservativa  F(r)  =  V/(r).  La  fisica  nos  ensena  tres  he- 
chos  acerca  del  objeto  en  el  instante  t. 

1.  F(r(/))  =  ma(()  =  mr"(t)  (Segunda  Ley  de  Newton). 

2.  EC  =  i/n||r'(r)||2  (EC  =  energia  cinetica). 

3.  EP  =  — /( r)  (EP  =  energia  potencial). 


|(EC  +  EP)-|  |m||r'(»)ll2  -  fW 

=  =4|r'W-r'(01  A—**1- 

2  dt'  w  WJ  L>5x  dt  f)y  dt 
=  mr"(t)  ■  r'(t)  -  V/(r)-r '(t) 

=  [mr"(0  -  V/(r)]-r'(0 
=  [F(r)  -  F(r)]-r'(f)  =  0 

Concluimos  que  EC  +  EP  es  constante. 


Revision  de  conceptos 

1.  Sea  C  dada  por  r  =  r (?),  a  st  <b  y  sea  a  =  r (a)  y  b  =  r (b). 
Entonces,  por  el  teorema  fundamental  para  integrales  de  linea, 

/  V/(r)  •  dr  =  _ . 


F(r)  •  dr  es  independiente  de  la  trayectoria  si  y  solo  si  F  es 


un  campo  vectorial . 
funcion  esealar  /. 


.  es  decir,  si  y  solo  si  F(r)  =  _ 


_  para  aiguna 


3.  Si  rot  F  = _ en  un  conjunto  abierto,  conexo  y  simplemen- 

te  conexo  D,  entonces  F  =  V/  para  cicrla  funcion  /definida  en  D. 
Reciprocamente,  rot  (V/)= _ ■ 

4.  Sea  F  =  f(x)i  +  g(y)j  un  campo  vectorial  bidimensional.  Si 

df/dy  =  dg/dx.  concluimos  que _ . 


Conjunto  de  probleinas  14.3 

En  los  problemas  del  1  al  12  determine  si  el  campo  dado  F  es  conser¬ 
vative.  En  tal  caso,  halle  f  tal  que  F  =  V/;  en  caso  contrario,  indique 
que  F  no  es  conservative.  Veanse  los  ejemplos  2  y  4. 

1.  F(x,  y)  =  (lOx  —  7y)i  -  (lx  -  2y)j 


2.  F(x,  y)  =  (12x2  +  3y2  +  5y)i  +  (bxy  -  3y2  +  5x)j 

3.  F (x,y)  =  (45x4y2  -  6y6  +  3)i  +  (18x5y  -  12xy5  +  7)j 
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4.  F(x,  y)  =  (35x4  -  3 x2y4  +  y9)i  -  ( 4x3y 3  -  9xy8)j 

6.  F(x,  y)  =  4 y2  cos(xy2)i  +  8x  cos(xy2)j 

7.  F(x,  y)  =  (2ey  -  yex) i  +  (2xey  -  ex)j 

8.  F(x,  y)  =  - e  x  In  y  i  +  exy\  j 

9.  F(x,  y,  z)  =  3x2i  +  6y2j  +  9z2k 

10.  F(x,  y,  z)  =  (2xy  +  z2)i  +  x2j  +  (2 xz  +  tt  cos  7rz)k 

.  -2x  .  -2 z  , 

11.  F(x,  y,  z)  =  2  ^  2  i  +  2  ,  2  k 

x/  +  z  x  +  z 

12.  F(x,  y,  z)  =  (1  +  2yz2)j  +  (1  +  2y2z)k 


23.  Siga  las  indicaciones  del  problema  22  para  F(x,  y,  z)  dirigido 
alejandose  del  origen,  con  magnitud  proporcional  a  la  distancia  al 
origen. 

24.  Generalice  los  problemas  22  y  23  mostrando  que  si 

F(x,  y,  z)  =  [g(x2  +  y2  +  z2)](xi  +  yj  +  zk) 

donde  g  es  una  funcion  continua  de  una  variable,  entonces  F  es  con¬ 
servative.  Sugerencia:  demuestre  que  F  =  V/,  donde  f(x,  y,  z)  = 
\h(x2  +  y2  +  z2)  y  h(u)  =  / g(u)  du. 

25.  Suponga  que  un  objeto  de  masa  m  se  mueve  a  lo  largo  de  una 
curva  suave  C  descrita  por 

r  =  r(f)  =  x(f)i  +  y ( r ) j  +  z(f)k,  a  ss  t  s  b 


En  los  problemas  del  13  al  20  demuestre  que  la  integral  de  llnea  dada 
es  independiente  de  la  trayectoria  ( use  el  teorema  C )  y  luego  evalue  la 
integral  ( ya  sea  usando  una  trayectoria  conveniente  o,  si  lo  prefiere, 
hallando  una  funcion  potencial  f  y  aplicando  el  teorema  A). 


I  (y2  +  2 xy)  dx  +  (x2  +  2xy)  dy 
(-1.2) 

r(  W2) 

14.  /  ex  sen  y  dx  +  ex  cos  y  dy 

J{  0,0) 

fW)  x3  y3 

/  /  4  4\2  ,  4  4^2  dy 

J (2,i)  (x*  +  /)  (x4  +  y4)2 

“■  /!,,’("■(?) dx + ('■?) dy 

r(  M.l) 

17.  /  (6xy3  +  2z2)  dx  +  9x2y2  dy  +  (4xz  +  1)  dz 

0.0,0) 

Sugerencia:  intente  con  la  trayectoria  que  consta  de  segmentos  de 
recta  de  (0, 0, 0)  a  (1,0, 0)  a  (1,1,0)  a  (1,1,1). 


y  -  --  )  dx  +  x  -  —  )dy 


l(  0,1,0) 
/•(-l.O.’r) 


( yz  +  1 )  dx  +  (xz  +  1)  dy  +  (xy  +  1)  dz 


(y  +  z)  dx  +  (x  +  z)  dy  +  (x  +  y)  dz 


sujeto  solamente  a  la  fuerza  continua  F.  Demuestre  que  el  trabajo 
realizado  es  igual  al  cambio  en  la  energt'a  cinetica  del  objeto;  es  decir, 
demuestre  que 

jF-dr  =  ™[\\r'(b)\\2  -  ||r'(a)||2] 

Sugerencia:  F(r(t))  =  mr"(t). 

26.  Matt  movio  un  objeto  pesado  sobre  el  suelo,  de  A  a  B.  El  ob¬ 
jeto  estaba  en  reposo  al  principio  y  al  final.  ^Implica  el  problema  25 
que  Matt  no  realizo  trabajo?  Explique. 

27.  Por  lo  general,  consideramos  que  la  fuerza  gravitacional  de  la 
Tierra  sobre  un  objeto  de  masa  m  esta  dada  por  F  =  -gmk,  pero.  por 
supuesto,  esto  solo  es  valido  en  regiones  cercanas  a  la  superficie  de  la 
Tierra.  Determine  la  funcion  potencial  / para  F  y  utilicela  para  mos- 
trar  que  el  trabajo  realizado  por  F  al  mover  un  objeto  de  (xj,yi,  Z|)  a 
un  punto  cercano  (xy  yz,  Z2)  es  mg(z\  -  Zz ). 

El  28.  La  distancia  de  la  Tierra  (masa  m)  al  Sol  (masa  M)  varia  des- 
de  un  maximo  (afelio)  de  152.1  millones  de  kilometres  hasta  un  mini- 
mo  (perihelio)  de  147.1  millones  de  kilometres.  Suponga  que  es 
valida  la  Ley  del  Cuadrado  Inverso  de  Newton, F  =  -GA/mr/||r||3,  con 
G  =  6.67  X  1CT11  newton-metro2/kilogramo2,  M  -  1.99  X  103°  kilo- 
gramos  ym  =  5.97  X  I024  kilogramos.  ^Cuanto  trabajo  realiza  F  para 
mover  la  Tierra  en  cada  caso? 

(a)  Del  afelio  al  perihelio 

(b)  En  toda  una  orbita 


21.  Suponga  que  V/(x,  y,  z)  =  M(x,  y,  z)i  +  N(x,  y,  z)j  +  P(x,  y,  z)k. 
donde  M,  IV  y  Ptienen  derivadas  parciales  de  primer  orden  continuas 
en  un  conjunto  abierto  D.  Demuestre  que 


dM_  _  BN_  dN  dP 

r)y  Dx  ’  Dz  Dx'  Dz  Dy 


en  D.  Sugerencia:  use  el  teorema  12.3C  con/. 

22.  Para  cada  (x,  y,  z),  sea  F(x,  y,  z)  un  vector  que  apunta  hacia  el 
origen,  con  magnitud  inversamente  proporcional  a  la  distancia  al  ori¬ 
gen;  es  decir,  sea 


F(x,  y,  z) 


—k(x  i  +  yi  +  zk) 
x2  +  y2  +  z2 


29.  Este  problema  muestra  la  necesidad  de  que  el  conjunto 
sea  simplemente  conexo  en  la  parte  “si”  del  teorema  C.  Sea 
F  =  (yi  —  xj)/(x2  +  y2)  en  el  conjunto  D  =  {(x,  y):x2  +  y2  ^  0}. 
Demuestre  lo  siguiente: 

(a)  La  condicion  DM/Dy  =  DN/dx  se  cumple  en  D. 

(b)  F  no  es  conservativo  en  D. 

Sugerencia:  para  establecer  la  parte  (b),  demuestre  que 
J F  •  dr  =  —27 t  donde  C  es  la  circunferencia  con  ecuaciones  para- 
metricas  x  =  cos  t,y  =  sen  t,0£t£  2tt. 

30.  Sea/(x,y)  =  tanH  (y/x).  Demuestre  que  Vf=  (yi  —  xj)/(x2  +  y2), 
que  es  la  funcion  vectorial  del  problema  29.  (.Por  que  la  sugerencia  de 
dicho  problema  no  viola  el  teorema  A? 

31.  Demuestre  que  en  el  teorema  C,  la  condicion  (3)  implica  la 
condicion  (2). 


Muestre  que  F  es  conservativo,  hallando  una  funcion  potencial  para 
F.  Sugerencia:  si  esto  le  parece  diffcil,  vease  el  problema  24. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  /(b)  -  /(a) 

2.  gradiente  o  conservativo;  V/(r)  3.  0;0  4.  F  es  conservativo 
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14.4 

Teorema  de  Green  en  el 

piano 


(b) 


Figura  1 


Un  resultado  prometido 

Suponga  que  dN/dx  =  dM/dy.  En- 
tonces  el  teorema  de  Green  nos  dice 
que 

<j>  M  dx  +  N  dy  =  0 

A  su  vez,  esto  itnplica  que  el  campo 
F  =  Mi  +  N\  es  conservative.  Esto 
es  parte  de  lo  que  afirmamos  en  el 
teorema  14.3D  para  el  caso  de  dos 
variables. 


Comenzaremos  con  otro  vistazo  al  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo, 

b 

f'{x)  dx  =  f(b)  -  f(a) 

Este  dice  que  la  integral  de  una  funcion  sobre  un  conjunto  S  =  [a,  b ]  es  igual  a  una  fun- 
cion  relacionada  con  la  anterior  (la  antiderivada)  evaluada  de  cierta  manera  en  la  fronte- 
ra  de  S,  que  en  este  caso  consta  solamente  de  los  dos  puntos  a  y  b.  En  el  resto  del  capftulo 
daremos  tres  generalizaciones  de  este  resultado:  los  teoremas  de  Green,  Gauss  y  Stokes. 
Estas  son  generalizaciones  del  Segundo  Teorema  Fundamental  del  Calculo,  en  el  sentido 
que  alguna  integral  (doble  o  triple,  o  integral  de  superficie,  definida  en  la  seccion  si- 
guiente)  se  expresa  como  alguna  cantidad  evaluada  en  la  frontera  de  la  region  de  inte¬ 
gration.  Estos  teoremas  tienen  aplicaciones  en  fisica  — particularmente  en  el  estudio 
del  calor — ,  la  electricidad,  el  magnetismo  y  el  flujo  de  fluidos.  El  primero  de  estos  teo¬ 
remas  se  debe  a  George  Green  (1793—1841),  fisico  matematico  autodidacto  ingles. 

Supongamos  que  C  es  una  curva  simple  cerrada  (seccion  10.4)  que  forma  la  fron¬ 
tera  de  una  region  S  en  el  piano  xy.  Consideremos  a  C  orientada  de  modo  que  al  reco- 
rrerla  en  su  direction  positiva,  S  siempre  queda  a  la  izquierda  (la  orientation  en 
sentido  contrario  al  de  las  manecillas  del  reloj).  La  integral  de  lrnea  correspondiente  de 
F(jc,  y)  =  M(x,  y)i  +  N(x,  y)j  en  torno  de  C  se  denota 

M  dx  +  N  dy 


Teorema  A 


Teorema  de  Green 


Sea  C  una  curva  simple  cerrada,  suave  por  partes,  que  forma  la  frontera  de  una  re¬ 
gion  S  en  el  piano  xy.  Si  M( x,  y)  y  N(x,  y)  son  continuas  y  tienen  derivadas  parciales 
continuas  en  S  y  en  su  frontera  C,  entonces 

/(f "  fr) dA '  dx  +  N  dy 


Demostracion  Demostraremos  el  teorema  para  el  caso  en  que  S  es  un  conjunto 
x-simple  y  y-simple  y  luego  analizaremos  su  extension  al  caso  general. 

Como  S  es  y-simple,  tiene  la  forma  de  la  figura  1;  es  decir, 

5  =  {(*,  y):  g(x)  <  y  s  f(x),  a  ^  x  <  b} 


Su  frontera  C  consta  de  cuatro  arcos  Q,  C2,  C3  y  C4  (aunque  C2  o  C4  podrfan  ser  dege- 
nerados)  y 


£' 


M  dx 


M  dx 


M  dx  + 

Jc2 


I  M  dx  + 

Jc 3 


M  dx 

JCt 


Las  integrales  sobre  C2  y  C4  se  anulan,  pues  en  estas  curvas  x  es  constante,  de  modo 
que  dx  =  0.  Asi, 


Xp  M  dx  = 

Jc  Ja 


M  dx  =  /  M(x,g(x))dx  + 


f(x))  dx 


f 

J  a 


~  I  [ M(x,f(x ))  -  M(x,g(x))]dx 

l 

rh  rf(*)dM(x,y) 


■  -a 

■-if 


sw  dy 


dy  dx 
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Figura  2 


De  manera  analoga,  considerando  a  S  como  un  conjunto  x-simple,  obtenemos 

Ndy~  ir^dA 

s 

aunque  las  curvas  Cj,  C2 ,  C3  o  C4  deben  redefinirse  como  en  la  figura  lb.  Concluimos 
que  el  teorema  de  Green  es  valido  en  un  conjunto  que  sea  x-simple  y  y-simple. 

El  resultado  se  extiende  con  facilidad  a  una  region  S  que  se  descompone  en  una 
union  de  regiones  S\,  S 2,...,  Sh  que  sean  x-simple  y  y-simple  (figura  2).  Simplemente 
aplicamos  el  teorema  en  la  forma  que  hemos  demostrado  a  cada  uno  de  estos  conjun- 
tos  y  luego  sumamos  los  resultados.  Observe  que  las  contribuciones  de  las  integrales  de 
lmea  se  cancelan  en  las  fronteras  compartidas  por  las  regiones  adyacentes,  pues  estas 
fronteras  se  recorren  dos  veces,  pero  en  direcciones  opuestas.  ■ 


Figura  3 


Figura  4 


El  teorema  de  Green  incluso  es  valido  en  una  region  S  con  uno  o  mas  agujeros  (fi¬ 
gura  3),  siempre  que  cada  parte  de  su  frontera  quede  orientada  de  modo  que  S  este 
siempre  a  la  izquierda  al  recorrer  la  curva  en  su  direction  positiva.  Simplemente  la  des- 
componemos  en  regiones  comunes,  como  se  muestra  en  la  figura  4. 

Ejemplos  y  aplicaciones  A  veces,  el  teorema  de  Green  proporciona  la  forma 
mas  sencilla  de  evaluar  una  integral  de  lmea. 


H  ejemplo  1  ]  Sea  C  la  frontera  del  triangulo  con  vertices  (0, 0),  (1 , 2)  y  (0, 2)  (fi¬ 
gura  5).  Calcule 

rfd.ry  dx  +  2 y  dy 


(a)  por  el  metodo  directo  y  (b)  por  el  teorema  de  Green. 


SOLUCION 

(a)  En  Ci,  y  =  2,r  y  dy  =  2  dx,  de  modo  que 


/  4x2y  dx  +  2 y  dy  = 

Jct 


1 

8x3  dx  +  8x  dx  —  [2x4  +  4x2]p  =  6 


Figura  5 
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Hf  EJEMPLO  2  Demuestre  que  si  una  region  S  en  el  piano  tiene  frontera  C,  donde 
C  es  una  curva  simple  cerrada  suave  por  partes,  entonces  el  area  de  S  esta  dada  por 


A(S)  =  —  J)  (—  y  dx  +  x  dy) 

SOLUCION  Sean  M(x,  y)  =  —yj 2  y  N(x,  y)  =  x/2,  aplicamos  el  teorema  de  Green. 


iH 


"2  dX  +  l>  dy)  = 


l  +  l)dA  =  A{S) 


Hf  EJEMPLO  3  j  Use  el  resultado  del  ejemplo  2  para  determinar  el  area  encerrada 
x 2  y 2 

por  la  elipse  —  H — z  =  1 . 
a2  b2 

SOLUCION  La  elipse  dada  tiene  las  ecuaciones  parametricas 
x  =  a  cos  t,  y  =  b  sen  t,  0  s  (  <  2ir 

A  si, 

>1(5)  =  | j>(~ydx  +  xdy) 

1  f2v 

=  -  /  (~(b  sen  t)(—a  sen  t  dt)  +  {a  cos  t)(b  cos  t  dt)) 

2  J o 

1  f2n 

=  -  /  ab(senz  t  +  cos 2 1)  dt 

2  Jo 

1  fl7r 

=  — ah  /  dt  =  7 rab  m 

2  Jo 

HpJEMPLO  4  ]  Use  el  teorema  de  Green  para  evaluar  la  integral  de  linea 


+  2 y)  dx  +  (4jc  —  3 y2)  dy 


x2  y2 

donde  C  es  la  elipse  ^  H — 7  =  1. 

a -  6“ 


SOLUCION  Sean  M(x,  y)  =  x3  +  2y  y  N(x,  y)  =  4x  -  3 y2  de  modo  que  dM/dy  =  2  y 
dN/dx  =  4.  Por  el  teorema  de  Green  y  el  ejemplo  3, 


(x3  +  2 y)  dx  +  (4.v  —  3yz)  dy  =  //  (4  —  2)  dA  =  2A(S)  =  2tt ab  ■ 


Formas  vectoriales  del  teorema  de  Green  Nuestro  siguiente  objetivo  es 
restablecer  el  teorema  de  Green  para  el  piano  en  su  forma  vectorial  y  de  dos  maneras 
distintas.  Estas  formas  seran  las  que  generalicemos  despues  como  dos  importantes  teo- 
remas  en  el  espacio  tridimensional. 

Supongamos  que  C  es  una  curva  simple  cerrada  suave  en  el  piano  xy,  con  una 
orientacion  en  sentido  contrario  al  de  las  manecillas  del  reloj,  por  medio  de  su  parame- 
trizacion  por  longitud  de  arco  x  =  x(.v)  y  y  =  y(s).  Entonces 


es  un  vector  tangente  unitario  y 


dx  dy 
T  =  —  id — —  : 
ds  ds 


dy  .  dx  . 
ds  ds 
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es  un  vector  normal  unitario  que  apunta  hacia  fuera  de  la  region  S  acotada  por  C 
(figura  6).  (Observe  que  T  •  n  =  0).  Si  F(jc,  y)  =  M(x,  y)i  +  N(x,  y) j  es  un  campo  vecto¬ 
rial,  entonces 


/■ 


/  S  / 

/  / 


Figura  6 


xj)F'nds  =  ^  (Mi  +  Nj) 

-k 


dy  dx  \  f 

i - —  j  )  ds  =  ®  (-N  dx  +  M  dy) 

US  US  J  Jq 


dM  dN\  ,  A 

—  + -  dA 

dx  dy 


La  ultima  igualdad  es  consecuencia  del  teorema  de  Green.  Por  otro  lado. 


„  _ _ dM  dN 

div  F  =  V  •  F  = - 1 - 

dx  dy 


Concluimos  que 


n 


\ 


Figura  7 


resultado  que  a  veces  se  conoce  como  el  teorema  de  la  divergencia  de  Gauss  en  el  piano. 

Daremos  una  interpretation  fisica  a  esta  ultima  formula  y  con  ello  entenderemos 
el  origen  del  termino  divergencia.  Imagine  una  capa  uniforme  de  un  fluido  de  densidad 
constante  que  se  mueve  a  traves  del  piano  xy,  con  una  capa  tan  delgada  que  podamos 
considerarla  bidimensional.  Queremos  calcular  la  razon  con  la  que  el  fluido  contenido 
en  una  region  S  cruza  la  curva  frontera  C  (figura  7). 

Sea  F(x,  y)  =  v(jc,  y)  el  vector  velocidad  del  fluido  en  ( x ,  y)  y  sea  Ds  la  longitud  de 
un  pequefio  segmento  de  la  curva,  con  punto  inicial  ( x ,  y).  La  cantidad  de  fluido  que 
cruza  este  segmento  por  unidad  de  tiempo  es  aproximadamente  el  area  del  paralelo- 
gramo  de  la  figura  7,  es  decir,  v  •  n  As.  La  cantidad  (neta)  de  fluido  que  sale  de  S  por  uni¬ 
dad  de  tiempo,  Uamado  el  flujo  del  campo  vectorial  F  a  traves  de  la  curva  C  en  la 
direction  hacia  fuera  entonces  es 


flujo  de  F  a  traves  de  C 


£ 


F*  n  ds 


Ahora  consideremos  un  punto  fijo  ( x o,  y o)  en  S  y  un  pequefio  circulo  Cr  de  radio  r 
con  centra  en  el.  En  Sr,  la  region  circular  con  frontera  Cn  div  F  sera  aproximadamente 
igual  a  su  valor  div  F(xo  y0)  en  el  centro  (estamos  suponiendo  que  div  F  es  continua); 
entonces,  por  el  teorema  de  Green, 


flujo  de  F  a  traves  de  Cr 


div  F(x0,y0)(7r/'2) 


Concluimos  que  div  F(.Vo,  y0 )  rnide  la  razon  con  la  que  el  fluido  “diverge  hacia  fuera” 
de  (*o  >'())■  Si  div  F(x0,  y0)  ^  0,  existe  una  fnente  de  fluido  en  (jcq,  yo)i  si  div  F(jcq,  yo)  ^  0, 
existe  un  sumidero  para  el  fluido  en  ( x0 ,  yo)-  Si  el  flujo  a  traves  de  la  frontera  de  una 
region  es  igual  a  cero,  entonces  las  fuentes  y  los  sumideros  en  la  region  deben  equi- 
Iibrarse  entre  sf.  Por  otro  lado,  si  no  hay  fuentes  ni  sumideros  en  la  region  S,  enton¬ 
ces  div  F  =  0  y,  por  el  teorema  de  Green,  existe  un  flujo  neto  nulo  a  traves  de  la 
frontera  de  S. 

Existe  otra  forma  vectorial  para  el  teorema  de  Green.  Tracemos  de  nuevo  la  fi¬ 
gura  6,  pero  ahora  como  un  subconjunto  del  espacio  tridimensional  (figura  8).  Si 
F  =  Mi  +  Nj  +  Ok,  entonces  el  teorema  de  Green  dice  que 


j)F-Tds  =  j>M  dx  +  N  dy  =  JJ 


o ov 

dX 


dM 

dy 


dA 


Figura  8 
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Por  otro  lado. 


de  modo  que 


i  j  k 

„  a  a  a  (dN  m\ 

rot  F  =  V  X  F  =  —  —  —  = - k 

dx  dy  dz  \dx  dy ) 

M  N  0 


(dN  dM 

(rot  F)  ■  k  = - 

v  ’  \  dx  dy 


Entonces,  el  teorema  de  Green  toma  la  forma 


>F-T  ds  =  I  (rot  F)  •  k  dA 


que  a  veces  se  llama  teorema  de  Stokes  en  el  piano. 

Si  aplicamos  este  resultado  a  un  pequeno  cfrculo  Cr  con  centro  en  (xlk  _y0),  obtenemos 

<j)  F-Tds&  (rotF(x„,  y0))-k(7rr2) 

Esto  dice  que  el  flujo  en  la  direccion  de  la  tangente  a  Cr  (la  circulation  de  F  en  torno  de 
Cr)  se  mide  mediante  el  rotacional  de  F.  En  otras  palabras,  rot  F  mide  la  tendencia  del 
fluido  a  girar  en  torno  de  ( x0 ,  y0).  Si  rot  F  =  0  en  una  region  S,  el  flujo  de  fluido  corres- 
pondiente  se  dice  que  es  irrotacional. 


El  campo  vectorial  F(x,  y)  =  -\yi  +  \x\  =  Mi  +  Nj  es  el 


JuiTst  JL_y  j  L/i  vaui^u  v  iui  i  y  a,  ^  y  —  2^"  2  AJ  ' rl  *  1  1  ’  J  vi 

campo  de  velocidad  de  una  rotacion  estacionaria  (en  sentido  contrario  a  las  manecillas 
del  reloj)  de  una  rueda  en  torno  del  eje  z  (vease  el  ejemplo  2  de  la  seccion  14.1).  Calcule 

wF-nds  y  ®  F  •  T  ds  para  cualquier  curva  cerrada  C  en  el  piano xy. 

JcJc 


SOLUCION  Si  S  es  la  region  encerrada  por  C, 


'j)F-nds  =  JjdivFdA=  jj 


dM  dN\  J A 

-  _j_  -  J  _  Q 

dx  dy  J 


fv-Tds  =  J[i«*V).*dA  =  j[{£  -f)dA 
s  s 


f{(l+i)dA=AM 


Revision  de  conceptos 


1.  Sea  C  una  curva  simple  cerrada  que  acota  una  region  5  en  el 


piano  xy.  Entonces,  por  el  teorema  de  Green,  Kb  M  dx  +  N  dy  = 


2.  Asi,  si  C  es  la  frontera  del  cuadrado  S  =  ((x,  y):  0  <  x  ^  1, 
0  <  y  <  1),  0  <  y  <  1 },  ij)  y  dx  -  x  dy  =  Jj _ dA  = _ . 


3.  La  div  F(*,  y)  mide  la  razon  con  la  que  un  fluido  homogeneo 
con  campo  de  velocidad  F  diverge  desde  (x,  y).  Si  div  F(x,  y)  >  0,  exis- 

te  un(a) _ de  fluido  en  ( x ,  y)\  si  div  F(x,  y)  <  0,  existe  unfa) 

_ de  fluido  en  ( x,y ). 

4.  Por  otro  lado,  rot  F(x,  y)  mide  la  tendencia  del  fluido  a 
_ en  torno  de  ( x,y ).  Si  rot  F(x,  y)  =  0  en  una  region,  el  flujo 
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Con  junto  de  problemas  14.4 

En  los  problemas  del  1  al  6  use  el  teorema  de  Green  para  evaluar  la 
integral  de  llnea  dada.  Comience  dibujando  la  region  S. 


1.  j)2xydx  +  y1  dy,  donde  C  es  la  curva  cerrada  formada 
por  y  =  x/2  y  y  =  Vx  entre  (0, 0)  y  (4, 2) 

2.  tj)  Vy  dx  +  Vx  dy ,  donde  C  es  la  curva  cerrada  formada 
por  y  =  0,  x  =  2,  y  y  =  x2/2 


3.  J)  (2x  +  y2)  dx  +  (x2  +  2y)  dy,  donde  C  es  la  curva  ce¬ 
rrada  formada  por y  =  0,x-2yy  =  x3/4 


4.  j)  xy  dx  +  (x  +  y)  c/y,  donde  C  es  el  triangulo  con  verti¬ 
ces  (0, 0),  (2, 0)  y  (0, 1) 


5.  j>  (x2  +  4xy)  dx  +  (2x2  +  3y)  dy,  donde  C  es  la  elipse 
9x2+  16y2=  144 


6.  J>  (e  x  +  2 y)  dx  +  (x2  +  sen  y)  dy,  donde  C  es  el  rectan- 
gulo  con  vertices  (2, 1 ),  (6, 1 ),  (6, 4)  y  (2, 4). 

En  los  problemas  7  y  S  use  el  resultado  del  ejemplo  2  para  calcular  el 
area  de  la  region  indicada  S.  Haga  un  bosquejo. 

7.  S  esta  acotada  por  las  curvas  y  =  4x  y  y  =  2x2. 

8.  S  esta  acotada  por  las  curvas  y  =  \  x3  y  y  =  x2. 

En  los  problemas  del  9  al  12  use  las  formas  vectoriales  del  teorema  de 


Green  para  calcular  (a)  J>  F  •  n  ds  y  (b)  J>  F  •  T  ds. 

9.  F  =  y2i  +  x2j;  C  es  la  frontera  del  cuadrado  unitario  con  verti¬ 
ces  (0, 0),  (1,0), (1, 1)  y  (0, 1). 

10.  F  =  ay\  +  £>xj;  C  como  en  el  problema  9. 

11.  F  =  y3i  +  x3j;  C  es  el  circulo  unitario. 

12.  F  =  xi  +  yj;  C  es  el  circulo  unitario. 


13.  Suponga  que  las  integrates  J)  F  ■  T  ds  a  lo  largo  de  las  circun- 

ferencias  x2  +  y2  =  36  y  x2  +  y2  =  1  son  recorridos  en  sentido  contrario 
al  de  las  manecillas  del  reloj  de  30  y  -20,  respectivamente.  Calcule 

JJ ( rot  F)  •  k  dA,  donde  S  es  la  region  entre  las  circunferencias. 

s 

14.  Si  F  =  (x2  +  y2)i  +  2xvj.  calcule  el  flujo  de  F  a  traves  de  la 
frontera  C  del  cuadrado  unitario  con  vertices  (0,  0),  (0,1),  (1,1)  y 


(0,  1 );  es  decir,  calcule  J)  F  •  n  ds. 

15.  Determine  el  trabajo  realizado  por  F  =  (x2  +  y2)i  —  2xyj  al 
mover  un  cuerpo  en  sentido  contrario  al  de  las  manecillas  del  reloj  en 
torno  de  la  curva  C  del  problema  14. 

16.  Si  F  =  (x2  +  y2)i  +  2xyj,  calcule  la  circulacion  de  F  en  torno  de 


C  del  problema  14;  es  decir,  calcule  J>  F  •  T  ds. 


17.  Demuestre  que  el  trabajo  realizado  por  una  fuerza  constante 
al  mover  un  cuerpo  en  torno  de  una  curva  simple  cerrada  es  0. 

18.  Use  el  teorema  de  Green  para  demostrar  el  caso  piano  del 
teorema  14. 3D;  es  decir,  demuestre  que  dN/dx  =  dM/dy  implica 

que  *j>  M  dx  +  N  dy  =  0,  lo  cual  implica  que  F  =  Mi  +  Afj  es  con¬ 
servative. 

19.  Sea 


x2  +  y2 


9  ,  2  1 

x-  +  y 


Mi  +  Nj 


(a)  Demuestre  que  dN/dx  =  dM/dy. 


(b)  Demuestre,  usando  la  parametrizacion  x  =  cos  t,  y  =  sen  t.  que 
tj)  M  dx  +  N  dy  =  ~2tt,  donde  C  es  el  circulo  unitario. 

(c)  ^Por  que  esto  no  contradice  el  teorema  de  Green? 

20.  Sea  F  como  en  el  problema  19.  Calcule  <j>  M  dx  +  N  dy. 


(a)  C  es  la  elipse  x2/9  +  y2/ 4  =  1 

(b)  C  es  el  cuadrado  con  vertices  (1,-1),  (1. 1),  (-1, 1)  y  (-1,-1) 

(c)  C  es  el  triangulo  con  vertices  (1, 0),  (2,0)  y  (1, 1). 

21.  Sea  C  una  curva  simple  cerrada  suave  por  partes,  que  es  la 
frontera  de  una  region  S  en  el  piano  xy.  Modifique  el  argumento  del 
ejemplo  2  para  demostrar  que 


zl(S)  =  *j>(-y)dx  =  tjixdy 


22.  Sean  S  y  C  como  en  el  problema  21.  Demuestre  que  los  mo- 
mentos  Mx  y  My  en  torno  a  los  ejes  x  y  y  estan  dados  por 


=  \l> 


23.  Calcule  el  area  de  la  astroide  x2/3  +  y2/3  =  a2/3.  Sugerencia: 
parametrice  mediante  x  =  a  cos3  t,y  =  a  sen 3 1, 0  £  t  s  2  77. 

24.  Calcule  el  trabajo  realizado  por  F  =  2yi  —  3xj  al  mover  un 
objeto  en  torno  de  la  astroide  del  problema  23. 

25.  Sea  F(r)  =  r/llrll2  =  (xi  +  y  j)/(x2  +y2). 


(a)  Demuestre  que 


Jf  •  n  ds 


s  =  27r,  donde  C  es  la  circunferencia 


de  radio  a  con  centro  en  el  origen  y  n  =  (xi  +  yj)/Vx2  +  y2 
es  el  vector  normal  unitario  exterior  a  C. 

(b)  Demuestre  que  div  F  =  0. 

(c)  Explique  por  que  los  resultados  de  las  partes  (a)  y  (b)  no  contra- 
dicen  la  forma  vectorial  del  teorema  de  Green. 

(d)  Demuestre  que  si  C  es  una  curva  simple  cerrada  suave,  entonces 
J  F  •  n  ds  e s  igual  a  277  o  0,  segun  si  el  origen  esta  dentro  o  fuera 
de  C. 

26.  Area  de  un  poh'gono  Sean  F0(x0 ,y0),  VVxi.yJ, Vn(x„,y„) 

los  vertices  de  un  polfgono  simple  P,  etiquetado  en  sentido  contrario 
al  de  las  manecillas  del  reloj  y  con  K(l=  V„.  Demuestre  lo  siguiente: 
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^(jtq  +  jcu)(_yi  +  y()),  donde  C  es  la  arista  V0V, 


(b)  Area  (P)  =  2  ~  +/'  '  U;  ~  Ti-i) 

i=i  *- 

(c)  El  area  de  un  poh'gono  con  vertices  que  tienen  coordenadas 
enteras  es  siempre  un  multiplo  de  \ 

(d)  La  formula  de  la  parte  (b)  da  la  respuesta  correcta  para  el  poh'¬ 
gono  con  vertices  (2,  0),  (2,  —2),  (6,  -2),  (6,  0),  (10,  4)  y  (—2, 4). 


[CAS|  En  cada  uno  de  los  siguientes  problemas  trace  la  grafted  def(x,y) 
y  el  catnpo  gradiente  correspondiente  F  =  V/en  S  =  [(x,  y):  — 3  s  x  £  3, 
-3  <  y  <  3).  Observe  que,  en  cada  caso,  rot  F  =  0  ( teorema  14.3 D),  y 
entonces  no  hay  tendencia  a  la  rotation  en  ntngun  punto. 


27.  Sea  f(x,y)=x2  +  y2. 

(a)  Examine  visualmente  el  campo  F  y  convenzase  de  que  div  F  >  0 
en  S.  Luego,  calcule  div  F. 

(b)  Calcule  el  flujo  de  F  a  traves  de  la  frontera  de  S. 


28.  Sea  f(x,y)  =  ln(cos(.v/3))  -  ln(cos(y/3)). 

(a)  Trate  de  ver  si  div  F  es  positiva  o  negativa  en  algunos  puntos  y 
luego  calcule  div  F  para  ver  si  esta  en  lo  correcto. 

(b)  Calcule  el  flujo  de  F  a  traves  de  la  frontera  de  S. 

29.  Sea  f(x,  y)  =  sen  x  sen  y. 

(a)  Examine  visualmente  el  campo  F  para  ver  donde  div  F  es  positiva 
y  donde  es  negativa.  Luego  calcule  div  F  para  ver  si  esta  en  lo 
correcto. 

(b)  Calcule  el  flujo  de  F  a  traves  de  la  frontera  de  S\  luego  calcule  el 
flujo  a  traves  de  la  frontera  de  T  —  j(.r,  y):0£rfi3,0sys3|. 

30.  Sea  f(x ,  y)  =  exp(-(.r2  +  y2)/ 4).  Trate  de  ver  donde  div  F  es 

positiva  y  donde  es  negativa.  Luego,  determine  esto  en  forma  anah'tica. 

.....  *  djY  HM 

Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1. - 

r  1  i)x  dy 

2.  —2; -2  3.  fuente;  sumidero  4.  girar;  irrotacional 


14.5  Una  integral  de  lfnea  generaliza  la  integral  definida  comun;  de  manera  analoga,  una 

Integrates  de  SUDerficie  *ntegral  de  superficie  generaliza  una  integral  doble. 

°  *  Sea  G  la  superficie  dada  por  la  grafica  de  z  =f(x,y),  donde  (x,y)  varia  sobre  un 

rectangulo  R  en  el  piano  xy.  Sea  P  una  particion  de  R  en  n  subrectangulos  Rf,  esto 
produce  una  particion  correspondiente  de  la  superficie  G  en  n  partes  G,  (figura  1). 
Elegimos  un  punto  muestra  (xh  yt)  en  /?,  y  sea  (x„  yh  Zi)  =  (xh  yh  f(xh  y,))  el  pun¬ 
to  correspondiente  en  G,.  Entonces  definimos  la  integral  de  superficie  de  g  sobre  G 
mediante 


n 

x,  y,  z)  dS  =  ||J)|mo  2g(x,-,  yh  z,)  AS, 


donde  DSj  es  el  area  de  G,.  Por  ultimo,  extendemos  la  definicion  al  caso  en  que  R  sea 
un  conjunto  general,  cerrado  y  acotado  en  el  piano  xy  de  la  manera  usual  (dando  a  g  el 
valor  0  fuera  de  R). 


(X),  y,,  z,) 


. i 

R, 


Figura  1 
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=/(*,  y) 


\  /-Jbxt  R ' 


Figura  2 


Evaluation  de  integrates  de  superficie  Una  definition  no  es  suficiente;  necesi- 
tamos  una  manera  practica  de  evaluar  una  integral  de  superficie.  El  desarrollo  de  la  sec- 
cion  13.6  sugiere  el  resultado  correcto.  Ahf  mostramos  que  bajo  las  hipotesis  adecuadas, 
el  area  de  una  parte  pequena  G,  (figura  2)  de  la  superficie  es  aproximadamente  llu,  X  v,l, 
donde  u,  y  v,  son  lados  de  un  paralelogramo  que  es  tangente  a  la  superficie.  Asf, 

A(G,)  ~  || u,  X  vy|)  «  V{fx(xh  y,))2  +  (fy(xh  y,))2  +  1  Ay,  Ax, 

Esto  conduce  al  siguiente  teorema. 


Teorema  A 


Sea  G  una  superficie  dada  por  z  =  f(x,y),  donde  (x,y)  esta  en  R.  Si/tiene  derivadas 
parciales  de  primer  orden  continuas  y  g(x,  y,  z)=  g(x ,  y,/(x,y))  es  continua  en  R, 
entonces 

JJ g(x ,  y,z)  dS  =  JJ g(x,  y,  f(x,  y) ) Vf2x  +  f]  +  1  dy  dx 

C,  R 


Observe  que  cuando  g(x,  y,  z)  =  1,  el  teorema  A  da  la  formula  para  el  area  de  una  su¬ 
perficie  dada  en  la  seccion  13.6. 


(l,  l) 


(1.0) 


Figura  3 


,iclf 


EJEMPLOl  |  Evalue  //  (xy  +  z)  dS,  donde  G  es  la  parte  del  piano  2 x  -  y  +  z 


=  3  por  arriba  del  triangulo  R  de  la  figura  3. 

SOLUCION  En  este  caso,  z  =  3  +y  —  2x  =  f(x,y),fx  =  -2,fy  =  1,  y  g(x,y,z)  =  xy  +  3  + 
y  -  2x.  Asf, 


(xy  +  z)  dS  =  [  f  (xy  +  3  +  y  -  2x)V(-2)2  +  l2  +  1  dy  dx 
Jo  Jo 


S,[~Y  +  3y  +  ^~2xy 


=  V6<  1 *r  ■  '  y 


=  Vi/1 

Jo 


lrx3  3x 

—  +  3x  -  — 
2  2 


21 


dx  = 


dx 

o 

9\/6 

8 


// 


EJEMPLO  2  I  Evalue  //  xyz  dS ,  donde  G  es  la  parte  del  cono  —  x2  +  yl  entre 


los  pianos  z  =  1  y  z  =  4  (figura  4). 


SOLUCION  Podemos  escribir 

z  =  (x2  +  y2)1/2  =  f(x,  y ) 

de  donde 

v2 


Asf, 


fl+f2y+  !  = 


y 


x2  +  y2  x2  +  y2 


1  =  2 


ffx,z  dS  =  JJ xyVx2  +  y2V 2  dy 


dx 


Figura  4 
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Despues  de  un  cambio  a  coordenadas  polares,  esto  se  convierte  en 

JoItt  p4  r2irr  ^  “14 

1  (  r  cos  9)  (r  sen  6)r2  dr  dd  =  V2  /  sen  0  cos  0  d0 

o  J l  jo  L  5  Ji 

1023\/2  f  sen2  0]27r  „ 


5  2 


g  EJEMPLO  3  |  La  parte  de  la  superficie  esferica  G  con  ecuacion 

z  =  f(x,  y)  =  V9  -  X2  -  y1 

donde  x  y  y  satisfacen  x2  +  y1  <  4  tiene  una  cubierta  metalica  delgada  cuya  densidad  en 
(x,  y,  z)  es  8(x,  y,  z)  =  z.  Determine  la  masa  de  esta  cubierta. 


SOLUCION  Sea  R  la  proyeccion  de  G  en  el  piano  xy;  es  decir,  sea  R  =  ((x,  y):  0  £  x2 
+  y2  <  4).  Entonces 


JJ  S(x,  y,  z)  dS  =  JJ zVflTJf  +  1  dA 


-f 

R 

-JJ 


I  x2  y 2 

Z\  - y - y  H - 7 - y  +  1 

V  9  -  X2  -  y2  9  -  X2  -  y2 


z—  rfyl  =  3(ir22)  =  1277 


Sea  G  la  superficie  dada  por  una  ecuacion  de  la  forma  y  =  h(x,  z)  y  sea  R  su  pro¬ 
yeccion  en  el  piano  xz.  Entonces,  la  formula  adecuada  para  la  integral  de  superficie  es 


U g(x,  y,  z)dS  =  JJ g(x,  h(x,  z), 


z)vh2x  4-^  +  1  dx  dz 


Hay  una  formula  correspondiente  cuando  la  superficie  G  esta  dada  por  x  =  k(y,  z). 


ue JJ 


Evalue  //  (x  +  z  )  dS,  donde  G  es  la  parte  del  paraboloide 


y  =  1  —  x2  —  z2  que  se  proyecta  sobre  R  =  {(x,  z):  x2  +  z2sl] 


SOLUCION 


(x2  +  Z)  dS  =  //  (x2  +  z2)  V4x2  +  4z2  +  1  dA 


Si  usamos  coordenadas  polares,  esto  se  convierte  en 


f‘2'1 T  p  . 

Jo  Jo 


r2V4r2  4-  \  r  dr  d6 


En  la  integral  interior,  sea  u  =  \/ 4r2  4-  1,  de  modo  que  u2  —  4 r2  -4  1  y  u  du  —  4r  dr. 
Obtenemos 

1  rl7T  rv/5  (25 V5  +  1)77 

—  /  /  {u 2  —  1  )u2  du  d0  = - — - as  2.979  M 

16  Jo  J 1  60 
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Figura  5 


Figura  6 


l  lujo  de  un  campo  vectorial  a  traves  de  una  superficie  Para  nuestra 
proxima  discusion  y  para  posteriores  aplicaciones,  necesitamos  limitar  aun  mas  los 
tipos  de  superficies  por  considerar.  La  mayor  parte  de  las  superficies  que  surgen  en  la 
practica  tiene  dos  lados.  Sin  embargo,  es  sorprendentemente  facil  construir  una  super¬ 
ficie  con  solo  un  lado.  Tome  una  banda  de  papel  (figura  5),  cortela  por  la  linea  puntea- 
da,  de  medio  giro  a  uno  de  los  extremos  y  peguela  de  nuevo  (figura  6).  Usted  obtendra 
una  superficie  con  un  lado,  llamada  banda  de  Mobius. 

A  partir  de  este  momento,  solo  consideraremos  superficies  con  dos  lados,  de  modo 
que  tenga  sentido  hablar  de  un  fluido  que  mana  a  traves  de  la  superficie  de  un  lado  al 
otro,  como  si  la  superficie  fuese  una  pantalla.  Ademas,  suponemos  que  la  superficie  es 
suave,  lo  cual  significa  que  tiene  un  vector  normal  unitario  n  que  varia  en  forma  conti- 
nua.  Sea  G  tal  superficie  suave,  con  dos  lados,  y  suponga  que  se  le  sumerge  en  un  fluido 
con  un  campo  de  velocidad  continuo  F(x, y,  z).  Si  AS  es  el  area  de  una  pequena  parte  de 
G,  entonces  F  casi  es  constante  ahf  y  el  volumen  A  V  de  fluido  que  cruza  este  pedazo  en 
la  direction  del  vector  normal  unitario  n  (figura  7)  es 

AL  ~  F-n  AS 


Concluimos  que 


flujo  de  F  a  traves  de  G 


a 


jjj  EJEMPLO  5  Calcule  el  flujo  hacia  arriba  de  F  =  -yi  +  jcj  +  9k  a  traves  de  la  par¬ 
te  de  la  superficie  esferica  G  determinada  por 

z  =  f{x,  y)  =  V9  -  x2  -  y2,  0  <  x2  +  y2  <  4 

SOLLCION  Observe  que  el  campo  F  es  una  corriente  giratoria  que  fluye  en  la  direc¬ 
tion  del  eje  z  positivo. 

La  ecuacion  de  la  superficie  se  puede  escribir  como 

H(x ,  y,  z)  =  z  ~  V9  -  v2  -  y1  =  z  -  f(x,  y)  =  0 

y  asi 

VH  _  -fjc*  -  fyj  +  k  _  (x/z) i  +  iy/z) j  +  k 

IIVHII  Vfl  +  f)+  1  V(x/z)2  +  ( y/z )2  +  1 

es  un  vector  unitario  normal  a  la  superficie.  El  vector  -n  tambien  es  normal  a  la  super¬ 
ficie;  pero,  como  queremos  obtener  el  vector  unitario  normal  que  apunta  hacia  arriba,  n 
es  la  election  correcta.  Un  calculo  directo,  usando  el  hecho  de  que  x2  +  y2  +  z2  =  9, 
produce 


(x/z)i  +  (y/z)j  +  k  x  .  ,  y  .  ,  z  . 

n  = - — - =  —  i  +  x  1  +  k 

3/z  3  3  J  3 

(Un  argumento  geometrico  sencillo  dara  tambien  este  resultado;  el  vector  normal  debe 
apuntar  directamente  hacia  fuera  del  origen). 

El  flujo  de  F  a  traves  de  G  esta  dado  por 


flujo  =  JJ  F  •  n 

G 


dS 


=  JJ \-y  j  +  *j  +  9k)' 

G 


+  TJ  +  f  kU5 


=!hds 

C, 
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Por  ultimo,  escribimos  esta  integral  de  superficie  como  una  integral  doble,  usando  el  hecho 


de  que  R  es  una  circunferencia  de  radio  2  y  que  vf2  +/,,+  !=  3/V9  —  x‘  -  Vr  =  3/z. 


JJ  3z  dS  =  JJ  3z  -  d A  =  9(ir  •  2 2)  =  36-77 

G  R 


El  flujo  total  a  traves  de  G  en  una  unidad  de  tiempo  es  36ir  unidades  cubicas.  * 

Despues  de  observar  la  cancelation  ocurrida  en  el  ejemplo  5,  un  lector  observador 
sospechara  que  un  teorema  anda  cerca. 


Sea  G  una  superficie  suave,  con  dos  lados,  dada  por  z  =  f(x ,  v),  donde  (x,  y)  esta  en 
R ,  y  sea  n  el  vector  normal  unitario  hacia  arriba  en  G.  Si/tiene  primeras  derivadas 
parciales  continuas  y  F  =  Mi  +  Nj  +  Pk  es  un  campo  vectorial  continuo,  entonces  el 
flujo  de  F  a  traves  de  G  esta  dado  por 


flujo  de  F  =  JJ  F  •  n  dS  =  JJ \ 


[-Mfx  -  Nfv  +  P]  dxdy 


Demostracion  Si  escribimos  H(x,y,  z)  =  z  ~f(x,y),  entonces 

V/7  -/*«-/yj  +  k 


IVtfll  ■  V/5  +  /5+  1 


El  teorema  A  implica  que 


OR  1 

=  JJ  {  —  Mfx  -  Nfy  +  P)dxdy 


fXi  ~  fyi  +  It  — 


fl+fl+  1 


f  x  +  f  y+  1  dx  dy 


Tal  vez  quiera  resolver  de  nuevo  el  ejemplo  5  usando  el  teorema  B.  Le  daremos  un 
ejemplo  distinto. 

J^|MPL06n  Evalue  el  flujo  para  el  campo  vectorial  F  =  jti  +  yj  +  zk  a  traves  de 
la  parte  G  del  paraboloide  z  =  \—  x2  —y2  que  esta  arriba  del  piano  xy,  considerando  a 
n  el  vector  normal  hacia  arriba. 


SOLUCION 

f{x,  y)  =  1  -  x2  -  y2,  fx  =  —2x,  fy  =  ~2y 
—Mfx  -  Nfy  +  P  ~  2x2  +  2 y2  +  z 


=  2x2  +  2 y2  +  1  -  x2  -  y2  =  1  +  x2  +  y2 


JJ F-  n  dS  =  JJ (1  +  x2  +  y2)  dx  dy  =  J  jf  (1  +  r2)r  dr  dd  =  ~tt 

g  R 


Superficies  parametrizadas  Hemos  visto  que  las  curvas  en  el  espacio  pueden 
expresarse  como  r(f)  =  x(t)i  +  y(f)j  +  z(t)k,  en  donde  a  £(  £b.  <',Que  sucede  si  r  es  una 
funcion  de  dos  parametros,  digamos  u  y  v ?  No  debe  ser  demasiado  sorprendente  que 
una  relacion  como 


r(w,  v)  =  x(u,  v)i  +  y(u,  w)j  +  z(u.  w)k,  ( u ,  v)  e  R 
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describa  una  superficie.  Para  cada  (u,  v )  en  el  conjunto  R ,  obtenemos  un  vector  r  en  el 
espacio  tridimensional.  El  conjunto  de  puntos  que  esta  en  los  extremos  de  los  vectores 
r(u,  v)  (saliendo  desde  el  origen)  se  denomina  superficie  parametrizada. 


Figura  9 


J  EJEMPLO 7  Describa  y  bosqueje  las  superficies  definidas  de  forma  parametri- 
ca  mediante 

(a)  r (u,  v)  =  ui  +  v\  +  (9-u2  -  i;2)k,  u2  +  v2^  9 

(b)  r (u,  v)  =  u  cos  v  i  +  u  sen  v  j  +  (9  -  «2)k,  0  <u  <3,0  <«  <2v 

(c)  r(M,  v)  =  3  cos  u  sen  v  i  +  3  sen  u  sen  v  j  +  3  cos  «  k,  0  £ u  s2tt,  0  ?£  v  £ tt 

SOLUCION 

(a)  Para  esta  r,  vemos  que  las  componentes  x  y  y  son  simplemente  u  y  v,  y  que  z  es  9  - 
u2  —  v2.  Esta  es  la  grafica  de  la  funcion  f(x,  y)  =  9  —  x2  -  y2  sobre  el  disco  x2  +  y2  <  9. 
La  grafica,  un  paraboloide  con  vertice  en  (0, 0, 9)  que  abre  hacia  abajo  se  muestra 
en  la  figura  8. 

(b)  Las  componentes  x  y  v  se  ven  como  las  formulas  para  coordenadas  polares,  salvo 
que  u  y  v  se  sustituyen  por  r  y  0,  respectivamente.  Como  z  —  9  —  u2  =  9  —  x2  —  y1,  es¬ 
ta  superficie  es  la  misma  que  la  de  la  parte  (a). 

(c)  Reconocemos  las  componentes  de  r (u,  v )  como  las  coordenadas  esfericas  de  los 

puntos  en  la  esfera  de  radio  3,  con  centra  en  el  origen.  Como  u  varfa  de  0  a  27t,  y  v 
varia  de  0  a  n,  obtenemos  la  esfera  completa  que  se  muestra  en  la  figura  9.  * 

Hay  muchas  situaciones  en  donde  debemos  describir  una  superficie  conocida  co¬ 
mo  una  superficie  parametrizada.  Con  frecuencia  hay  mas  de  una  forma  de  hacer  esto, 
como  lo  sugiere  el  ejemplo  siguiente. 


EJEMPLO  8 


Encuentre  ecuaciones  parametricas  para  las  superficies  (a)  el  cilin- 
dro  circular  recto  de  radio  2  con  eje  a  lo  largo  del  eje  y  para  -4,  < y  £  4,  y  (b)  el  hemisferio 
de  radio  2  con  centra  en  el  origen  que  se  encuentra  por  arriba  del  piano  xy. 


SOLUCION 

(a)  Si  consideramos  coordenadas  polares  en  el  piano  xz,  tenemos  x  =  2  cos  v  y  z  =  2 

sen  v.  El  otro  parametro,  u,  es  la  distancia  al  piano  yz.  Por  lo  tanto,  la  ecuacion  pa- 
rametrica  es  r  (u,  v)  =  2  cos  v  i  +  u  j  +  2  sen  v  k  y  el  dominio  para  (w,  v)  es  -4sus 
4,0  <27r. 

(b)  Para  un  hemisferio  podemos  utilizar  coordenadas  cilindricas  x  —  u  cos  v  y  y  =  u 
sen  v,  en  cuyo  caso  el  hemisferio  x2  +  y2  +  z2  =  4,  z  =£  0,  se  transforma  en 
z=\/4-x2  —  y2=V/4  —  u2.  Asi,  la  ecuacion  parametrica  es  r  (u,v)  = 

u  cos  v  i  +  u  sen  v  j  +  \/  4  —  u2  k  con  dominio  0sii<2,0s*<  2tt.  De  forma 
alterna,  podriamos  pensar  en  terminos  de  coordenadas  esfericas  y  dejar  que  el  an- 
gulo  medido  a  partir  de  la  parte  positiva  del  eje  z  (por  lo  regular  llamado  4>)  varfe 
de  0  a  7r/2  (en  lugar  de  0  a  77,  como  seria  para  obtener  la  esfera  completa).  Enton- 
ces,  la  ecuacion  parametrica  seria  r (u,  v)  =  2  cos  u  sen  v  i  +  2  sen  u  sen  v  j  +  2  cos  v 
k,  0  s  u  <  277 , 0  £  v  <  77/2.  ■ 

Area  de  la  superficie  para  una  superficie  parametrizada  La  figura  10 
muestra  la  transformacion  del  rectangulo  R  en  la  superficie  G.  (En  general,  el  dominio 
no  necesita  ser  un  rectangulo,  pero  para  simplificar  la  deduccion,  suponemos  que  es  un 
rectangulo).  Si  dividimos  el  rectangulo  R,  vemos  que  Rh  el  i-esimo  rectangulo,  se  transfor¬ 
ma  en  una  section  curva  G(,  y  que  los  lados  del  rectangulo  en  la  partition  de  R  se  trans- 
forman  en  una  parte  curva  de  la  superficie.  Sin  embargo,  si  Am,  y  At>,  son  pequenos,  la 
section  se  parecera  mucho  a  un  paralelogramo  que  tiene  como  lados  a  los  vectores 
AM,r„(M„  Vj)  y  At’;i\,(M,,  v,),  donde  (m„  v,)  es  la  esquina  inferior  izquierda  del  rectangulo  i  y  ru 

dr  dr 

y  rv  denotan  las  derivadas  parciales  —  y  — ,  respectivamente. 

du  dv 


k 


Seccion  14.5  Integrates  de  superficie  761 


Figura  10 

El  area  de  la  superficie  del  pedazo  G,  es  aproximadamente 
A  Si  ~  l(Auiru(uhVi))  X  (Avir„(ui,vi))||  =  Ik  U{uhv,)  X  r  B(u;,  t;,)!  Am,  An; 


Por  Io  tanto,  el  area  de  la  superficie  de  la  superficie  parametrizada  es 


Figura  1 1 


SA  = 


|r U{u,  v)  X  tv(u,  v)||  dA 


La  diferencial  del  area  de  la  superficie  es 

dS  =  1  r U{u,v)  x  rv(u,v)\\  dA 

Entonces,  una  integral  de  superficie  para  una  superficie  parametrizada  es 


U /(*>  y,  z)  dS  =  JJ  f(r(u,  v))||r„(u,  v) 


X  rv(u,  v)||  dA 


BEJEMPLQ9  |  Un  cascaron  esferico  delgado  de  radio  5  con  centra  en  el  origen 
tiene  un  agujero  de  radio  3  en  la  parte  superior  (figura  11).  Determine  el  area  de  la  su¬ 
perficie,  la  masa  y  el  centra  de  masa  de  este  cascaron,  suponiendo  que  la  densidad  es 
proporcional  al  cuadrado  de  la  distancia  al  eje  z. 

SOLUCION  Podemos  parametrizar  la  superficie  como 

r(w,  v)  =  5  cos  u  sen  v  i  +  5  sen  u  sen  v  j  +  5  cos  v  k 
para  0  ^  u  s  27 r,  sen-1  ^  <  o  <  ir.  Las  derivadas  necesarias  son 
r„(M,  v)  =  —5  sen  u  sen  v  i  +  5  cos  u  sen  v  j  +  Ok 
r „(«,  v)  =  5  cos  u  cos  v  i  +  5  sen  u  cos  v  j  —  5  sen  v  k 


'  J 


.  .  .  .  dx  dy  dz 

ru{u,  v )  X  r„(w,  v)  =  —  —  — 

du  dll  du 

dx  dy  dz 

dV  dV  dv 


=  —5  sen  m  sen  v  5  cos  u  sen  v  0 
5  cos  u  cos  v  5  sen  u  cos  v  —5  sen  v 
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=  —25  cos  u  sen2  v  i  —  25  sen  u  sen2  v  j 
—25  sen  v  cos  c(sen2  a  +  cos2  u)  k 
=  —25  cos  u  sen2  v  i  —  25  sen  u  sen2  v  j  —  25  sen  v  cos  v  k 
La  magnitud  de  este  producto  cruz  es  (vease  el  problema  27) 

||r„(w,  v)  X  tv{u,  n)||  =  25  |senn| 

El  area  de  la  superficie  es 

SA  =  U ||r„(«,  v)  X  r v(u,  u)||  dA  =  JJ 25  |sen  v\  dv  du 

R  R 

/2.7T  ('IT 

/  sen  v  dv  du 

Jsen~l(3/5) 

r2n 

=  251  [_COSVLn'(3/5)rfM 

=  25(2tt)  |  =  90tt  «  282.74 
La  masa  es  igual  al  valor  de  la  integral  de  superficie 


=  JJ S(x,  y,  z)  dS  —  JJ k(x2  +  y 2)  dS 

G  G 

=  /,25‘  sen2  v)||r„(M,  v)  Xrv(u,v)\\dA 
R 

nl T 

sen2  v  | sen  v\  dv  du 

:iT'(3/5) 


=  25  zk 


=  625 L 


-  625 k 


sen2  v  | sen  v\  dv  du 


/sen  '  (3/5) 


T 

n“ 

rn 


sen3  v  dv  du 


sen  1  (3/5) 


-sen  v  cos  v  -  -cos  v 
3  3 


sen- ‘(3/5) 


=  625k  [ 
Jo 


Jo  125 

=  1 62077 /c  «  5089.4A: 

Por  simetria  x  =  y  =  0.  El  momento  respecto  al  piano  xy  es 


Mxy  = 


=  JJ zS(x,  y,  z)  dS 

G 

=  JJ (5  cos  v)(25k  sen2  w)||ru(w,  v)  Xrv(u,v)\\dA 

R 

9  f2"  r  . 

=  5  •  25  ~k  /  /  cos  v  sen  v  dv  du 

JO  Jsen~\3/5) 

/2irr  j  '  77 

—  sen4  v  du 

L  4  Jsen“'(3/5) 


cos  v  sen3  v  dv  du 


J  sen”1  (3/5) 


=  3125 k 


=  3125 k 


sen  '(3/5) 


81-3125 £  405 

- — - 277  = - — /C7T 

2500  2 
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La  componente  z  del  centra  de  masa  es 


Mxy  _  2  _  _l_ 

ni  1 62077  k  8 


Asf,  el  centra  de  masa  es  ^0,  —  Esperarfamos  que  la  componente  z  del  centro  de 

masa  sea  negativa,  ya  que  parte  del  material  se  quito  de  la  parte  superior  de  la  esfera, 
pero  no  de  la  parte  inferior.  ft 


Revision  de  conceptos 

1.  Una _ generaliza  la  integral  doble  comun,  de  manera  si¬ 

milar  a  la  forma  en  que  una  integral  de  llnea  generaliza  la  integral 
definida. 

2.  Si  G  es  una  superficie,^" g(x,  y ,  z)  dS  =  Jfm^ _ . 

c 

3.  Sea  G  una  superficie  dada  por  z  =f(x,y),  donde  (x,y)  esta  en 


R.  Entonces  g(x,  y,  z)  dS 


‘  l51'- 


yj(x,y)). 


4.  Considere  el  cono  con  eje  a  lo  largo  del  eje  z,  con  vertice  en 
el  origen  y  que  forma  un  angulo  de  30°  con  el  eje  z.  Si  G  es  la  parte  de 
este  cono  por  arriba  del  conjunto  R  =  {(x,  y):  x2  +  y2  £  9}, 


Conjunto  de  problemas  14.5 

En  los  problemas  del  1  al  8  evalue  JJ g(x,  y,  z)  dS. 

G 

1.  g(x,  y,z)  =  x2  +  y2  +  z\  G:  z  =  x  +  y  +  1, 0  s  x  £  1, 
0<y<  1 

2.  g(x,  y,  z)  »  x;  G:  x  +  y  +  2z  =  4,  0  £  x  £  1,  0  £  y  <  1 

3.  g(x,  y,  z)  =  x  +  y;  G:  z  =  C4  -  x2,  0  £  x  <  V3, 

0  £  y  £  1 

4.  g(x,  y,  z)  =  2 y2  +  z;  G:  z  =  x2  -  y2,  0  £  x2  +  y2  £  1 

5.  g(x,  y,  z)  =  V4x2  +  4 y2  +  1;  G  es  la  parte  de  z  =  x2  +  y2 

por  debajo  de  y  =  z. 

6.  g(x,  y,  z)  =  y;  G:  z  =  4  -  y2, 0  s  x  s  3, 0  s  y  s  2 

7.  g(x,y,z)  =  x  +  y;  G  es  la  superficie  delcubo  0<r£l,0sy<l, 
OS’Sl, 

8.  g(x,  y,  z)  =  z;  G  es  el  tetraedro  acotado  por  los  pianos  de 
coordenadas  y  el  piano  4x  +  8y  +  2z  =  16. 

En  los  problemas  del  9  al  12  use  el  teorema  B  para  calcular  el  flujo  de 
F  a  traves  de  G. 

9.  F(x,y,  z)  =  -yi  +  xj;  G  es  la  parte  del  piano  z  =  8x  -  4y  -  5  por 
arriba  del  tri&ngulo  con  vertices  (0, 0. 0),  (0, 1 , 0)  y  (1 , 0, 0). 

10.  F(.v,  y,  z)  =  (9  —  x2)j;  G  es  la  parte  del  piano  2x  +  3y  +  6z  =  6 
en  el  primer  octante. 

11.  F(x,  y,  z)  =  yi  -  xj  +  2k;  G  es  la  superficie  determinada  por 
z  =  VT-  y2, 0  <  x  <  5. 


12.  F(x,y,  z)  =  2i  +  5j  +  3k;  G  es  la  parte  del  cono  z  =  (x2  -by2)1/2 
que  esta  dentro  del  cilindro  x2  +  y2  =  1 . 

13.  Calcule  la  masa  del  triangulo  con  vertices  (a,  0.  0),  (0,  a,  0)  y 
(0. 0.  a)  si  su  densidad  8  satisface  8(x,  y,  z)  =  kx2. 

14.  Calcule  la  masa  de  la  superficie  z  =  1  /  (x2  +  y2)/ 2  sobre  0<.t 
^  1,0 sy  <  1, si  5(x,y, z)  =  kxy. 

15.  Determine  el  centro  de  masa  del  triangulo  homogeneo  con 
vertices  (a,  0. 0),  (0,  a,  0)  y  (0, 0,  a). 

16.  Determine  el  centro  de  masa  del  triangulo  homogeneo  con 
vertices  (a,  0, 0),  (0,  b,  0)  y  (0, 0,  c),  donde  a,  b  y  c  son  positivos. 

En  los  problemas  del  17  al  20  trace  las  superficies  parametricas  en  el 
dominio  que  se  indica. 

17.  r(u,v)  =  u  i  +  3v  j  +  (4  -  u2  -  i>2)k;  0  £  u  £  2, 

0  £  v  £  1 

18.  r(«,  v)  =  2ui  +  3«j  +  (u2  +  u2)k;  —  1  £  u  £  1, 

-2  £  v  £  2 

19.  r («,  v)  —  2  cos  v  i  +  3  sen  v  j  +  uk;  -6  £  u  s  6, 

0  s  ®  <  2ir 

20.  r(«,  v)  =  u  i  +  3  sen  v  j  +  5  cos  v  k;  —  6  s  u  £  6, 

0  s  8  £  2> r 


teASl  En  los  problemas  del  21  al  24  utilice  un  CAS  para  trazar  la  su¬ 
perficie  parametrica  en  el  dominio  que  se  indica  y  calcule  el  area  de  la 
superficie  de  la  superficie  resultante. 

21.  r(«,  v)  =  u  sen  v  i  +  u  cos  v  j  +  v  k;  —6  £  «  £  6, 

0  £  v  <  77 
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22.  r (u,  v)  =  sen  u  sen  v  i  +  cos  u  sen  v  j  +  sen  v  k; 

0  £  u  £  27 7,  0  £  V  £  277 

23.  r(u,  v)  =  u 2  cos  »i  +  r  sen  v  j  +  5u  k;  0  <  u  £  277, 

0  £  V  £  277 

24.  r (u,  v)  =  cos  u  cos  v  i  +  cos  u  sen  v  j  +  cos  u  k; 

0  £  U  £  77/2,  0  £  V  £  277 

25.  Determine  la  masa  de  la  superficie  del  problema  23  si  la  den- 
sidad  es  proporcional  a  la  distancia  al  piano  xy. 

26.  Determine  la  masa  de  la  superficie  del  problema  24  si  la  den- 
sidad  es  proporcional  a  (a)  la  distancia  al  eje  z  y  (b)  la  distancia  al 
piano  xy. 

27.  Demuestre  que  la  magnitud  del  producto  cruz 
||ru(u,  v)  X  r d) ||  en  el  ejemplo  9  es  igual  a  25  |sen  i>|. 

28.  Con  respecto  al  ejemplo  3.  La  superficie  hemisferica 
z  =  f(x ,  y)  =  V9  —  x2  -  y2  tiene  una  cubierta  delgada  de  metal 
con  densidad  S(x.y,  z)  =  z.  Calcule  la  masa  de  esta  cubierta.  Observe 
que  el  teorema  A  no  se  aplica  de  manera  directa,  ya  que  fx  y  fy  estan 
indefinidas  en  la  frontera  x2  +  y2  =  9  de  R.  Por  lo  tanto,  proceda  ha- 
ciendo  Re  la  region  0  £  x2  +  y2  £  (3  —  e)2,  realice  los  calculos  y  luego 
haga  e  — *  0.  Descubra  que  consigue  la  misma  respuesta  que  obten- 
drfa  si  ignora  esta  sutileza. 

29.  Sea  G  la  esfera  x2  +  y2  +  z2  =  a2.  Calcule  cada  una  de  las  si- 
guientes  integrates: 

/,  „  IT  x  +  y3  +  sen  z 

(b)/y  r+z< 

C  C 

(c)  II (x2  +  y2  +  z2)  dS  (d)  JJ X2  dS 

a  g 


(e)  JJ (x2  +  y2) dS 

G 

Sugerencia:  use  las  propiedades  de  simetrfa  para  hacer  de  este  un 
problema  trivial. 

30.  La  esfera  x2  +  y2  +  z2  =  a2  tiene  densidad  de  area  constante  k. 
Determine  cada  momento  de  inercia. 

(a)  En  torno  de  un  diametro. 

(b)  Respecto  a  una  recta  tangente  (suponga  cierto  el  teorema  del 
eje  paralelo  del  problema  28  de  la  seccion  13.5). 

31.  Determine  la  fuerza  total  contra  la  superficie  de  un  tanque 
Heno  de  cierto  lfquido  con  densidad  de  peso  k  para  cada  forma  de 
tanque. 

(a)  Esfera  de  radio  a 

(b)  Hemisferio  de  radio  a  con  base  plana 

(c)  Cilindro  vertical  de  radio  a  y  altura  h 

Sugerencia:  la  fuerza  contra  un  pequeno  pedazo  de  area  AG  es 
aproximadamente  kd  AG.  donde  d  es  la  profundidad  del  agua  en  el 
pedazo. 

32.  Determine  el  centro  de  masa  de  la  parte  de  la  esfera  x2  +  y2  + 
z2  =  a2e  ntre  los  pianos  z  =h]  y  z  =  h2.  donde  Os  h\  £h2.^a.  Haga  es- 
to  mediante  los  metodos  de  esta  seccion  y  luego  compare  con  el  pro¬ 
blema  19  de  la  seccion  13.6. 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  integral  de  superficie 
2.  is(L,  »/,  z,j  AS,  3.  V/2  +  f 2  +  1  4.  2;  I877 

i=  1 


14.6 

Teorema  de  divergencia 
de  Gauss 

La  frontera  de  un  conjunto 

De  la  seccion  12.3  recuerde  que  un 
punto  P  es  un  punto  fronterizo  de 
un  conjunto  S,  si  toda  vecindad  de  P 
contiene  puntos  que  estan  en  S  y 
puntos  que  no  estan  en  S.  La  fron¬ 
tera  de  un  conjunto  es  el  conjunto 
de  todos  sus  puntos  fronterizos. 

iz 


Los  teoremas  de  Green,  Gauss  y  Stokes  relacionan  una  integral  sobre  un  conjunto  S 
con  otra  integral  sobre  la  frontera  de  S.  Para  enfatizar  la  similitud  de  estos  teoremas, 
introducimos  la  notacion  dS  para  representar  la  frontera  de  S.  Asf,  una  forma  del  teore¬ 
ma  de  Green  (seccion  14.4)  se  puede  escribir  como 


®  F  •  n  ds 

JitS 


Dice  que  el  flujo  de  F  a  traves  de  la  frontera  dS  de  una  region  plana  cerrada  y  acotada 
S,  es  igual  a  la  integral  doble  de  div  F  sobre  esa  region.  El  teorema  de  Gauss  (tambien 
llamado  teorema  de  la  divergencia)  aumenta  una  dimension  a  este  resultado. 


Teorema  de  Gauss  Sea  S  un  solido  cerrado  y  acotado  en  el  espacio  tridimensio¬ 
nal,  completamente  encerrado  por  una  superficie  suave  por  partes  dS  (figura  1). 


Figura  1 


Teorema  de  Gauss 

Sea  F  =  Mi  +  Nj  +  Pk  un  campo  vectorial  tal  que  M,Ny  P  tienen  primeras  derivadas 
parciales  continuas  en  un  solido  S  con  frontera  dS.  Si  n  denota  el  vector  normal  uni- 
tario  exterior  a  dS,  entonces 


[fT"'ds  ff' 


div  F  dV 


En  otras  palabras,  el  flujo  de  F  a  traves  de  la  frontera  de  una  region  cerrada  en  el  es¬ 
pacio  tridimensional  es  la  integral  triple  de  su  divergencia  sobre  esa  region.. 
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Es  util  para  algunas  aplicaciones  y  para  la  demostracion  establecer  la  conclusion 
del  teorema  de  Gauss  en  su  forma  cartesiana  (no  vectorial).  Podemos  escribir 

n  =  cos  a  i  +  cos  /3  j  +  cos  y  k 

donde  a,pyy  son  los  angulos  directores  para  n.  Asf, 

F  •  n  =  M  cos  a  +  N  cos  /3  +  P  cos  y 


y  asf,  la  formula  de  Gauss  se  convierte  en 


Demostracion  del  teorema  de  Gauss  Primero  consideremos  el  caso  en  que 
la  region  es  x-simple,  y-simple  y  z -simple.  Basta  que  demostremos  que 


JJ M  cos  a 


dS 


N cos  ft  dS 


dS 

// 

dS 

JJ P  cos  y  dS 

as 


s 


Como  estas  demostraciones  son  similares,  solo  nos  ocuparemos  de  la  tercera. 

Como  S  es  z-simple,  puede  describirse  mediante  las  desigualdades  f](x,  y)  s  z  s 
f2(x,  y).  Como  en  la  figura  2.  dS  consta  de  tres  partes:  S) ,  correspondiepte  a  z  =  f\ (x,  y)\ 
S2  correspondiente  a  z  =  f2(x,y);  y  la  superficie  lateral  S3,  que  puede  ser  vacia.  En 
cos  y  =  cos  90°  =  0,  de  modo  que  podemos  ignorar  su  contribucion.  Ademas,  por  el 
problema  26  de  la  seccion  13.6  y  el  teorema  14. 5 A, 


1 

sz 


P  cos  y  dS 


JJ P{x,  y,fi(x,y))  dxdy 

R 


^  El  resultado  al  que  hemos  hecho  referencia  supone  que  el  vector  normal  n  apunta  ha- 
-v  cia  arriba.  Por  lo  tanto,  al  aplicarlo  a  S)  donde  n  es  una  normal  inferior  (figura  2),  debe- 
mos  cambiar  el  signo. 


cos  y  dS 


Esto  implica  que 


~ffp(x'  y>  >)) dx  dy 

R 


JJ P  cos  y  dS  =  JJ [p{x,  y,f2{x,y)) 

as  R 


P(x,  y,fi(x,y))]  dxdy 


El  resultado  que  hemos  demostrado  se  extiende  facilmente  a  regiones  dadas  como 
uniones  finitas  del  tipo  considerado.  Omitiremos  los  detalles.  ■ 
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(0, 2,  3) 


(1,0,  3)f 


y — -/- — — -»*- 
(1,2,0) 


r.x 

Figura  3 


H|_EJ EMPLO  1  J  Verifique  el  teorema  de  Gauss  para  F  =  xi  +  yj  +  zk  y  S  =  {(x,  v,z): 
x2  +  y2  +  z2  <  a2}  calculando  de  manera  independiente  (a)  //F-n  dS  y  (b) 

#div"v 

5 

SO  LU  Cl  ON 

(a)  En  dS,  n  =  (xi  +  y\  +  zk)/a ,  de  modo  que  F-n  =  (x2  +y2  +  z2)/a  =  a.  Asf, 


JJ F-n  dS  =  a  JJ  dS  =  a 


=  a(4Tra2)  =  4ttci 3 


(b)  Como  div  F  =  3, 


JJJ div  F  dV  =  3  JJJ dV  =  3  — =  4i to2'  ■ 

s  s 

B  EJEMPLO  2  Calcule  el  flujo  del  campo  vectorial  F  =  x2yi  +  2xz\  +  yz?k  a  traves 
de  la  superficie  del  solido  rectangular  5  determinado  por  (figura  3) 

0  <  x  £l,  0  <  y  <  2,  0<z^3 

(a)  mediante  un  metodo  directo  y  (b)  mediante  el  teorema  de  Gauss. 

SOLUCION 

(a)  Para  calcular  jj  F  •  n  dS  en  forma  directa,  calculamos  esta  integral  sobre  las  seis 

as 

caras  y  sumamos  los  resultados.  En  la  cara  x  =  1,  n  =  i,  y  F.  n  =  x2y  =  l~y  =  y,  de 
modo  que  jj  F  -n  dS  =  J  J  y  dy  dz  ^  6.  Con  calculos  similares  podemos 


completar  la  siguiente  tabla: 


Cara 

n 

F-n 

cara 

X  =  1 

i 

y 

6 

x  =  0 

-i 

0 

0 

y  =  2 

j 

2  xz 

9/2 

y  =  o 

“j 

—2  xz 

-9/2 

z  =  3 

k 

22  y 

54 

z  =  0 

-k 

0 

0 

dS  =  6  +  0  +  ^-  ^  +  54  +  0  =  60 
2  2 


(b)  Por  el  teorema  de  Gauss, 


JJ F  *11^  =  JJJ (2 xy  +  0  +  3 yz2)  dV 


/  /  /  (2 xy  +  3 yz1)  dz  dy  dx  =  /  /  ( 6xy  +  27 y)  dy  dx 

Jo  Jo  Jo  "  "  Jo  Jo 


(12x  +  54)  dx  =  [6x2  +  54x]  =  60 


l 


■2 
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g  FJI  MPI  O  3  Sea  S  el  cilindro  solido  acotado  por  x2  +  v:  —  4,  z  =  0  y  z  =  3,  y  sea 
n  el  vector  normal  unitario  exterior  a  la  frontera  dS  (figura  4).  Si  F  =  (x3  +  tan  yz  )i  +  (y3 
-  exz]j  —  (3 z  +  x3)k,  determine  el  flujo  de  F  a  traves  de  dS. 


SOLUCION  Imagine  la  dificultad  al  intentar  evaluar 


lh 


dS  en  forma  directa. 


Sin  embargo. 


div  F  =  3x2  +  3/  +  3  =  3(.v2  +  y2  +  1) 


y  asf,  por  el  teorema  de  Gauss  y  un  cambio  a  coordenadas  cilmdricas. 


i/F 'I 


(x2  +  y2  +  1 )  dV 


(r2 


(r2  +  1  )r  dz  dr  d0 


n2 

(r3  +  r)  dr  dd 


=  9  6d0  =  108tt 


Extensiones  y  aplicaciones  Hasta  ahora  hemos  supuesto  de  manera  implfcita 
que  el  solido  S  no  tiene  agujeros  en  su  interior  y  que  su  frontera  <)S  consta  de  una  su- 
perficie  conexa.  De  hecho,  el  teorema  de  Gauss  es  valido  para  un  solido  con  agujeros, 
como  un  pedazo  de  queso  suizo,  siempre  que  n  apunte  hacia  fuera  del  interior  del  soli¬ 
do.  Por  ejemplo,  sea  S  la  capa  solida  entre  dos  esferas  concentricas  con  centro  en  el  ori- 
gen.  El  teorema  de  Gauss  se  puede  aplicar,  siempre  que  reconozcamos  que  ahora  S 
consta  de  dos  superficies  (una  superficie  exterior,  donde  n  apunta  hacia  fuera  del  ori- 
gen  y  una  superficie  interior,  donde  n  apunta  hacia  el  origen). 

1 1  jemploT  :  Sea  S  el  solido  determinado  por 

1<j2  +  )i2  +  j2<4 

y  sea  F  =  x  i  +  (2y  +  z)j  +  (z  +  x2)k.  Evalue 


SOLUCION 


P'mdS 

dS 

// - • n -,v  llh'"' 

dS  s 

‘HS[x+2+')dv 


a  4  ,  4  ,  1  1127r 

=  4  ~7r(23)  -  — 7r(l3)  =  — ~  S8 

Recuerde  de  la  seccion  14.1  que  el  campo  gravitacional  F  debido  a  una  rnasa  pun- 
tual  M  en  el  origen  tiene  la  forma 


F(x,  y,  z)  =  -cM 


donde  r  =  xi  +  yj  +  sk  y  c  es  una  constante. 


768  Capitulo  14  Calculo  vectorial 


Masa  puntual  Superficie  dS 
M  / 


Figura  5 


m  EJEMPLO  5  I  Sea  S  ana  region  solida  que  contiene  una  masa  puntual  M  con  el 
origen  en  su  interior  y  con  el  campo  correspondiente  F  =  — cMr/||r||3.  Demuestre  que 
el  flujo  de  F  a  traves  de  dS  es  -  AttcM ,  independientemente  de  la  forma  de  S. 

SOLUCION  Como  F  es  discontinuo  en  el  origen,  el  teorema  de  Gauss  no  se  aplica 
directamente.  Sin  embargo,  imaginemos  que  hemos  quitado  a  S  una  pequena  esfera  so¬ 
lida  Sa  con  centra  en  el  origen  y  radio  a,  quedando  un  solido  W  con  frontera  exterior  dS 
y  frontera  interior  dSa  (figura  5).  A1  aplicar  el  teorema  de  Gauss  a  W,  obtenemos 

JJf  •  n  dS  +  JJf  ■  n  dS  =  JJ  F  •  n  dS  =  JJJ div  F  dV 

ss  asa  sw  w 

Pero  div  F  =  0,  lo  que  es  facil  de  comprobar  (problema  21  de  la  section  14.1),  y  entonces 


//V-'v  /A"" 


En  la  superficie  9Sa ,  n  =  — r/||r||  y  ||r||  =  a.  En  consecuencia, 

ss„  ds„ 

as„ 

-  -cMIfv> dS 


-(47Tfl2)  =  —AttcM 


Podemos  extender  el  resultado  del  ejemplo  5  al  caso  en  que  un  solido  S  contiene  k 
masas  puntuales  Ml5  M2,—,  Mk  en  su  interior.  El  resultado,  que  se  conoce  como  ley  de 
Gauss,  proporciona  el  flujo  de  F  a  traves  de  dS  como 


4irc(M1  +  M2 


Por  ultimo,  la  ley  de  Gauss  se  puede  extender  a  un  cuerpo  B  con  una  masa  de  ta- 
maflo  M  distribuida  continuamente  en  partes  pequenas  y  aproximar  estas  partes  por 
masas  puntuales.  El  resultado  para  cualquier  region  S  que  contenga  a  B  es 


/F-"- 


—  477cM 


Revision  de  conceptos 

1.  Los  teoremas  de  Green,  Gauss  y  Stokes  relacionan  una  inte¬ 
gral  sobre  S  con  otra  integral  sobre  la  _ de  S,  que  se  denota 


2.  En  particular,  el  teorema  de  Gauss  dice  que 

div  F  dV  =  JJ _ dS. 


3.  Otra  forma  de  establecer  el  teorema  de  Gauss  es  decir  que  el 

flujo  de  F  a  traves  de  la  frontera  de  S  es  igual  a  JJJ _ dV. 

s 

4.  Una  consecuencia  del  teorema  de  Gauss  es  que  la(el) _ 

del  campo  gravitational  debido  a  una  masa  M  a  traves  de  la  frontera 
de  cualquier  solido  S  que  contenga  a  M  es  —AttcM;  es  decir,  es  inde- 
pendiente  de _ de  S. 
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Conjunto  de  problemas  14.6 

En  los  problemas  del  l  al  14  use  el  teorema  de  la  divergencia  de  Gauss 
para  calcular  Jj  F  •  n  dS. 

ns 

1.  F(x,  y,  z)  =  zi  +  xj  +  yk;  S  es  el  hemisferio 
0<!<  V9  -  x2  -  y2. 

2.  F(x,y,  z)  =  xi  +  2yj  +  3z  k;  S  es  el  cubo  0si<l,0s>sl, 
Oszsl. 

3.  F(x, y,  z)  =  cos  z2i  +  yj  +  cos  x 2  k;  S  es  el  cubo  -ls^sl, 
-l<y<l,-l<?<l. 

4.  F(x,  y,  z)  =  x3i  +  y3j  +  z3k;  S  es  el  hemisferio 


5.  F(x,  y,  z)  =  x2yz  i  +  xy2z  j  +  xyz2  k;  S  es  la  caja  0  £  x  s  a,  0  £  y 
<i,0<z<c. 

6.  F(x,y,  z)  =  3xi  -  2yj  +  4?k\  S  es  la  esfera  solida  x2  +  y2  +  z2  s  9. 

7.  F(x, y, z)  =  x2i  +  y2 j  +  z2k; 5 es  el  solido  parabolico 0^zs4 


8.  F(x,  y ,  z)  =  (x2  +  cos  yz)i  +  (y  -  ez)j  +  (z2  +  x2)k;  5  es  el  solido 
acotado  por  x2  +  y2  =  4,  x  +  z  =  2,  z  =  0. 

9.  F(x,  y,  z)=  (x  +  z2) i  +  (y  -  z2) j  +  xk;  S  es  el  solido  0  <  y2  +  z2  s 
I,0<xs2. 

10.  F(x,  y,  z)  =  x2i  +  y2j  +  z2k;  S  es  el  solido  encerrado  por  x+y  + 
z  =  4,x  =  0,y  =  0,  z  =  0. 

11.  F(x,  y ,  z)  =  2xi  +  3yj  +  4zk;  5  es  la  capa  esferica  solida  9  =£  jc2  + 
y2  +  z2  s  25. 

12.  F(j:,y,  z)  =  2zi  +  xj  +  z2k.  5  es  la  capa  cillndrica  solida  lsr!+ 
y2<4,0<z<2. 

13.  F(x, y, z)  =  z2i  +  y2j  +  x2k; S  es  la  region cih'ndrica r2  +  z!sl, 
0  £  y  s  10.  Sugerencia:  haga  la  transformacion  x  =  r  cos  H,  z  =  r  sen  0, 
y  =  y  (de  forma  analoga  a  coordenadas  cih'ndricas)  y  utilice  los  meto- 
dos  de  la  seccion  13.9  para  obtener  el  jacobiano. 

14.  F(x,  y,  z)  =  (x3  +  y)i  +  (v3  +  z)j  +  (x  +  z3)k;  S  es  la  region  x2  + 
z2sy2,x2  +  /  +  z2<l,y>0.  Sugerencia:  haga  una  transformacion  si¬ 
milar  a  la  de  coordenadas  esfericas  y  utilice  los  metodos  de  la  seccion 
13.9  para  obtener  el  jacobiano. 

15.  Sea  F(x,  y,  z)  =  xi  +  yj  +  zk,  y  sea  S  un  solido  al  que  puede 
aplicarse  el  teorema  de  la  divergencia  de  Gauss.  Demuestre  que  el 
volumen  de  S  esta  dado  por 


F  -ndS 


16.  Use  el  resultado  del  problema  15  para  verificar  la  formula 
para  el  volumen  de  un  cilindro  circular  recto  de  altura  h  y  radio  a. 

17.  Considere  el  piano  ax  +  by  +  cz  =  d,  donde  a,b,c  y  d  son 
positivos.  Use  el  problema  15  para  demostrar  que  el  volumen  del 
tetraedro  cortado  en  el  primer  octante  por  este  piano  es 

dD/^Va2  +  b2  +  e2),  donde  D  es  el  area  de  la  parte  del  piano  en 
el  printer  octante. 


18.  Sea  F  un  campo  vectorial  constante.  Demuestre  que 


dS  =  0 


para  cualquier  solido  "bueno"  S.  ^.Que  queremos  decir  con  "bueno”? 


19.  Calcule 


Jh 


dS  para  los  siguientes.  Visto  de  una  manera 


adecuada,  todos  son  bastante  faciles  e  incluso  algunos  son  triviales. 

(a)  F  =  (2x  +  yz)i  +  3yj  +  z2k;  S  es  la  esfera  solida  x2  +  y!  +  z2sl. 

(b)  F  =  (x2  +  y2  +  z2)5//3(xi  +  yj  +  zk);  S  corao  en  la  parte  (a). 

(c)  F  =  x2i  +  y2j  +  z2k;  S  es  la  esfera  solida  (x  -  2)2  +  y2  +  r<  1. 

(d)  F  =  x2i,-  S  es  el  cubo  0sj;<l,0<y<l,0<zs  1. 

(e)  F  =  (x  +  z)i  +  (y  +  x)j  +  (z  +  y)k;  S  es  el  tetraedro  formado  en  el 
printer  octante  por  el  piano  3x  +  4y  +  2z  =  12. 

(f)  F  =  x3i  +  y3j  +  z3k;  S  es  como  en  la  parte  (a). 

(g)  F  =  (xi  +  yj)  ln(x2  +  y2);  S  es  el  cilindro  solido  t^  +  y2  <4,0<j<2. 


20.  Calcule 


#F" 


dS.  En  cada  caso.  r  =  xi  +  yj  +  zk. 


(a)  F  =  r/||r||3, 5  es  la  esfera  solida  (x-  2)2  +  y2  +  z2  ^  1. 

(b)  F  =  r/||r||3, 5  es  la  esfera  solida  x2  +y2  +  z2  £  a2. 

(c)  F  =  r/||r||2;  S  es  como  en  la  parte  (b). 

(d)  F  =  /(||r|)r,/es  cualquier  funcion  escalar;  S  es  como  en  el  in- 
ciso  (b). 

(e)  F  =  |r||"r,  n  >  0;  S  es  la  esfera  solida  x2  +  y2  +  z2<az(p<(i  cos  4> 
en  coordenadas  esfericas). 

21.  Hemos  definido  el  laplaciano  de  un  campo  escalar  como 

,  a2/  a2/  a2/ 

ax2  ay2  az2 

Demuestre  que  si  DJ  t s  la  derivada  direccional  en  la  direccion  del 
vector  normal  unitario  n,  entonces 


ilDjds\St2 


22.  Suponga  que  V2/es  identicamente  cero  en  una  region  S.  De¬ 
muestre  que 


JjfD„fdS  =  JJJmfdV 


23.  Establezca  la  primera  identidad  de  Green: 

[f  fDng  dS  =  jjj(f  V2g  +  V/  •  Vg)  dV 

ns  s 

aplicando  el  teorema  de  la  divergencia  de  Gauss  a  F  =/  V g. 

24.  Establezca  la  segunda  identidad  de  Green: 


/</D"s 


gDJ)  dS  = 


f(/v! 


'■g-g  V2/)  dV 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  frontera;  <95 
2.  F  •  n  3.  div  F  4.  flujo;  la  forma 
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.  /  En  la  seccion  14.4  mostramos  que  la  conclusion  del  teorema  de  Green  se  podria  escri- 

Teorema  de  Stokes  bir  como 

F  •  T  ds  =  ff  (rot  F)  •  k  dA 


Figura  1 


Como  lo  establecimos,  este  era  un  teorema  para  un  conjunto  piano  S  acotado  por  una 
curva  simple  cerrada  dS.  Vamos  a  generalizar  este  resultado  al  caso  en  que  S  es  una  su- 
perficie  curva  en  el  espacio  tridimensional.  Esta  forma  del  teorema  se  debe  al  cientffi- 
co  irlandes  George  Gabriel  Stokes  (1819-1903). 

Necesitaremos  ciertas  restricciones  sobre  la  superficie  S.  En  primer  lugar,  supon- 
dremos  que  S  tiene  dos  lados,  con  un  vector  normal  n  unitario  que  varia  continuamen- 
te  (asf,  al  tener  un  lado,  la  banda  de  Mobius  de  la  seccion  14.5  queda  eliminada  de 
nuestro  analisis).  En  segundo  lugar,  pediremos  que  la  frontera  SS  sea  una  curva  simple 
cerrada  suave  por  partes,  orientada  de  manera  consistente  con  n.  Esto  significa  que,  si 
usted  se  para  cerca  de  la  orilla  de  la  superficie  con  su  cabeza  en  la  direccion  n  y  sus  ojos 
miran  en  la  direccion  de  la  curva,  la  superficie  esta  a  su  izquierda  (figura  1). 


■reffBnTEmW  Teorema  de  Stokes 

Sean  S,  dS  y  n  como  se  acaban  de  definir  y  suponga  que  F  =  Mi  +  Nj  +  Pk  es  un  cam- 
po  vectorial,  donde  M,  N  y  P  tienen  primeras  derivadas  parciales  continuas  en  S  y  en 
su  frontera  dS.  Si  T  denota  el  vector  unitario  tangente  a  dS,  entonces 


=  // 


(rotF)  -n  dS 


Ejemplos  y  aplicaciones  La  demostracion  del  teorema  de  Stokes  es  mas  ade- 
cuada  para  un  curso  de  calculo  avanzado.  Sin  embargo,  al  menos  podemos  comprobar 
el  teorema  en  un  ejemplo. 


Figura  2 


J  EJEMPLO  1  j  Verifique  el  teorema  de  Stokes  para  F  =  yi  -  xj  +  yzk  si  S  es  el 
paraboloide  z  =  x2  +  y2  con  la  circunferencia  x2  +  y2  =  1,  z  —  1  como  su  frontera 
(figura  2). 

SOLUCION  Podemos  describirdS  mediante  las  ecuaciones  parametricas 
x  =  cos  /,  y  =  sen  t ,  z  =  1 

Entonces  dz  =  0  y  (vease  la  seccion  14.2) 

®  F  •  T  ds  =  <p  y  dx  —  x  dy  =  /  [sen  f(—  sen  t )  dt  —  cos  t  cos  t  dt ] 

JdS  JdS  J  0 

Jp7.1T 

'  [sen2 1  +  cos2 1 ]  dt  —  —2tt 

o 

Por  otro  lado,  para  calcular  JJ (rot  F)  •  n  dS  obtenemos  primero 


i  j  k 

d  d  d 

rot  F  =  V  X  F  =  —  —  —  =  zi  +  0|-2k 

dx  By  dz 

y  -x  yz 
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Entonces,  por  el  teorema  14. 5B, 


JJ (rot  F)  -ndS  =  JJ [— z(2x)  —  0(2 y)  —  2]  dx  dy 


R 

=  —2  JJ [xz  +  1]  dx  dy 

R 

=  —2  JJ [x(x2  +  y2)  +  1]  dx  dy 

R 

p2l T  p  1 

—  —2  I  I  [r3  cos  6  4-  1  ]r  dr  d6 


Jo  Jo 

fllT 


=  -2 


1  1 

—  cos  0  H - 

5  2 


d6  =  — 2t t 


EJEMPLO  2  Sea  S  la  parte  de  la  superficie  esferica  x~  +  y~  +  (z  —  4)"  =  10  por 


debajo  del  piano  z  =  1,  y  sea  F  =  yi  —  xj  +  yzk.  Use  el  teorema  de  Stokes  para  calcular 


(rot  F)  •  n  dS 


donde  n  es  el  vector  normal  unitario  hacia  arriba. 


SOLUCION  Observe  que  el  campo  F  es  el  mismo  del  ejemplo  1  y  que  S  tiene  como 
curva  frontera  a  la  misma  circunferencia.  Concluimos  que 


®  F  •  n  ds  =  —  2-7T 

Jus 


De  hecho,  concluimos  que  el  flujo  de  rot  F  es  -2tt  para  todas  las  superficies  S  que  tie- 
nen  a  la  circunferencia  SS  de  la  figura  2  como  su  frontera  orientada.  M 


(0,  0,  2) 


>- 


(0,1,0) 


(1,0,0) 


J  EJEMPLO  3  I  Use  el  teorema  de  Stokes  para  evaluar  J)  F  •  T  ds ,  donde  F  =  2zi 
+  (8x  -  3y)j  +  (3x  +  y)k  y  C  es  la  curva  triangular  de  la  figura  3. 


SOLUCION  Podemos  considerar  que  S  es  cualquier  superficie  con  C  como  su  fron¬ 
tera  orientada,  pero  podemos  aprovechar  y  elegir  la  mas  sencilla  de  tales  superficies,  el 
triangulo  piano  T.  Para  determinar  n  en  este  caso,  observamos  que  los  vectores 

A  =  (0  -  l)i  +  (0  -  0)j  +  (2  -  0)k  =  -i  +  2k 
B  =  (0  —  l)i  +  (1  —  0)j  +  (0  -  0)k  =  -i  +  j 

estan  en  esta  superficie  y  por  lo  tanto 


3  i  j  k 

N  =  A  X  B  =  — 1  0  2 

-1  1  0 


— 2i  -  2j  -  k 


es  perpendicular  a  ella.  Por  lo  tanto,  el  vector  normal  unitario  hacia  arriba  n  es 


2i  +  2j  +  k  2  2  1 

V4  4  +  1  ^  3  3 
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Ademas, 


„  d  d 

rot  F  =  —  — 

dx  dy 


=  i  -  j  +  8k 


1 2  z  8x  —  3  y  3x  +  y\ 


y  rot  F  •  n  =  3.  Concluimos  que 

<j)F-Tds  =  JJ (rot  F)  •  n  dS  =  ^(areadeT)  =  —  4  » 

T 

UjlMPLO  dTj  Sean  F  el  campo  vectorial  y  D  la  region  que  satisfacen  las  hipote- 
sis  del  teorema  14.3D.  Demuestre  que  si  rot  F  =  0  en  D,  entonces  F  es  conservativo  ahi. 


SOLUCION  El  analisis  de  la  seccion  14.3  nos  permite  concluir  que  basta  mostrar 

que  J)F  •  dr  =  0  para  cualquier  trayectoria  simple  cerrada  C  en  D.  Sea  S  una  su- 

perficie  que  tiene  a  C  como  su  frontera  y  que  esta  orientada  de  manera  consistente 
con  C  (podemos  usar  el  hecho  de  que  D  es  simplemente  conexo  para  garantizar  la 
existencia  de  tal  superficie).  Entonces,  por  el  teorema  de  Stokes, 


j>F-dr = j)F- 


(rot  F)  •  n  dS  =  0 


Interpretacion  fisica  del  rotacional  En  la  seccion  14.4  ofrecimos  una  inter¬ 
pretation  del  rotacional.  Ahora  podemos  ampliar  ese  analisis.  Sea  C  una  circunferencia 
de  radio  a  con  centro  en  el  punto  P.  Entonces 

</f-T  ds 


se  llama  la  circulation  de  F  en  torno  de  C  y  mide  la  tendencia  de  un  fluido  con  campo 
de  velocidad  F  a  circular  en  torno  de  C.  Ahora,  si  F  es  continuo  y  C  es  muy  pequeno,  el 
teorema  de  Stokes  implica 

jr-tcis-  /(r°,F)  •  n  dS  «  [rot  F(/,)J  •  n  (rra1 2) 


f . 1  l ) 

h .  /  . M 


Figura  4 


La  expresion  de  la  derecha  tendra  magnitud  maxima  si  n  tiene  la  misma  direccion  que 
rot  F(P). 

Suponga  que  una  pequena  rueda  con  paletas  se  coloca  en  el  fluido  con  centro 
en  P  y  eje  con  direccion  n  (figura  4).  Esta  rueda  girara  mas  rapidamente  si  n  tiene  la 
direccion  de  rot  F.  La  direccion  del  giro  sera  determinada  por  la  regia  de  la  mano 
derecha. 


Revision  de  conceptos 


1.  El  teorema  de  Stokes  en  el  espacio  tridimensional  dice  que 


bajo  hipotesis  adecuadas  /  F  •  T  dS  = 

Jits 

es  una  superficie  y  US  es  su  frontera. 


.  dS.  En  este  caso,  S 


2.  Una  de  estas  hipotesis  es  que  S  tenga  dos  lados.  Un  ejemplo 
importante  de  una  superficie  con  un  lado  es  la(el) _ que  se  ob- 


tiene  al  cortar  una  banda  cilmdrica  comun,  dandole  medio  giro  y  pe- 
gandola  de  nuevo. 

3.  El  teorema  de  Stokes  implica  que  para  todas  las  superficies  con 

dos  lados  y  la  misma  frontera  BS  obtenemos  el  mismo  valor  para _ . 

4.  Una  rueda  con  paletas  con  centro  en  P  e  inmersa  en  un  flui¬ 

do  con  campo  de  velocidad  F  girara  mas  rapidamente  en  torno  de  P 
si  n  tiene  la  direccion  de _ . 


Seccion  14.8  Repaso  del  capitulo  773 


Conjunto  de  problemas  14.7 

En  los  problemas  del  l  al  6  use  el  teorema  de  Stokes  para  calcular 

Jh F)  •  n  dS 

s 

1.  F  =  x2i  +  y2j  +  z2k;  S  es  el  hemisferio  z  =  VI  -  x2  -  y2  y  n  es 
el  vector  normal  superior. 

2.  F  =  xyi  +  yzj  +  xzk:  S  es  la  superficie  triangular  con  vertices 
(0,0,0),  (1,0, 0)  y  (0, 2, 1)  y  n  es  el  vector  normal  superior. 

3.  F  =  (y  +  z)i  +  (x2  +  z2) j  +  yk;  S  es  la  mitad  del  cilindro 
z  =  Vt—  x2  entre  y  =  0yy  =  l,ynesel  vector  normal  superior. 


JJ (rot  F)  •  n  dS  =  JJ {rot  F)  •  {~gxi  ~  gy j  +  k)  dA 

s  s„ 

donde  n  es  el  vector  hacia  arriba  normal  a  S  y  Sxy  es  la  proyeccion  de 
S  en  el  piano  xy. 

14.  Sean  F  =  x1\  —  2xy\  +  yz2 k  y  SS  la  frontera  de  la  superficie  z  = 
xy, 0sr<l,0sy<l, orientada en  sentido contrario  a  las  manecillas 
del  reloj  vista  desde  arriba.  Use  el  teorema  de  Stokes  y  el  problema 

13  para  evaluar  ®  F  •  T  ds. 

JDS 

15.  Sean  F  =  2i  +  xzj  +  z3k  y  r).S'  la  frontera  de  la  superficie  z=xy2, 
0£r£  l.Osys  1,  orientada  en  sentido  contrario  a  las  manecillas  del 


4.  F  =  xz2i  +  x3j  +  cos  xz  k;  S  es  la  parte  del  elipsoide  x2+y2+  reloj  vista  desde  arriba  EvaWe  <lF.Tds 


3 z2  =  1  por  debajo  del  piano  xy  y  n  es  el  vector  normal  inferior. 

5.  F  =  yzi  +  3xzj  +  z2k;  S  es  la  parte  de  la  esfera  x2  +  y2  +  z2  =  lb 
por  debajo  del  piano  z  =  2  y  n  es  el  vector  normal  hacia  afuera. 

6.  F  =  (z  ~  y)i  +  (z  +  x)j  —  (x  +  y)k;  S  es  la  parte  del  paraboloide 
Z  =  1  —  x2  -  y2  por  arriba  del  piano  xy  y  n  es  el  vector  normal  hacia 
arriba. 

En  los  problemas  del  7  al  12  use  el  teorema  de  Stokes  para  calcular 

Jf  •  T  ds. 

7.  F  =  2zi  +  xj  +  3yk;  C  es  la  elipse  dada  como  la  interseccion  del 
piano  z  =  x  y  el  cilindro  x2  +  y2  =  4,  orientado  en  el  sentido  de  las  ma¬ 
necillas  del  reloj  visto  desde  arriba. 

8.  F  =  yi  +  zj  +  xk;  C  es  la  curva  triangular  con  vertices  (0, 0, 0), 
(2, 0, 0)  y  (0, 2, 2)  orientada  en  sentido  contrario  al  de  las  manecillas 
del  reloj  vista  desde  arriba. 

9.  F  =  (y  -  x)i  +  (x  -  z)j  +  (x  -  y)k;  C  es  la  frontera  del  piano 
x  +  2y  +  z  =  2  en  el  primer  octante,  orientada  en  el  sentido  de  las  ma¬ 
necillas  del  reloj  vista  desde  arriba. 

10.  F  =  y(x2  +  y2) i  -  x(x2  +  y2)j;  C  es  la  trayectoria  rectangular  de 
(0, 0, 0)  a  (1, 0, 0)  a  (1 , 1 , 1)  a  (0, 1. 1)  a  (0, 0, 0). 

11.  F  =  (z  -  y)i  +  yj  +  xk;  C  es  la  interseccion  del  cilindro  x2  +  y2 
=  x  con  la  esfera  x2  +  y~  +  v  =  1,  orientada  en  sentido  contrario  al  de 
las  manecillas  del  reloj  vista  desde  arriba. 

12.  F  =  (y  —  z)i  +  (z  -  x)j  +  (x  —  y)k;  C  es  la  elipse  dada  como  la 
interseccion  del  piano  x  +  z  =  1  y  el  cilindro  x2  +  y2  =  1,  orientada  en 
el  sentido  de  las  manecillas  del  reloj  vista  desde  arriba. 

13.  Suponga  que  la  superficie  5  esta  determinada  por  la  formula 
z  =  g(x,  y).  Demuestre  que  la  integral  de  superficie  en  el  teorema 
de  Stokes  se  puede  escribir  como  una  integral  doble  de  la  siguiente 


16.  Sean  F  =  2i  +  xzj  +  z3k  y  dS  la  frontera  de  la  superficie  z  = 
x2y 2,  x2  +  y2  £  a2,  orientada  en  sentido  contrario  a  las  manecillas  del 

reloj  vista  desde  arriba.  Evalue  ®  F  •  T  ds. 

Jus 

17.  Sean  F  =  2zi  +  2yk  y  dS  la  interseccion  del  cilindro  x2  +  y2  =  ay 
con  el  hemisferio  z  =  Va2  -  x2  -  y2,  a  >0.  Suponga  que  las  distan- 
cias  estan  dadas  en  metros  y  la  fuerza  en  newtons,  y  calcule  el  trabajo 
realizado  por  la  fuerza  F  al  mover  un  objeto  en  torno  de  dS  en  senti¬ 
do  contrario  a  las  manecillas  del  reloj  visto  desde  arriba. 

18.  Una  fuerza  central  es  aquella  de  la  forma  F  =  /( ||r]| )r,  don¬ 
de  / tiene  una  derivada  continua  (excepto  posiblemente  en  ||r||  =  0). 
Demuestre  que  el  trabajo  realizado  por  tal  fuerza  al  mover  un  objeto 
en  torno  de  una  trayectoria  cerrada  que  no  pasa  por  el  origen  es  igual 
a  cero. 

19.  Sea  S  una  esfera  solida  (o  cualquier  solido  encerrado  por  una 
superficie  dS  “buena").  Demuestre  que 

JJ  (rot  F)  •  n  dS  =  0 
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(a)  Usando  el  teorema  de  Stokes. 

(b)  Usando  el  teorema  de  Gauss.  Sugerencia:  Demuestre  que 
div(rot  F)  =  0. 

20.  Demuestre  que 

tf  (/  Vg)  -T  ds  =  //(V/  X  Vg)  •  n  dS 
Jas  JJ 


Respuestas  a  la  revision  de  conceptos:  1.  rot  F  •  n  2. 
banda  de  Mobius.  3.  ff  (rot  F)  •  n  dS  4.  rot  F 


14.8  Repaso  del  capitulo 

Examen  de  conceptos 

Responda  con  verdadero  o  falso  a  cada  una  de  las  siguientes  afirma- 
ciones.  Prepdrese  para  justificar  sit  respuesta. 

1.  Los  campos  de  la  ley  del  cuadrado  inverse  son  conservatives. 

2.  La  divergencia  de  un  campo  vectorial  es  otro  campo  vectorial. 


3.  Un  fisico  podrfa  estar  interesado  en  rotfgrad/)  y  grad(rot  F). 

4.  Si  /  tiene  segundas  derivadas  parciales  continuas,  entonces 
rot(grad/)  =  0. 

5.  El  trabajo  realizado  por  un  campo  de  fuerzas  conservative  al 
mover  un  objeto  en  torno  de  una  trayectoria  cerrada  es  cero. 


774  Capitulo  14  Calculo  vectorial 


6.  Si  J  F(r)  •  dr  =  0  para  toda  trayectoria  cerrada  en  un  conjun- 
to  abierto  y  conexo  D ,  entonces  existe  una  funcion  /tal  que  V/=  F  en  £>. 

7.  El  campo  F(x,  y,  z)  =  (2r  +  2y)i  +  2xj  +  yz2k  es  conservative. 

8.  El  teorema  de  Green  es  valido  para  una  region  S  con  un 
agujero,  siempre  que  toda  la  frontera  de  S  este  orientada  en  forma 


9.  La  integral  doble  es  un  caso  particular  de  una  integral  de  su- 
perficie. 

10.  Una  superficie  siempre  tiene  dos  lados. 

11.  Si  no  hay  fuentes  ni  sumideros  en  una  region,  entonces  el  flu- 
jo  ncto  a  traves  de  la  frontera  de  la  region  es  cero. 

12.  Si  S  es  una  esfera  con  vector  normal  hacia  fuera  n  y  F  es  un 
campo  vectorial  constante,  entonces 


)  dS  =  0 


Problemas  de  examen 

1.  Bosqueje  una  muestra  de  vectores  del  campo  vectorial  F(x,y) 
=  .ri  +  2yj. 

2.  Determine  div  F,  rot  F,  grad(div  F)  y  div(rot  F)  si  F(x,  y,  z)  = 
2xyzi  -  3y2j  +  2y2zk. 

3.  En  el  problema  20,  seccion  14.1,  mostramos  que 

rot(/F)  =  /(rot  F)  +  V/XF 
y  en  el  problema  21,  seccion  14.3,  vimos  que 
rot(V/)  =  0 

Use  estos  hechos  para  demostrar  que 

rot (/  V/)  =  0 

4.  Determine  una  funcion /que  satisface 

(a)  V/  =  (2x_y  +  y) i  +  (x2  +  x  +  cos  _y)j; 

(b)  V/  =  (yz  -  e  *)i  +  (xz  +  ey)j  +  xy  k. 

5.  Evaltie: 

(a)  /(l  -  y2)  ds\  C  cs  el  cuarto  de  circunferencia  de  (0,  -1)  a 
(1,0),  con  centro  en  el  origen. 

(b)  J  xy  dx  +  z  cos  x  dy  +  z  dz\  C  es  la  curva  x  =  t,y  =  cos  t,z  = 
sen  t,0s(<  tt / 2. 

6.  Demuestre  que  J  y2  dx  +  2xy  dy  es  independiente  de  la 

trayectoria,  y  use  esto  para  calcular  la  integral  en  cualquier  trayecto¬ 
ria  de  (0,0)  a  ( 1, 2). 


7.  Calcule  el  trabajo  realizado  por  F  =  y2i  +  2xyj  al  mover  un  ob- 
jeto  de  (1, 1)  a  (3, 4)  (vease  el  problema  6). 

8.  Evalue  (vease  el  problema  4b) 

AUA) 

/  (yz  —  e~x)  dx  +  (xy  +  ey)  dy  +  xy  dz 

J(  0,0,0) 

9.  Evalue  *j)  xy  dx  +  (x2  +  y2)  dy  si 

(a)  C  es  la  trayectoria  cuadrada  de  (0,  0)  a  (1, 0)  a  (1, 1)  a  (0,  1)  a 
(0,0); 

(b)  C  es  la  trayectoria  triangular  de  (0, 0)  a  (2, 0)  a  (2, 1 )  a  (0, 0); 

(c)  C  es  la  circunferencia  x2  +  y2  =  1  recorrida  en  el  sentido  de  las 
manecillas  del  reloj. 

10.  Calcule  el  flujo  de  F  =  xi  +  vj  a  traves  de  la  curva  cuadrada  C 
con  vertices  (1.1),  ( — 1, 1 ),  (-1,-1)  y  ( 1 ,  — 1 ); es  decir, calcule  ^F  •  n  ds. 

11.  Calcule  el  flujo  de  F  =  xi  +  yj  +  3k  a  traves  de  la  esfera  x2  +  y1 
+  z2  =  1. 

12.  Evalue  ^ xyz  dS ,  donde  G  es  la  parte  del  piano  z  =x  +  y  sobre 

G 

la  region  triangular  con  vertices  (0,  0,  0),  (1.  0,  0)  y  (0,  2,  0). 


13.  Evalue  JJ (rotF)-n  dS,< 


F  =  x~y\  +  ey\  +  ztan^^—  j  k 

y  G  es  la  parte  de  la  esfera  x2  +y2  +  z2  =  2  sobre  el  piano  z  =  1  y  n  es 
el  vector  normal  unitario  hacia  arriba. 


14.  Evalue  ^ F  •  n  dS,  i 


F  =  senxi  +  (1  -  cosx)yj  +  4zk 

y  G  es  la  superficie  cerrada  acotada  por  z  =  V9  —  x2  -  y2,  y  z  =  0 
con  vector  normal  unitario  exterior  n. 

15.  Sea  C  la  circunferencia  dada  como  la  interseccion  del  piano 
ax  +  by  +  z  —  0  (a  a  0,  b  a  0)  y  la  esfera  x2  +  y2  +  z2  =  9.  Para  F  =  yi  — 
xj  +  3yk.  evalue 


F'Trfs 


Sugerencia:  Use  el  teorema  de  Stokes. 


Apendice 


A.  1  Induction 
matematica 

A. 2  Demostracion 

de  varios  teoremas 

Teorema  A 
Teorema  principal  de 
limites 

Teorema  JB 
Regia  de  la  cadena 

leorema  C 
Regia  de  la  potencia 

Teorema  I) 

Limites  de  vectores 


A.l 

Induccion  matematica 


Con  frecuencia,  en  matematicas  nos  enfrentamos  a  la  tarea  de  querer  establecer  si  una 
cierta  proposition  P„  es  verdadera  para  cada  entero  n  >  1  (o  tal  vez  para  cada  entero  n 
a:  N).  He  aqui  tres  ejemplos: 


1.  P„:  l2  +  22  +  3 2  +  ■■■  +  n2  = 


n(n  +  1)(2«  +  1 ) 
6 


2.  Qn:  2"  >  n  +  20 

3.  Rn:  n2  —  n  +  41  es  primo 

La  proposition  P„  es  verdadera  para  cada  entero  positivo  y  Qn  es  verdadera  para  cada 
entero  mayor  o  igual  a  5  (como  mostraremos  en  breve).  La  tercera  proposition,  R„,  es 

interesante.  Observe  que  para  n  =  1,2, 3 . los  valores  de  n2  —  n  +  41  son  41, 43, 47, 53, 

61,...,  (numeros  primos  hasta  este  momento).  De  hecho,  obtendremos  un  numero 
primo  para  cada  n  hasta  40;  pero  en  n  =  41,  la  formula  proporciona  el  numero  com- 
puesto  1681  =  (41)(41).  Mostrar  la  verdad  de  una  proposition  para  40  (o  40  millones) 
casos  individuales  puede  hacer  una  proposition  plausible,  pero  ciertamente  esto  no  de- 
muestra  que  sea  verdadera  para  toda  n.  El  salto  entre  cualquier  numero  finito  de  casos 
y  todos  los  casos  es  infinitamente  grande. 

^Que  hay  que  hacer?  ^Hay  un  procedimiento  para  establecer  que  una  proposition 
Pn  es  verdadera  para  toda  nl  Una  respuesta  afirmativa  la  da  el  principio  de  induction 
matematica. 


Principio  de  induction  matematica 

Sea  {P,,}  una  serie  de  proposiciones  (enunciados)  que  satisfacen  estas  dos  condi- 
ciones: 

(i)  PN  es  verdadera  (por  lo  general,  N  sera  1 ). 

(ii)  Que  P,  sea  verdadera  implica  que  P/+1  ,i£N. 

Entonces,  P„  es  verdadera  para  todo  entero  n  2  N. 


No  demostraremos  este  principio;  con  frecuencia  se  le  considera  como  un  axioma 
y  esperamos  que  sea  evidente.  Despues  de  todo,  si  la  primera  ficha  de  domino  cae  y  ca¬ 
da  ficha  golpea  a  la  siguiente,  entonces  toda  la  serie  de  fichas  caera.  Nuestro  esfuerzo 
ira  dedicado  a  ilustrar  la  forma  de  usar  la  induction  matematica. 


H  EJEMPLO  1  j  Demuestre  que 

P„:  l2  +  22  +  3 2  +  ■■■  +  n2 
es  verdadera  para  cada  n  >  1 . 

SOLUCION  Observamos  primero  que 


n  ( n  +  1 )  ( 2«  +  1 ) 
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Pu  1 


2  _ 


1(1  +  1)(2  +  1) 


es  un  enunciado  verdadera. 

En  segundo  lugar,  demostraremos  la  implication  (ii).  Comenzamos  escribiendo  los 
enunciados  Pi  y  An. 


,2  .  ;2  '(«  +  1)(2»  +  1) 


P:  V  +  2Z  +  •••  +  P  = 


Pi+ 1:  l2  +  2 2  +  ■■■  +  i2  +  {i  +  l)2 


(/  +  1 )(/  +  2)  (2/  +  3) 


A-l 


A-2  Apendice 


Debemos  demostrar  que  P,  implica  PM,de  modo  que  suponemos  que  P,  es  verdadera.  En- 
tonces  el  lado  izquierdo  de  P(+1  se  puede  escribir  como  sigue  (*indica  donde  usamos  P,): 

T  T  7  ,  *  1  )  (2/  +  1)  , 

ri2  I  o2  ,  .  .  .  ,  ;2i  ,  f;  ,  1  \2  *.  - 12 - i  x  +  1\2 


[l2  +  22  +  •••  +  ;2]  +  (/  +  l)2  = 


+  (/  + 1)2 


=  (i  + 1) 


2  r  +  i  +  6/  +  6 


(/  +  1 )  (/  +  2)  (2/  +  3) 


Esta  cadena  de  igualdades  conduce  al  enunciado  Pl+\.  Asf,  la  verdad  de  Pt  realmente 
implica  la  verdad  de  Pm-  Por  el  principio  de  induccion  matematica,  P„  es  verdadera 
para  cada  entero  positivo  n.  * 


UH  EJEMPLO  2  |  Demuestreque  P n-  2  n>n  +  20  es  verdadera  para  cada  entero  n  s  5. 

SOLUOON  Primero  observemos  que  la  proposicion  P5:  25  >  5  +  20  es  verdadera. 
En  segundo  lugar,  supongamos  que  P,:  2 ‘>i  +  20  es  verdadera  y  tratemos  de  deducir 

a  partir  de  esto  que  Pm-  2'+1  >  i  +  1  +  20  es  verdadera.  Pero 

2<+1  =  2  •  2'  >  2(t  +  20)  =  2/  +  40  >  i  +  21 

Leida  de  izquierda  a  derecha,  esta  es  la  proposicion  P,+1.  Concluimos  que  P„  es  verda¬ 
dera  para  ■ 


H|  EJEMPEO  3  ]  Demuestre  que 

P„:  -  y  es  un  factor  de  xn  -  yn 

es  verdadera  para  cada  entero  n  >  1. 

SOLUCION  En  forma  trivial,  x  —  y  es  un  factor  d  ex-  y,  de  modo  que  Pj  es  verda¬ 
dera.  Suponga  que  x  — ye  s  un  factor  de  x‘  -  /;  es  decir, 

x‘  -  y‘  =  Q(x,y)(x  -  y) 

para  algun  polinomio  Q(x,  y).  Entonces 

x<+t  _  y+>  =  xt+1  -  x ly  +  x'y  -  y'+1 

=  x'(x  —  y)  +  y(x‘  -  y') 

=  •*'(*  “  y)  +  yQ(x,y)(x  -  y) 

=  [*'  +  ?£?(*,  y)](*  -  y) 

Asf,  la  verdad  de  P,  realmente  implica  la  verdad  de  Por  el  principio  de  induccion 
matematica,  concluimos  que  P„  es  verdadera  para  toda  n  >  1.  ■ 


Con  junto  de  problemas  A.l 

En  los  problemas  del  1  al  8  use  el  principio  de  induccion  matematica 
para  demostrar  que  la  proposicion  dada  es  verdadera  para  cada  ente¬ 
ro  n  a  1 . 


1,  1  +  2  +  3  +  --  -+  M  — 


n(n  +  1) 


2.  1  +  3  +  5  +  +  (2 n  -  1)  =  n2 


3.  1-2  +  2-3  +  3-4  +  +  nln  +  1)  = 


n(n  +  1  )(n  +  2) 


4.  I2  +  3Z  +  5Z  +  -  ••  +  (2 n  -  l)z  = 


2  n(2n  —  1)(2  n  +  1) 


5.  I3  +  23  +  33  +  •  •  •  +  n3  = 


n(n  +  1)  l2 


6.  I4  +  24  +  34  +  ■  ■  ■  +  «4  = 


n(n  +  l)(6n3  +  9  rr  +  n  —  1) 
30 


7.  n3  -  n  es  divisible  entre  6. 


8.  n3  +  (n  +  l)3  +(n  +  2)3  es  divisible  entre  9. 


Apendice  A-3 


En  los  problemas  del  9  al  12  determine  el  primer  entero  N  para  el  que 
sea  verdadera  la  proposicion  para  cada  n  S  N,  y  luego  demuestre  la 
proposicion  para  cada  n^N. 

9.  3n  +  25  <  3" 

10.  n  -  100  >  logio  n 

11.  n 2  £=  2n 

12.  |sen  nx\  s  n|sen  x\  para  toda x 

En  los  problemas  del  13  al  20  indique  la  conclusion  sobre  P„  que  pue- 
de  extraerse  con  la  informacion  dada. 

13.  P5  es  verdadera  y  P,  verdadera  implica  que  Pi+2  es  verdadera. 

14.  P,  y  P2  son  verdaderas  y  P,  verdadera  implica  que  P,+2  es  ver" 
dadera. 

15.  P30  es  verdadera  y  P,  verdadera  implica  que  Pl+1  es  verdadera. 

16.  P3U  es  verdadera  y  P,  verdadera  implica  que  P,+1  y  P,  i  son 
verdaderas. 

17.  P,  es  verdadera  y  P,  verdadera  implica  que  P4,  y  PM  son  ver¬ 
daderas. 

18.  P,  es  verdadera  y  P2,  verdadera  implica  que  P2,  +  ,  es  verda¬ 
dera. 

19.  P,  y  P,  son  verdaderas  y  P;  y  Pi+t  verdaderas  implican  que 
P,  ,2  es  verdadera. 

20.  Pi  es  verdadera  y  P,  verdadera  para  j  <  i  implica  que  P,+i  es 
verdadera. 

fin  /as  problemas  del  21  al  27  decida  para  cuales  n  es  verdadera  la  pro¬ 
posicion  dada  y  luego  use  induccion  matematica  ( tal  vez  en  alguna  de 
las  formas  alternativas  que  haya  descubierto  en  los  problemas  del  13 
al  20)  para  demostrar  lo  siguiente. 

21.  x  +  y  es  un  factor  de  xn  +  y". 


22.  La  suma  de  las  medidas  de  los  angulos  internos  de  un  poli'go- 
no  convexo  con  n  lados  (sin  agujeros  ni  dientes)  es  (n  —  2 )ir. 

23.  El  numero  de  diagonales  de  un  poh'gono  convexo  con  n  lados 
n(n  —  3) 


111  13 

24.  - + - + - +  •  •  •  +  —  >  — 

n  +  1  n  +  2  n  +  3  2n  5 

2S-  MX'-lX'-s)- 

26.  Sean  f0  =  0,  /,  =  1  y  fl+2  =  f„+i  +  fn  para  »>  0  (esta  es  la  suce- 
sion  de  Fibonacci).  Entonces 


1 

yi  +  V5v 

( 1  -  V5\"~ 

V5 

LV  2  ) 

V  2  )  J 

27.  Sean  a0  =  0,  at  =  1  y  an+2  =  ( an+l  +  an)l  2  para  n>  0.  Entonces 


28.  ^Cual  es  el  error  en  el  siguiente  argumento  que  propone  de¬ 
mostrar  que  todas  las  personas  en  cualquier  conjunto  de  n  personas 
tienen  la  misma  edad?  La  afirmacibn  es  verdadera  para  un  conjunto 
que  consta  de  una  persona.  Suponga  que  es  verdadera  para  cualquier 
conjunto  de  i  personas  y  considere  un  conjunto  W  de  i  +  1  personas. 
Podemos  pensar  W  como  la  union  de  conjuntos  X  y  Y,  cada  uno  con  i 
personas  (por  ejemplo,  trace  una  figura  cuando  W  tiene  6  personas). 
Por  hipotesis,  cada  uno  de  estos  conjuntos  consta  de  personas  con  la 
misma  edad.  Pero  X  y  Y  se  traslapan  (en  X  n  Y)  de  modo  que  todos 
los  elementos  de  W  -  X  U  Y  tienen  la  misma  edad. 


A.2 

Demostracion  de  varios 
teoremas 


Teorema  A 


Teorema  principal  de  limites 

Sea  n  un  entero  positivo,  k  una  constante,  y  fy  g  funciones  con  limites  en  c.  Enton¬ 
ces 

1.  ltm  k  =  k  2.  lim  x  =  c 

x — *  c  x — *c 

3.  Km  kf(x)  =  k  Km  f(x)  4.  Km[/(x)  +  g(;t)]  =  lim  f(x)  +  Km  g(x) 

r — *  c  y — >  c  x — >r  r — r — 

5.  Km [/(*)  -  g(A:)]  =  Km  f{x)  -  lim  g(x) 

6.  Km[/(x)  -g(x)]  =  Km  f(x)  •  Km  g(x) 


Km  f(x) 


V 

'  lim  g(x) 


8.  Km  [f{x)]n  =  [lfm  /(x)]” 

X — ~*C  — *c 


,  siempre  siempre  que  Km  g(x)  7=  0 


9.  Km  X//(x)  =  XJ^lim  f(x),  siempre  que  Km  f(x)  >  0  cuando  n  sea  par 


Demostracion  Casi  al  final  de  la  section  1.3  demostramos  las  partes  de  1  a  5,  de 
modo  que  deberiamos  comenzar  con  la  parte  6.  Sin  embargo,  primero  demostraremos 
un  caso  particular  de  la  parte  8: 

Km[g(x)]2  =  [lim  g(x)]2 

X~*C  X — *c.  J 

Para  ver  esto,  recuerde  que  hemos  demostrado  que  Km  x1  =  c2  (ejemplo  7  de  la 

x—*c 

section  1.2),  de  modo  que  f(x)  =  ,r2  es  continua  en  todas  partes.  Asf,  por  el  teorema  de 
composition  de  limites  (teorema  1.6E), 


A-4  Apendice 


lfm[^(x)]2  =  lfm  f(g(x))  =  /[ Ifm  g(x)]  =  [lfm  g(x)]~ 

X—*C  x—*c  Lx — *c  J  Lx— *c  J 

Ahora  escribimos 

f(x)g(x)  =  \{if(x)  +  g(*)]2  “  [/(*)  -  &(*)]2} 

y  aplicamos  las  partes  3, 4  y  5,  mas  lo  que  acabamos  de  demostrar.  Se  demuestra  la 
parte  6. 

Para  demostrar  la  parte  7  aplicamos  el  teorema  de  la  composition  de  lfmites  con 
/(x)  =  1/x  y  usamos  el  ejemplo  8  de  la  section  1.2.  Entonces 

I1?,  ^ 

X~*C 

Por  ultimo,  por  la  parte  6, 

fix )  Til  1 

ltm  — — —  =  lfm  fix)  —  =  lfm  fix)  •  lfm  — — 

X^c  g(X)  x-*c  g(x)J  x^eJK  x-c  g(x) 

de  donde  se  sigue  el  resultado. 

La  parte  8  es  consecuencia  del  uso  repetido  de  la  parte  6  (tecnicamente,  por  induc¬ 
tion  matematica). 

Demostraremos  la  parte  9  solo  para  rafces  cuadradas.  Sea  f(x)  =  Vx,  que  es 
continua  para  mimeros  positivos  por  el  ejemplo  5  de  la  section  1.2.  Por  el  teorema 
de  composition  de  lfmites, 

lfmVg(x)  =  lfm  f(g(x))  =  /(lfm  g(x))  =  Vlfm  g(x) 

x—*c  x — *C  X— *C  X— *c 

que  es  equivalente  al  resultado  deseado.  ■ 


iTgwrenElM  Regia  de  la  cadena 

Si  g  es  diferenciable  en  a  y /es  diferenciable  en  g(a),  entonces/0  g  es  diferenciable 
en  a  y 

(/  °  g)'(a)  =  f'(g{a))g'{a) 


Demostracion  Daremos  una  demostracion  que  se  generaliza  con  facilidad  a  di- 
mensiones  superiores  (vease  la  section  12.6).  Por  hipotesis,  /  es  diferenciable  en  b  = 
g(a);  es  decir,  existe  un  nurnero /'(£>)  tal  que 

m  v  /(^  +  Aw)  -  /(fo) 

(1)  2So - Yu - '  f  {b) 

Definimos  una  funcion  e  que  depende  de  An  como 

,  /»>  +  4«)  -  m  . 

e(Au)  ■ - Yu - f  {b) 


y  multiplicamos  ambos  lados  por  An  para  obtener 

(2)  f{b  +  Au)  -  f(b)  =  f'{b)  Au  +  Au  e(A u) 

La  existencia  del  lfmite  en  (1)  es  equivalente  a  que  e(  A u)  —*  0  cuando  A u  -^Oen  (2). 
Si  en  (2)  reemplazamos  Am  por  g(a  +  Ax)  -  g{a)  y  b  por  g(«),  obtenemos 

f{g(a  +  A*))  -  /(§(«))  =  f'(g{a))[g(a  +  Ax)  -  g(a)] 

+  [g(a  +  Ax)  -  g(fl)]e(Aw) 

o  bien,  al  dividir  ambos  lados  entre  Ax, 

f(g(a  +  Ax))  -  f(g(a))  g(a  +  Ax)  -  g(a) 

- ^ - =  /  <*(«)) - ^ - 

+  +  A/  ~  g(a).(A,) 

Ax 


(3) 


Apendice  A- 5 


En  (3),  hagamos  Ax  — *  0.  Como  g  es  diferenciable  en  a,  es  continua  ahf,  de  modo  que 
Ax  — ■»  0  implica  que  Am  — »  0;  esto,  a  su  vez,  implica  que  e(A u)  — >  0.  Concluimos  que 

f(g(a  +  Ax))  -  f(g(a))  g(a  +  Ax)  -  g{a) 

lim  - - -  =  f  (g(a))  hrn  - - -  +  0 

a*^o  Ax  a*->o  Ax 

Es  decir,/°  g  es  diferenciable  en  a  y 

(/  °  g)'(a)  =  r(g(a))g'(a)  U 


■  Regia  de  la  potencia 

Si  r  es  racional,  entonces  xr  es  diferenciable  en  cualquier  x  que  este  en  un  intervalo 
abierto  donde  xr~l  sea  real  y 

Dx(xr)  =  rxrl 


Demostracion  Considere  primero  el  caso  en  que  r=\/q,  con  q  un  entero  positivo. 
Recuerde  que  aq  —  bq  se  factoriza  como 


aq  —  bq  =  (a  —  b){aq~l  +  aq-2b  +  •••  +  ab‘‘~2  +  bq~x) 


de  modo  que 


a  b  _  _  1 _ 

aq  -  bq  ~  aq~ *  +  aq~2b  +  ■■■  +  abq~ 2  +  b‘r 


Asf,  si/(r)  =  z1"'. 


A/q  _  J /<?  A/q  -  yAq 

f'(x)  =  Km - : —  =  Km — - - - — 

v  t^x  t-x  t^x(tl/q)q-(  xx/q)q 

■(«-')/<?  +  t{q-i)/q  x^/q  +  ...  +  x(q~i)/q 

=  _ 3 _  =  1*1/9- 1 

nY(q-\)/q  n 


Ahora,  por  la  regia  de  la  cadena  y  con  p  un  entero, 
Dx(xp/q)  =  Dx[{xi/q)p]  =  p{x^q)p-'  Dx{xx/q)  =  px 


p/q-\/qLY\/q-\  -E_rp/q-l 


lra»ram?»H  Limites  de  vectores 

Sea  F(c)  =f(t) i  +  g(/)j.  Entonces  F  tiene  un  Kmite  en  c  si  y  solo  si/y  g  tienen  limites 
en  c.  En  ese  caso. 


Km  F(r)  =  [lfm  /(f)] i  +  [lim  g(r)]  j 

t—*c  ^  t  — *c  Lt—*c  J 


■A 


u  m2  j 


Demostracion  Primero,  observe  que  para  cualquier  vector  u  =  Mti  +  mj, 

W\ |  s  1|  U  |j  s  I  Mjl  +  \u2\ 


Este  hecho  se  ve  facilmente  en  la  figura  1. 

Ahora  suponga  que  Km  F(f)  =  L  =  a  i  +  b  j.  Esto  significa  que  para  cualquier 

t—*c 

e  >  0  existe  un  5  >  0  correspondiente,  tal  que 


Figura  1 


0  <  |f  -  c|  <  5  =>  ||F(f)  -  L||  <  e 


A-6  Apendice 


Pero,  por  la  parte  izquierda  de  la  desigualdad  en  el  recuadro, 

1/(0  -  fll  =s  ||F(0  -  L|| 

y  asf 

0  <  |r  —  c|  <  8  =>  |/(t)  —  a\  <  s 

Esto  muestra  que  li'm  f(t)  =  a.  Un  argumento  similar  establece  que  lfm  g(t)  =  b. 

t  — *C  t—*c 

Esto  concluye  la  primera  mitad  de  nuestro  teorema. 

Recfprocamente,  suponga  que 

lfm  /(/)  =  a  y  lfm  g(t)  =  b 

t~*C  t — *C 

y  sea  L  =  ai  +  b\.  Para  cualquier  e  >  0,  tal  que  S  >  0  existe  0  <  |  /  —  c  |  <  S  implica  que 

1/(0  -  al  <  |  y  lg(0  ~  *1  <  | 

Por  lo  tanto,  por  la  parte  derecha  de  la  desigualdad  en  el  recuadro, 

0  <  |f  -  c\  <  8  =>  ||F(0  -  L||  <  |  |  =  e 


lfm  F(f)  =  L  =  ai  +  />j  =  lfm  f(t)  i  +  lfmg(f)j 

t  — >c  t — *c  t—*c 


Respuestas  a  problemas 
con  numero  impar 


Con  junto  de  problemas  0.1 

7.  £ 

x  —  4 


1.  16  3.  -148 


5. 


13. 


15.  2  17.  3x 


9. 


11. 


49  15 

19.  6x2  -  15jc  -  9 


21.  9r4  -  6f3  +  It2  -  2t  +  1  23.  x  +  2,  jc  #  2 

2(3*  +  10) 


25.  1  -  7,  t  *  -3 


27. 


x(x  +  2) 

29.  (a)  0;  (b)  No  definida;  (c)  0;  (d)  No  definida; 

(0  1 

31.  0.08333  ...  33.  0.142857  ...  35.  3.6666  . . . 


(e)  0; 


37. 


39. 


41. 


41 

333  99  5 

43.  Aquellos  numeros  racionales  que  pueden  expresarse  mediante 
un  decimal  que  termina  seguido  con  ceros. 

49.  Irracional  51.  20.39230485  53.  0.00028307388 

55.  0.000691744752  59.  132,700,874  pies 

61.  651,441  pies  de  tablas 

63.  (a)  Si  me  quedo  en  casa,  entonces  tlueve.  Si  no  me  quedo  en 
casa,  entonces  no  llueve. 

(b)  Si  la  candidata  sera  contratada,  entonces  cumple  con  todos  los 
requisitos. 

65.  (a)  Si  un  triangulo  es  un  triangulo  rectangulo,  entonces 
a2  +  b2  =  c2.  Si  un  triangulo  no  es  un  triangulo  rectangulo, 
entonces  a2  +  b2  ^  c2. 

(b)  Si  la  medida  del  angulo  ABC  es  mayor  que  0°  y  menor  que  90°, 
es  agudo.  Si  la  medida  del  angulo  ABC  es  menor  que  0°  o  mayor 
que  90°,  entonces  no  es  agudo. 

67.  (a)  La  proposicion,  la  reciproca  y  la  contrapositiva  son  verda- 
deras. 

(b)  La  proposicion,  la  reciproca  y  la  contrapositiva  son  verdaderas. 
69.  (a)  Algunos  triangulos  isosceles  no  son  equilateros.  La  nega- 
cion  es  verdadera. 

(b)  Todos  los  numeros  reales  son  enteros.  La  proposicion  original 
es  verdadera.  (c)  Algun  numero  natural  es  mayor  que  su  cuadra- 
do.  La  proposicion  original  es  verdadera. 

71.  (a)  Verdadera;  (b)  Falsa;  (c)  Falsa;  (d)  Verdadera; 

(e)  Verdadera 

75.  (a)  3  •  3  •  3  ■  3  •  3  o  35;  (b)  2-2-31o22-31 

(c)  2-2-3 -5 -5  •  17  o  22 -3 -52- 17 

81.  (a)  Racional;  (b)  Racional;  (c)  Racional; 

(d)  Irracional 

Conjunto  de  problemas  0.2 


1.  (a) 


-4  -3  -2  -I 


[  '  1 


(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

(f) 


-4  -3  -2  -1  0 


2  3 

_l _ 1 


-4  -3  -2 

- — • — r- 
-1  0  1 

2 

3 

4 

,1-1  1 

I 

1 

^4  -3  -2 

L 

-1  0  1 

1  1  1 

2 

3 

1 

4 

-4  -3  -2 

J 

-1  0  1 

2 

3 

4 

-2,  00); 

1  1 

| 

| 

-4  -3  -2 

-1 

0 

12  3  4 

5  \ 

1  1  r  1 

1 

1 

L 

-4  -3  -2 

-1 

0 

12  3  4 

7.  (-2,1); 


1  2 
2’  3 


-4  -3  -2  -1  0 


1  [ 1  1  1  1 


-4-1-2-10  1  2  I  4 

3  3  3  3  3  3 


11.  (-1  -  Vl3,  -1  +  Vb) 

13.  (-00,-3)  UQ,  00);  - 

15.  [-4,3);  — f — 1 — L. 


-H — 1 — L 


_5  _4  -3  -2  -10  12  3 


4  -3  -2  -1  0 


I  _ L— J _ L 


-4  -3  -2  -I  0  1  2  3  4 


17.  (  —  00,  0)  U  (|,  00); 
19.  (— °°>  |)  U  [4,  00); 
21.  (-2,1)U(3.  OO); 
23.  (-00,  |]  U  [3,  00); 
25.  (-00, -1)U(0,6); 


-4  -3-2-101234 
5555  5555 


-10  1112  5  17 

6  6  3  2  3  6  6 


(  *—  1  ) 


-4-3-2-10  I  2  3  4 


J - L 


-4-3-2-101234 


-H — h 


1 - >  (-1- 


-L.  1  ■— L. 


-2  -1  0  1  2  3  4  5  6 


27.  (a)  Falsa;  (b)  Verdadera;  (c)  Falsa 
31.  (a)  (-2,1);  (b)  (-2,  oo);  (c)  No  hay  valores 
33.  (a)  [-3,  -1]  U  [2,  oo);  (b)  (-oo,  -2]  U  [2,  oo); 
(c)  (—2,  —1)  U  (1,  2) 

35.  (-00,-3]  U  [7,oo)  37.  -f,~ 


39.  (-oo,  —7]  U  [42,  oo)  41.  (-00, 1)  U  \  00 


43’  3’  J  U  (°"  \ 

47.  (-00,  -6)U(|,  00)  53. 

59.  (— 00,  |)  U  (5,  00)  61.  (- 


45.  (-00,  -1]  U  [4,  00) 


4  ]6\ 
_5’  3  / 


55.  |  57.  0.0064  pulg. 

60  120 

77-  11^73- 


Conjunto  de  problemas  0.3 

1.  2  3.  Vi70 

1 

5 

,y 

10 

,y 

l—L-1  j  ]U 

-(1,  1)  (3.  1) 

.  II  U  L  l  1  l  l  l 

-  •  (4,  5) 

h . 

-5 

5  x  -10 

L  10' 

-5 

-10 

I  .  (5,  -») 

7.  (-1,3),  (-1,-1);  (7,  3),  (7,-1);  (1,1),  (5,1) 
9.  —  11.  {x  -  l)2  +  (y  -  l)2  =  1 


A- 7 


2 


A-8  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


13.  (x  -  2)2  +  {y  +  l)2  =  25  15.  (x  -  2 )2  +  (y  -  5)2  =  5 

17.  Centro  =  (  —  1,3);  radio  =  \/l0 

19.  Centro  =  (6,  0);  radio  =  1 

,  ,N  Vl3 

21.  Centro  =  (-2,  —  ^J;  radio  =  — - — 

23.  1  25.  |  27.  -f  29.  y  =  -x  +  4;  jt  +  y  -  4  =  0 

31.  y  =  2x  +  3;  2x  —  y  +  3  =  0 
33.  y  =  |  x  —  2;  5x  -  2y  —  4  =  0 

35.  Pendiente  =  —  j;  intercepcion  con  el  eje  y  =  j 

37.  Pendiente  =  -5;  intercepcion  con  el  eje  y  =  4 

39.  (a)  y  =  2x  —  9;  (b)  y  =  -\x  -  (c)  y  =  —\x  -  1; 

(d)  y  =  \x  -  y;  (e)  y  =  -\x  -  (f)  x  =  3;  (g)  y  =  -3 

41.  y  =  |j:  +  2  43.  Esta  por  arriba  de  la  recta. 

45.  (-1,2); y  =  \x  +  \  47.  (3, 1);>  =  -\x  +  5 

49.  Inscrita;  (x  -  4)2  +  (y  -  l)2  =  4;  circunscrita:  (x  -4)2  +  (y- 1)2  =  8 

55.  d  =  2V3  +  4  61.  18  +  2VT7  +  4-tt  «  38.8 

7  18  V5  ,  4 

63.  -  65.  —  67.  —  69.  y  =  \x  +  f  71.  r  =  1 

73.  x  +  V3 y  =  12  y  x  -  V3 y  =  12  77.  8 

Conjunto  de  problemas  0.4 


'  -5b  '  -sf-  (—1.65,  —3.95) 

(0.85,3.55) 

39.  (a)  (2)  (b)  (1)  (c)  (3)  (d)  (4) 


41.  Cuatro  distancias  distintas. 

Conjunto  de  problemas  0.5 

1.  (a)  0;  (b)  -3;  (c)  1;  (d)  1  -  k\  (e)  -24;  (f)  jf; 

(g)  —2 h  -  h2;  (h)  -2 h  —  h2\  (i)  -  Ah  —  h 2 

3.  (a)  -1;  (b)  -1000;  (c)  100;  (d)  -;  (e) - ^ 

2  y  -  1  x  +  1 


Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A-9 


5.  (a)  No  definido;  (b)  2.658;  (c)  0.841 
7.  (a)  No  es  una  funcion;  (b)  f(x)  = 


(c)  f(x)  =  |(x2  -  1);  (d)  f(x) 


x  +  r 

x 


1  —  x 


9.  4 a  +  2h  11.  — -z— 
x  - 

13.  (a)  {ze  reales:  z  a  - 
(c)  {x  g  reales:  |x|  a  3}; 

15.  Par 


3 _ 

4x  +  hx  —  2h  +  4 

(b)  {n  g  reales:  v  |}; 
(d)  {ye reales:  |_y|  <  5} 
17.  Ninguna 


19.  Ninguna 


21.  Impar 


35.  L(x)  =  \/h2  —  x 2 

37.  (a)  E(x)  =  24  +  0.40.y;  (b)  240millas 

39.  A(d)  =  — — — — — , \d<E  reales:  0  <  d  <  — 

4  1  IT 

41.  (a)  fi(0)  =  0  (b)  flQ)  =  \B{  1)  =  i-i  =4 


45.  (a)  /(1.38)  «  0.2994, /(4.12)  ~  3.6852 


X 

Ax) 

-4 

-4.05 

-3 

-3.1538 

-2 

-2.375 

-1 

-1.8 

0 

-1.25 

1 

-0.2 

2 

1.125 

3 

2.3846 

4 

3.55 

23.  Ninguna  25.  Par 


(a)  {y  g  reales:  -22  s  y  s  13}; 

(b)  [-1.1,  1.7]  U  [4.3,  5] 


27.  Ninguna  29.  Ninguna 


5 

11  lit, 

v  1 

5 

V 

r  1  i-  ill,  1  1  l  1  1 

1  1  1  1  1 

-5  ,  . 

H  "  5  x  -5 

5 

-O 

- 

-5 

-5 

- 

31.  T(x)  =  5000  +  805x,  {x  g  integrales:  0  £  x  £  100}; 
u(x)  =  +  805,  {x  g  integrates:  0  <  x  £  100} 

33.  E(x)  =  x  —  x2 


(a)  intercepcion  x  — ,  intercepcion  y 

(b)  todos  los  reales; 

(c)  x  =  -3,  x  =  2;  (d)  y  =  0 


Conjunto  de  problemas  0.6 

I.  (a)  9;  (b)  0;  (c)  §;  (d)  4;  (e)  16;  (f)  25 

3.  (a)  r3  +  1  +  7;  (b)  \  +  1;  (c)  ,  '  -;  (d)  (z3  +  l)3; 
t  r  r  +  1 

(e)  125f 3  +  1  -  — ;  (f)  \  I  1  -  / 

5 1  t 

5.  (/  0  g)(x)  =  Vx2  +  2x  -  3;  (g  °  f)(x)  =  1  +  Vx2  -  4 
7.  1.188  9.  4.789 

II.  (a)  g(x)  =  Vx, /(x)  =  x  +  7; 

(b)  g(x)  =  xl5,f(x)  =  x2  +  x 

13.  p  —  f  °  g  °  hsif(x)  =  1/x,  g(x)  =  Vx,  h(x)  =  x 1  +  1; 
p  =  f°g°h  si  f{x)  =  1/Vi,  g(x)  =  x  +  1,  h(x)  =  x2 


CM  [ 


A- 10  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


Con  junto  de  problemas  0.7 

1.  (a)  f;  (b)  f;  (c)  -f;  (d)  (e)  (f)  f 

3.  (a)  0.5812;  (b)  0.8029;  (c)  -1.1624;  (d)  4.1907; 
(e)  -6.4403;  (f)  0.1920; 

5.  (a)  68.37;  (b)  0.8845;  (c)  0.4855;  (d)  -0.3532; 
7.  (a)  46.097;  (b)  0.0789 

V3  r 

9.  (a)  — ;  (b)  -1;  (c)  -V2;  (d)  1;  (e)  1;  (f) 


23.  (a)  Par;  (b)  Impar;  (c)  Par;  (d)  Par;  (e)  Impar 

25.  No,  en  ambos  casos.  (Considere  f(x)  =x2  +  x  y  f(x)  =  jr'  +  I ). 

27.  (a)  P  =  Vt  +  Vt  +  27;  (b)  P  «  7 


29.  D(t)  = 


/250,000r2  -  180,000r  +  90,000 


si  0  <  t  s  1 
si  t  >  1 


33.  (a) 


(b)  *;  (c)  1  -  x 


19.  Periodo  =  ?;  corrimiento:  2  unidades  hacia  arriba 


Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A- 11 


21.  Periodo  =  it;  amplitud  =  7;  corrimiento:  21  unidades  hacia  arri- 
ba,  2  unidades  hacia  la  izquierda 


-4  -2  2  4  * 


Problemas  de  examen  /- 

1.  (a)2,f,|;  (b)  1,9,49;  (c)64,8,f;  (d)  1,  V2 
7.  2.66 

9  (x-x<n  f-oo-M-  . . .  '  1  ' 

y.  _4  _}  -2  -1  0  ]  2  1  4 

3  3  3  3  3  3 


11.  {x:f< 


25.  (a)  Par;  (b)  Par;  (c)  Impar;  (d)  Par;  (e)  Par; 

(f)  Impar  2  -  V2 

27.  |  29.  I  31.  - - - 

35.  336  rev/min  37.  28  rev/sec 

39.  (a)  f;  (b)  f 

41.  (a)  0.1419;  (b)  1.8925;  (c)  1.7127 

,  ..  i  1  t  7 rr2  ,  r 

43.  25cm  45.  /-‘sen -cos-  H — —  sen  - 
2  2  2  2 

47.  67.5°F 

49.  Conforme  t  aumenta,  el  punto  en  el  borde  de  la  rueda  se  move- 
ra  alrededor  del  circulo  de  radio  2. 

(a)  x(2)  ~  1.902;  y(2)  ~  0.618;  x(6)  ~  -1.176; 

y( 6)  «  -1.618;  x(10)  =  0;y(10)  =  2;  x{0)  =  0;  y(0)  =  2 

(b)  x(t)  =  -2  sen(|f),  y(t)  =  2cos(fr) 

(c)  El  punto  esta  en  (2,0),  cuando  ff  =  f;  es  decir,  cuando  t  = 

51.  (c)  At  sen (wt  +  4> |)  +  /42sen(<uf  +  <t>2)  +  sen(tot  +  <f>3) 

=  (A]  cos  <f>\  +  A2  cos  (f>2  +  A3  cos  4>i)  sen  tot 
+  ( A ]  sen  +  zl2  sen  02  +  ^3  sen  03)  cos 


27.  (x  -  6)2  +  (3/  -  2)2  =  20  29.  5 

31.  (a)  y  =  \x  +  j;  (b)  y  =  \x  +  4;  (c)  y  =  fx  +  y; 

(d)  x  =  -2;  (e)  y  =  x  +  3 

33.  (b) 


43.  (a)  {xereales:x  ^  -1,1};  (b)  {xereales:  |x|  s  2}; 


0.8  Revision  del  capitulo 
Examen  de  conceptos 

I.  Falso  3.  Falso  5.  Falso  7.  Falso  9.  Verdadero 

II.  Verdadero  13.  Verdadero  15.  Falso  17.  Verdadero 

19.  Verdadero  21.  Verdadero  23.  Verdadero  25.  Verdadero 
27.  Verdadero  29.  Verdadero  31.  Verdadero  33.  Verdade¬ 
ro  35.  Verdadero  37.  Falso  39.  Falso  41.  Verdadero 
43.  Verdadero  45.  Falso  47.  Verdadero  49.  Verdadero 
51.  Falso  53.  Verdadero  55.  Falso  57.  Verdadero 
59.  Falso  61.  Verdadero  63.  Verdadero 


A- 12  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


47.  V(x)  —  x(32  -  2x)(24  —  2x),  {xe  reales:  Q  <  x  <  12} 


51.  f(x)  =  Vjc,  g(x )  =  1  +  x,  h(x)  =  jr,  k(x)  =  sin  x 
53.  (a)  -0.8;  (b)  -0.6;  (c)  -0.96;  (d)  -1.333; 

(e)  0.8;  (f)  -0.8 
55.  18.85  pulgadas. 


37.  No  existe; 

39.  (a)  No  existe;  (b)  0 
41.  a  =  -1,0.  1 

43.  (a)  No  existe;  (b)  —1;  (c)  —3;  (d)  No  existe 

45.  (a)  1;  (b)  0;  (c)  -1;  (d)  -1 

47.  No  existe  49.  0  51.  ^  53.  No  existe; 

55.  6  57.-3 

Conjunto  tie  problemas  1.2 

1.  0  <  \t  -  a\  <  8=>\f(t)  -  M |  <  e 
3.  0  <  |z  -  d\  <  5  =>  |/z(z)  -  P I  <  e 
5.  0<c  —  x  <  8=>  |  f(x)  —  L\  <  e 

7.  0.001 


9.  0.0019 


Problemas  de  repaso  e  introduction  capitulo  1 

I.  (a)  0  <  x  <  2;  (b)  -6  <  x  <  8 

3.  4,10  5.  4,10 

7.  (a)  4  <  *  <  10;  (b)  4  s  jc  <  10;  (c)  6  <  jc  <  8; 

(d)  6.9  <  x  <  7.1 

9.  (a)  x  t4  1;  (b)  1,  -0.5 

II.  1,1.9,1.99,1.999,2.001,2.01,2.1,3; -1,  -0.0357143, 
-0.0033557,-0.000333556, 0.0003331 11,  0.00331126, 

0.03125,  0.2 

13.  4.9  <  x  <  5.1 

15.  (a)  Verdadero;  (b)  Falso;  (c)  Verdadero;  (d)  Verdadero 


31.  (b).(c) 

33.  (a)  — 


-r  -  ,r  -  2x  -  4 
-  4x2  +  x2  +  x  + 


6' 


(b)  No;  (c)  3 


Conjunto  de  problemas  1.3 


Conjunto  de  problemas  1.1 

1.  -2  3.-1  5.  0  7.  4  9.  12  11.  -2 1 

V6 

13.  -  15.  36  17.  4  19.  0.5  21.  0  23.  2 

25.  0  27.  0.25 


1.  3  3.  -3  5.  -5  7.  2  9.  -1  11.  2  13.  0 

2  i  X  +  2 

15.  -4  17.  19.  |  21.  — 23.  -1 

25.  VIo  27.  -6  29.  6  31.  12  33.  -j  41.  0 

43.  0  45.  \  47.  -1  51.  (a)  1;  (b)  0 


29.  (a)  2;  (b)  1; 

(f)  No  existe;  (g)  2; 

31.  (a)  2;  (b)  no  definido; 
(f)  no  existe; 


(e)  no  existe; 


(a)  0;  (b)  No  existe; 

(c)  2;  (d)  2 


Conjunto  de  problemas 

1.  1  3.  1  5.  \  7.  3 

15.  0 


1.4 

9.  ^  11.  0  13.  7 

17.  0 


(c)  No  existe;  (d)  |;  (e)  2; 

(h)  1;  (i)  2.5  ' 

(c)  2;  (d)  4; 


Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A- 13 


Con  junto  de  problemas  1.5 

1.1  3.-1  5.-1  7.  \  9.  - 

IT 

13.  2  15.  \  17.  oo  19.  2  21.  0 

25.  1  27.  oo  29.  oo  31.  oo  33. 
37.  0  39.-1  41.  -oo 


23.  -oo 

-oo  35.  5 


43.  Asi'ntota  horizontal  y  =  0 
Asi'ntota  vertical  x  =  -1 


45.  Asi'ntota  horizontal  y  —  2 
Asi'ntota  vertical  x  =  3 


47.  Asi'ntota  horizontal  y  =  0 
No  tiene  asintotas  verticales 


49.  La  asi'ntota  oblicua  es  y  =  2x  +  3. 

51.  (a)  Decimosque  lirn  /(x)  =  -  oo,  si  para  cada  numero  negati- 
.*—*<■*_ 

vo  M  existe  un  correspondiente  5  >  0  tal  que 
0  <  x  -  c  <  8  =»  f(x)  <  M. 

(b)  Decimosque  ll'm  f(x)  =  oo, si  para  cada  numero positivo M 

x—*c 

existe  un  correspondiente  S  >  0  tal  que 
0  <  c  -  x  <  $=*/(*)  >  M. 

55.  (a)  No  existe  (b)  0  (c)  1  (d)  oo  (e)  0 

(f)  I  (g)  No  existe  (h)  0 


57. 


67. 


59. 
69.  t 


3 


2V2 

71.  I 


61.  1 


63.  00 


65.  -1 


Conjunto  de  problemas  1.6 

I.  Continua 

3 

3.  No  es  continua;  lint - —  y  6(3)  no  existen 

—  3 

|t  -  3| 

5.  No  es  continua;  lint - —  y  6(3)  no  existen 

7.  Continua  9.  No  es  continua;  6(3)  no  existe 

II.  Continua  13.  Continua  15.  Continua 
17.  (-00,  -5),  [-5,  4],  (4,  6),  [6,  8],  (8,  00) 


19.  Definir  /(3)  =  -12.  21.  Definir //(I)  = 

23.  Definir  F(  —  l)  =  —sen  2.  25.  3,  it 

27.  Todo  6  =  nrr  +  j,  donde  n  es  cualquier  entero.  29.  —  1 

31.  (-00, -2]  U  [2,  00)  33.1 

35.  Todo  t  =  n  +  donde  n  es  cualquier  entero. 


41.  Continua. 

43.  Discontinua;  removible,  definir /(0)  =  1 
45.  Discontinua,  removible.  redefinir  g(0)  =  1 
47.  Discontinua,  no  removible. 

49.  La  funcion  es  continua  en  los  intervalos 
(0,1], (1,2], (2,3],  ... 


Duration  de  la  llaniada  en  minutos 


51.  51.  La  funcion  es  continua  en  los  intervalos 
(0, 0.25],  (0.25, 0.375],  (0.375, 0.5],  . . . 


_1 _ 1 _ 1 _ L 

0.25  0.5  0.75  1 

Millas  mancjadas 


55.  El  intervalo  [0.6, 0.7]  contiene  a  la  solucion. 


65.  Si,  g  es  continua. 


71.  (a)  Dontinio 


3  3 

4'  4 


Rango  [-3/4, 0, 3/4), 


3 

-4,°, 


3 

4 


(b)  Discontinua  en  x  =  0  (c) 


A- 14  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


1.7  Revision  del  capitulo 

Examen  de  conceptos 

I.  Falso  3.  Falso  5.  Falso  7.  Verdadero  9.  Falso 

II.  Verdadero  13.  Verdadero  15.  Falso  17.  Falso 

19.  Falso  21.  Verdadero  23.  Verdadero  25.  Verdadero 
27.  Verdadero  29.  Falso  31.  Verdadero 

Problemas  de  examen 

1.  0  3.  2  5.  I  7.  \  9.  4  11.  -1  13.  -1 

8  2 

15.  |  17.  1  19.  oo  21.  oo 

25.  (a)  x  =  —1, 1  (b)  /(-l)  - - 1 

27.  (a)  14  (b)  -12  (c)  -2  (d)  -2  (e)  5  (f)  0 
29.  a  =  2,  b  =  —  1  31.  Vertical:  ninguna,  Horizontal:  y  =  0 

33.  Vertical:  x  =  —  1 , 1 ,  Horizontal:  y  =  1 

35.  Vertical:  x  =  ±7r/4,  ±3tt/4,  ±5W4,  ....  Horizontal:  ninguna 


Problemas  de  repaso  e  introduccion  del  capitulo  2 
1.  (a)  4  (b)  4.41  (c)  0.41  (d)  4.1  (e)  a2  +  2 ah  +  h 2 

(f)  2 all  +  h 2  (g)  2 a  +  h  (h)  2 a 
3.  (a)  V2  ~  1.41  (b)  Via  ~  1.45  (c)  0.035  (d)  0.35 
(e)  Va  +  h  (f)  V a  +  h  -  Va  (g)  (Va  +  h  -  y/a)lh 


5.  (a)  a3  +  3 a2b  (b)  a4  +  4 a3b  (c)  a5  +  5a4fe 

7.  sen(.v  +  h)  =  sen  x  cos  h  +  cos  x  sen  h 

9.  (a)  (10,0),  (10,0),  (10,0)  (b)  t=  1/4 

11.  (a)  El  avion  hacia  el  none  ha  recorrido  600  millas,  el  avion  ha- 

cia  el  este  ha  recorrido  400  millas  (b)  721  millas  (c)  840  millas 


13.  (a)  16  pies;  (b)  48  pies;  (c)  80  pies /s;  (d)  96.16  pies /s; 
(e)  96  pies  Is 

15.  (a)  —  1  -pies/s;  (b)  1.5  seg 
V2  a  +  1 


17.  (a)  0.02005  g;  (b)  2.005  g/h;  (c)  2  g/h 

19.  (a)  49  g/cm;  (b)  27  g/cm 

21.4  23.  29,167  gal/h;  75,000  gal/h 

25.  (a)  0.5  °F/dfa  (b)  0.067  °F/dla  (c)  Eneroyjulio 

(d)  Marzo  y  noviembre 

27.  (a)  Creciente  (b)  Decreciente 


29.  24-7t  km2/dfa 


(a)  7;  (b)  0; 

(c)  -1;  (d)  17.92 


33.  2.818 


Conjunto  de  problemas  2.2 

1.  2  3.  5  5.  2  7.  6x  9.  lax  +  b 

\2x 


11.  3xz  +  4x 


17.  - 


(x  -  4)2 

23.  lx  -  3  25.  - 


13.  4 

x 


19. 


15. 


2  V3r 
5 


21. 


(x2  4-  l)2 
3 


(x  -  5)2 

29.  f(x)  —  x2  en  x  =  2  31.  f{x)  =  x2  en  x 

2 

33.  /(f)  =  -  en  t  35.  f(x)  =  cos  x  en  x 


2(x  -  2) 3/2 
27.  f(x)  =  2x3  en  x  =  5 


Conjunto  de  problemas  2.1 

1.  4 


37. 

4 

3 


1  - 

J _ I _ I _ I _ I _ I _ ► 

-3-2-1  12  3  Jf 

-1  - 

-2  - 


Respuestas  a  problemas  con  numero  ini  par  A- 15 


43. 

3 

1 

\  y 

L  Aj- 

-2  -1 

-1 

1 

45.  1.5 

47.  -0.1667 

53.  — 1/(; 

t  +  l)2 

55.  : 

59.  5 

V 

-  fXx) 

L  l  l  r 

-2  X 

- 

\  81 

-5 

- 

61.  (a)  §,§,  1.8,  -0.6;  (b)  0.5;  (c)  5;  (d)  3,5;  (e)  1,3,5; 
(f)  0;  (g)  -0.7, 1.5,  (5,7) 


65.  /  aparece  con  trazos  pequefios  y  discontinuos;  g  =  /'  es  h'nea 
continua;g'  aparece  con  trazos  largos  y  discontinuos 
67.  m  =  4,  b  =  -4 

69.  (a)  m;  (b)  —m 

71.  \  >5j-  //  (a)  (0,f);  (b)  [0,  §]; 

Ys  1  /  /  (c)  fix)  decrece  conforme  x 

-2  A  "  " 5  aumenta  cuando  f'(x)  <  0. 


Conjunto  de  problemas  2.3 


1.  4x  3.  77  5.  —  4x 


7.  9. 

x 


13.  4„r  +  3x2  +  2x  +  1 


15.  7irx6 


10x4  +  l().v  3 


17. - 7  4x  5 


19. - J  +  -J 

X  X 


21. - y  +  2 

2x2 


23.  3x2  +  1 


25.  8*  +  4  27.  5x4  +  6x2  +  2x 

29.  5x4  +  42x2  +  2x  —  51  31.  60x3  —  30x2  —  32x  +  14 


6x 

(3x2  +  l)2 

6x2  +  20x  +  3 
(3x  +  5)2 


(4x2  -  3x  +  9)2 
4x2  +  4x  -  5 

1.  - 7— 

(2x  +  l)2 


2 

'  (*  +  l)2 

x2-  1 
(x2  +  l)2 


45.  (a)  23;  (b)  4;  (c)  - 

49.  V  -  1  51.  (0,0)  y  (|, 

53.  (2.817,0.563)  y  (-2.817,  -0.563) 

55.  (a)  -24  ft/s;  (b)  1.25  s 

57.  y  =  2x  +  1,  y  =  -2x  +  9  59.  3V5 

61.  681  cm3  por  semana 


Conjunto  de  problemas  2.4 

1.  2  cos  x  —  3  sen  x  3.  0  5.  sec  x  tan  x  7.  sec2  x 

j  9  9  x  cos  x  —  sen  x 

9.  sec  x  11.  cos  x  —  sen  x  13.  - s - 

JC 

15.  -x2  sen  x  +  2x  cos  x  17.  2  tan  jc  sec2  x 

19.  y  -  0.5403  =  -0.8415(x  -  1)  21.  —  2  sen2  *  +  2  cos2  .r 

23.  30\/3  pies/sec  25.  y  =  x 
27.  x  =  f  +  /cf  donde  &  es  un  entero. 


33.  (a) 


(b)  6;  5; 

(c)  Un  contraejemplo  es 
fix)  =  x  sen  x  con 

a  =  0  y  b  =  77. 

(d)  24.93 


Conjunto  de  problemas  2.5 

I.  15(1  +  x)u  3.  -10(3  -  2x)4 

5.  ll(3r2  -  4x  +  3)(x3  -  2x 2  +  3x  +  1)1H 

7.  -  .  6  9.  (2x  +  1)  cos(.r  +  x) 

(x  +  3) 

6(x  +  l)2 

II.  -3  sen  x  cos  x  13. - , 

(*  -  1) 


,  3x2  +  12x  (  3xr  \ 

15. - ^Tsen  - „ 

{x  +  2)2  V*  +  2.) 

17.  2{3x  -  2)(3  -  x2)(9  +  4x  -  9.r2) 


(x  +  l)(3x  -  11) 

(3x  -  4)2 

51(3i  -  I)2 

— - - —  2S 

(r  +  5)4 


21.  4x(x2  +  4) 

(6 t  +  47)(3r  -  2)2 

(<  +  5)2 


3  sen2  x(cos  x  cos  2a:  +  2  sen  x  sen  2x) 

27.  - - - t - -  29.  9.6 

cos4  2a: 

31.  1.4183  33.  4(2a:  +  3)  sen3(A;2  +  3x)  cos(a:2  +  3x) 

35.  —3  sen  t  sen2(cos  t)  cos(cos  t ) 

37.  -80  cos3(sen  02)  sen(sen  62)(cos  62) 

39.  —2  cos[cos(sen  2x)]  sen(sen  2a:) (cos  2x) 

41.  2  43.  1  45.  -1  47.  2F'(2x) 

49.  -2(F(t))~3F'(t)  51.  4(1  +  F(2z))F'(2z) 

53.  —  sen  xF'(cos  x)  55.  2F'(2x)  sec2(F(2x)) 

57.  2 F(x)F'(x)  sen  F(x)  cos  F(x)  +  F'(x)  sen2  F(x) 

59.  —2  sen  1  61.  —1  63.  x  —  77/ 4  +  kzr,  k  =  0,  ±1,  ±2, . . . 

1  3 


65.  y  =  -~x  +  - 


67.  x  =  3/2 


69.  (a)  (10  cos  877?,  10  sen  877?);  (b)  8O77  cm/s 

71.  (a)  (cos  2771,  sen  277t);  (b)  sen  277f  +  V25  -  cos2  277 f; 

„  ^  /,  sen  277f  \ 

(C)  277  COS  277f(  1  3 -  1 

v  V25  -  COS2  2771/ 

73.  0.38  pulgadas/min  75.  a:0  =  77/3;  0  =  1.25  rad. 

79.  cot  A:|sen  x\  81.  16 


Conjunto  de  problemas  2.6 
1.  6  3.  162  5.  -343  cos(7a:)  7. 

9.  2  11.  \  13.  2tt2  15.  -900 


6 

(x-  l)4 
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19.  (a)  0;  (b)  0;  (c)  0 

21.  /"(— 5)  =  -24; /"(3)  =  24 

23.  (a)  v{t)  =  12  -  4t;«(f)  =  -4  (b)  (-oo,3);  (c)  (3,  oo); 

<d)  Para  toda  f;  (e)  * - >^3 


o  i« 

25.  (a)  v(t)  =  3 11  -  18t  +  24;a(r)  =  6 1  —  18; 

(b)  (-oo,  2)  U  (4,  oo);  (c)  (2,4);  (d)  (-oo,3); 


;  =  () 


0  16  20 

27.  (a)  v(t)  =  2t  -  ait)  =  2  +  ~;  (b)  (2,  oo); 

t  l 

(c)  (0,2);  (d)  No; 

<e> 

_ i _ _ _ 


35.  V5 y  +  x  =  0,  V3 y  -  x  =  0 

37.  (a)  y’  = - y-y;  (b)  y" 

x  +  3  y~ 

39.  -15;  45.  6  ~  2.0344 

47.  y  =  2(x  +  4 );  y  =  2(x  -  4) 

Con  junto  dc  problemas  2.8 

1.  1296  pulg3/s  3.  392  mi/h  5.  471  mi/h  7.  0.258  pies/s 
9.  0.0796  pies/s  11.  p^pies/min  13.  1.018  pulg2/s 
15.  15.71  km/min 

17.  (a)  ppies/s;  (b)  ^pies/s  (c)  pjrad/s 

19.  llOpies/s  21.  —0.016  pies/h  23.  13.33  pies/s 

25.  4049  pies3/h 

27.  (a)  —1.125  pies/s;  (b)  —0.08  pies/s2 
29.  (b)  3  horas 

31.  y  pies/s  cuando  la  nina  esta  al  menos  30  pies  alejada  del  poste  y 
y  pies/s  cuando  ella  esta  a  menos  de  30  pies  del  poste. 


2  xy 


(x  +  3  y2)3 


49. 


13 

3 


29.  u(l)  =  11;  t;(4)  =  -16 

31.  (a)  |s;  (b)  js,  ~s;  (c)  0s,|s 

33.  (a)  48  pies/s;  (b)  | s;  (c)  292  pies;  (d)  5.77  s;  (e)  137  pies/s 


35.  581  pies/s  37.  (-oo,  -2)  U  (1, 4) 


39.  D"x(uv)  =  %yk)Drk(u)Dkx(v)  donde  (  t.  )  es  el  coeficiente 


binomial 


(n  -  k)\k\' 


(b)  -1.2826 


Conjunto  de  problemas  2.7 


5. 


1  -  v2 


-v  y 

1.  -  3.  --  „ 

y  x  2  xy 

3  5y 

y  2  V5ry 

9. 


7. 


12.v2  +  ly1 
6  y1  -  14.v_y 


5.v 


11. 


+  2-2  y  -  3  xy2 


13.  y  -  3  =  --(jt  -  1)  15.  y  =  1 

17.  y  +  1  =  \{x  -  1)  19.  5xm  + 

1  1 


21. 


25.  - 


23. 


2  Vr 
3  v  -  2 


6x~ 


29. 

33. 


3^(.C  +  2a)5 
a2  cos  a  +  2a  sen  x 
3A/(x2  sen  a)4 
ds  s 2  +  3t2  dt  _ 
dt  1st  '  ds 


27. 


2N/(3x2  -  4a)3 
2a  +  COS  A 


2V 


a"  +  sen  a 


31. 


(a  +  1 )  sen(x2  +  2a) 
2'S/[1  +  cos(x2  +  2a)]3 


2  st 


5 2  +  3  r 


Conjunto  de  problemas  2.9 

1.  dy  =  (2a  +  1)<7a  3.  dy  =  -8(2a  +  3 )  f  dx 

5.  dy  =  3(sen  a  +  cos  a)2(cos  a  -  sen  a)  c7a 
7.  dy  =  -|(14a  +  3)(7a2  +  3a  -  l)-5/2dA 
9.  =  |(2t  +  esc 2t)V/t2  -  cot  r  +  2  dt 


15.  (a)  A y=-\  (b)  Ay  =  -0.3 

17.  (a)  Ay  =  67  dy  =  34  (b)  A_y  ~  0.1706  dy  =  0.17 

19.5,9917  21.39.27  cm3  23.  893  pies3  25.  12.6  pies 

27.  4189  ±  62.8  cm3;  error  relativo  ~  0.015 

29.  79.097  ±  0.729  cm;  error  relativo  ~  0.0092 

31.  dy  =  0.01;  |Ay  -  dy\  <  0.000003  33.  8.0125 

35.  754  cm3 


37.  L( a)  =  4a  -  4 


39.  L{ a)  =  a 


41,  L( a)  =  1  43.  L{ a)  =  a 


45.  L( a)  =  /(a) 


Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A-l  7 


2.10  Revision  del  capitulo 
Examen  de  conceptos 

1.  Falso  3.  Verdadero  5.  Verdadero  7.  Verdadero 
9.  Verdadero  11.  Verdadero  13.  Falso  15.  Verdadero 
17.  Falso  19.  Verdadero  21.  Verdadero  23.  Verdadero 
25.  Verdadero  27.  Falso  29.  Verdadero  31.  Verdadero 
33.  Verdadero  35.  Verdadero  37.  Falso 

Problemas  de  examen 

1.  (»>  V;  (bl  10,<  +  3;  <c>  ~  :  (d>  - 

,e,4=;  ,„3coste  ,b 

2  V3x  Vx2  +  5 

3.  (a)  /(x)  =  3x  en  x  =  1;  (b)  f(x)  =  4x3  en  x  —  2; 


(c)  f{x)  =  Vr  en  x  =  1;  (d)  f(x)  =  sen  x  en  x  =  rr; 

4 

(e)  /(x)  =  —  enx;  (f)  f(x)  =  -sen 3x  enx; 

TT  1 

(g)  /(*)  =  tan  x  en  x  =  — ;  (h)  /(x)  =  ^enr  =  5 


5.  15x4  7.  3z2  +  8z  +  2  9. 

— 4x4  +  10x2  +  2 


-24f2  +  60/  +  10 
(6/2  +  2t)2 


( x 3  +  x)2  ‘  V(x2  +  4)3 

15.  -sen  6  +  6  sen2  8  cos  8-3  cos3  d  17.  26  cos (d2) 

19.  27r  sen(sen(7r0))  cos(sen(7rd))  cos(7rd)  21.  3  sec2  3d 


23.  672  25. 


-esc2  x  -  2x  cot  x  tan  x2 


27.  16  -  4t r 


29.  458.8 

31.  F'(r(x)  +  .y ( x) ) ( r M ( x )  +  j”(x)) 

+  (t-'(x)  +  s'(x))2F"(r(x)  +  s(x))  +  s"(x) 

33.  27z2  cos(9z3) 

35.  314  nr’ por  metro  aumenta  el  radio  37.  0.167  pies/min 

39.  (a)  (1.3)  (b)  a(  1)  =  -6,  o(3)  =  6;  (c)  (2,  oo) 

1  -  x  y2  +  2xy  x1yi  -  x2 

41.  (a)  — — ,  (b)  -- j— — ;  (c)  -j - ^r; 

y  xL  +  2  xy  y  -  x  y 


2x  -  sen(xv)  -  xv  cos  (xy)  tan(xy)  +  xysec2(xy) 

(d)  - T — - — - — :  (e) - ^ - - — - — 

x  cos(xy)  x  sec  (xy) 

43.  0.0714 

45.  (a)  84;  (b)  23;  (c)  20;  (d)  26 

47.  104  mi/h 

49.  (a)  cotd|send|;  (b)  —  tanfl|cosd| 


Conjunto  de  problemas  3.1 

I.  Puntos  crfticos;  —2, 0, 2, 4;  valor  maximo  10;  valor  minimo  1 

3.  Puntos  cn'ticos:  — 2,  — 1 , 0,  1,2. 3, 4;  valor  maximo  3;  valor 
minimo  1 

5.  Puntos  criticos:  —4,  —2, 0;  valor  maximo  4;  valor  minimo  0 
7.  Puntos  criticos:  —  2,  —  1 ;  valor  maximo  4;  valor  minimo  —  4 

9.  Puntos  criticos:  —1, 1;  no  hay  valor  maximo;  valor  minimo  -1 

II.  Puntos  criticos;  —1, 3;  no  hay  valor  maximo;  no  hay  valor 


13.  Puntos  criticos: -2,-1, 0, 1,2;  valor  maximo  10;  valor  minimo  1 
15.  Punto  critico:  0;  valor  maximo  1;  no  hay  valor  minimo 

17.  Puntos  criticos;  —  valor  maximo  j;  valor  minimo  — 

19.  Puntos  criticos:  0, 1, 3;  valor  maximo  2;  valor  minimo  0 

21.  Puntos  criticos:  —1 , 0, 27;  valor  maximo  3;  valor  minimo  —1 

23.  Puntos  criticos:  0,  it,  2^ r,  377, 477, 577, 677,  In,  Sn\  valor  maximo  1 ; 
valor  minimo  —1 

77  77  772  V^2 

25.  Puntos  criticos:  — 7,  0,  — ;  valor  maximo  — — — ;  valor  minimo  0 
4  4  16 

V33  V33 

27.  (a)  Puntos  criticos;  —  1 , 2 - - — ,2  -I - - — ,  5;  valor  maximo 

~  2.04;  valor  minimo  ~  -26.04 


(b)  Puntos  criticos:  —  1,  —0.4836,  2  - —  — ,  0.7172,  2  +  —  - — .  5; 

valor  maximo  ~  26.04:  valor  minimo  =  0 
29.  Las  respuestas  variaran.  Una  posibilidad: 


Problemas  de  repaso  e  introduccion  del  capitulo  3 

I.  (2,3)  3.  (-oo,0]  U  [1,2] 

5.  (-00, -2)  U  [0,2)  U  (2,  00) 

7.  8(2x  +  l)3  9.  — 2(x2  —  1)  sen  2x  +  2x  cos  2x 

cos\/x 

II.  6 (sec2  3x)(tan  3x)  13.  - ~j=~ 

2Vx 

15.  x  =  kn,  donde  k  es  un  entero 

17.  x  =  (2k  +  1  )n/2,  donde  k  es  un  entero 

Vx^TT  4  -  x 
,9-— 4~  +  -kT 

21.  (a)  x2  +  3  es  una  de  tales  funciones 

(b)  -cos  x  +  8  es  una  de  tales  funciones 
1  ,  1  2 

(c)  -  X'  +  —  x  +  x  +  2  es  una  de  tales  funciones 


31.  Las  respuestas  variaran.  Una  posibilidad: 
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33.  Las  respuestas  variaran.  Una  posibilidad: 


35.  Las  respuestas  variaran.  Una  posibilidad: 


Conjunto  de  problemas  3.2 

I.  Creciente  en  (— oo,  oo) 

3.  Creciente  en  [-l,oo),decreciente  en  (-oo, -1] 

5.  Creciente  en  (-oo,  1]  U  [2,  oo),  decreciente  en  [1,2] 

7.  Creciente  en  [2,  oo),  decreciente  en  (-oo,  2] 

9.  Creciente  en  [0,  f  ]  U  [y,  27r],  decreciente  en  [f,  y] 

II.  Concava  hacia  arriba  para  toda  x\  no  hay  puntos  de  inflexion 
13.  Concava  hacia  arriba  en  (0,oo),  concava  hacia  abajo  en  (-oo,0); 
punto  de  inflexion  (0, 0). 

15.  Concava  hacia  arriba  en  (— oo,  -1)  U  (4,  oo),  concava  hacia  abajo 
en  (-1,4);  puntos  de  inflexion  (-1,-19)  y  (4,-499) 

17.  Concava  hacia  arriba  para  toda  no  hay  puntos  de  inflexion 

19.  Creciente  en  (-oo,  -2]  U  [2,  oo);  decreciente  en  [—2, 2];  concava 
hacia  arriba  en  (0,  oo),  concava  hacia  abajo  en  (— oo,  0) 


23.  Creciente  en  (-oo,— 1]  U  [l,oo), decreciente  en  [— 1, 1]; concava 


hacia  arriba  en 


U 


concava  hacia  abajo  en 


25.  Creciente  en  [0,  f  ],  decreciente  en  [y  it];  concava  hacia  abajo 
en  (0 ,  rr). 


27.  Creciente  en  [O,  |],  decreciente  en  (  — oo,  o]  U  [|,  oo); 
concava  hacia  arriba  en  (  — oo,  —  concava  hacia  abajo  en 
(  — 5, 0)  U  (0,  00). 


Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A- 19 


39  i  13 

41.  a  =  b  =  -j 


43.  (a)  No  se  necesita  otra  condition; 
f'(x) 

(b)  f(x)  > - —  - g(x)  para  toda  x; 

8  \ x ) 

(c)  No  se  necesita  otra  condition 


(b)  (1.3,5);  (c)  (—0.25, 3.1)  U  (6.5,  7] 


47.  [-0.598,0.680] 

ds  ,  d2s 

49.  (a)  -  =  ks,  k  una  constante;  (b)  — r  >  0 
dt  dt 2 

(c)  <  0,  —  |  >  0  (d)  — ^  =  10  mph/min 

dt 3  dt 2  dt 2  r  ' 

,  ds  d2s  _  c/.f 

(e)  —  y  — r  tienden  a  cero  (f)  —  es  constante. 
dt  dt 2  dt 

dC  „  <f2C  „ 

51.  (a)  — —  >  0,  — 7  >  0,  donde  C  es  el  costo  del  automovil.  Con- 
dt  dt 

cava  hacia  arriba. 

df  d2f 

(b)  f(t)  es  el  consumo  de  petroleo  en  el  instante  t.  —  <  0,  — r  >  0. 

dt  dt2 

Concava  hacia  arriba. 
dP  „  d2P 

(c)  - >  0,  — r-  <  0,  donde  P  es  la  poblacion  mundial.  Concava 

dt  dt 2 

hacia  abajo. 

ciO  d20 

(d)  —  >  0,  — r  >  0,  donde  6  es  el  angulo  que  forma  la  torre  con 

dt  dt~ 

la  vertical.  Concava  hacia  arriba. 

dP  d2P 

(e)  P=f(t)  es  la  utilidad  en  el  instante  t.  ——  >  0,  — —  <  0. 

dt  dt2 

Concava  hacia  abajo. 

dR 

(f)  R  es  el  ingreso  en  el  instante  t.R  <  0,  — >  0.  Podria  ser  con¬ 
cava  hacia  arriba  o  concava  hacia  abajo. 


Profundidad 

V 

A  «  AV 

r  ~  VaV/tt 

1 

4 

4 

1.13 

2 

8 

4 

1.13 

3 

11 

3 

0.98 

4 

14 

3 

0.98 

5 

20 

6 

1.38 

6 

28 

8 

1.60 

Profundidad 

V 

A  «  AV 

r  ~  VaV/tt 

1 

4 

4 

1.13 

2 

9 

5 

1.26 

3 

12 

3 

0.98 

4 

14 

2 

0.80 

5 

20 

6 

1.38 

6 

28 

8 

1.60 

Conjunto  de  problemas  3.3 

I.  Puntos  criticos:  0, 4;  minimo  local  en  x  =  4;  maximo  local  en  x  =  0 
3.  No  hay  puntos  criticos,  no  hay  minimos  ni  maximos  locales  en 

(o.f) 

5.  Punto  crftico:  0;  minimo  local  en  9  =  0 

7.  Puntos  criticos:  -2, 2;  minimo  local  en  x  =  -2;  maximo  local  en  x  -  2 

9.  Punto  crftico - —  ;  minimo  local  en - — 

II.  Puntos  criticos:  -1, 1;  valor  minimo  local /(l)  =  -2;  valor  maxi¬ 
mo  local /(-l)  =  2 

13.  Puntos  criticos:  0,  valor  minimo  local  0,  no  hay  maximo 
local 

15.  Puntos  criticos:  2;  no  hay  valores  minimos  locales;  valor  maximo 

local  g( 2)  =  tt 

17.  No  hay  puntos  criticos. 

No  hay  valores  minimo  ni  maximo  locales 
19.  No  hay  puntos  criticos. 

No  hay  valores  minimo  ni  maximo  locales 
21.  Valor  maximo /(7t/4)  =  1;  valor  minimo 
/(0)=/(tt/2)  =  0  ' 

23.  Valor  maximo  g(4)  =  — ;  valor  minimo  g(0)  =  0 
6 

25.  Valor  maximo  F(9/16)  =  9/4;  valor  minimo  F(4)  =  —4 
27.  Valor  minimo /(tan-1  (4/3))  =  125;  no  hay  valor  maximo 
29.  Valor  maximo  H(— 2)  =  H(2)  =  3;  valor  minimo 
//(-l)  =  //(!)  =  () 

31.  Minimo  local  en  x  =  0 

33.  Minimo  local  en  x  =  4;  maximo  local  en  x  =  3 

35.  No  hay  extremos  locales 

37.  Las  respuestas  pueden  variar.  Una  posibilidad: 


A-20  Respuestas  a  problemas  con  nuraero  impar 


39.  Las  respuestas  pueden  variar.  Una  posibilidad: 


41.  Las  respuestas  pueden  variar.  Una  posibilidad: 


5 


-5 


45.  /tiene  un  punto  de  inflexion  en  c. 


Conjunto  de  problemas  3.4 


1.  -4y4  3.  ^  5.  - 


vT  2/  \y/l  2 


9.  1024  pulg3  11.  x  =  10  pies,  y  =  40  pies 
13.  *  =  15V3  pies,  y  =  20V3  pies 

15.  ,v  =  ^-^-pies,  y  =  6\/l5  pies  17.  P(l  V2,  2),  0(0,  0) 
V3 

6 

19.  millas  hacia  abajo  de  la  costa  medidos  desde  P. 

21.  En  el  pueblo 

4ttX^3  ^ 

23.  alrededor  de  las  8:09  a.m.  25.  —  — — r 

27.  h  =  V2r,  x  =  — 7=  donde  h  =  altura  del  cilindro,x  =  radio  del 
V  2 

cilindro,  r  =  radio  de  la  esfera 

29.  (a)  43.50  cm  de  uno  de  los  extremos;  la  longitud  mas  corta  se 
dobla  para  formar  un  cuadrado 

(b)  No  cortar,  doblar  el  alambre  para  formar  un  cuadrado. 

/3U  Y^3  i/3VY/3 

31.  altura  =  I —  J  .radio  =  d — J 

33.  r  =  VA,  0  =  2  35.  4  por  8 

37.  r  =  V 4/(677),  h  =  2 r 

39.  El  area  maxima  es  para  un  cuadrado.  41.  tt/3 

43.  x  =  1,  y  =  3,  z  =  3 

45.  (a)  x  =  2«/3  maximiza  el  area  de  A. 

(b)  x  =  2«/3  minimiza  el  area  de  B. 

(c)  x  =  3a/4  minimiza  la  longitud  z. 

47.  (a)  L'  =  3,  L  =  4,  0  =  90°;  (b)  L'  =  5,  L  =  12,  <j>  =  90°; 
(c)  (j)  =  90°,  L  =  \fnr  -  h 2,  L'  =  /; 


49.  t »  13.8279,  distancia  «  0.04785 1  millones  de  millas 
51.  5\/5  pies 

(n  n  \  /  n 

2-r,y,  -52^/24  (b)  *  «  3.0119 

i=l  i=l  //  i  =  l 

(c)  50.179  horas 

2 

55.  p(n)  =  300  -  R{n)  =  300n  — 

57.  n  =  200 


59.  $1.92  por  unidad;  $1.33 

61.  (a)  R(x)  =  20x  +  4x2  —  — ;  -y-  =  20  +  8.x  —  x2 

(b)  0  <  r  <  10  (c)  4 

,,  „  dR 

63.  Xi  =  25,  =  0  en  Xi 

ax 

65.  (a)  No. 

(b)  x  =  500. 

67.  P( 300)  =  $2410 


Conjunto  de  problemas  3.5 


A-22  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


51.  (a)  No  es  posible;  (b)  No  es  posible 


Mi'nimo  global:  /(  — f)  =  —  2 

Maximo  global:  /(f)  =  2 

Puntos  de  inflexion:(-f,  (-^,  -|) 


Mi'nimo  global: /(  — f)  =  —  1 
Maximo  global:/(f)  =  3 
Puntos  de  inflexion:  (f ,  |),  (jf,  |) 


Mi'nimo  global: /(  —  f)  =  /(f)  =  —1.5 

Maximo  global: /(—it)  =  f(v )  =  3 

Puntos  de  inflexion:  *(—2.206,  0.890),  (  —  0.568,  —1.265), 

(0.568,  -1.265),  (2.206,0.890) 


Mi'nimo  global:  /(f)  =  —2 
Maximo  global: /(  —  f)  =  2 

Punto  de  inflexion:  (0,  0),  *(-2.126,  0.755),  (-1.016,  0.755), 
(1.016,  -0.755),  (2.126,-0.755) 


Mi'nimo  global:/(2.17)  *  —1.9 
Maximo  global:/(0.97)  *  1.9 

Puntos  de  inflexion:  (  —  f,  0),  (f,  0),  *(—2.469,  0.542), 

(-0.673,  -0.542),  (0.413,  0.408),  (2.729,-0.408) 

55.  (a)  Creciente  en  (—oo,—3]  U  [—1, 0];  decreciente  en  [-3,-1]  U 
[0,  oo); 

(b)  Concava  hacia  arriba  en  (—2, 0)  U  (0, 2);  concava  hacia  abajo  en 
(— oo,  —2)  U  (2,  oo) 

(c)  Maximo  local  en  x  =  —3;  mi'nimo  local  en  *  =  — 1; 

(d)  x  =  -2, 2 


Mi'nimo  global: /(-l)  *  -6.9 
Maximo  global: /(7)  *  48.0 


Punto  de 

inflexion:  *  (2.02, 1 1 .4) 

(b)  120; 

100 

-  / 

80 

60 

5 

_ 

Mi'nimo  global: /(0)  =  0 
Maximo  global: /(7)  *  124.4 
Punto  de  inflexion:  *  (2.34, 48.09) 


Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A-23 


(c) 


No  hay  maximo  ni  mi'nimo  globales. 
No  hay  puntos  de  inflexion. 

(d) 


Mi'nimo  global: /(3)  ~  —0.9 
Maximo  global: /(—l)  =/( 7) »  1.0 
Puntos  de  inflexion: » (0.05, 0.3),  (5.9, 0.3) 


Conjunto  de  problemas  3.6 

1.  1  <  c  <  2  3.  c  =  0 


9.  c  =  3  -  "v/3  ~  1.27  11.  c  =  ~  «  0.59 


17.  No  aplica,  T(6)  no  es  19.  c  =  V2  ~  1.41 

Cr\ntinna  «=»n  f)  =  — 


21.  No  se  aplica, /(x)  no  es  diferenciable  en  x  =  0 


23.  ^1.5,3.75,7 


Conjunto  de  problemas  3.7 

1.  1.46  3.  1.11  5.  —0.12061  7.  3.69815 

9.  0.45018  11.  2,0.58579,3.41421  13.  0.48095 

15.  1.81712 

17.  Mi'nimo  /(-0.60583) »  -0.32645;  maximo /(l)  =  4 

19.  Mi'nimo  /(4.493409) «  -  0.21 723; 

maximo  /  (7.725252) «  0.128375 

21.  0.9643  23.  (c)  i  =  0.0151308;  r  =  18.157% 

25.  0.91486  27.  2.21756 


31.  (a)  x,  =  0,  x2  =  l,x3  =  1.4142136,  x4  =  1.553774, 
x5  =  1.5980532;  (b)  x  =  \{\  +  VI)  ~  1.618034 
(c)  x  =  1.618034 

33.  (a)  X\  =  l,x2  =  2,  x3  =  1.5,  x4  ~  1.6666667,  X5  =  1.6 

(b)  x  =  1  +2V^  ~  1.618034.  (c)  (l  +  V5)/2  *  1.618034. 

35.  (a)  El  algoritmo  calcula  la  rai'z  de  ^  —  a  =  0  para  x,  cercana  a 
37.  20.84  pies. 

39.  (a)  (28.0279,7.1828)  (b)  (6.7728,45.1031) 


Conjunto  de  problemas  3.8 

1.  5x  +  C  3.  V3  +  ttx  +  C  5.  V9/4  +  C 

7.  3Vx  +  C  9.  |x3  -  \x2  +  C  11.  fx6  -  ~x4  +  C 


\x2  +  C  11.  lx6 


27  „  1  45  4  V2  , 

13.  —x8  +  -x6  -  —x4  +  ~—x2  +  C  15.  -- 


17.  x4  +  fx2  +  C  19.  \x 


1  „3  ,  1  „2 


+  C  21.  \{x  +  1  )3  +  C 


23.  fz9/2  +  |z5^2  +  2z^2  +  C  25.  —cos  6  -  sen  9  +  C 

27.  j(V2x  +  l)4  +  C  29.  ^(5x3  +  3x  -  8)7  +  C 

31.  ^V(2 12  -  ll)4  +  C  33.  |(x3  +  4)3/2  +  C 

35.  — 1(1  +  cosx)5  +  C  37.  I x3  +  |x2  +  ^jx  +  C2 


J 


A-24  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


39.  yx5/2  +  C,x  +  C2  41.  ~  +  C,x  +  C2 


45.  rVi  -  1  +  C  47. 


5x3  +  2 

2Vx 3  +  1 


51.  \x2  +  C  si  x  >  0,  —  \x2  +  C  si  x  <  0 


53.  (a)  -2cos(3(x  -  2))  +  C  (b)  —cos 


1  x  9  x 


(c)  -x2  sen  2 x  +  C 


-cos—  +  C 


2  2  2  6 


Conjunto  de  problemas  3.9 

5.  v  =  ^x3  +  x  +  C;  y  =  ^x3  +  x  -  | 


7.  y  =  ±  Vx2  +  C;  y 


3  3 

9.  z  = - z  = - 7 

C  -  f3  10  -  t3 


11.  S  =  yt3  +  2 tz  -  t  +  C\  S  =  yf3  +  2/2  -  t  +  100 

13-  =  ui(2x  +  1)s  +  C;  y  =  i»(2x  +  l)5  +  y, 

15.  y  =  |x2  +  j  17.  v  -  5  cm/s;  ,v  =  ycm 

19.  v  «  2.83  cm/s;  ,v  ~  12.6  cm  21.  144  pies 

23.  v  =  32.24  pies/s;  51  =  1198.54  pies 

27.  Luna;  ~  1.470  mi/s;  Venus:  ~  6.257  mi/s;  Jupiter:  ~  36.812  mi/s; 

Sol:  ~  382.908  mi/s 

29.  2.2  pies/s2  31.  5500  m 


33.  (a) 


(b)  36  mi/h; 

(c)  0.9  mi/min2 


2  3  4  5  ft  7  ■< 

min 


35.  (a) 


Vk 

C,-^  L(0)  =  1600.  K(40)  =  0; 


'  '  dt  1  10  '  v  ’  '  ’ 

(b)  V  =  ^(-20r  +  800 )2;  (c)  900  cm3 

/  -32r  para  0  <  t  <  1 

3  ‘  a)  ~  \-32(f  -  1)  +  24  para  1  <  t  <  2.5 
(b)  t  ~  0.66,  1.75  s 


3.10  Revision  del  capitulo 

Examen  de  conceptos 

1.  Verdadero  3.  Verdadcro  5.  Verdadero  7.  Verdadero 
9.  Verdadero  11.  Falso  13.  Verdadero  15.  Verdadero 
17.  Verdadero  19.  Falso  21.  Falso  23.  Falso 
25.  Verdadero  27.  Verdadero  29.  Verdadero  31.  Falso 

33.  Verdadero  35.  Verdadero  37.  Falso  39.  Verdadero 

41.  Verdadero  43.  Verdadero  45.  Falso  47.  Verdadero 

Problemas  de  examen 

I.  Puntos  criticos:  0.  1,4;  valor  minimo  /  (l )  =  — 1;  valor  maximo 
/(4)  =  8. 

3.  Puntos  criticos:  —2,  —4;  valor  minimo  /(  —  2)  =  valor  maximo 

/H)=4 

5.  Puntos  criticos:  —  y  0, 1;  valor  minimo  /(())  =  0;  valor  maximo 

/( D  =  l. 

7.  Puntos  criticos:  —2, 0, 1,3;  valor  nnnimo/(l)  =  —1;  valor  maximo 
/(3)  =  135 

9.  Puntos  criticos:  -1, 0. 2,3;  valor  minimo /(2)  =  —9;  valor  maximo 
/( 3)  =  88 

II.  Puntos  criticos:  y  f,  y;  valor  minimo /(y)  as  —0.87;  valor 
maximo  /(?)  =  I 


13.  Creciente:  (  —  00,  |j;  concava  hacia  abajo:  (—00,00) 

15.  Creciente:  (— 00, -1]  U  [1 ,00);  concava  hacia  abajo:  (— 00. 0) 

17.  Creciente:  [o,  |];  concava  hacia  abajo:  (y,  00) 

19.  Creciente:  (  —  00,  |J;  concava  hacia  abajo:  (  —  00,  0)  U  (j,  00) 
21.  Creciente:  (  —  00,  o]  U  [|,  00);  decreciente  [o,  |]; 

Valor  minimo  local  /(|)  =  —  ?y 
Valor  maximo  local /(0)  =  0 
Punto  de  inflexion:  (|,  — 


dc  inflexion  Slobal 


minimo 


global 


Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A-25 


41.  11.18  pies  43.  r  =  4^2,  h  =  8^2 

45.  (a)  c  =  ±V3  (b)  No  se  aplica,  F'( 0) 

no  existe 


(c)  c  =  1  +  V2 


49.  0.281785  51.  0.281785  53.  \x4  -  x3  +  2x3/2  +  C 

55.  +  9  cos  y  -  ^  +  C  57.  f~6(2z2  -  3)4/3  +  C 

59.  ^tan3(3x2  +  6 x)  +  C.  61.  ,\(/5  +  5)5/3  +  C 
63.  =Vx3  +  9  +  C  65.  — l—2  +  C 

2(2y  -  1) 

67.  ~{2 y3  +  3y2  +  6y)4/5  +  C  69.  y  =  2Vx  +  1  +  14 

71.  y  =  |(2/  -  l)3/2  -  1  73.  y  =  V3x2  -  \x4  +  9 

75.  7  s; -176  ft/s 


Problemas  de  repaso  e  introduccion  del  capitulo  4 

1.  ^£J2  3.  -a2  cot  36°  5.  3.6  -5.8  +  -tt(1.8)2  «  25.97 

4  4  2 

1  , 

7.  3.5  9.  -x2  +  x  11.  6 


Conjunto  de  problemas  4.1 
1.  15  3.  5.  f  7.  3  9. 

50 

13.  2" 2/-1  15.  90  17.  -10 


41  100  i 

11. 

i=i  /= i 1 


19.  14,950 


4 «3  —  3 n2  -  n 

21.  2640  23. - - - 

o 

27.  (a)  1  -  (j)K);  (b)  2"  -  2 

33.  x  =  55/7  ~  7.86;  j2  ~  12.41 

m(m  +  l)(3n  —  m  +  1 ) 

41.  5  =  — -  , - - 

6 


41.  5  = 


37.  c  =  x 


39.  715 


49.  A  =  6 


51.  /I  = 


53.  |  55.4  57.~  59.  2~ ft 

63.  (a)  y5;  (b)  21;  (c)  39 

65.  (a)  4;  (b)  y;  (c)  10.5;  (d)  102.4 


Conjunto  de  problemas  4.2 

1.  5.625  3.  15.6875  5.  2.625  7. 

f1  x2 

9.  /  - - dx  11.  4  13.  3rr  -  3  15.  f 

7-t  1  +  x 

17.  y  19.  2  +  f  21.  |ir/l2  23.  f5  25.  3 
27.  40, 80, 1 20, 1 60. 200, 240  29.  20, 80, 1 60. 240, 320, 400 

31.  (a)  -3;  (b)  19;  (c)  3;  (d)  2;  (e)  9:  (f)  0; 

(g)  1;  (h)  2 

35.  Izquierda:  5.24;  Derecha:  6.84;  Punto  medio:  5.98 
37.  Izquierda:  0.8638;  Derecha:  0.8178:  Punto  medio:  0.8418 


Conjunto  de  problemas  4.3 

1.  A{x)  =  2x 


A-26  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


7.  A(x) 


2a 

VI 

H 

VI 

0 

2  +  (a  -  1) 

si  1  <  a  s  2 

3  +  2(a  —  2) 

si  2  <  a  <  3 

5  +  (a  -  3) 

si  3  <  a  <  4 

etc. 

49.  2  51.  2  53.  Va/2  55.  Verdadero  57.  Falso 


9.  6  11.  14  13.  -31  15.  23  17.  2* 

19.  2 a' 2  +  Va  21.  —  (a  -  2)  cot  2a  23.  2x  sen(x2) 

2x 5  A2 

25.  - t  + - 7 

1  +  A4  1  +  A2 

27.  /(a)  es  creciente  en  [0,  oo)  y  concava  hacia  arriba  en  (0,  oo). 

7 7  377  577 

29.  /(a)  es  creciente  en  0,  —  ,  , . . .  y  concava  hacia  arri¬ 

ba  en  (77,  277),  (377,  477),  . . . 

31.  /(a)  es  creciente  en  (0, 00)  y  nunca  es  concava  hacia  arriba. 

33.  10;  35.  4; 

*V  ly 


37.  (a)  Mi'nimos  locales  en  0,  *3.8,  «5.8,w7.9,«9.9, 10;  maximos  lo¬ 
cales  en  *3.1,  *5.0,  *7.1,  *9.0 

(b)  G(0)  =  0  es  mlnimo  global,  G(9)  es  maximo  global 

(c)  G  es  concava  hacia  abajo  en  *(0.7, 1.5),  (2.5, 3.5),  (4.5, 5.5),  (6.5, 
7.5),  (8.5, 9.5) 

(d)  i.v 


39.  (a)  0  (b)  |a5  +  a  +  C  (c)  |x5  +  a  (d)  f 

43.  Cota  inferior  20;  45.  Cota  inferior ' 

cota  superior  276  cota  superior  20 


47.  Cota  inferior  20 77;  cota  superior  s  77 


59.  Verdadero 

,  ,  (  r/2,  0  <  t  <2 

61'  \-4  +  4f  -  t2l2,  t  >  2 

r  =  4  +  2V2  *  6.83 


Conjunto  de  problemas  4.4 

1.  4  3.  15  5.  |  7.  y  9.  yy  11.  1  13. 

15.  ~(3a  +  2) 3/2  +  C  17.  jsen(3A  +  2)  +  C 
19.  -ycos(6x  -  7)  +  C  21.  ^(a2  +  4) 3/2  +  C 

23.  -^(a2  +  3y517  +  C  25.  -icos(A2  +  4)  +  C 

27.  -cosVa2  +  4  +  C  29.  ^sen[(A3  +  5)9]  +  C 
31.  j[sen(A2  +  4)]3/2  +  C  33.  -^cos'°(a3  +  5)  +  C 

35.  ”  37.  i  39.  122  41.  0  43.  '  45.  ? 


35.  ^  37.  I 


41.  0  43.  \  45.  I 

-  53.  1  55.  1  -  cos  1 


**/.  77  ~^r~  31.  —  33.  1  33.  1  —  tu?)  1 

o4  5  it 

1  —  cos4l 

57--^ 

59.  (a)  positiva,  (b)  negativa,  (c)  negativa,  (d)  positiva 
61.  50  galones;  20  horas  63.  86  galones  65.  134 

69.  9  71.  2 


Conjunto  de  problemas  4.5 


1.  40  3.  i 


+  cos  Vf 


7.  0  9.  0  11.  y2 

77^)  t  e  1 15  , ^  V 


17.  ^ 


19.  c  =  1  21.  c  =  0  23.  c 

27.  (A  +  B)/2 

29.  *125077 


V2T  +  3 
6 


31.  *3.2 


33.  *25  35.  0  37.  0  39.  2t7  41. 

/—  a  pb 

f(x)  dx  =  f(x)  dx; 

b  Ja 

/— a  pb 

/(a)  dx  =  —  /(a)  dx 

b  Ja 

47.  8  49.  2  51.  2 

57.  (a)  Par;  (b)  2tt 


2n  4rc  6n 


Intervalo 

Valor  de  la  integral 

[o,f] 

0.46 

[-if] 

0.92 

[o.t] 

-0.46 

[-t.t] 

-0.92 

[0,  2tt] 

0 

\n  13t rl 

1.6’  6  J 

0 

In  4n "1 

L6»  3  j 

-0.44 

[  13 n  LOtt] 

L  6  »  3  J 

-0.44 

Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A-27 


Conjunto  de  problemas  4.6 

1.  0.7877, 0.5654, 0.6766, 0.6671,  | 

3.  1 .6847, 2.0382, 1 .861 5, 1 .8755,  yy 
5.  3.4966, 7.4966, 5.4966, 5.2580, 5.25 


SRI 

SRD 

SRM 

Trap. 

Parabola 

n  =  4 

0.5728 

0.3728 

0.4590 

0.4728 

0.4637 

n  =  8 

0.5159 

0.4159 

0.4625 

0.4659 

0.4636 

n  =  16 

0.4892 

0.4392 

0.4634 

0.4642 

0.4636 

SRI 

SRD 

SRM 

Trap. 

Parabola 

n  =  4 

2.6675 

3.2856 

2.9486 

2.9765 

2.9580 

n  ~  8 

2.8080 

3.1171 

2.9556 

2.9625 

2.9579 

n  =  16 

2.8818 

3.0363 

2.9573 

2.9591 

2.9579 

11.12,1.1007  13.8,4.6637  15.6,1.0989  19.  menor 

21.  mayor  25.  LRS  <  MRS  <  Parabola  <  Trap  <  RRS 
27.  4570  pies2  29.  1,074,585,600  pies3 

31.  Utilizando  la  suma  de  Riemann  con  puntos  de  la  derecha  ~  13,740 
galones 

4.7  Revision  del  capitulo 
Examen  de  conceptos 

1.  Verdadero  3.  Verdadero  5.  Falso  7.  Verdadero 

9.  Verdadero  11.  Verdadero  13.  Verdadero  15.  Verdadero 

17.  Verdadero  19.  Falso  21.  Verdadero  23.  Verdadero 
25.  Falso  27.  Falso  29.  Falso  31.  Verdadero  33.  Falso 
35.  Verdadero  37.  Falso  39.  Verdadero  41.  Verdadero 
43.  Verdadero  45.  Falso 


Problemas  de  repaso  e  introduccion  del  capitulo  5 


1.  ;  3.  i/4  -  1 

A 

5.  Vio 

7.  1.6i7 

51 

16 

9.  [ir{r22  ~  r,2)]  Ax 

U*W 

13-15 

Conjunto  de  problemas  5.1 

1.  6  3.  y  5.  \ 

7  253 

'•  12 

9-1 

11.  6 

13.  24 

Problemas  de  examen 


„  50  26  tr 

3.  - - P  — 

3  TT  3 


1. 


9  cos  1 

5.  —  [  — 15(  — 125  +  ■$/5)]  7.  j^tan3(3rr2  +  6tt) 

11.  -^cos(x2  +  2x  +  3)  +  C 


16 
9.  46.9 


13. 


15.  |  17.  f  19.  1870 

78  i  50 

21.  (a)  2-;  (b)  'Znx2" 

n~ 2  ^  n=\ 

23.  (a)  -2;  (b)  -4;  (c)  6;  (d)  -12;  (e)  -2 
25.  (a)  -8;  (b)  8;  (c)  0;  (d)  -16;  (e)  -2  (f)  -5 

27.  c  =  -V7 

29.  (a)  sen2  x;  (b)  f(x  +  1)  -  f(x) 

(c>  [  f(z)dz  +  -/(*);  (d)  f  f(t)dt; 

x  Jo  X  J  0 

(e)  g'(g(x))g'(x);  (f)  -f(x) 

33.  0.2043  35.  372  37.  MRS  <  Trap  <  LRS 


31.  130  pies;  194  pies  33.  6  s;  2  +  2V2s 

35.  Area  (.4)  =  9;  A(B)  =  f ;  A(C)  =  f ;  A(D)  =  y; 

A(A  +  B  +  C  +  D)  =36 


A-28  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


Conjunto  de  problemas  5.2 

1  20677 

A*  15 

3.  (a)  (b)  8-ir 

7  - 

'*  4 


-  urn 

5  77 


(c)  AK  »  2tt(5jc1/2  ~  x3/2)Ajc 

(d)  27 t  f  (5X1/2  —  x3/2)  dx 

Jo 

&  40  V5 

(e)  y-- 


13.  (a)  77  f  [f(x)2  -  g(x)2]  dx; 


(b)  2tt  f  x[f(x)  -  g(x)]  dx; 


(c)  2ir  f  (x  -  a)\f(x)  -  g(x)]  dx; 


(d)  2t7  f  (b  -  x)[f(x)  -  g(x)]  dx 


17.  ^  19.  ~{b2  -  a2)3/2  21.  7t(\/2  —  l) 

23-  (a)  ff;  (b)f;  (c)  £ 

25.  1 75 


A- 30  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


31.  (a)  Airt^n  sen  ^  cos2  ^ 

35.  x  ~  7.00  cm  por  arriha  del  centra  del  agujero;  y  ~  0.669  cm  a 
la  derecha  del  centra  del  agujero. 

Conjunto  de  problemas  5.7 

1.  (a)  0.1  (b)  0.35 

3.  (a)  0.2  (b)  0 
5.  (a)  0.6  (b)  2.2 
7.  (a)  0.6  (b)  2 

(0.  x  <  0 

9.  (a)  0.9  (b)  10  (c)  F(x)  =  <  x/20,  0  £  x  £  20 


x  >  20 


11.  (a)  f2  (b)  4 


(c)  F(x)  = 


13.  (a)  0.6875  (b)  2.4 

(0, 


(c)  F(x)  = 


1 x  3  _  J_ 


X  <  0 
0<t<8 

x  >  8 

x  <  0 
0  s  x  <  4 
x  >  4 


15.  (a)  -  (b)  2 


(0  F(x)  =  2  -  2  C°S  4 


17.  (a) 


(b)  —In  4  (c)  F(x)  = 


0, 

4x  -  4 
3x 

1, 


x  <  1 
1  <  x  <  4 
x  >  4 


25.  (a) 


(d)  F(x)  = 


23.  k  = 
1 


125 

(c)  2 


0,  si  x  <  0 

x2/8,  si  0  £  x  s  2 

-x2/8  +  x-  l,  si  2  <  x  £  4 

1,  si  x  >  4 


0,  si  y  <  0 

(e)F(v)^  r2/?88°0’  si  0^120 

'  ;  — y2/28800  +  y/60  -  1,  si  120  <  y  <  240 

1,  si  v  >  240 

27.  (a)  ^95,802,719  (b)  «=0.884  (c)  0.2625 

(d)  Para  0  <  x  <  0.6,  F(x)  *  6.3868  X  106x15 

-  3.2847  X  107x14  +  7.4284  X  107x13  -  9.6569  X  107x12 

+  7.9011  X  107x"  -  4.1718  X  107x10  +  1.3906  X  107x9 

-  2.6819  X  106x8  +  2.2987  X  105x7 

(e)  F(25.4y)  en  donde  Fes  como  en  (d) 

(  0,  y  <  0 

29.  G{y)  =  <  Vy2  -  1,  0  <  y  <  V2 
[l,  y  >  V 2 

g(y)  =  y/Vy2  -  1,  0  <  y  <  V2. 


33.  F(x)  = 


0, 

x  <  0 

0.8, 

0  <  x  <  1 

0.9, 

1  <  x  <  2 

0.95, 

2  s  x  <  3 

1, 

CO 

Al 

H 

35.  (a)  1  (b)  —  (c) 


2 

(y  +  i) 


-  para  0£  y  £  1  (d)  0.38625 


5.8  Revision  del  capitulo 
Examen  de  conceptos 

I.  Falso  3.  Falso  5.  Verdadero  7.  Falso  9.  Falso 

II.  Falso  13.  Verdadero  15.  Verdadero  17.  Verdadero 
19.  Verdadero  21.  Verdadero  23.  Verdadero 

Problemas  de  examen 
1.1  3.  f  5.  5f 

7.  V(S,)  =  fjl  V(S2)  =  V(S3)  =  ft;  V(S4)  =  5f 

9.  205,837  lbs-pie,  11.  (a),  (b)  f  13. 


15.  y  17.  36  19.  77  \f2(x)  -  g2(x)]  t 

21.  My  =  8  f  x[/(x)  -  g(x)]  dx 
J  a 

Mx  =  f  f  lf2{x)  -  g2(x)]  dx 

J  a 
rb 

23.  277  /  /(x)Vl  +  [/'(x)]:dx 

J  a 

+  2tt  f  g(x)V T  +  [g'(x)]2dx 

J  a 

+  rr[/2(a)  -  g2(o)]  +  77|/2(6)  -  g2(6)] 

25.  (a)  -  (b)  6  lg  A  para  0  s  x  £  6  (c)  2 


Problemas  de  repaso  e  introduccion  del  capitulo  6 

1  100  2 

I.  - +  C  3.  --^r  +  C  5.0  7. - 

X  xu  x 

9.  (a)  2;  (b)  2.48832;  (c)  2.593742;  (d)  2.691588; 

(e)  2.704814 

II.  (a)  2.25;  (b)  2.593742;  (c)  2.6533;  (d)  2.70481; 

(e)  2.71152 

12  k  +  1  \2k  +  5  4A:  +  1 

13.  X  =  - - - 77  O  X  =  - - - 77  15.  X  =  - ; - 77 

6  6  4 


Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A-31 


17.  sen  ft  = 


V7" 


1  1  r~! - 

— ;  cos  ft  =  — ;  tan  ft  =  v.x2  —  1 


cot  ft  = 


V? 


19.  sen  ft 


=;  sec  0  —  x;  esc  0  = 

l 

1  x 


V? 


vT 


cos  ft  = 


+  xl 


vT 


tan  6  = 


+  XT 


cot  0  =  a;  sec  0  = 
-2 

21.  y  = 

jc  —  2 


vT 


+  a:' 


;  esc  ft  =  \/l  +  a2 


Conjunto  de  problemas  6.1 

1.  (a)  1.792;  (b)  0.406;  (c)  4.396;  (d)  0.3465; 
(e)  -3.584;  (f)  3.871 

2a  +  3  3  3 

3.  -x -  5.  - -  7.  - 

a2  +  3a  +  tt  a  —  4  A 


9.  2a  +  4a  In  a  +  2(ln  a)2  11.  — , .  13.  yk 

Va2  +  1 

15.  ^ln|2x  +  1|  +  C  17.  In | 3d2  +  9v\  +  C 
19.  (In  a)2  +  C  21.  ^j[ln(486  +  tt)  —  In  tt] 


23. 


25. 


27. 


33. 


2 

A4 

4 

In 


■  +  a  +  ln|A  ■ —  1 1  +  C 

—  +  8a2  -  64a  +  256  ln|A  +  4|  +  C 

(a  +  l)2  a2(a  -  2)  a3  +  33a2  +  8 

- - -  29.  In — - - 7--  31. - 7 - ;  . 

a  X  +  2  2 (a3  -  4)3/2 

10a2  +  219a  -  118 
6(a  -  4)2(a  +  13)1/2(2a  +  1)4/3 


Conjunto  de  problemas  6.2 

1.  /_1( 2)  =4  3.  No  tiene  inversa  5.  f  2)  »  —1.3 

15.  f~\x)  =  a  -  1  17.  r\x )  =  a2  -  1,  a  >  0 

19.r’W  =  3--  2Lr'(A)  =  -y 

23.  r\x)  =  l  +  Vx  25.  /“*( a)  =  ]  T 


27.  /“'(A) 
31.  (-00, 


29.  V 


477  /i3 
27  ’ 


—0.25]  o  [—0.25,  00);  entonces 


f~\x)  =  j(-l  -  V8a  +  33)o /”'(■«)  =  K_1  +  V8a  +  33) 
33.  (r')'(3)  «  5  35.  (r')'(3)  «  -5 


41.  Mmimo/(l)  =  -l  43.  lfm  In  x  —  00 

x—KX> 

45.  a  =  3  47.  In  2 

49.  (a)  1  (b)  3 

51.  In  V3  «=  0.5493  53.  77  In  4  «  4.355 

57.  (a)  Maximos:  (|,  0.916),  (y,  0.916);  mi'nimo:  (y,  — 0.693); 

(b)  (3.871,  -0.182),  (5.553,  -0.183);  (c)  4.042 


(a)  0.139; 

(b)  0.260 


Conjunto  de  problemas  6.3 

1.  (a)  20.086;  (b)  8.1662;  (c)  4.1;  (d)  1.20 

3.  a3  5.  cos  a  7.  3  In  a  -  3a  9.  3a2  11.  ex+2 

eVx+2 

13.  - ,  .  15.  2a  17.  aV(a  +  3) 

2Va  +  2 

.  /~i  x  y 

19.  tVr'  +  7 — rev  21.  -- 

\x\  x 


25.  Dominio  =  (—00, 00);  creciente  en  (—00, 00);  concava  hacia  arriba 
en  (-00,00);  no  hay  valores  extremos  ni  puntos  de  inflexion. 


A-32  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


27.  Dominio  =  (—00,00);  creciente  en  (—00, 1)  y  decreciente  en 
(l,oo);  maximo  en  (1, 1/e);  concava  hacia  arriba  en  (2, 00)  y  concava 
hacia  abajo  en  (-00, 2);  punto  de  inflexion  en  (2, 2/e2) 


35.  Dominio  =  (—00, 00);  creciente  en  (—00, 00);  concava  hacia  arriba 
en  (-oo,0)  y  concava  hacia  abajo  en  (0,oo);  punto  de  inflexion  en 
(0, 0);  no  tiene  valores  extremos 


29.  Dominio  =  (—00, 00);  creciente  en  (0, 00)  y  decreciente  en 
(-00, 0);  mfnimo  en  (0, 0);  concava  hacia  arriba  en  (—1, 1)  y  concava 
hacia  abajo  en  (-00, -1)  U  (l,oo);  puntos  de  inflexion  en  (—1,  In  2) 
y(l,ln  2) 


31.  Dominio  =  (-00, 00);  creciente  en  (-00, 00);  concava  hacia  arriba 
en  (-00, 00)  no  hay  valores  extremos  ni  puntos  de  inflexion. 


37.  Ie3x+1  +  C  39.  ~ex2+6x  +  C  41.  e~'/x  +  C 

43.  ±e3(e2  -  1)  45.  4t t  47. 

z  2e 

49.  (a)  3,628,800:3,598,696;  (b)  8.31  X  1081 
51.  V2(en  -  1) 

53.  (a)  0;0  (b)  Maximo:  (e,  |);  mfnimo:  (j,  —  s)  (c)  Ve 

55.  (a)  3.11;  (b)  0.910 

57.  4.261 4  59.  Se  comporta  como  -x\  se  comporta  como  2  In  x 


Conjunto  de  problemas  6.4 

1.  3  3.  8  5.  9  7.  1  9.  1.544 

13.  4.08746  15.  1.9307 

1 


21.  y 


z  +  5 


+  ln(z  +  5)  In  3 


11.  0.1747 
17.  2  •  62x  In  6  19. 

In  3 

2X  1 

23.  =r^r  +  C 


In  2 


25. 


40 
In  5 


27.  1 0*  2x  In  10  +  20*1' 


29.  (77  +  I)**  +  (ir  +  l)*ln(7r  +  1) 

3M„!  +  ir.(! ^  +  ^f) 


33.  sen  1 


35.  Dominio  =  (-00,00);  decreciente  en  (—00, 00);  concava  hacia 
arriba  en  (—00, 00);  no  tiene  valores  extremos  ni  puntos  de 
inflexion. 


33.  Dominio  =  (—00, 00);  creciente  en  (—00, 2)  y  decreciente 
en  (2, 00);  maximo  en  (2,1);  concava  hacia  arriba  en 


\/i  \ 


,  u  1 

(4  -  V2  4  +  Vl\. 


V2 


2 

1 4  + 


00  J  y  concava  hacia  abajo  en 
4  -  v5  j_\ 


1;  puntos  de  inflexion  en 


Ve) 


V2 


V?) 


37.  Dominio  =  (—00, 00);  creciente  en  (0, 00)  y  decreciente  en 
(—00, 0);  concava  hacia  arriba  en  (-1 , 1 )  y  concava  hacia  abajo 


Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A-33 


en  (—oo,—l )  U  (l,oo);  mi'nimo  en  (0, 0); puntos  de  inflexion  en 

(-U)y(U) 


39.  Dominio  =  (— oo,  oo);creciente  en  (—00,00);  concava  hacia  arriba 
en  (-00, 0)  y  concava  hacia  abajo  en  (0,oo);  no  hay  valores  extremos; 

punto  de  inflexion  en  ^0,  f^2~‘  dt  )  ~  (0,  —0.81) 


41.  logi/2  x  =  —  log2  x 

43.  E  «  5.01 7  X  10s  kW-h  para  la  magnitud  7; 

E  ~  1 .560  x  10ul  kW-h  para  la  magnitud  8 
45.  r  =  2I/I2  «  1 .0595;  frecuencia  de  C  =  440^/2  «  523.25 
47.  Si  y  =  A  •  bx,  entonces  In  y  =  In  A  +  x  In  b,  por  lo  que  la  grafica 
de  In  y  contra  x  sera  lineal.  Si  y  =  C  •  xd,  entonces  In  y  =  In  C  +  d  In 
x,  por  lo  que  la  grafica  de  In  y  contra  In  x  sera  lineal. 

49.  f’(x)  =  x^(2x  In  x  +  x) 


g'{x)  =  xx'+x 


In  x  +  (In  x )2  + 


1 


53.  \\m  xx  =  1 ;  mi'nimo:  (e  l,e)  55.  20.2259 
57.  b  ~  25/2,  C  «  2 3/2 


Con  junto  de  problemas  6.5 

I.  y  =  4e~('1  3.  y  =  2eam('"m)  5.  56,569 

7.  15.8  dias  9.  4.64  millones;  4.79  millones;  6.17  millones; 

105  millones 

II.  126,822  13.  7.43  g 

15.  f,. «  201  anos  (2187)  ts&  191  anos  (2177) 

17.  Hace  2950  an  os  19.  81.6°F  21.  83.7°C  23.8:45  pm 

25.  (a)  $401.71  (b)  $402.15  (c)  $402.19  (d)  $402.19 

27.  (a)  11.58  anos  (b)  11.55  anos  100  In  2 

29.  $133.6  mil  millones  31.  $1051.27  33.  t  = - 


37.  (a)  -;  (b)  e3;  (c)  e2;  (d)  \ 

e  e1 

39.  15.25  millones  45.  75.25  anos  a  partir  de  2004 

47.  (a)  k  =  0.0132  -  0.0001/  (b)  y'  -  (0.0132  -  0.0001/)y 
(c)  y  =  6  4°°t 321 — o.O(XK»s>’ 


(e)  La  poblacion  maxima  ocurrira  cuando  /  =  132,  que  es  cl  afio 
2136  (se  toma  como  base  a  2004).  El  modelo  predice  que  la  pobla¬ 
cion  regresara  al  nivel  de  2004  en  el  ano  2268. 


Crecimiento  exponencial:  6.93  mil  millones  en  2010;  10.29  mil  millo¬ 
nes  en  2040: 19.92  mil  millones  en  2090; 

Crecimiento  logfstico:  7.13  mil  millones  en  2010;  10.90  mil  millones 
en  2040;  15.15  mil  millones  en  2090 

Conjunto  de  problemas  6.6 

1.  y  =  e~x(x  +  C)  3.  y  =  a  +  C(1  -  x2)x^2 

5.  y  =  xex  +  Cx  7.  y  =  1  +  Cx~l 

9.  y  =  1  +  Ce~Jt(x',dx  11.  y  =  x4  +  2x  pasa  por  (1, 3). 

13.  y  =  e ~x(  1  -x"1)  pasa  por  (1,0)  15.  38.5061b. 

17.  ,(,)  -  2(60  -  ,)  -  (tL5)(60  -  ,)> 

19.  /(/)  =  10~6(1  -  exp(-106/)) 

21.  /(/)  =  0.12  sen  377/ 

23.  (a)  21.97  min  (b)  26.67  min  (c)  c  >  7.7170 
(d)  400e~HmT  +  T  =  150. 

25.  (a)  200.32  pies  (b)  95-4 T  -  95e~<u>5T  =  0 

Conjunto  de  problemas  6.7 

1.  h'm  y(/)  =  12yy(2)  ~  10.5 

(—>OC 


A-34  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 
3.  lira  y(f)  =  0yy(2)  ~  6 

t — »OC 


5.  La  asfntota  oblicua  es  y  =  x 


'  }  M  \  \\\\\\\\ XX 

\\\\\\\\\\\  \  XX\^ 
,  ,\\\\\\\\\\X  X  X.'x.- —  — 

\\\\\\\\\\  \  \  W  -. - - 


;/ /  / 

'////// 
'///////// 
'///////// 
'SS  /  // //////// 
'  y ////////  I/I  l 
"'///////il/lii 

ss/A/////klllllh 

+  *  *  f  /  /■  /  •/  +-+-+  -t  t  t  i  t 

//////  n  w '//  n  ^ 


-  /  / 
-  /  / 
-  /  / 
-/  / 


=  -pV2 


9.  y  =  x  +  1  +  3e  x. 


x„ 

Metodo  de  Euler  y„ 

0.0 

3.0 

0.2 

4.2 

0.4 

5.88 

0.6 

8.232 

0.8 

11.5248 

1.0 

16.1347 

*n 

Metodo  de  Euler  y„ 

0.0 

0.0 

0.2 

0.0 

0.4 

0.04 

0.6 

0.12 

0.8 

0.24 

1.0 

0.40 

13. 

x„ 

Metodo  de  Euler  y„ 

1.0 

1.0 

1.2 

1.2 

1.4 

1.488 

1.6 

1.90464 

1.8 

2.51412 

2.0 

3.41921 

19.  (a)  y(X|)  «  0  (b)  y{x2) 

<c)  y(jrio) 

«  0.269097 
=  ^\f(xo,yo)  +  /I 

21.  (a)  Ay 

(c)  xn  =  X 

'n—\  +  h 

yn  =  y„- 1 

+  h  ■  f(xn-i,  y„-i) 

yn  =  y„- 1 

+  2  ^-i) 

23. 

y» 

0.0 

2.0 

0.2 

1.64 

0.4 

1.3448 

0.6 

1.10274 

0.8 

0.90424 

1.0 

0.74148 

25. 

x„ 

yn 

0.0 

0.0 

0.2 

0.004 

0.4 

0.024 

0.6 

0.076 

0.8 

0.176 

1.0 

0.340 

27. 

Xn 

yn 

1.0 

2.0 

1.2 

1.312 

1.4 

0.80609 

1.6 

0.46689 

1.8 

0.25698 

2.0 

0.13568 

Conjunto  de  problemas  < 

1.  f  3. 

--  5  -  7  - 

3  3  '• 

13.  0.9548 

15.  2.038  17. 

0.00099998 


21.  0  =  sen 


-15 


23.  6  =  tan  1 =r  -  tan 


0.4567 

19.  e 

-u 


11.  0.1115 


25. 


27. 


56 

65 


33.  (a)  f;  (b)  -f 
35.  (a)  f;  (b)  -f 

37.  Las  rectas  tangentes  se  aproximan  a  la  vertical, 
cos  x 

39.  -  41  v  4-1 

2  +  sen  x 


4x 


41.  sec  j:  43. 


Vl  -  4.v4 


Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A-35 


xe 

1  +  e2x 
3 


+  3tan“'(ex) 


3(tan  1  x)2 

V)  47.  “  ~  2~~ 

J  1  +  x2 

3(1  +  sen-1  x )2 
— - .  53.  - 

\  /l  _  j 


55.  3  sen  3 x  +  C  57.  ^  sen  2x  +  C 


x[l  +  (In  x2)2] 
sen  e2  —  sen  1 
2 


67.  -  sen 


71.  -sec'  ^ 

73.  0  =  tan 


,^2ixr 

_,7.6 

in  T 


65.  ;;arctan2x  +  C 


xj  +  C 
^  +  C 


69.  -tan 


2.6 

-  tan  1  — — ;  si  b  =  12.9,6  »  0.3335 
b 


77.  7r62  -  b2  cos  1  - 2 a2  sen 


+  -6V4fl2  -  b2 


—  -  arcsen  x  =  arccos  x 

87.  4.9  pies  89.  ^  rad/s 
93.  3.96  X  10'4  rad/s 


91.  1  rev/min 


Conjunto  de  problemas  6.9 

13.  2  senh  x  cosh  x  =  senh  2x 

15.  10  senh  x  cosh  x  =  5  senh  2x  17.  3  senh(3x  +  1) 
19.  coth  x  21.  x2  senh  x  +  2x  cosh  x 
23.  cosh  3x  cosh  x  +  3  senh  3x  senh  x 
25.  2  tanh  x  cosh  2x  +  senh  2x  sech2  x 

27.  -M=  29. _ - _ 

Vx4  +  1  2(x2  -  3x  +  2) 


27. 

2x 

29.  - 

31. 

Vx4  +  1 
3x 

+  cosh' 

V9x2  -  1 

v9x2  —  1  vx2  ~  lcosh  1  x 

35.  -esc2  x  sech2 (cot  x)  37.  y 

39.  ~senh(7rx2  +  5)  +  C  41.  2  cosh(2z1/4)  +  C 
43.  cosh(sen  x)  +  C  45.  j[ln(senh  x2)]2  +  C  47.  \ 


49.  f  +  f  senh  2  51.  tt  +  f  senh  2 

55.  (a)  p  „  (b)  4 


(b)  42,200  pies3; 

(c)  5640  pies2 


y  =  senh  x  y 
y  =  ln(x  +  Vx2  +  l) 
son  funciones  inversas. 


6.10  Revision  del  capitulo 

Examen  de  conceptos 

1.  Falso  3.  Verdadero  5.  Verdadero  7.  Falso  9. 
Verdadero  11.  Verdadero  13.  Verdadero  15.  Verdadero 
17.  Falso  19.  Verdadero  21.  Falso  23.  Verdadero 

25.  Falso  27.  Falso  29.  Falso  31.  Verdadero 

33.  Falso  35.  Verdadero  37.  Verdadero  39.  Verdadero 

41.  Verdadero  43.  Verdadero  45.  Falso  47.  Verdadero 


Problemas  de  examen 


1.  -  3.  (2x  -  4)e 


9.  |secx 

15. 


e  sen  e^* 


V'4x 

_ 

e2x  -  1 

17.  - 


,  sech2  Vx 

5.  sec  x  7.  - y= — 

Vx 

15e5r 

13.  7 - 

e5x  +  I 

1  esc  Vx  cot  Vx 

7  19. - 7= - 


27.  -cos  ex  +  C 


2 Vx  ‘  Vx  -  x2  "  Vx 

21.  20  sec  5x(2  sec2  5x  —  1)  23.  x1+*(lnx  +  1+2) 

l  i  T  \n(ex+3  +  1) 

25.  Ie3x~  +  C  27.  —cos  ex  +  C  29.— - -  +  C 

J  e 

31.  2sen'2x  +  C  33.  — tan_1(lnx)  +  C 

35.  Creciente:  [—  f ,  | ];  decreciente:  [j,  |];  concava  hacia  arriba: 

(  — |,  —  f );  concava  hacia  abajo:  (  —  J,  f );  puntode  inflexion:  (  —  f,  0); 

minimo  global;  (~ f,  —  1)  maximo  global:  V2) 


37.  (b)  1  (c)  £ 

39.  - 

X/r  yn 

1.0  2.0 
1.2  2.4 

1.4  2.976 

1.6  3.80928 

1.8  5.02825 

2.0  6.83842 

41.  y  =  1  43.  y  =  Cx  1  45.  y  =  1  +  2e~*2 

47.  y  =  -ex  +  Ce2x 

Problemas  de  repaso  e  introduccion  del  capitulo  7 

1.  —  ^  cos  2x  +  C  3.  —  \  cos  x2  +  C  5.  In  |  sec  t  |  +  C 

7.  ^(x2  +  2)3,/2  +  C  9.  In  x  11.  x2  sen  x 

.  7  1  —  cos2x  „  a  (\  +  cos2xV 

13.  sen  x  = - - -  15.  cos  x  =  - - - 


17.  cos  3x  cos  5x  =  - 
21.  lal  •  Itan  t\  23, 


-  15.  cos4  x  = 

cos  8x  +  cos  2x 

2  1 

2x  —  1 


19.  a  j  cos  t 
5x  +  3 


x(l  —  x) 


x(x  +  l)(x  —  3) 


Conjunto  de  problemas  7.1 

1.  l(x  -2 )6  +  C  3.  1302  5.  itan“'(f)  +  C 

7.  ^ln(x2  +  4)  +  C  9.  2(4  +  z2)3/2  +  C 


A-36  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


11.  ^tan2z  +  C  13.  -2cosV/  +  C  IS.  tan  1~~ 

17.  |x2  —  x  +  ln|x  +  l|  +  C  19.  — ^cos(ln4x2)  +  C 

21.  6sen~V)  +  C  23.  -3  VI  -  +  C  25.  l/ln3 

27.  x  -  ln|senx|  +  C  29.  ln|sece*  +  tanc'l  +  C 

31.  tan  x  +  esen*  +  C  33. - \ - +  C 

3  sen(r3  -  2) 

35.  -|[cot(f3  -  2)  +  r3]  +  C  37.  |etan_'2'  +  C 
39.  ^sen^f-y^  +  C  41.  ^coshx3  +  C 

43.  3serr'(yj  +  C  45.  ^tan~'Q) 

47.  Itan^f^y^-j  +  C  49.  itan_1(3x  +  3)  +  C 

51.  jg In 1 9x2  +  18x  +  10|  +  C  53.  fseV^^y-^  +  C 
55.  ln(V2  +  1)  57.  V 


Conjunto  de  problemas  7.3 

I.  Ix  —  ^sen2x  +  C  3.  —  cos  x  +  ^  cos3  x  +  C  5.  ^ 

7.  -  y^cosVx  +  j^cos54x  —  I;cos74x  +  C 

9.  — jcsc  3 9  —  |sen  3 6  +  C 

II.  —  384sen  12f  +  ^jsen  24r  +  C 
13.  Icos  y  -  ^cos  9y  +  C 

15.  jj;w  —  ^sen  2w  —  ^sen3  w  +  C 

17.  |[-x  cos3  x  +  sen  x  —  jsen3  x]  +  C 

19.  5 tan3  x  -  tan  x  +  x  +  C  21.  |tan2  x  +  In | cos  x|  +  C 

23.  |tan4(|)  —  tan2(|)  —  21njcos||  +  C 

25.  —  |tan~2x  +  ln|tanx|  +  C  27.  |sec4x  -  Isec2x  +  C 

29.  0  para  m  #  n,  ya  que  sen  kir  =  0  para  todos  los  enteros  k. 


Conjunto  de  problemas  7.2 

1.  xe*  -  ex  +  C  3.  \te5,+7r  -  ±es,+7r  +  C 

5.  x  sen  x  +  cos  x  +  C 

7.  (t  -  3)  sen(f  -  3)  +  cos(f  -  3)  +  C 


25.  j=x3(x3  +  4)3/2  -  £(x3  +  4)5/2  +  C 
27-  + J<7  - ,,y" 4 c 

29-  4  V4  - 2<l  4  c 

31.  x  cosh  x  -  senh  x  +  C 

33.If5(3x  +  1°)--^(3x  +  1())5,  +  C 

X  1 

35.  —  2*  -  - - -,2X  +  C  37.  xV  -  2xev  +  2 ex  +  C 

In  2  (In  2)2 

39.  z  In2  z  -  2z  In  z  +  2z  +  C  41.  Ie'(sen  r  +  cos  t)  +  C 


Conjunto  de  problemas  7.4 

1.  |(x  +  1)5/2  -  |(x  +  1)3/2  +  C 
3.  ^(3 1  +  4)3/2  -  |(3r  +  4)1/2  +  C 

5.2Vl-2-*l„(^) 


x  In  3x  —  x  +  C 

5.  2  V2  -  2  -  2e  ln^ 

_!"i  _  i  +  c 

XX 

7.  §(3/  +  2)7/2  -  A( 

^  I  ln  7 

9  2  In  ^  ~  V4  _  x2 

+  in  z 

2V3 

y .  z  in 

X 

9.  2  In  - - +  V4  -  x2  +  C 

11  jVti  +  c  13-  +  ¥ +  f 

15.  — 2Vl  -  z2  -  3  sen-1  z  +  C 

17.  In)  Vx2  +  2x  +  5  +  x  +  1|  +  C 

19.  3Vx2  +  2x  +  5  -  3  In |  Vx2  +  2x  +  5  +  x  +  1 1  +  C 

21.  7  sen  I — — — j  H - - — V5  -  4x  -  x2  +  C 

23.  sen''(^y^)  +  C 

25.  in|x2  +  2x  +  2|  —  tan^'(x  +  1)  +  C 


43.  x2  sen  x  +  2x  cos  x  —  2  sen  x  +  C 

45.  ^[sen(lnx)  -  cos(ln  xj]  +  C 

47.  x  In3  x  —  3x  In2  x  +  6x  In  x  —  6 x  +  C  65.  1 

67.  9  -  4  »  8.552 
e ' 


73.  (a)  (x3  -  2x)et  -  (3x2  —  2)er  +  6xex  —  6ex  +  C 

(b)  (x2  -  3x  +  1)(—  cos  x)  -  (2x  -  3)(— sen  x)  +  2  cos  x  +  C 

87.  e'(3x4  -  12x3  +  38x2  -  76x  +  76) 


27-  sGh  +  f  -  tan_4)  29-  2lnlx2  +  9|  +  C 


Conjunto  de  problemas  7.5 

I.  In|x|  -  ln|x  +  l|  +  C 

3.  — |ln|x  +  1|  +  |ln|x  -  l|  +  C 
5.  3  ln|x  +  4|  -  2  ln|x  -  l|  +  C 
7.  4  ln|x  +  5|  —  ln|x  —  2|  +  C 
9.  2  in|2x  -  1|  -  ln|x  +  5|  +  C 

II.  fln|3x  -  2|  +  4  ln|x  +  l|  +  C 

13.  21n|x|  —  ln|x  +  l|  +  ln|x  —  2|  +  C 
15.  ln]2x  —  l|  —  ln|x  +  3|  +  31n|x  —  2|  +  C 


Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A-37 


17.  fx2  -  x  +  fln|x  +  2(  +  flak  —  1|  +  C 
19.  \x2  -  2  lnkl  +  7  Ink  +  2|  +  7  Ink  -  2| 

4 

21.  Ink  -  3| - +  C 


19.  \x2  -  2  lnkl  +  7  Ink  +  2|  +  7  Ink  -  2|  +  C 


23.  ~  H - - - ^  +  C 

X  +  1  2k  +  l)2 

25.  2  lnkl  +  Ink  —  4|  5 - - - 1-  C 

x  —  4 

27.  -2  lnkl  +  |tan_,(|)  +  2  Ink2  +  4|  +  C 

29.  —2  ln|2x  -  1|  +  fink2  +  9|  +  C 
2  1 
31.  -i25lnU-H-25(J3T) 

+  ^Ink  +  4|  -  ^^4)  +  C 

33.  sen  t  -  In | sen  t  +  3|  —  yftan~’(sen  t  —  2) 
—  fflnlsen2/  -  4  sen  r  +  5|  +  C 
35.  knk2  +  l|  H - - 1-  C 

2(;t2  +  1) 


3  _l  x 

37.  |  tan  + 


2x  -  5 


39.  |  In 


2  2(x2  +  4) 

V2  +  1  \  , 

V2-J+2tar 


1  +  1 
V2  6\/2 


41.  y{t)  =  t~  i ;  y( 3)  «  0.953 

1  +  e 

,  ,  8000e2,4f 

43.  y(t)  =  —  g2 >(3)  «  7958.4 

45.  v(0  -  71-ryv - 

hr*) + 

47.  Si  yn  <  L ,  entonces  y  '(0)  =  Kyn(L  -  y0)  >  0  y  la  poblacion  al  ini- 
cio  esta  creciendo. 

16 

49.  (a)  y  —  - 7; — 77  (b)  y(90)  «  6.34  mil  millones 

1  +  7e 

(c)  La  poblacion  sera  de  9  rail  millones  en  2055. 

ab(  1  -  e^-b)k‘) 

51.  (a)  x(t)  -  - (~a')L7  (c)  1.65  gramos 


(d)  x(t)  =  a 
53.  y(0  =  - 


\nA:r  +1/ 
ACe{A+B)k'  -  B 
1  +  Ce(A+B)k' 


Conjunto  de  problemas  7.6 

1.  -  fe'Sjr(f  +  x)  +  C  3.  f  [In  2]2 
5.  h  [24x  +  8  sen  4x  +  sen  8a]  +  C 


7-  \ 

:(ln 

2 

3 

Inf)  w  0.0527 

9.  Vi  +  8A 

/2]  - 

11. 

0 

13. 

(a) 

2 

135 

(9a  -  2)(3x 

+  k 

+  C 

(b) 

2 

135 

(9eJ 

:  -  2)(3ejr  + 

o'3 

+  c 

1 

Ua  +  3 

1  4ex  +  3 

15. 

(a) 

24 

11 1  4a  —  3  ■ 

F  C 

<b>  24 4,-  -  3 

+  C 

1 

r  .  , 

r — 

- 5  81  ,/ 

/V2x 

17. 

(a) 

16 

o\ 

1 

V  9  - 

-  2x‘  3 - -7=  sen 

V2  ' 

3  3  , 

(b)  —  senA(4sen2A  -  9)v9  -  2  sen2  a 


81 

H - —  sen 

V  2 


\/2  sen  a 
3 


19.  (a)  — “  In  |  V3 a  +  V5  +  3a2  |  +  C 

(b)  —  ln|V3x2  +  V5  +  3a4|  +  C 
6 

21.  (a)  lnl(r  +  1)  +  Vt 2  +  It  -  3|  +  C 
(b)  In  +  Vj  +  Vt2  L  3t  — -  5  4-  C 

23.  (a)  Jf(3y  -  10)vky  +  5  +  C 
(b)  J)(3  sen  f  —  10) V3  sen  f  +  5  +  C 
25.  ^(senh  6r  -6 1)  +  C 
27.  |(1  —  cos  t)Vl  cos  t  +  1  +  C 

2  / - r  4 

29.  —  —  Vcosf  +  1  cos2  f  -  -(cosr  —  2)  +  C 

31.  77  -  2  »  1.14159  33.  «  0.35435 

35.  0.11083  37.  1.10577  39.  4  In  2  +  2  ~  4.77259 

41.  e  -  1  ~  1.71828  43.  e  -  1  ~  1.71828 

45.  c  «  0.59601  47.  c  «  0.16668  49.  c  ~  9.2365 

8  1 
5Lx==3(7TT):c'  =  3 

Cli 

53.  a  =  —  — —  +  3  donde  u  =  —  18e_‘/3;  c  ~  5.7114 
m  +  18 


55.  (a)  — '2  (b)  Se-—"' 

V-TT  * 

57.  (a)  erf(x)  es  creciente  en  (0, 00). 

(b)  erf(A)  no  es  concava  hacia  arriba  en  (0, 00). 

59.  (a)  C(a)  es  creciente  en  (0, 1)  U  (V3,  2). 

(b)  C(x)  es  concava  bacia  arriba  en  (V2,  2). 

7.7  Revision  del  capitulo 

Examen  de  conceptos 

1.  Verdadero  3.  Falso  5.  Verdadero  7.  Verdadero 
9.  Verdadero  11.  Falso  13.  Verdadero  15.  Verdadero 
17.  Falso  19.  Verdadero  21.  Falso  23.  Verdadero 
25.  Falso  27.  Verdadero 

Problemas  de  examen 

1.  2  3.  e  -  1  5.  fy3  -  \y2  +  2y  2  ln|l  +  y|  +  C 

7.  |ln|y2  -  4y  +  2|  +  C  9.  el  +  2  Ink  -  2|  +  C 

1L  V!sen  ,(£t1)  +  c  13>  ^fln  \ly2  +  hy  +c 

15.  — ln|ln|cos  a|  |  +  C  17.  cosh  a  +  C 

19.  —a  cot  a  —  \x2  +  ln|senA|  +  C  21.  k*n(f2)]2  +  C 

23.  —  ^e^3(9  cos  3r  —  sen  3r)  +  C 

25.  —  jcosa  -  jcos2a  +  C  27.  7 sec3(2x)  —  |sec(2A)  +  C 

29.  f  tan5/2  x  +  |tan9/2  a  +  C  31.  -V^T^e2?  +  C 

33.  3  sen  a  +  C  35.  ~tarTl(eAx)  +  C 

37.  \{w  +  5)3/2  -  10(w>  +  5)'/2  +  C 

,  .  (  cos2  y  \ 

39.  -Itan-’f-y-J  +C 


A-38  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


41.  In | a' |  —  —  —  ^ln|jc2  +  3|  H — ^=tan  +  C 

x  2  V3  V  V3/ 

ABC 

43- (a)  ^+7  +  (zTTi7  +  (27TT7 

„  ,  A  B  C  D  E 

(b)  — 7  +  - r  +  — -  +  - -  H - - 

x  -  1  (x  -  l)2  2  -  a  (2  -  a)2  (2  -  a)3 

,  Ax  +  B  Cx  +  D 

(c)  - 1 - 

x2  +  x  +  10  (x2  +  x  +  10)2 


(d)  + 


C 

+ - + 


1  -  X  (1  -  x)2  1  +  X  (1  +  x)2 

Ex  +  F  Gx  +  H 

x2  -  x  +  10  (jc2  -  jc  +  10)2 

A  B  C  D 

(e)  - —  + - -  + - r  + - t 

X  +  3  (jc  +  3)2  (x  +  3)3  (jc  +  3)4 
Ex  +  F  Gx  +  El 

x2  +  2x  +  10  {x2  +  2x  +  10)2 


Ex  +  F 


Ax  +  B  Cx  +  D  Ex  +  F 

(f)  2x2  +  jc  +  10  +  (2jc2  +  x  +  10)2  +  (2x2  +  jc  +  10)3 


45.  V5  +  4  In 


1  + 


47.  2t7  In  |  49.  4tt[2  -  In  3  -  i(ln  3)2]  51.  In  7  -  f 

.  .  /2\/3  +  3\ 


55.  (a) 


^sen2  x  +  4  +  2  ln|sen  jc  +  Vsen2  jc  +  4|  +  C 


1  1  +  2x 

(b)  4  n  T^c 
57.  c  «  0.5165 


Problemas  de  repaso  e  introduccion  del  capitulo  8 


21.  a 

1 

2 

4 

8 

16 

1  -  e~a  \ 

0.632 

0.865 

0.982 

0.99966 

0.999999887 

a 

1 

2 

4 

8 

16 

!n(Vl  +  a2) 

0.3466 

0.8047 

1.4166  j 

2.0872 

2.7745 

25. 

a 

2 

4 

8 

16 

1 

1 

a 

0.5 

0.75 

0.875 

0.9375 

27. 

a 

I 

1 

1/2 

1/4 

1/8 

1/16 

4 

-  2  Va  : 

2  1 

’.58579 

3 

3.29289 

3.5 

Conjnnto  de  problemas  8.1 

I.  1  3.  -1  5.  -§  7.  -00  9.  0 

II.  -§  13.  15.  17.  -00  19. 

21.  -00  23.  1 

27.  (a)  (b)  § 

29.  c  =  1  31.  4t rb2  35.  ^  37.  2 

39.  La  razon  de  las  pendientes  es  1/2,  lo  cual  indica  que  el  lfmite  de 
la  razon  debe  ser  alrededor  de  1/2. 


41.  La  razon  de  las  pendientes  es  —1/1  =  -1,  lo  cual  indica  que  el  lf- 
mite  de  esta  razon  debe  ser  alrededor  de  —1. 


Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A-39 


Conjunto  de  problemas  8.2 

1.0  3.  0  5.  3  7.  0  9.  oo  11.  0  13.  1 

15.  1  17.  0  19.  e4  21.  1  23.  1  25.  0 

27.  1  29.  0  31.  oo  33.  1 

35.  El  lfmite  no  existe.  37.  0  39.  1 

41.  (a)  1;  (b)  1;  (c)  Inn;  (d)  oo 

43.  Cuando  x  — »  0+,  y  — *  0.  Cuando  x  — *  oo,  y  — *  1. 

Valor  maximo  e1"'  at  x  =  e. 


55.  (a)  C  =  pa/r (a);  (b)  p  =  a/p-,  (c)  a2  =  aj  \ 32 

57.  (a)  f;  (b)  r t 

8.5  Revision  del  capitulo 
Examen  de  conceptos 

1.  Verdadero  3.  Falso  5.  Falso  7.  Verdadero 
9.  Verdadero  11.  Falso  13.  Verdadero  15.  Verdadero 
17.  Falso  19.  Verdadero  21.  Verdadero  23.  Verdadero 
25.  Falso 

Problemas  de  examen 

1.  4  3.  0  5.  2  7.  0  9.  0  11.  1  13.  0 

15.  0  17.  1  19.  1  21.  \e2  23.  Diverge 

25.  1  —  f  27.  Diverge  29.  ~  31.  6 

33.  Diverge  35.  j  37.  0 

39.  Converge:  p  >  1;  diverge:  p  £  1 
41.  Converge  43.  Diverge 


45.  1  !(k  +  1) 

47.  (a)  3.162;  (b)  4.163;  (c)  4.562 

49.  No  hay  minimo  absoluto;  mi'nimo  absoluto  cnr  as  25 


Conjunto  de  problemas  8.3 

1.  Diverge  3.  5.  Diverge  7.  100,000 

9.  Diverge  11.  Diverge  13.  |(ln  2  +  1)  15. 

17.  Diverge  19.  f  21.7 r  23.  |  25.  (In  3 

29.  $1,250,000 


31.  (b)  m  = 


a  +  b 


<t 


( b  ~  a)2 
12  ’ 


4  X  104  ,  4  x  108 

35.  (a)  C  =  3  y  M  =  —  - — ;  (b)  a2  =  — -  — 

(c)  %5  de  1  %  gana  mas  de  $100,000 


/1UU  -I  /*IUU 

dx  =  0.99;  /  — 

x  J  i  xLl 

/  —r^rdx  «  4.50;  /  —  dx  = 

./l  X1-01  il  X 

/.100  ^ 

J\  xM 

"•  f-J: 


dx  <=»  3.69 


■<fx  ~  4.71 


In  100  ~  4.61; 


V2rr 


exp  (-0.5x2)  dx  ~  0.6827; 


exp  (-0.5x2)  dx  ~  0.9545; 
exp  (— 0.5x2)  dx  «  0.9973; 
exp  (— 0.5x2)  dx  ~  0.9999 


i 

4 


Conjunto  de  problemas  8.4 

1.  —rp  3.  2  V/7  5.  ?  7.  Diverge 

V2 


9. 


21 

2 


11.  i(22''3  -  102/3)  13.  Diverge  15.  Diverge 

17.  Diverge  19.  Diverge  21.  Diverge 

23.  Diverge  25.  Diverge  27.  2 V2  29.  Diverge 

31.  ln(2  +  V3)  35.  0  37.  Diverge  41.  6 

43.  (a)  3  45.  No  49.  Converge 


Problemas  de  repaso  e  introduccion  del  capitulo  9 

1.  Original:  si  x  >  0,  entonces  x2  >  0.  (ST,  siempre  verdadera) 
Reci'proco:  si  x2  >  0,  entonces  x  >  0. 

Contrapositiva:  si  x2  £  0.  entonces  x  £  0.  (SV) 

3.  Original:/es  derivable  en  c  =>/e s  continua  en  c  (SV) 
Reci'proca:/es  continua  en  c  =>/e s  derivable  en  c 
Contrapositiva:/ discontinua  en  c=>f  no  es  derivable  en  c  (SV) 

5.  Originah/continua  por  la  derecha  en  c  => /es  continua  en  c 
Recfproca: /continua  enc=> /es  continua  por  la  derecha  en  c  (SV) 
Contrapositiva:/ no  es  continua  en  c  =*/ no  es  continua  a  la 
derecha  en  c 

7.  Original: /(x)  =  x2  =>/’(x)  =  2x  (SV) 

Recfproca: /’(x)  =  2x  =>/(x)  =  x2 
Contrapositiva:  /'(x)  #  2x  =>/(x)  ^  x2  (SV) 

7  25  1 

9.  -  11.  —  13.  -  15.  0  17.  Diverge 

19.  Converge  21.  Diverge 


t 


Conjunto  de  problemas  9.1 
7.  Diverge 
19.  e 


3.  4  5.  1 


3 

13.  0  15.  2  17.  0 

n 


23.  an  =  (-1)" 


9.  0  11.  Diverge 

n 

21.  an  =  — — r;  1  ■ 

n  +  1 

«  1 


2n  —  diverge  25.  ^  _  j,  2 


27.  an  =  n  sen—;  1 


33, 


3  2  5  3 


35.  1 


4’  3>  8’  5 

41.  1.1118  43.  1  -  cos  1 

55.  c1/2  57.  e  2  59.  e~ 


2n 

29.  an  =  — ;  diverge 


3  7  15 
■2’  4’  8 


31. 


1  5  9  13 
2’  4’  8’  16 


37.  2.3028  39.  \{\  +  Vl3) 


51.  No  53. 


2V3 


Conjunto  de  problemas  9.2 


1. 


11. 


3. 


5.  Diverge  7.-1  9.  Diverge 


13.  3 


15. 


17. 


—  19  1 

999  2 


77(77  —  e) 

21.  1  25.  500  pies  27.  $4  mil  millones  29.  \ 

„  „  8/8lV3 

33.  (a)  Perimetro  infinito,  (b)  A  =  — 


31.  No 


35.  Ill |yd  37. 


39.  Pr(X 


A-40  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


43.  (b)  De  manera  indefinida. 

47.  (a)  2;  (b)  1 

49‘  (a)  \ ;  (b) 

51.  1 

Conjunto  de  problemas  9.3 

1.  Diverge  3.  Diverge  5.  Diverge  7.  Diverge 

9.  Converge  11.  Converge  13.  Diverge 

15.  Diverge  17.  Diverge  19.  Converge 

21.  Converge  23.  0.0404  25.  0.1974  "  27.  n  >  5000 

29.  n  >  5000  31.  n  >  50  33.  p  >  1 

39.  272,404,866 

Conjunto  de  problemas  9.4 

1.  Diverge  3.  Converge  5.  Converge  7.  Diverge 

9.  Converge  11.  Diverge;  criterio  del  n-esimo  termino 

13.  Converge;  criterio  de  comparacion  de  limites 

15.  Converge;  criterio  del  cociente 

17.  Converge;  criterio  de  comparacion  de  limites 

19.  Converge;  criterio  de  comparacion  de  limites 

21.  Converge;  criterio  de  comparacion  de  limites 

23.  Converge;  criterio  del  cociente 

25.  Converge;  criterio  de  la  integral 

27.  Diverge;  criterio  del  n-esimo  termino 

29.  Converge;  criterio  de  comparacion  de  limites 

31.  Converge;  criterio  del  cociente 

33.  Converge;  criterio  del  cociente 

43.  (a)  Diverge;  (b)  Converge;  (c)  Converge; 

(d)  Converge;  (e)  Diverge  (f)  Converge 
45.  Converge  para  p  >  1 ,  diverge  para  p  s  1 . 

Conjunto  de  problemas  9.5 

1.  | S  -  S„|  £  0.065  3.  Is  -  S„|  ^  0.417 

5.  |S  -  S9 1  0.230  13.  Condicionalmente  convergente 

15.  Divergente  17.  Condicionalmente  convergente 

19.  Absolutamente  convergente  21.  Condicionalmente  convergente 

23.  Condicionalmente  convergente  25.  Absolutamente  convergente 

27.  Condicionalmente  convergente  29.  Divergente 

35.  (a)l+|»  1.33;  (b)  1  4  \  -  \  «  0.833 

45.  In  2 


Conjunto  de  problemas  9.6 


1.  Todax  3,  -1  s  Jt  £  1  5.  —1  s  a  s  1 

7.  1  <  a  <  3  9.  -1  <  x  <  1  11.  All  x 

13.  —1  <  jc  <  1  15.  -1  <  a  <  1  17.  -1  < 

19.  —  2  <  x  <  2  21.  Toda  a  23.  0  <  x  <  2 

25.  -3  <  a-  <  1  27.  -6  <  a  <  -4 

Vn  Yn 

Ji  Q  ^  -A  0 

29.  Si  lfm  —  #  0,  entonces  X  — r  no  convergera. 
n  — -*oo  n\  n\ 

31.  V2  33.  — - — ;  2  <  a  <  4 
4  -  A 

35.  (a)  -1  <  a  <  3;  (b)  -\  <  a  <  \ 


37.  S(a)  = 


fl0  +  fl]A  +  a2x 
1  -  A3 


<  1 


A  <  1 


Conjunto  de  problemas  9.7 


3.  1  +  3a  +  6a2  +  10a3  +  ■  ■  ■ ;  1 


1  3a  9a2 

5-  2  +  T  +  1“ 


27  a3 


2 

’’3 


• ;  1 
• ;  1 


•;  1 


5! 


7.  a2  +  a6  +  a10  +  a14  4 

A2  A3  A4  A5 

9.  —  —  —  +  —  —  —  + 

2  6  12  20 

2a3  2a5 

1L  2*  +  t  +  ^+  • 

A2  A3  A4 
1  —  A  4-  —  —  —  4  — 

2a2  2a4  2a6 

l5-2  +  ^r  +  ^r  +  ^r+  ■■■ 

A2  A3  3  A4  11a5 

17-1  +  t  +  t  +  x  +  -^ 

,  A3  A4  3a5 

19.  A  -  A-  4-  —  4  --  4-  —  4 
6  6  40 

2  a3  13  a5  29a7 

U-  X  +  ^  +  ~[f~W5  +  ’ 

A3  A4  3a5 

23‘  X  +  ~6  ~  12  +  ^“  ”■ 


25.  (a) 
27. 


1  4  a’ 
A 


(b) 


ex  —  (1  4  a) 


(1  -  a) 


1  <  A  <  1 


A2  A3 

29.  (a)  A  4  y  -  —  - 

-  3a2  7a3 

-  +  -  + 

4  8 


31. 


(b)  1 
33. 


(c)  — ln(l  —  2a) 


,  5,r 

A  4  A2  4  —  4 
6 


2  4  8  '1  -  a 

Conjunto  de  problemas  9.8 


35.  3.14159 


A3  2a5 

L  x  +  T  +  TF  3-  x 


4 - 

3  30 


v-3 


.5 


x"  x  3x 

5-  x  "  T  "  ~6  +  40 

3a2  3a3 

9.  !  4  A  +  —  4  — 


13.  A3  -  —  15.  2a 


7.  1 

37a4 
24 

-4 
6  +  120 


2  4  5 

^  *  X 

3x  +  T  +  M  +  65 


37a5 

4- - 

24 

61a5 


11.  1 


A  4  A3 


3a  3a2 

17.  1  4  -  4  - 

2  8 


A3  3a4 
16  +  128 


3a^ 

256 


19.  e  4  e(x  —  1)4  ~(a  -  l)2  4  ^(x  -  l)3 

Z  D 

1  V3  (  Tt\  \  (  7 T 

21-2“^(x’yJ“i(x”  3 1  + 


V3( 
12  V 


23.  3  4  5(a  -  1)  4  4(a  -  l)2  4  (a  -  l)3 
-3  3a5  5a7 


27.  A  4  —  4  -  4 

6  40  112 


29.  0.9045 


31.  1  -  (a  -  1)  4  (a  -  l)2  -  (a  -  l)3  4  ••• 

33.  (a)  25;  (b)  -3;  (c)  0;  (d)  4e;  (e)  -4 

a3  2a5  a3  a5  a7 

35.  A  -  y  4  —  ■  *  “  6"  +  120  _  5040 


2 

43.  —2  4  A  —  A2 - p- 

6 

2  A3  A5 

47-X  +  X  +J~  30 


45.  a  4 


5a4 

24 


23a5 

120 


Conjunto  de  problemas  9.9 

1.  1  4  2a  4  2a2  4  f  a3  4  \  a4;  1.2712 


5.  a  —  ^  a2  4  |  A3  —  |  a4;  0.1 133 


3.  2a  -  |  a3;  0.2377 

1  v-3.  , 


1.x-  3  a3;  0.1194 


16 


Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A-41 


9.  e  +  e(x  -  1)  +  |(x  —  l)2  +  |(x  -  l)3 


+  7  1  -  -  + 


!('-!)' 


13.  \-\{x  -  \)  +  |(x  -  l)2  -  ^(x  -  l)3 
15.  7  +  2(x  -  1)  +  (x  -  l)2  +  (x  -  l)3 
17.  f(x)  «  1  +  x  +  x2  +  x3  +  x4 
(a)  1.1111;  (b)  1.9375;  (c)  4.0951;  (d)  31 


29.  e6  +  1  31.  2V2t t  33. 


37.  Rdx)  = 


Ax)  = - 8.719  X  10' 


7(2  +  cy 


39-  w  =  -^("-?);2-685  x  10"8 
—(x  -  l)7 

41.  R6(x)  =  -  s  ;  2  43.  n  >  9 

c 

45.  1  +  |  -  y  +  ^;  |/?3(x)|  <  0.0276 

47.  1  -  \x  +  §x2  -  ^x3;  |R3(x)|  £  2.15  X  10'6 

49.  0.1224;  |  Error  |  <  0.00013025  51.  n  >  42 

1,1,  1  ,  , 

53.  A  =  —trl  -  -r  sen  f;  A  «  — r2r 
2  2  12 


55.  (c)  - 

n 

n 

n 

r 

(exacta) 

(aprox.)  (regia  del  72) 

0.05 

13.892 

13.889 

14.4 

0.10 

6.960 

6.959 

7.2 

0.15 

4.650 

4.649 

4.8 

0.20 

3.495 

3.494 

3.6 

57.  -1  -  (x 

'  I)2  +  (x 

-  I)3  +  (X 

-  I)4 

59.  0.681998; 

\R?\  £  6.19  X  10“8 

9.10  Revision  del  capitulo 
Examen  de  conceptos 

I.  Falso  3.  Verdadero  5.  Falso  7.  Falso  9.  Verdadero 

II.  Verdadero  13.  Falso  15.  Verdadero  17.  Falso 

19.  Verdadero  21.  Verdadero  23.  Verdadero  25.  Verdadero 

27.  Verdadero  29.  Verdadero  31.  Verdadero  33.  Falso 

35.  Verdadero  37.  Verdadero  39.  Verdadero  41.  Verdadero 

Problemas  de  examen 

1.  3  3.  e4  5.  1  7.  0  9.  1  11.  Diverge 

2 

e  ^  q, 

13.  m -  15.  17.  cos  2  19.  Diverge 

e~  -  1 

21.  Converge  23.  Converge  25.  Diverge 
27.  Converge  29.  Diverge  31.  Converge 
33.  Condicionalmente  convergente  35.  Diverge 
37.  -1  <  x  <  1  39.  3  <  x  <  5  41.  1  <  x  <  5 

43.  1  -  2x  +  3x2  -  4x3  +  -1  <  x  <  1 

2  x4  2x6  X8 
45.  x  -  —  +  —  +  ■  ■  • ;  toda  x 


45‘  *  3  +  45  315  +  '";tC 

x2  x3  x4  x5 

47.  1  4-  x  —  —  —  —  ~f  ““7  4-  — 

2!  3!  4!  5! 

51.  (a)  1  +  x3  +  x6  (b)  1  +  ^x2 


■ ;  toda  x 


49.  n  >  3 


x2  x3  x4 


2!  3! 


x3  5x5 

(d)  *  +  t  +  4r 


(e)  x  —  x2  + 


(01  -  -X 


53.  P{x)  =  x;  0.2 

55.  P4(x)  =  3  +  9(x  -  2)  +  4(x  -  2)2  +  (x  -  2)3 
57.  f(x)  «  \  - \(x  ~  1)  +  ^4  -  ')2  -  T^(x  ~  l)3 


+  32  ^ 

59.  sen2  x  «  xz  -  ^x4;  |P4(x)|  <  2.85  X  10' 
61.  -0.00269867;  Error  <  1.63  X  10'5 


A-42  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


Problemas  de  repaso  e  introduccion  del  capitulo  10 

1.  (a)  y  =  x  —  1  (b)  y  =  -x  +  3 

3.  (2.4, 2.4),  (-2.4,  2.4),  (2.4,  -2.4),  (-2.4,  -2.4) 

5.  y  =  2  V3x  +  4 

7.  (5,  4V3),  (-5,  4\/3),  (5,  -4V3),  (-5,  -4\/3); 

T,:  4  V3*  +  15y  =  80V3;  T2:  5  V3jc  -  4y  =  9\/3;  a  =  90° 

9.  r  =  5;  0  =  sen-1  (0.6)  11.  jc  =  y  =  4V2 

Con  junto  de  problemas  10.1 

1.  Focoen(l,0);  3_  Foco  en  (0,  — 3); 

directriz  x  =  —  1  directriz  y  =  3 


9.  y2  =  8*  11.  x2  =  — 8y  13.  y2  =  -16x 
15.  y2  =  \x  17.  x2=-fy 


27.  (4.2V5) 


29.  y  =  2jc  —  3  35.  14.8  millones  de  millas  37.  2p 


Conjunto  de  problemas  10.2 

1.  Elipse  horizontal  3.  Hiperbola  vertical 

5.  Parabola  vertical  (abre  hacia  arriba)  7.  Elipse  vertical 
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y2  x2  _ 

x2 

V2  . 

x2 

y2 

25. - —  =  1 

27.  —  + 

—  =  l 

16  9 

64 

16 

16 

12 

y2  x2 

x2 

y2  . 

x2 

y2 

- —  —  1 

31.  ~  + 

33. - 

5  20 

88 

169 

36 

13 

x  +  \Tby  =  9 

W 

1 

<1 

V 

II 

9 

2b1 

5x  +  12 y  =  169 

41.  y  =  13 

43.  8.66  pies 

45.  — 

n 

47.  0.58  AU  49.  0.05175  51.  ( -  V3,  |),  ( V3,  f ) 

53.  (-7,3),  (7, -3)  55.7 Tab 

57.  ^[( a 2  +  b 2)3'2  -  3 a2V^Tb2  +  2a3] 

59.  aV2bybV2  61.  (6,  5  V3) 


de  la  el  ipse 


69.  (V^,5)  73.  4  +  ^=1 


Conjunto  de  problemas  10.3 

1.  Circunferencia  3.  Elipse  5.  Un  punto  7.  Parabola 
9.  Conjunto  vaci'o  11.  Rectas  que  se  intersecan  13.  Una  recta 


29.  Foco  en  (|],  l);  directriz  x  =  —  ^  31.  (—2,  2),  (4, -2) 

(x  -  5)2  _  ( y  -  l)2 


33. 

37. 


25 

(y  ~  3)2  _  £2 

9  16 


16 


=  1  35.  (x  -  2f  =  8 (y  -  3) 

1  39.  {y  -  5)2  =  — 16(jc  -  6) 


1 


4,  “2  *  , 
43.  —  ■+•  —  —  1 
4  12 


U2  V 2 

4S-  H  +  16  ~  1 

9 


51. 


( u  +  2)z 

2 


(w  +  3)2 

4 


1 
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53.  (a)  y  =  x2  -  x\  (b)  *  =  \y2  -  y; 

(c)  (x  - \f  +  (y  -  I)2  =  f 

55.  Si  K  <  — 1 ,  la  conica  es  una  elipse  vertical.  Si  K  =  — 1 ,  la  conica  es 
una  circunferencia.  Si  —  1  <  K  <  0,  la  conica  es  una  elipse  horizontal 
Si  K  =  0,  la  conica  es  una  parabola  horizontal.  Si  K>  0,  la  conica  es 
una  hiperbola  horizontal. 

59.  u  =  x  cos  8  +  y  sen  8,  v  =  —x  sen  0  +  y  cos  6 

-?)•&!) 

67.  (a)  -2  <  B  <  2;  (b)  B  =  0;  (c)  B  <  ~2o  B  >  2; 

(d)  B  =  ±2 


Con  junto  de  problemas  10.4 

1.  (a)  |_v  (b)  Simple;  no  cerrada 

I  /  (c)  y  =  jx 


13.  (a)  ^  (b)  Simple;  cerrada 


-5 


15.  (a)  t  >'  (b)  No  es  simple;  cerrada 


dy  d2y 

21.  —  =  2r;  -~ 
dx  dxA 


dy  _  3v/5fl.  d2y 

A  V,  J 


25.  —  =  cot  t;  — r 
dx  dx- 


dy  5  d2y 
27.  ,  =  -sen  ?;  — y— 
dx  3  dx 2 


=  — csc~  t 


dy  _  (1  -  2l)(l  +  t1)2 
dx  ~  20(1  -  02 


3V5 

166 


d2y  __  (3 15  +  It4  -  60  +  10 0  -  9t  +  3)(1  +  t2)2 
dx 2  ~  40(1  -  03 


A-46  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 
(c) 


75.  Primer  cuadrante  para  t  >  0;  segundo  cuadrante  para  —1  <  t  <  0; 
tercer  cuadrante  para  ninguna  t;  cuarto  cuadrante  para  t<—  1. 


Conjunto  de  problemas  10.5 

^  I  ,5  I  , 

<  1 ,  2  n)  <3-2’t) 


(c)  (V2,  —jir),  ( V2,|ir),  (-V2,  -fir),  (-V2,§7r) 

(d)  (V2,  -irr),  (V2,|ir),  (~V2,  -fir),  (-V2,^7t) 

/  V2  V2\  /  V2  V6 

7.  (a)  (0,1); 

(d)  (0,  -  V5) 

9.  (a)  (6,|ir);  (b)  (4,|w);  (c)  (2,  fir);  (d)  (0,0) 


3  sen  6  -  cos  6 


13.  r  =  —  2  esc  6 


15.  r  =  2 


,(T 

y 

fv 

"N 

-3 

M 

* 

II 

O 

19.  x  = 

23.  Circunferencia 


-3  21.  y  =  1 

25.  Recta 


27.  Circunferencia 


29.  Parabola;  e  =  1 


31.  Elipse;  e  =  i 


33.  Parabola;  e  =  1 
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13.  y7T  -  yCOS~'§  +  3V5  15.  477 


17.  51 77 

19.  4\/3  -  \-rr  21.  9V2  -  f 


23.  (a)  ^=;  (b)  -1  (c)  5 


V3  7 

“  <d)  ~  V5 


2’  Sen  4)’  (2’ ' 


sen 


25.  (-l,i),(3,2f),(i 
29.  |  no1  si  «  es  par,  -  7ra2,  si  n  es  impar. 

31.  (a)  a2tan-1^  +  b2(f  -  tan"1;;)  -  ab 


-U 


I) 


27.  8a 


33.  a 
35.  1.26a 
39.  63.46 


(k2  -  1)tt  +  (2  -  k2)  cos 
37.  4tt;  26.73 


ArV4  -  A:2 


10.8  Revision  del  capitulo 

Examen  de  conceptos 

I.  Falso  3.  Falso  5.  Verdadero  7.  Verdadero  9.  Faiso 

II.  Verdadero  13.  Falso  15.  Verdadero  17.  Verdadero 
19.  Falso  21.  Falso  23.  Falso  25.  Falso  27.  Falso 
29.  Verdadero  31.  Falso  33.  Verdadero 

Problemas  de  examen 

1.  (a)  (5);  (b)  (9);  (c)  (4);  (d)  (3);  (e)  (2);  (f)  (8); 

(g)  (8);  (h)  (1);  (i)  (7);  (j)  (6) 


3.  Elipse 

Focos  en  (0,  ±\/5) 
Vertices  en  (0,  ±3) 


7.  Elipse 
Focos  en  (±4,  0) 
Vertice  en  (±5,  0) 


5.  Parabola 
Foco  en  (0,  —  ^) 
Vertices  en  (0,0) 


9.  Parabola 
Foco  en  (0, 0) 

Vertices  en  (O, 


x2  v2 

1Ll6  +  l2  =  1  13-"2 

„  U--1)2  .  (f-2)2 
l7'  ^5—  +  16  = 

19.  Circunferencia 


-9x  15.  t  “  F2  =  1 

4 

1 

21.  Parabola 


23.  r  =  f ;  .v 
25.  y  =  \{x 


—  hiperbola;  4  Vo 

2)  '27. 


(*  +  2)2  f  (y  ~  l)2 

16  9 


29.  y=-\(x-l)  31.  27V2 


o  impar 


3. 


3 


Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A- 51 


i 


Conjunto  de  problemas  11.1 

1.  A(l,  2,  3) ,  5(2, 0, 1 ) ,  C(— 2, 4, 5) ,  D(0,  3, 0) , 
£(-1,-2, -3) 


25.  2\/6  27.  16.59  29.  72  31.  2nVl3 

33.  7.2273  35.  34.8394 

37.  (x  -  l)2  +  (y  -  l)2  +  (z  -  =  f 

39.  (x  -  6)2  +  (y  -  6)2  +  (z  -  6)2  =  36 

41.  (a)  Plano  paralelo  a  y  2  unidades  por  encima  del  piano  xy; 

(b)  Plano  perpendicular  al  piano  xy,  cuya  traza  en  el  piano  xy  es  la 
recta  x  =  y; 

(c)  Union  del  piano  yz  (x  =  0)  y  el  piano  xz  (y  =  0); 

(d)  Union  de  los  tres  pianos  coordenados; 

(e)  Cilindro  de  radio  2,  paralelo  al  eje  z, 

(f)  Mitad  superior  de  la  esfera  con  centra  en  (0, 0, 0)  y  radio  3 

llrr 

43.  Centro  (1,2, 5),  radio  4  45.  —— 


Con junto  de  problemas  11.2 


3.  x  =  0;  x  =  0,  y  =  0 
5.  (a)  V43;  (b)  5;  (c) 


5.  |u  +  *v  7.  1 

9.  u  +  v  =  (2,  4);  u  -  v  =  (-4.  -4);  ||u||  =  1;  ||v||  =  5 
11.  u  +  v  =  (10, 14);  u  -  v  =  (14,  10);  ||u||  =  12V2; 

Ml  =  2V2 

13.  u  +  v  =  (2,  4,  0);  u  -  v  =  (-4,  -4,  0);  ||u  I  =  1;  ||v||  =  5 

15.  u  +  v  =  (-4, 0, 1);  u  —  v  =  (6,  0, 1);  j|u|j  =  V2; 

Mil  =  5 

17.  HI  ~  79.34;  S  7.5°W  19.  150  N 

21.  N  2.08°  E;  467  mi/h  23.  80  mi/h 

33.  a  +  f3  =  143.13°,  p  +  y  =  126.87°,  a  +  y  =  90° 

35.  50/ lbs. 

Conjunto  de  problemas  11. 3 

1.  (a)  — 12i  +  18j;  (b)  -13;  (c)  -28;  (d)  375; 

(e)  -15Vl3  (f)  13  -  %/l3 


11.  (a)  (x  -  l)2  +  (y  -  2)2  +  (z  -  3)2  =  25; 

(b)  (x  +  2)2  +  (y  +  3)2  +  (z  +  6)2  =  5; 

(c)  (x  -  7 r)2  +  (y  -  e)2  +  (z  -  V2)2  =  it 


3.  (a) 


7 

5\/2 


1 


* 


* 
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(c)  0 


51 

(d)  V2665 


V6.  V6. 


V6 

5.  (a)  1;  (b)  4;  (c) 

(e)  V3/6;  (f)  0 
7.  0a_h  =  90°;  eal.  =  90°;  0hf  =  125.26° 

9.  (a)  «a  =  45°,.  pa  =  45°,  ya  =  90°; 

(b)  ah  ~  54.74°,  fih  «  125.26°,  yh  «  54.74° 

(c)  ac  «  131.81°,  /3r  ~  48.19°,  7,  ~  70.53° 

10  .  40  240 

J  + 


(d)  2; 


15. 


V593 
10 


:l  + 


V593 
40 

j 


V593 
240  . 


V593  V593  V593 


17.  cos 


11 


Vl29 


23.  0  25. 


U  22 
5  ’  5 


19.  ± 2X^6  21.  c  es  cualquier  numero;  d  =  — 2 

27.  (0,2)  29.  (2,0, -1) 


a  <0.0,1, 

35.  (a)  u;  (b)  u 
37.  V3  39.  2V3 

41.  Hay  un  numero  infinito  de  respuestas;  una  es 
u  =  (1,2,0),  v  =  (-2,  1,  -2) 


2  5 

43.  a,  b  51.  k  =  -,  m  =  --  57.  37.86° 

59.  100  joules  61.  94  Ibs-pie  63.  32  joules 
65.  2a  -  4  v  +  3z  =  -15  67.  a  +  4y  +  4z  =  13 


69.  56.91° 

71.  (a)  z  =  2;  (b)  2a  -  3y  -  4z  =  -13  73.  7/VTT 

75.  37/V56  77.  0  81.  a  =  5,  b  =  -2,  c  =  5 

85.  (4,2,3) 

87.  ni  +  b\  —  ck;  ni  —  b]  —  ck;  —  ai  —  bj  —  ck,  direction 
opuesta  a  la  original. 


Conjunto  de  problemas  11.4 

1.  (a)  -4i  -  lOj  -  4k;  (b)  -6i  -  36j  -  27k;  (c)  8; 

(d)  —  98i  -  59j  +  88k 

3.  c(-14i  —  2j  +  6k),  c  in  R  5.  ±  (  — 7=, - 7=,  — 7=  ) 

'  V86  V86  V86/ 

7.  2V74  9.  4V6  11.  2x  -  y  -  z  =  -3 

13.  15ar  +  35y  +  21z  =  105  15.  x  —  y  +  2z  =  —  1 

17.  lx  +  5y  +  4z  =  -5  19.  *  -  2y  -  2z  =  4 

21.  -x  +  lOy  +  17z  =  -3  23.  69 

25.  (a)  9:  (b)  V35:  (c)  40.01° 

27.  (c),(d)  35.  s  Vn2b2  +  a2c2  +  h2c2 

Conjunto  de  problemas  11.5 

1.  2i  j  3.  —  4j  5.  i  7.  Noexiste 

9,(a)  f(eR:l<3};  (b)  {t  e  R:  t  <  20} 

(c)  {r g  R:  -3  <  t  <  3} 


11.  (a)  {/  e  M:  t  S  3};  (b)  {/  e  IR:  t  <  20,  t2  no  un  entero} 

(c)  {re  U:  -3  <  t  <  3} 

13.  (a)  9(3r  +  4)2i  +  2re'j;  54(3r  +  4)i  +  2(2r  +  1)  e'j; 

(b)  sen  2ri  —  3  sen  3rj  +  2rk;  2  cos  2ri  -  9  cos  3rj  +  2k 


15. 


17. 


-  2e~2'  - 


7  +  7  In  r 
1  r 


Vt  -  c 

19.  v(  1 )  =  4i  +  lOj  +  2k;a(l)  = 
21.  v(2)  =  — Ji  -|j  +  80k;  a(2) 

V8.294.737 


,s(2)  = 


36 


-31n(2r2))j 

lOj;  ,v(  1 )  =  2V30 
=  ji  +  gf  j  +  160k; 


22/3  1 

23.  v(2)  =  4j  +  —  k;  a(2)  =  4j  -  ^=k; 


/  2^ 
s(2)  =  V16  + 

25.  v(7r)  =  — j  +  k;a(rr)  =  i,  j(tt)  =  V2 


27.  v(f)  =  2i  +  Se^j-.ad)  =  4i  +  3e^4j  +  16k; 

5(f)  =  V4  +  9e”/2 

29.  v(2)  =  27ri  +  j  —  e^2k;  a(2)  =  2Tri  —  27r2j  +  e~2k; 


5(2)  =  V4t r2  +  1  +  e~4 
33.  2V2  35.  144  37.  V41 

39.  -6rsen(3r  -  4)i  +  18re9,2~12j 
41.  (e  -  l)i  +  (1  -  e-')j 
43.  r(r)  =  5cos(6r)i  +  5  sen(6r)j; 
v(r)  =  -30sen(6r)i  +  30cos(6r)j; 

||v(r)||  =  30;  a(r)  =  -180cos(6r)i  -  180sen(6r)j 
45.  (b)  Rp  =  10 Rmu  =  f 

47.  (a)  Enrollandose  hacia  arriba  alrededor  del  cilindro  circular 
recto  x  =  sen  (,  y  =  cos  r,  conforme  t  crece. 

(b)  Igual  que  en  la  parte  (a),  pero  enrollandose  mas  rapido  en  un 
factor  de  3f. 

(c)  Con  la  orientacion  estandar  de  los  ejes,  el  movimiento  es  enro¬ 
llandose  hacia  la  derecha  alrededor  del  cilindro  circular  recto  x  = 
sen  i,z  —  cos  1. 

(d)  Serpenteando  hacia  arriba,  con  aumento  del  radio,  a  lo  largo  de 
la  espiral  x  =  t  sen  t,y  =  t  cos  1. 

(e)  Serpenteando  hacia  arriba,  con  disminucion  del  radio,  a  lo  largo 

1  1 

de  la  espiral  x  =  -rsen  r,  y  =  —cos  t. 

r  r 

(f)  Serpenteando  hacia  la  derecha,  con  aumento  del  radio,  a  lo  largo 
de  la  espiral  x  =  l2  sen(ln  f),  z  =  f2  cos(ln  f) 


Conjunto  de  problemas  11.6 

1.  x  =  1  +  3t,  y  =  —  2  +  It,  z  —  3  +  3f 
3.  x  =  4  +  t,  y  =  2,  z  —  3  —  2t 

x  —  4  v  —  5  7  —  ft 

5.  -v  =  4  +  3f,  y  =  5  +  2t,  z  =  6  +  f;  -  -  =  i 

1.  x=\+t,y=\  +  lOf,  z  =  1  +  100?; 
a-  -  1  =  y  -  1  =  z  -  1 
1  "  10  100 

7^4  =  y±5=^  *±8  =  y  =  z+± 

27  -50  -6  10  2  9 

x  -  4  y  z  —  6 

13.  — - —  =  —  =  — - —  15.  a  =  5 t,y  =  —3 1,  z  =  4 

17.  a  +  y  +  6z  =  11  19.  3  a  —  2y  =  5 
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21.  (b)  2x  +  y  —  z  =  7;  (c)  (-1,  2, -1);  (d)  Vf> 

x -  1  y- 3V3  z  - f 

— - =  — r —  25.  3x  -  4_v  +  5z  = 


23. 


27. 


-V5 


-22 


29.  (-,1,0 


31.  (a) 


«V2 


(b) 


3V26 


7. 


V2  '  4V2 


3.  4.  24 

9.  — 1  4 — i; - 

5  5J  125 


11. 


Vl3  VT3  '  13\/l3 


15.  k  = 


nVn 


R  = 


17\/r7 


_  J_.  1  .  1 

13‘  V^1+V2l'V~2 


2  „  3V^S 

17.  k  = - -  /?  =  — - 


3VT 


4  „  5\/5 

23.  k  =  — R  =  — - — 
5\/5  4 


25.  k  = 


3  5VT() 

;  R  -  - 


5Vl0 


Vu 

27.  - 77;  T  = 


1  + 


+ 


21 V7  V21  V21  V21 


k; 


N  =  - 


j  + 


VT7  V77  V77 


1 


Vb 

9 


29.  k  =  T 


V33  V33 

3 


0,  — t=\;  N  =  (0, 1,0); 


V\3  '  V\3 /’ 


0, 


3=\ 


Vl3'  ’  Vl3/ 

31.  /c  =  ^sech2|;T  =  tanh^i  +  sech|j; 


N  =  sech^i  —  tanh|j;B  =  — k 


.  1. 

3 1 

1 


33-  K  =  2^;T=^  +  2j 


\/l 


k; 


N^1  +  ^i;B 

(  1  In  2\ 

35-  te“r) 


1.  1 . 

2*  +  2J 


V2 


41.  aT  = 


12 

Vl3 


fl/V  - 


37.  (0,1) 
18 


39. 


i-4 


Vl3 


43.  ar  =  -V2 ,aw  = 


;  k  ~  0.195422 


A-54  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


45.  cij 


40a 

3  V41 
4 


aN  = 


3a 


47.  aT(  1)  = 


V41 

Ml)  =  2 


Vl4’ 

49.  ar(0)  =  0;  MO)  =  V2 


51.  aT{ 3)  =  36-J— ;  M3)  =  6. 


53.  (0,0);  (1,0),  (-1,0) 


55.  La  rapidez  es  constante;  la  curvatura  es  cero. 

57.  (cos  5)i  -  (sin  5)j  +  7k  59.  5T  +  5N;  -i  - 
61.  72  pies/s  67.  P5(  x)  =  lOx5  —  1 5x4  +  6x5 


73. 


3 

8V2 


75. 


16 


7i 

71. 


3 

4 


79.  max  «  0.7606;  mm  w  0.1248 


9.  Paraboloide  elfptico  11.  Cilindro 


13.  Paraboloide  hiperbolico  15.  Paraboloide  eliptico 


17.  Plano  19.  Hemisferio 


85.  (6,0, 8);8V/9ir2  +  1 

Conjunto  de  problemas  11.8 

1.  Cilindro  eliptico  3.  Plano 


21.  (a)  A1  reemplazar  x  por  -x  resulta  en  una  ecuacion  equivalente 

(b)  A1  reemplazar  x  por  -x  y  y  por  -y  resulta  en  una  ecuacion  equi¬ 
valente. 

(c)  A1  reemplazar  x  por  -x,  y  por  -yy  z  por  -z  resulta  en  una  ecua¬ 
cion  equivalente. 

23.  Todos  los  elipsoides  centrales  son  simetricos  respecto  a  (a)  el 
origen.  (b)  el  eje  jc,  y  (c)  el  piano  xy. 

25.  Todos  los  hiperboloides  centrales  de  dos  hojas  son  simetricos 
respecto  a  (a)  el  origen,  (b)  el  eje  z  y  (c)  el  piano  yz. 

27.  y  =  2x2  +  2z2  29.  4x2  +  3y2  +  4z2  =  12 

,  r  ,  nabfc2  -  h2) 

31.  (0,  ±2V5,4)  33.  - - - 

35.  Diametro  mayor  4;  diametro  menor  2 V2 
37.  x2  +  9y2  -  9z2  =  0 


5.  Cilindro  circular 


7.  Elipsoide 


Conjunto  de  problemas  11.9 

1.  Cilindricas  a  esfericas;  p  =  vr2  +  z2,  cos  </> 

0  =  e 


z 


z 


2’ 


Esfericas  a  cilindricas:  r  =  p  sen  <f>,z  =  p  cos  <f>,6  =  6 
3.  (a)  (3V3,3,-2);  (b)  (-2,  -2V3,  -8) 

5.  (a)  (4\/2,  4);  (b)  (4,  X’f) 


Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A-55 


23.  p-  = - —  25.  r  =  - 

1  +  cos  tp  sen  8  +  cos  6 

27.  p  sen  </>  =  3  29.  x2  -  y2  =  z  31.  z  =  2r2 

33.  4029  mi  35.  4552  mi  *  37.  2252  mi 


41.  (a)  3485  mi;  (b)  4552  mi;  (c)  9331  mi;  (d)  7798  mi; 
(e)  12,441  mi 


11.10  Revision  del  capitulo 
Examen  del  capitulo 

1.  Verdadero  3.  Verdadero  5.  Falso  7.  Verdadero 
9.  Verdadero  11.  Falso  13.  Verdadero  15.  Verdadero 
17.  Verdadero  19.  Verdadero  21.  Verdadero  23.  Falso 

25.  Verdadero  27.  Verdadero  29.  Verdadero 

31.  Verdadero  33.  Falso  35.  Falso  37.  Falso  39.  False 
41.  Falso  43.  Verdadero  45.  Verdadero  47.  Falso 
49.  Verdadero  51.  Verdadero  53.  Falso  55.  Falso  57.  Falso 

Problemas  de  examen 

1.  (x  -  If  +  (y  2f  +  (z  -  4 f  =  11 

3.  (a)  (4,  -17)  (b)  -3  (c)  -15  (d)  -234  (e)  -36  (f)  30 
5.  (a)  2i  +  j  +  4k;  (b)  —9;  (c)  —14;  (d)  no  existe; 

(e)  Vr7;  (f)  7 


(c)  §i 


|j  +  |k;  (d)  cos  1 


1 


V35 


9.  c(10,  -11,  -3),  cent? 

11.  (a)  y  =  7;  (b)  x  =  -5;  (c)  z  =  -2; 


(d)  3x  —  4 y  +  z  =  —45 

13.  1  15.  x  =  —2  +  8/,  y  =  1  +  r,  z  =  5  —  8f 

17.  x  =  2t,  y  =  25  +  f,  z  =  16 

19.  r  (f)  =  (2,  -2, 1)  +  t{5,  -4,  -3} 


21.  Recta  tangente: 


y-2 

2 


Plano  normal:  3x  +  6y  +  12 z  =  50 

23.  V3(e5  -  e)  25.  N  12.22°W;  409.27  mi/h 

27.  (a)  (7. -*);(-£,  -e); 

(b)  {  cos  t,  —2  sen  2 1);  {  —  sen  t ,  —4  cos  2 1); 

(c)  (sec2 1,  —4 r3);  (2  sec2  r  tan  t ,  —12 f2}; 

22  2Vl9 

29.  aT  —  — ;  aN  -  . — 

V14  VI 4 


31.  Esfera 


33.  Paraboloide  circular 


39.  (a)  r  =  3;  (b)  r2  = 


(c)  r2  =  9z; 


1+3  sen2  O' 

(d)  r2  +  4z2  =  10 

41.  (a)  p  =  2;  (b)  cos2  <t>  =  \  (Son  posibles  otras  formas); 
1 


(c)  pz  = 
43.  1.25 


2  sen2  4>  cos2  0  —  1 


(d)  r  =  cot  <t>  esc  </> 


Problemas  de  repaso  e  introduccion  del  capitulo  12 

1.  x2  +  y2  +  z2  =  64  3.  z  =  x2  +  4_y2 


5.  (a)  6x2;  (b)  15x2;  (c)  3 kx2;  (d)  3ax2 

7.  (a)  2  cos  2a;  (b)  17  cos  17a;  (c)  t  cos  ta :  (d)  s  cos  sa 

9.  Continua  y  derivable  en  x  =  2 

11.  Continua  en  x  =  4,  no  derivable  en  x  =  4 


A-56  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


13.  El  valor  maximo  de/en  [0,4]  es  5;  el  valor  mi'nimo  es  -15 
,  ,16 
15.  S(r)  =  27rr2  +  — 

Conjunto  de  problemas  12.1 

1.  (a)  5;  (b)  0;  (c)  6;  (d)  ah  +  a2;  (e)  2x2; 

(f)  (2,  -4)  no  esta  en  el  dominio  de/.  El  dominio  es  el  conjunto  de 
todos  los  (x,  v)  tales  que  y  >  0. 

3.  (a)  0;  (b)  2;  (c)  16;  (d)  -4.2469; 

5.  t 2 


25.  (a)  San  Francisco  (b)  noroeste;  sureste 
(c)  suroeste  o  noreste 

27.  El  conjunto  de  todos  los  puntos  en  y  fuera  de  la  esfera 
x2  +  y2  +  z2  =  16. 

29.  El  conjunto  de  todos  los  puntos  en  y  dentro  del  elipsoide 
x2/9  +  y2/l6  +  z2/l  =  1. 

31.  Todos  los  puntos  en  R3,  excepto  el  origen  (0, 0, 0). 

33.  El  conjunto  de  todas  las  esferas  con  centros  en  el  origen 
35.  Un  conjunto  de  hiperboloides  de  revolucion  alrededor  del  eje  z 
cuando  k  =  0.  Cuando  0,1a  superficie  de  nivel  es  un  cono  eh'ptico. 
37.  A  Un  conjunto  de  cilindros  hiperbolicos  paralelos  al  eje  z  cuan¬ 
do  k  #  0.  Cuando  k  =  0,  la  superficie  de  nivel  es  un  par  de  pianos. 

39.  (a)  Todos  los  puntos  en  IR4  excepto  el  origen  (0. 0, 0, 0). 

(b)  Todos  los  puntos  en  R". 

(c)  Todos  los  puntos  en  R"  que  satisfacen 
xf  +  x2  +  ■■•  +  X2  £  1. 

41.  (a)  ascenso  suave,  ascenso  empinado;  (b)  6490  pies,  3060  pies 


* 


Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A- 5  7 


Con  junto  de  problemas  12.2 

1-  f*(x,y )  =  8(2*  -  y)3;fy(x,y)  =  -4(2*  -  y)3 
3.  /,(x,y)  =  (x2  +  y2)/(x2yyjy(x,y)  =  -(x2  +  y2)/(xy2) 
5.  fx(x,  y)  =  ey  cos  x;  fy(x,  y)  =  ey  sen  * 

7.  fx(x,y)  =  x(x2  -  y2)~'/2;fy(x,y)  =  -y(x2  -  y2r1/2 
9.  gx(x,  y)  =  -y/T4y;  gy(x,  y)  =  -xe-^ 

11.  /,(*,  y)  =  4/[l  +  (4*  -  7y)2]; 

/,(*,  y)  =  — 7/[l  +  (4*  -  7y)2] 

13.  fx(x ,  y)  =  -2xy  sen(x2  +  y2); 

fv(x ,  y)  =  —  2y2  sen(x2  +  y2)  +  cos(x2  +  y2) 

15.  F_t(x,  y)  =  2  cos  *  cos  y;  /7>.( jc,  y)  =  -2  sen  x  sen  y 
17.  f*y(x,y)  =  1 2xy2  -  15x2y4  =  fyx(x,y) 

19.  fxy(x,  y)  =  -6e2x  sen  y  =  fyx(x,  y) 

21.  Fx( 3,  -2)  =  1;  Fv(3,  -2)  =  -1 

23.  /,(V5,  -2)  -  -£;/,(  V 5.  -2)  =  -4  VS/21 

25.  I  27.  3  29.  120tt  31.  C/100 

33.  c)2//f)x2  =  6xy;  d2//dy2  =  -6xy 
35.  180x4y2  -  12.r 

37.  (a)  d3//dy3;  (b)  d3//3y  a*2;  (c)  a4//dy3  3x 

39.  (a)  6xy  -  yz\  (b)  8;  (c)  6*  -  z 

41.  —yze~xn  -  y(xy  -  z2)-1  43.  (1,0,29) 

45.  {(x,  y):  x  <  \,  y  >  ^,y  <  x  +  \) 

U  {(x,  y):  *  >  |,  y<2>  *<y  +  s},  {z:  0  <  z  s  V3/36} 


47.  (a)  -4;  (b)  |;  (c)  |;  (d)  f 


49.  (a)  fy(x,  v,  z)  =  lfm 

’  A>-*0 


,  /(■*>  y  +  Ay,  z)  -  /(*,  y,  z) 


Ay 


_  /(*.y,z  +  Az)  -f(x,y,z) 

(b)  /.(*,  y,  z)  =  lim - - - 

Az— *0  Az 


G(w,x  +  A x,  y,  z)  ~  G(w,  x,  y,  z) 
Ax 


(c)  GJu>,  x,  v,  z)  =  b'm 

V  '  A.v—0 

a  A(x,y,z  +  Az,/)  -  \(x,y,z,t) 

(d)  —  A(x,  y,  z, /)  =  lim  - - - 

dz  Az— o  Az 


(e)  —  S(b0,bhb2,...,bn) 


lim 

Ab 


/ 5(fe0,  bu  b2  +  A7>2,  ■  •  ■ ,  bn)  -  S(b0,  bu  b2 . bn) 

o\  A  b? 


Con  junto  de  problemas  12.3 
1.  -18  3.  2  -  \  V5  5.  7.  1; 

9.  No  existe;  11.  0  13.  0  15.  0 

17.  Todo  el  piano  19.  {(x,  y):  x2  +  y2  <  1} 

21.  { (x,  y):  y  *  x2}  23.  {(*,y):y  <  x  +  1} 


25.  Toda  (x,  y,  z),  excepto  (0. 0, 0). 

27.  La  frontera  consiste  en  los  segmentos  de  recta  que  forman  los 
lados  exteriores  del  rectangulo  dado;  el  conjunto  es  cerrado. 

29.  Frontera:  {(x,  y):  x2  +  y2  =  1}  U  {(0,  0)};  el  conjunto  no  es 
abierto  ni  cerrado. 

31.  Frontera:  {(x,  v):y  =  sen(l/x),x  >  0]  U  j(x,y):x  =  0,  y  s  1 };  el 
conjunto  es  abierto. 

33.  g(x)  =  2x 

35.  lfm  /(x,  0)  =  llm[0/(x2  +  ())]  =  0; 

x— >0  x  *0 

lim  /(x,  x)  =  lfm[x2/(x2  +  x2)]  =  \ 

x— 0  x— 0  1 

37.  (a)  lfm  f(x.  rnx)  =  lim  mx3/(x4  +  rtrx2) 

A— *0  A~ >0 

=  lim  mx/(x2  +  m2)  =  0; 

x — *0 

(b)  11m  fix,  x2)  =  lim  x4/(x4  +  x4)  =  x; 

x — *0  x— *0  z 

(c)  lfm  f(x,  y)  no  existe. 

(x,y)-*(0,«) ' 

39.  (a)  {(x,  y,  z):  x2  +  y2  =  1, 1  s  z  =£  2}; 

(b)  {(x,  y,  z):x2  +  y2  =  l,z  =  1};  (c)  {(x,  y,  z):  z  =  1}; 

(d)  conjunto  vacio. 

41.  (a)  { (x,  y):  x  >  0,  y  =  0}; 

(b)  {(«,  v,  x,  y):  (x,  y)  =  k(u ,  v),  k  >  0,  (, u ,  v)  =£  (0,  0) } 


Conjunto  de  problemas  12.4 

I.  (2xy  +  3y)i  +  (x2  +  3x)j  3.  exy(\  +  xy)i  +  xV-vj 
5.  (x  +  y)~2[(x2y  +  2xyz)i  +  x3j] 

7.  (x2  +  y2  +  z2)_1/2(xi  +  yj  +  zk) 

9.  xex~z[(yx  +  2y)i  +  xj  —  xyk] 

II.  (—21, 16),  z  =  — 21x  +  16y  -  60 
13.  (0,  —2 tt),  z  =  — 2rry  +  17—1 

15.  w  =  7x  —  8y  —  2z  +  3  19.  (1,2) 

21.  (a)  x  =  2  +  t,  y  =  1,  z  =  9  +  12r 

(b)  x  =  2,  y  =  1  +  10/,  z  =  9+10/ 

(c)  x  =  2  -  /,  y  =  1  —  t,  z  =  9  -  22/ 

23.  z  —  — 5x  +  5y  25.  c  =  (1,|) 


A-58  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


\\\v-  — 

\  \  \  v  v  ” 

\  \  V  V  '  '  ' 

in:::: 
1 1  /  / , .  ^ 
t  /  /  /  s 
/  /  /  s  . — __ 

/  /  /  s'  . - 


'  '  '  /  / 
'■''/// 
'  '  '  /  / 

''III 

:  :  !  i  < 

v  X  \  \  \ 

v  \  \  \  \ 

^  v.  \  \  \ 

^  v  N  \  \ 

—  ^  v  N  \ 


(a)  El  gradiente  apunta  en  la  direction  de  mayor  crecimiento  de  la 
funcion. 

(b)  No. 


Conjunto  de  problemas  12.5 

3.  3V2/2  5.  (V2  +  V6)/4  7. 


!•  5 

12.  5  . 

9-  u‘~nj;13  1L 

13.  (l/V5)(-i  +  2j) 


-1  + 


V2T  V21  V21 


k;  V21 


15.  V/(p)  =  -4i  +  j  es  perpendicular  a  la  recta  tangente  en  p. 

17-  | 

19.  (a)  (0,0,0);  (b)  -i  +  j  -  k;  (c)  si. 

21.  ( x 2  +  y2  +  z2)-1/2  cosVx2  +  y2  +  z2  ( x ,  y,  z) 

23.  N  63.43°E  25.  Desciende:  -300 V2e~3  ’  27.  x  =  -2y2 

29.  (a)  —  10/V2  +  tt2  grados/m;  (b)  -lOgrados/s 

31.  (a)  (100,120);  (b)  (190,25);  (c)  -y,0 

33.  Sale  de  alrededor  de  (-0.1 ,  -5).  35.  Sale  de  alrededor  de  (3,5). 


Conjunto  de  problemas  12.6 

I.  12tn  3.  e3,(3sen2t  +  2cos2t)  +  ez,(3cos3t  +  2sen3t) 
5.  7f6  cos(r7)  7.  2s3r  -  3x2r2 

9.  2(s2  sen  t  cos  t  +  t  sen2  s)  exp (s2  sen2 1  +  t2  sen2  s) 

II.  s4t(l  +  s4t2yl/2  13.  72  15.  -5(7 r  +  1) 

17.  244.35  pies  de  tablones  por  ano  19.  V20  pies/s 
21.  (3jc2  +  Axy)/{3y2  -  2a:2) 

23.  (y  sen  x  —  sen  y)/(x  cos  y  +  cos  x) 

25.  (yz3  -  6xz)/(3x2  -  3*yz2) 

27.  dT/ds  =  (dT/dx)(dx/ds)  +  (dT /dy)(dy/ds) 

+  ( dT/dz)(dz/ds )  +  (dT/dw)(dw/ds) 

31.  10  V2  -  3ttV2  33.  288  mi/h 


Conjunto  de  problemas  12.7 

1.  2(x  -  2)  +  3(y  -  3)  +  V3(z  -  V3)  =  0 
3.  (x  —  1)  3(y  -  3)  +  V7 (z  -  Vl)  =  0 


5.  x  +  y  —  z  =  2  7.  z  +  1  =  —2V3(x  -  ^7r)  —  3y 

9.  0.08;  0.08017992  11.  -0.03; -0.03015101 

13.  (3,  -1,  -14) 

15.  (0,  1,  1)  es  normal  a  las  dos  superficies  en  (0,  -1,2) 

17.  (1,2,  -l)y  (-1,  -2,1) 

19.  A  =  1  +  32 1;  y  =  2  -  19r;  z  =  2  -  17;  21.  0.004375  lb 

23.  7%  25.  20  ±  0.34  27.  V  =  9\k\/2 

29.  (a)  4.98;  (b)  4.98196;  (c)  4.9819675 


Conjunto  de  problemas  12.8 

I.  (2, 0);  punto  rmnimo  local. 

3.  (0, 0);  punto  silla;  ( ±|,  O);  puntos  mmimos  locales. 

5.  (0,0);  punto  silla. 

7.  (1, 2);  punto  rninimo  local.  9.  No  hay  puntos  criticos. 

II.  Maximo  global  de  7  en  (1, 1);  mfnimo  global  de  —4  en  (0,-1). 

13.  Maximo  global  de  2  en  (±1 , 0);  mfnimo  global  de  0  en  (0,  ±1). 

15.  Cada  uno  de  los  tres  numeros  es  M3.  17.  Un  cubo. 

19.  Base  de  8  por  8  pies; profundidad  de  4  pies.  21.  3V3(i  +  j  +  k) 
23.  (0.393, 0.786, 0.772);  1.56 

25.  El  ancho  de  los  lados  que  se  doblan  hacia  arriba  es  4";  el  angulo 
en  la  base  2’"/-i 

27.  (a)  El  valor  maximo  de  8  ocurre  en  (-1, 2) 

(b)  El  valor  mfnimo  de  -11  ocurre  en  (4, 0) 

29.  Maximo  de  3  en  (1,2);  mfnimo  de  —  y  en  (|,  —  |). 

31.  y  =  ^a  +  ^  33.  a  =  50/  V5,  y  =  100/VE25;  $79,681 

35.  Maximo  de  10  +  3  V2  en  (3/V2,  3/\/2);  mfnimo  de 
10  -  3V2  en  (-3/V2,  -3/V2) 

37.  Largo  1.1544  pies,  ancho  1.1544  pies,  altura  1.501  pies 
39.  ( ±  V3/2,  - donde  T  =  9/4;  (0, 1/2),  donde  T  =  -1/4 
41.  Triangulo  equilatero. 

43.  Maximo  local:/(1.75, 0)  =  1.15;  maximo  global: /(-3. 8, 0)  =  2.30 
45.  Mfnimo  global:/(0, 1)  =/(0,~l)  =-0.12 
47.  Maximo  global /(1 .13, 0.79)  =/(1.13, -0.79)  =  0.53, 
mfnimo  global /(-l. 13, 0.79)  =/(— 1.13,  -0.79)  =  -0.53. 

49.  Maximo  global  /( 3, 3)  =/(- 3, 3) «  74.9225, 
mfnimo  global  /(1.5708, 0)  =/(-1.5708, 0)  =  -8. 

51.  Maximo  global:/((0.67, 0)  =  5.06;  mfnimo  global: 

/(-0.75, 0)  =  —3.54. 

53.  Maximo  global: /(2.1, 2.1)  =3.5;  mfnimo  global: 

/( 4.2, 4.2)  =  -3.5. 


Conjunto  de  problemas  12.9 


1.  /( V 3,  V3)  =  /(- V 3,  -  V3)  =  6 
3.  /( 2/V5,  -1/V5)  =  /(-2/V5, 1/V5)  =  5 

5.  /(y,  y,  —  y )  =  y  7.  La  base  es  de  4  por,  la  profundidad  es  2. 
9.  10\/5  pies3  11.  Sabc/{3  V3) 


13.  El  maximo  es  9\/3  cuando  (a,  y,  z)  =  (3\/3,  3\/3,  3\/3). 
15.  La  distancia  minima  es  1.5616  en  el  punto  (0.393, 0.786, 0.772) 
17.  Largo  =  ancho  =  1.1544  pies,  altura  =  1.501  pies 
t rk  4k  4  k 


19-C0=8  +  rr 
^(co>  Pi),  <7o) 


Po  = 


8  + 


-;<7o  = 


8  +  tt" 


4(8  +  77) 


0.224&2  es  un  valor  mfnimo. 


Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A-59 


21.  —  10  +  y/2  es  el  valor  maxiri 

/(  —  r  j  =  10  —  V2  es  el  valor  mi'nin 

3V3  3N 


23.  /, 


20.6913  es  el  valor  maximo; 


2  2 

/(— 2,  —  1)  -  —3  es  el  valor  mi'nimo 

25.  / 

f(x,  — 1  — jt)  =  0  para  --  -  ^\/l9 
es  el  valor  mfnimo 


x  <  -|  +  |Vl9 


Problemas  de  repaso  e  introduccion  del  capitulo  13 

1. 


(2  8  A 

VV5’  V5 / 

~  29.9443  es  el  valor  maximo; 

8 

27.  x  =  ad/ a,  v  =  fid/b,  z.  =  yd/c 
29.  /(-1, 1,0)"=  3, /( 1,  -1,  1)  =  -1 

31.  Va  es  el  valor  maximo  de  w,  donde 
A  =  a,2  +  a22  +  ■■■  +  an2 

33.  /( 4,  0)  =  -4  35.  /( 0,  3)  =  /( 0,  -3)  =  -0.99 

12.10  Revision  del  capitulo 
Examen  de  conceptos 

1.  Verdadero  3.  Verdadero  5.  Verdadero  7.  Falso 
9.  Falso  11.  Verdadero  13.  Verdadero  15.  Verdadero 
17.  Verdadero  19.  Falso 


3.  12rV  +  14.vy7;  36.v2y2  +  14y7;24x3v  +  98xy6 

5.  e~y  sec2  x\  2e~y  sec2  x  tan  x ;  —  e~y  sec2  x 

1.  450x2_v4  —  42y5  9.  1  11.  No  existe 

13.  (a)  -4i  —  j  +  6k;  (b)  — 4(cos  li  +  sen  Ij  —  cos  lk) 

15.  V3  +  2 

17.  (a)  x2  +  2y2  =  18;  (b)  4i  +  2j; 


19.  (.v2  +  3y  -  4 z)/x2yz\  (-x2  -  4 x)/xy2z\  (3 y  -  x2)/xyz2 
21.  15jryVr/z3  +  5 x2/tzi  -  45x2ye3'/z4 
23.  18i  +  16j  -  18k;  9x  +  8 y  -  9z  =  34  25.  0.7728 

27.  1 6V/3/3  29.  Radio  2;  altura  4. 


A-60  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


7T2  81-77 

29.  3677-  31.  -  33.  — 

Conjunto  de  problemas  13.1 

1.  14  3.  12  5.  4  7.  3  9.  168  11.  520 

13.  52.57 

15. 


21.  5.5  25.  c  =  15.30,  C  =  30.97 

27.  (a)  -6;  (b)  6 

29.  Numero  de  pulgadas  cubicas  de  lluvia  que  cayeron  en  todo  Co¬ 
lorado  en  1999;  promedio  de  lluvia  en  Colorado  durante  1999. 

31.  Aproximadamente  458. 


Conjunto  de  problemas  13.2 

I.  48  3.  f  5.  f  7.  1  9.  77/2  -  1 

II.  ^[31  -  9V5]  «  4.110  13.  1  -  jin  3  »  0.4507 

Q77- 

15.  17.  0  19.  2  21.  105  23.  112 

4 


29.7  31.  -y  35.  \{e  -  l)2 

37.  (a)  f  39.  5  -  Vi  -  V2 

Conjunto  de  problemas  13.3 


1. 


3.  240 


5. 


e) 

9.  (3  In  2  -  77)/9  11.  e  -  2 

19.  4  tan-1  2  -  In  5  21.  6 

29.  -  '  ln(cos  1)  31.  3tt 


-V2/{2tt) 

13.  j  15.  0 

23.  20  25.  10 

1  ,.1 


17.  i 

27.  ^ 


33. 


pVy 

*•  1 L  > 


f(x,  y )  dx  dy 


f(x,y)  dx  dy 


37.  /:/:  /(jc,  y)  dy  dx  +  a,  f(x ,  y)  dv  d.v 


39. 


1 


43.  -(1  -  cos  8) 


41.  1577/4 
45.  Aproximadamente  4,133,000  pies3 


Conjunto  de  problemas  1 3.4 

1.  £  3.  4  5.  4V2  7.  2V3  +  |t7  «  7.653 

3 

9.  77<72/8  11.  8-77  +  6V3  ~  35.525  13.  y  15.  ^ 

17.  ^  19.  Tr(<?4  -  1)  «  168.384  21.  (17  In  2)/8  ~  0.272 

23.  77(2  -  V3)/2  «  0.421  25.  ^  27.  81 77/8  «  31.809 

29.  625(33/3  +  l)/12  »  322.716  31.  \iTd2{3a  -  d) 

33.  |a3(377  -  4) 

Conjunto  de  problemas  13.5 

I.  m  =  30;  x  =  2;  y  =  1.8 

3.  m  =  77/4;  x  =  77/2 ;y  =  16/(977) 

5.  m  ~  0.1056;  x  ~  0.281;  y  ~  0.581 

_  3 

7.  m  =  32/9;  x  =  0;  y  =  6/5  9.  m  =  77;  x  =  0;  y  =  — 

II.  Ix  ~  269;  Iy  ~  5194;  /.  ~  5463 


rTaflil 


Respuestas  a  problemas  con  numero  impar  A-61 


15.  k\2k\ 


Conjunto  de  problemas  13.7 

1.  -40  3.  ~  5.  1927.54  7.  §  9.  156 

m(1/6)(12-3x-2r) 

f{x,  v,  z)  dz  dy  dx 


17.  La  densidad  es  proporcional  al  cuadrado  de  la  distancia  al  ori- 
25596 k  (  ,  450 
gen:  35 


my/2 

/(.v,  y ,  z)  dx  dy  dz 


19.  La  densidad  es  proporcional  a  la  distancia  al  origen: 
26k tt  /  60_\ 

3  ;  V  ’  1377/ 


21.  7  =  Vs/U a  ~  0.6455a  23.  lx  =  77<5a4/4;  r  =•  a/2 

25.  57r5a4/4  27.  x  =  0,  y  =  (15tt  +  ?>2)a/{6v  +  48) 

29.  (a)  a3;  (b)  7a/12;  (c)  lla5/144 
31.  Ix  =  7r/ca4/2,  7V  =  \lk-na*/2 ,  7Z  =  97rA:a4 

Conjunto  de  problemas  13.6 

1.  V61/3  3.77/3  5.  9  sen'1  (| )  7.  8V^ 

9.  477a(a  -  Va2  -  /r)  11.  2a2(77  —  2) 

I  •,/  f-  v  (17M  -  1)77 

13.  jr77«2(5V5  -  l)  15.  - ~ ~ 

D2\/a2  +  B2  +  C2 

17. - — - 

2ABC 

19.  (/;,  +  A2)/2 

21.  /I  =  77 b2.  B  =  277a2[l  —  cos (b/a)],  C  =  irb2, 

D  =  7762[2a/(a  +  Va2  -  62)],  B  <  A  =  C  <  D 
27.  (a)  29.3297  (b)  15.4233 
29.  E/F  (empate),A/B  (empate).  C/D  (empate) 


mVy 

dz  dy  dx  =  2 

25.  x  —  y  =  z  =  ^  27.  x  =  y  =  z  =  3a/8 


A-62  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


cl  /-vT- 


pi  /•  V  I  -X  p 

Jo  Jo  JO 
/*  2  p2~z  p9-x2 

Jo  Jo  Jo 


/(jc,  _v,  z)  dz  dy  dx 


/(x,  y,  z )  dy  dx  dz 


33.  4 


35.  Promedio  T  =  29.54 

M7  17  55\ 


37.  (x,y,z)  =  (&M) 


39.  (x,y,z)  = 

43‘  (a)  *  =  2^  (b)  I  (C)  9 

45.  (a)  ^  (b)  ^  (c)  5 

47.  x2/576,  0  £  x  <  12,  9 


Conjunto  de  problemas  13.8 

1.  Cilindro  circular  recto  alrededor  del  eje  z  con  radio  3  y  altura  12; 
V=  10877 


3.  Region  bajo  el  paraboloide  z  =  9  -  r2  por  arriba  del  piano  x y  en  la 

7T  , ,  24377 

JtT 

4 


parte  del  primer  cuadrante  que  satisface  0  s  8  £  — ;  V  = 


5.  Esfera  con  centra  en  el  origen  con  radio  a:  V  =  -7 ra 
7.  8tt  9.  14tt/3  11.  2tt(5V5  -  4)/3  «  15.038 


13.  x  *  y  =  0;  z  =  y  15.  kir(b4  -  a4) 

17.  x  =  y  =  0;  z  =  2a/5  19.  /c772a6/16  21.  7r/9 

23.  tt/32 

25.  (a)  3a/4;  (b)  377«/16;  (c)  6a/5 
27.  (a)  37ra  sen  a/16a;  (b)  377a/16 
29.  (a  +  b)(c  -  1  )/(c  +  1) 


Conjunto  de  problemas  13.9 


5. 


7.  La  imagen  es  el  cuadrado  con  esquinas  (0, 0),  (2, 2),  (4, 0)  y  (2,  - 
2);/  = -4. 

9.  La  imagen  es  el  conjunto  de  (x,y)  que  satisfacen 
y2  <  x  £  y2  +  1,  0  <  y  <  1;  J  =  2 u. 

11.  x  =  11/ 2  +  v/2;  y  =  u/4  —  v/4\  J  =  —  ^ 

13.  x  =  v;  y  =  Va  -  i>2;  J  = - ,  ^ 

2\4T^J 

IS.  x  =  v,y  =  u/v;J  =  17.3.15669  19.0 

v 


21.  -p2  sen  4> 

25.  (a) 


si  0  s  *  <  « 
en  otro  caso 


(b)  gu(u)  = 


si  0  £  « 
en  otro  caso 


13.10  Revision  del  capitulo 
Examen  de  conceptos 

I.  Verdadero  3.  Verdadero  5.  Verdadero  7.  Falso  9.  Verdadero 

II.  Verdadero  13.  Falso  15.  Verdadero  17.  Falso 


Problemas  de  examen 

r1  n 


f  f 

7.  /  / 

Jo  Jo 


3.  f  5. 


1/2  rl-2  y  r\-2  y-z 


f(x,  y)  dx  dy 


f(x ,  y,  z)  dx  dz  dy 


V-V 


9.  (a)  8 
(b)  8 


(c)  8 


pa  pva~-x~  p 

Jo  Jo  Jo 

ptt/2  pa  p^/a* 

Jo  Jo  Jo 

pir  j2  pTr/2  pa 

Jo  ./o  JO 


dz  dy  dx\ 


r  dz  dr  dd\ 


p2  sen  (p  dp  d<p  dO 


11.  0,8857  13.  jc  =  f;y  =  §  15.6  17.  8O77A: 

19.  k a2 be/ 24  21.  0 


Problemas  de  repaso  e  introduction  del  capitulo  14 

1.  x  =  3  cos  t,  y  =  3  sen  f,  0  £  t  <  2tt  es  una  posibilidad. 

3.  .v  =  2  cos  t,  y  =  2  sen  f,  0  <  /  <  77  es  una  posibilidad. 

5.  x  =  -2  +  5f,  y  =  2,  0  £  /  £  1  es  una  posibilidad. 

7.  x  =  9  —  f,  y  =  t,  0  <  f  <  9  es  una  posibilidad. 

9.  x  =  -l,y  =  9  -  (2, -3  £  I  £  3es  una  posibilidad. 


Respuestas  a  problemas  con  niimero  impar  A-63 


11.  V/(x,  y)  =  ( x  cos  x  +  sen  x)i  +  (cos  y  —  y  sen  y) j 

13.  V/(x,  y,  z)  =  2xi  +  2yj  +  2zk 

15.  V/(x,  y ,  z)  =  (y  +  z)i  +  (x  +  z)j  +  (x  +  y)k 


19. 


3  1477 

4  2L^“ 

23.  El  volumen  en  el  problema  22  es  el  de  un  cascaron  esferico  con 
centra  en  (0, 0. 0)  con  radio  exterior  =  2  y  radio  interno  =  1 . 

3_  4_  J2' 

13’  13’  13/ 


77 

17-y 


25. 


Conjunto  de  problemas  14.2 

1.  14(2V^-l)  3.  2\/5  5.  !(l4Vl4-l)  7.™ 

9.144  11.0  13.  ^  15.19  17.  A:(l7Vr7  -  l)/6 

19.  ^  21.  -\{a2  +  b2)  23.  2  -  2/77 

25.  El  trabajo  a  lo  largo  de  C,  es  positive,  el  trabajo  a  lo  largo  de  C2 
es  negativo;el  trabajo  a  lo  largo  de  C3  es  cero. 

27.  2.25  gal  29.  277a2  31.  4a2 

33.  (a)  27;  (b)  -297/2 


Conjunto  de  problemas  14.1 


N*' 

■  V 

Is 

\ 

7.  (2x  -  3y)i  -  3xj  +  2k  9.  x  ‘i  +  y  'j  +  z  ‘k 

11.  ey  cos  zi  +  xey  cos  zj  -  xey  sen  zk  13.  2yz;  z2i  -  2yk 

15.  ();0  17.  2ex  cos  y  +  1 ;  2e v  sen  yk 

19.  (a)  Sin  sentido;  (b)  campo  vectorial;  (c)  campo  vectorial; 
(d)  campo  escalar;  (e)  campo  vectorial;  (f)  campo  vectorial; 
(g)  campo  vectorial;  (h)  sin  sentido;  (i)  sin  sentido; 

(I)  campo  escalar  (k)  sin  sentido. 

25.  (a)  div  F  =  0,  div  G  <  0,  div  H  =  0,  div  L  >  0; 

(b)  en  sentido  del  reloj  para  H,  no  para  Ios  otros. 

(c)  div  F  =  0,  rot  F  =  0,  div  G  =  —2 ye~r,  rot  G  =  0, 

div  H  =  0,  rot  H  =  -2.ve"t2k.  div  L  =  1/vV  +  y2, 
rot  L  =  0 


div  F  >  0.  Una  rueda  con  paleta  en  el  origen  no  girara. 


Conjunto  de  problemas  14.3 

1.  /(x,  y)  =  5x2  —  7xy  +  y2  +  C  3.  No  es  conservativo. 

5.  f(x,  y)  =  f  x3y~2  +  C  7.  f(x,  y)  =  2xev  -  ye'  +  C 

9.  f(x,  y,  z)  =  x3  +  2y}  +  3z3  +  C  11.  ln(  1  ,  )  +  C 

20  ^'r'  +  r  ‘ 

13.  14  15.  —  17.  6  19.  -77 

23.  /(x,  y,  z)  =  \k(x 2  +  y2  +  z2) 

25.  J  ¥  •  dr  =  J  •  r'(t)  dt 

pb  pb 

=  (d/dt)[r'(t)  •  r'(f)]  dt  =  \m  /  (d/dt)\r' (t)\2  dt 

Ja  J  a 

=  [\m\f(t)\2fa  =  U[\r'(b)\2  -  |r'(fl)|2] 

27.  f(x,  y,  z)  =  -gmz 

Conjunto  de  problemas  14.4 
1  —  3—  50  7- 

I.  15  J.  35  3.  U  /.  3 

9.  (a)  0;  (b)  0 

II.  (a)  0;  (b)  0 

13.  50  15.  -2 

19.  (c)  M  y  N  tienen  una  discontinuidad  en  (0,0). 

23.  377a2/ 8 

27.  (a)  div  F  =  4;  (b)  144 

29.  (a)  div  F  <  0  en  el  printero  y  en  el  tercer  cuadrantes; 
div  F  >  0  en  el  segundo  y  en  el  cuarto  cuadrantes. 

(b)  0;  —2(1  -  cos  3)2 


Conjunto  de  problemas  14.5 

I.  8V3/3  3.  2  +  77/3  5.  577/8  7.  6  9.  2 

II.  20  13.  Vlka^/U  15.  x  =  y  =  z  =  a/3 

17.  19. 


A-64  Respuestas  a  problemas  con  numero  impar 


21.  7 7 


6V37  +  In 


V37  +  6' 
V37  -  6- 


23. 


4 

625 

8 


77 

Y 

-In 


(32tt2  +  25)V16t72  +  25 


477  +  \/l6772  +  25 

625 ,  ' 

H — In  5 

8  J 

702965/: 

25.  - — - 

32 

29.  (a)  0;  (b)  0;  (c)  47t«4;  (d)  47ra4/3;  (e)  877fl4/3 

31.  (a)  Akira3',  (b)  2kira3',  (c)  hkrra(a  +  h) 


Con  junto  de  problemas  14.7 


I.  0  3.  8  5.  3crb2c2/4  7.  64tt/3  9.  4tt 

II.  1176tt  13.  10077 


15.  V  •  F  =  3  y  por  lo  que 


as 


JJJldV  =  3  V(S). 

s 


19.  (a)  207r/3;  (b)  477;  (c)  I677/3;  (d)  1;  (e)  36: 
(f)  1277/5;  (g)  3277  In  2 


Revision  del  capitulo 

1.  0  3.  -2  5.  -4877  7.  877  9.  2  11.  77/4 

15.  1/3  17.  |  a2  joules 


14.8  Revision  del  capitulo 

Examen  de  conceptos 

I.  Verdadero  3.  Falso  5.  Verdadero  7.  Falso 
9.  Verdadero  11.  Verdadero. 

Problemas  de  examen 

3.  rot(/  V/)  =  /  rot(Vf)  +  Vf  X  Vf  =  0  +  0  =  0 
5.  (a)  77/4;  (b)  (377  -  5)/6 

7.  47 

9.  (a)  i;  (b)  I;  (c)  0 

II.  6tt  13.  0  15.  977(3a  -  2 )/Vfl2  +  b2  +  1 


A 

Abel,  Niels,  Henrik,  485 
Aceleracion,  98, 127 
componentes  de  la,  598-601 
Afelio,  542 
Algoritmos,  1 93 
de  punto  fijo,  194-195 
Amplitud  de  funciones  trigonometricas, 

43-45 

Analisis  de  error,  266-268 
Angulos,  46-47 
de  inclinacion,  49 
direction,  569 

rotacion  de  ejes  de  conicas,  526 
Antiderivadas,  197-202 
general,  198 
notacion  para,  198-199 
Regia  de  la  potencia  generalizada, 

200-201 

Antidiferenciacion,  4 1 1 
Antiguos  problemas  de  la  cabra  (o  del  chivo), 
551,705 

Aproximaciones,  144-146,413 
derivadas,  144-146 
de  Taylor  para  una  funcidn,  497-502 
lineales,  145-146 
pianos  tangentes  y,  654-655 
Area,  215-221 

de  una  region  plana,  275-279 
distancia  y  desplazamiento,  278 
regidn  entre  dos  curvas,  277-278 
region  por  abajo  del  eje  ,v.  275-276 
region  por  arriba  del  eje  x,  275 
de  una  superficie,  700-704 
de  una  superficie  de  revolucion,  299 
mediante  poli'gonos  circunscritos,  216 
mediante  poli'gonos  inscritos,  216 
problemas,  701 
superficie,  700-704 
Arqufmedes,  93, 232, 513 
Asfntota,  31,80-81 
horizontal,  80 
oblicua,  82, 180 
vertical,  80 

Axioma  de  completez,  8 

B 

Banda  de  Mobius,  758, 770 
Barrow,  Isaac,  232 
Bola,  556 

Bouyer.  Martine,  488 
Brahe,  Tycho,  585 

c: 

Calculadora  graficadora,  24, 26 
Calculadoras,  3,413-416 
Calculo, 
definido,  55, 66 
diferencial,  100 

en  el  sistema  de  coordenadas  polares, 
547-550 

graficacion  de  funciones  por  medio  de, 
178-182 


Indice 


Primer  Teorema  Fundamental  del, 

232-240 

Segundo  Teorema  Fundamental  del,  243 
Calculo  vectorial,  73 1  -774 
campos  vectoriales,  731-733 
integrales  de  h'nea,  735-740 
integrales  de  superficie,  755-763 
Campo 
de  fuerza,731 
de  pendientes,  359-360 
escalar,  731 
gradiente  de,  732-733 
gradientes,  640, 732-733 
vectoriales,  731-733 
conservatives,  732 
definition,  731 

divergencia  y  rotacional  de,  733-734 
estacionarios,  731 
Capas,  281 
Cardioide.  543 
Cascarones,  288-292 
ciltndricos,  288-289 
metodo  de.  289-291 
Catenaria.  378-379 
Cauchy,  Augustin  Louis,  66 
Centro 

de  curvatura,  para  una  curva  plana. 

595-596 
de  ntasa,  309 

e  integrales  dobles,  696-698 
e  integrales  triples  en  coordenadas 
cartesianas,  709-710 
geografico,  315 
Centroide,  311 
Cicloide,  295, 53 1  -532, 536 
prolata  (alargada),  536 
reducida,  536 

Cilindros,  en  el  espacio  tridimensional,  604 
rectos,  281 

Circulation,  753, 772 
Cfrculo  de  curvatura.  595 
Circunferencia: 
definition,  17 
ecuacion  de  la,  17-18 
ecuaciones  polares  para,  540-541 
Cocientes,  35-36 
Coeficiente  de  friction,  602 
Cola,  de  vectores,  560-561 
Completar  ei  cuadrado,  524 
Componentes 
de  la  aceleracion,  598-601 
formas  vectoriales  de.  599 
normales  de  la  aceleracion,  598 
tangenciales  de  la  aceleracion,  598 
Composicion 
de  funciones,  36-37 

(o  capitalization)  continua,  uso  del  termino 
de,  351-352 
Computadoras,  3 
Concavidad,  156-160 
hacia  abajo,  156-157 
hacia  arriba,  156-157 
puntos  de  inflexion,  159-160 


Conchoide,  545 
Conicas  centrales,  5 1 3 
Conjunto 
abierto,  633 
cerrado,  633 
conexo,  743 

de  convergencia,  480-481 
disconexo,  743 
/•-simple,  692 

simplemente  conexo,  745-746 
q  simple,  692 
.v-simple,  685 
v-simple,  684-685 
c -simple.  707 

Cono  elfptico,  en  el  espacio  tridimensional, 
606 

Conservacion  de  la  energfa,  747 
Conslante 
de  Euler,  468 
de  resorte,  302 
Continuidad: 

bajo  operaciones  con  funciones,  84 
de  funciones.  82-88 
de  funciones  comunes.  83-84 
de  funciones  polinomiales  y  racionales,  83 
de  funciones  trigonometricas,  84 
de  funciones  valor  absoluto  y  raiz  n-esima, 
84 

de  una  funcion  de  dos  o  mSs  variables, 

632 

en  un  conjunto,  632-633 
en  un  intervalo,  86-87 
abierto,  86 
cerrado,  86 
en  un  punto,  83, 632 
Contrapositiva,  4, 457 
Convergencia,  449-450 
absoluta,  477 

de  la  serie  de  Taylor,  489-493 
uso  del  termino,  434, 450, 456, 463 
Coordenada,  2 
x  (abscisa),  16 
y  (ordenada),  16 
Coordenadas  cartesianas,  16 

curvas  en  el  espacio  tridimensional, 
558-559 

en  el  espacio  tridimensional,  555-559 
esferas,  556-557 
formula  de  la  distancia,  556 
formula  del  punto  medio,  557 
graficas  en  el  espacio  tridimensional, 
557-558 

integrales  triples  en,  706-71 1 
Coordenadas  cih'ndricas,  609-610 
integrales  triples  en,  713-715 
y  coordenadas  polares,  714 
Coordenadas  esfericas,  609-61 1 
en  geograffa,  611-612 
integrales  triples  en,  7 1 5-7 1 7 
Coordenadas  polares: 

integrales  dobles  en,  691-694 
integrales  iteradas,  691-692 
y  coordenadas  cih'ndricas,  714 


1-1 


1-2  Indice 


Copo  de  nieve  de  Koch,  462 
Corriente,  99 
Cosecante,  45-46 
Cose  no,  41-42 
graficas  del,  42-43 
propiedades  basicas  del,  41-42 
Costo 
fijo,  172 
marginal,  173 
variable,  172 
Cota  superior,  8 
Cotangente,  45-46 

Crecimiento  y  decaimiento  exponencial, 

347- 352 

crecimiento  exponencial,  definicion,  348 
decaimiento  exponencial,  definicion,  348 
decaimiento  radiactivo,  350 
ecuaciones  diferenciales,  para  resolver, 

348- 349 

interes  compuesto,  351-352 
ley  de  enfriamiento  de  Newton,  350-351 
modelo  loglstico,  349 
tiempo  de  duplicacion,  349 
Criterio(s) 
de  comparacion,  469 
de  comparacion  de  ltmites,  470, 473 
de  la  integral,  464, 473 
de  la  primera  derivada,  163-164 
de  la  razon  (cociente),  471-473 
de  la  segunda  derivada,  164, 171 
de  las  sumas  acotadas,  464, 473 
de  perpendicularidad,  567 
de  segundas  parciales,  660 
del  n-esimo  termino  para  la  divergencia,  473 
ordinario  de  comparacion,  469-471 , 473 
Criterios  de  convergencia: 
criterio  de  co'mparacion  de  llmites,  470 
criterio  de  comparacidn  ordinaria,  469 
criterio  de  convergencia  absoluta,  476 
criterio  de  la  razdn,  471 
criterio  de  la  razdn  de  valores  absolutos,  477 
criterio  de  p-series ,  465 
criterio  de  sumas  acotadas,  464 
criterio  para  series  alternantes,  475 
Cuadrados,  13-14 
Cuadrantes,  16 
Cuadricas  centrales,  605 
Cuantificadores,  5-6 
Cuarta  derivada,  125 
Cuna  esferica,  715 
Curva  plana,  295, 530 
longitud  de  arco,  294-299 
diferencial  de,  298-299 
orientacidn,  295 
Curvas: 

calculo  para  curvas  definidas  en  forma  para- 
metrica,  532-534 
cerrada,  530 

en  el  espacio  tridimensional,  558-559 
equipotenciales,  623 
isosismicas,  621 
isotermas,  621 

parametro,  eliminacion,  530-531 
representacion  parametrica  de,  530-534 
cicloide,  531-532 
simple,  530 
suave,  295,558 
Curvas  de  nivel,  619-620 
y  gradientes,  643-644 
y  graficas  con  computadora,  619-621 


Curvas-n,  719-720 
Curvas-v,  719-720 
Curvatura: 

binormal,  599-600 

centro  de,  para  una  curva  plana.  595-596 
clrculo  de  curvatura,  595 
clrculo  osculante,  595 
componentes  de  la  aceleracion,  598-601 
formas  vectoriales  para,  599 
definicion,  593 
ejemplos  de,  594-595 
radio  de,  para  una  curva  plana,  595-596 

D 

Decaimiento  radiactivo.  350 
Decimales 

que  no  se  repiten,  2-3 
que  se  repiten,  2-3 
Delta,  determinacion,  12 
Deltoide,  536 
Demostracion: 
clave  para,  186 
por  contradiccion,  5 

primer  teorema  fundamental  del  calculo, 
237-239 

regia  de  la  cadena,  demostracion  parcial, 
122-123 

teorema  de  Green,  749-750 
teorema  de  la  divergencia  de  Gauss,  765 
teorema  principal  de  limites,  71-72 
Densidad,  3 
Derivacion 
impllcita,  130-134 
regia  de  la  potencia,  133 
logantmica,  329, 345 
Derivadas,  93-149,  Vease  tambien 

Antiderivadas;  Regia  de  la  cadena; 
Diferenciales;  Derivadas  de  orden 
superior 

aplicaciones  a  la  economla.  172 
aplicaciones  de,  151-213 
aproximaciones,  144-146 
concavidad,  156-159 
definicion,  100 

de  funciones  de  dos  o  mas  variables, 
617-672 

de  funciones  trigonometricas.  114-117 
de  orden  superior,  125-129 
determinacion,  100-101 
regia  para,  107-110 

diferenciabilidad  y  continuidad,  102-103 
diferenciacion,  100 
diferenciacion  implfcita,  130-134 
diferenciales,  142-146 
ecuaciones  diferenciales,  203-208 
formas  equivalentes  para,  101-102 
formulas,  114-117 
grafica  de,  104 
regia  para,  107-110 
resumen  del  metodo,  181-182 
uso  para  graficar  una  funcion,  182-183 
incrementos,  103-104 
monotonia,  155-156 
notacion  de  Leibniz  para,  104 
operador  lineal,  109 

pregunta  acerca  de  la  existencia.  151-152 
problemas  practicos,  167-174 
Prueba  (criterio)  de  la  primera  derivada, 
163-164 


Prueba  (criterio)  de  la  segunda  derivada, 
164, 171 

recta  tangente,  93-95 
Regia  de  la  cadena,  118-123 
Regia  de  la  diferencia,  109 
Regia  de  la  funcion  constante,  107-108 
Regia  de  la  funcion  identidad,  108 
Regia  de  la  potencia,  108, 110 
Regia  de  la  suma,  109 
Regia  del  cociente.  112. 1 16 
Regia  del  multiplo  constante.  108 
Regia  del  producto,  111-112,  116 
tasa  de  cambio,  97 
tasas  relacionadas,  135-140 
Teorema  del  valor  medio,  185-188 
velocidad  instantanea,  93, 95-96 
velocidad  promedio.  95 
Derivadas  de  orden  superior,  125-129 
aceleracion,  126-128 
notacion  con  apostrofo,  125 
notacion  D,  125 

notacion  de  Leibniz,  104, 125-126 

primera  derivada,  125 

problemas  de  cuerpos  que  caen.  128-129 

segunda  derivada,  125-126 

tercera  derivada,  125 

velocidad,  126-128 

Derivadas  direccionales  y  gradientes,  642-645 
curvas  de  nivel  y  gradientes,  643-644 
dimensiones  superiores.  644-645 
relation  con  el  gradiente,  642-643 
superficie  de  nivel.  644 
tasa  maxima  de  cambio.  643 
Derivadas  parciales,  624-627 
derivada  parcial  de  f  con  respecto  a  x ,  624, 
627 

interpretaciones  geometrica  y  ffsica,  625-626 
mixtas,  627 
igualdad  de,  633 
segunda,  626 
tercera,  626 

Derivadas  simetricas,  104 
Derive,  413 
Descartes,  Rene,  537 

Descomposicion  en  fracciones  parciales,  404- 
412 

Desigualdad 

de  Cauchy-Schwarz  para  integrales,  684 
de  Minkowski,  337 
de  Napier,  331 
de  Young,  337 
del  triangulo,  11, 574 
media  geometrica-media  aritmetica,  15 
Desigualdades.  8- 1 4 

que  incluyen  valores  absolutos,  11-12 
resolution,  9-11 
Desplazamiento,  18-19, 279 
Determinantes,  574 
Diagrama  de  dispersion,  170 
Diametro 
mayor,  515 
menor,  515 

Diferenciabilidad,  635-640 
continuidad  versus,  640 
para  una  funcion  de  dos  o  mas  variables,  638 
Diferenciacion.  100 
formulas,  581 
Diferencial 

de  la  variable  dependiente.  143 


Indice  1-3 


de  la  variable  independiente,  143 
de  longitud  de  arco,  298-299 
Diferenciales,  142-146 
aproximaciones,  144-146 
definicion,  143 
error  absoluto,  145 
error  relativo,  145 
estimacion  de  errores,  144-145 
pianos  tangentes,  654-655 
Diferencias,  35-36 
Direction: 
hngulos,  569 
cosenos,  569 
numeros,  589 
vectores,  560, 589 
Directriz,  509 

Discos,  metodo  de  los,  281-288 
Discriminante,  ecuacion  cuadratica,  13 
Distancia 
dirigida,  1-2 
total,  279 

valores  absolutos  como,  62 
Distribution 

continua  de  masa  a  lo  largo  de  una  recta, 
309-310 

de  masa  en  el  piano,  3 1 0-3 1 1 
de  probabilidad,  316 
de  Weibull,  441 
exponencial,  436-437 
normal,  438 
normal  estandar,  438 
uniforme,  321 
Divergencia,  752 

criterio  del  «-6simo  para,  457-458 
de  un  campo  vectorial,  733-734 
uso  del  termino,  434, 450, 456 
Dominio: 
funciones,  617 
natural,  30 
restriction  del,  365 
y  rango,  30 

E 

e,  337, 352 
Ecuacion(es) 

algoritmo  de  punto  fijo,  194-195 
de  Laplace,  628 
de  onda,  628 
de  una  recta  vertical,  20 
diferencial  logfstica,  349, 354, 408-410 
diferenciales  parciales,  628 
diferenciales  separables  de  primer  orden, 
204 

lineal  general,  21 
metodo  de  bisection,  190-192 
metodo  de  Newton,  192-194 
parametricas,  294, 589 
resolution  numericamente,  190-195 
simetricas,  590 
Ecuacion  canonical 
circunferencia,  17 
elipse,  515 
esfera,  556 
hiperbola,  516-517 
parabola,  510 

Ecuaciones  diferenciales,  203-208 
aproximacion  por,  359-363 
campos  de  pendientes,  359-360 
Metodo  de  Euler,  360-363 


definicion,  203-204 
problemas  de  movimiento,  206-208 
separables  de  primer  orden,  204 
separation  de  variables,  205-206 
Ecuaciones  diferenciales  lineales  de  primer 
orden, 355-357 
aplicaciones,  356-357 
condition  inicial,  355 
definicion,  355 
factor  integrante,  355 
resolution,  355-356 
solution  general,  355 
solution  particular,  355 
Ecuaciones  polares: 
graficas  de,  542-544 
cardioides,  543 
lemniscatas,  543 
limagones,  543 
rosas,  543-544 
espirales,  544 

intersection  de  curvas  en  coordenadas 
polares,  544 

Efecto  multiplicador,  461 
Eje,  282, 5 10-5 11 
de  coordenadas,  16 

ecuacion  general  de  una  section  conica, 
525-526 

mayor  (principal),  509-510, 515 
menor,  515 
rotaciones,  526-528 
determination  del  angulo  q,  527-528 
traslaciones,  523-524 

x,  16 

y,  16 

Elevation,  18-19 
Elipse,  509,513-520 
ecuacion  estandar  de.  515 
ecuacidn  polar  para,  541 
galena  de  los  murmullos.  520 
horizontal,  516 

propiedad  de  la  cuerda  de,517-519 
propiedad  de  reflexion  de,  aplicaciones,  520 
propiedades  opticas,  519-520 
Elipsoide,  en  el  espacio  tridimensional,  605 
Enteros,  1 
Epicictoide,  536 
Error 

absoluto,  145 
de  calculo,  499, 501-502 
del  metodo,  499-500 
relativo,  145 
Escalares,  560 

division  de  un  vector  entre,  564 
Esferas,  556-557 
definicion,  556 
ecuacion  estandar  de,  556 
solida,  556 

Esferoide  alargado  (elipsoide),  287 
Espacio  bidimensional,  555 
Espacio  muestral,  316 
Espacio  tridimensional: 
cilindros  en,  604 
cono  eliptico  en,  606 
coordenadas  cartesianas  en,  555-559 
curvas  en  el  espacio  tridimensional, 
558-559 

esferas,  556-557 

formula  de  la  distancia,  556 

formula  del  punto  medio,  557 


graficas  en  el  espacio  tridimensional, 
557-558 

curvas  en,  558-559 
elipsoide  en,  605 
paraboloide  eh'ptico  en,  606 
rectas  en,  589-591 
rectas  tangentes  en,  589-591 
teorema  de  Pitagoras  en,  578 
vectores  en,  560-564 
Espirales,  544 
de  Arqufmedes,  544-546 
logaritmica,  544 
rectproca,  546 
Esquema  de  iteration,  192 
Estimacion,  3-4 

Estrategia  rebanar,  aproximar  e  integrar, 
276-277, 280-282. 286, 289-290, 
302, 309-3 1 1 , 547. 68 1 . 709, 737 
Euler,  Leonhard,  337, 361 
Eventos  disjuntos,  316 
Excentricidad,  509 
Exponentes.  propiedades  de,  342 
Extremos: 

condiciones  suficientes  para,  660-664 
en  intervalos  abiertos,  165 

F 

Familia  de  funciones,  233 
Fechado  con  carbono.  353 
Fermat,  Pierre  de,  537 
Fibonacci.  Leonardo,  454 
Figuras  de  Lissajous,  536 
Flujo,  752 

de  un  campo  vectorial  a  traves  de  una 
superficie,  758-759 
irrotacional,  753 
Foco,  509 
Forma 

estandar  para  la  ecuacion  de  un  piano, 
570 

pendiente  interception  al  origen,  20 
punto-pendiente,  19-20 
vectoriales  para  las  componentes  de  la 
aceleracion,  599 

Formas  indeterminadas,  423-447 
de  los  tipos  0  •  oo  e  oo  -  oo,  430-431 
del  tipo  oo/oo,  429 
del  tipo  0/0, 423-427 
regia  de  L’Hopital  para,  429 
del  tipo  0°,  oo°,  1°°,  431-432 
Formula 

cuadratica,  13 
de  cambio  de  variable: 
de  Stirling,  341, 468 
para  integrales  dobles,  721-726 
para  integrales  triples,  726 
de  la  distancia,  16-17,556 
de  Maclaurin,  496, 500 
de  reduction,  390 
derivadas,  114-117 
del  binomio,  452 
del  punto  medio,  18, 557 
explfcita,  para  series  infinitas,  449 
recursiva,  1 92, 449 
Fraction  continua.  196 
Frontera  de  un  conjunto,  764 
Fuerza  de  un  fluido,  304-305 
Funcion  (funciones),  29, 233 
algebraicas  exph'citas,  39 


1-4  Indice 


armonica,  628, 735 
beta,  393 

catalogo  parcial  de,  38-39 
composicibn  de,  36-37, 632 
comunes,  continuidad,  83-84 
con  valores  reales  de  dos  variables  reales, 
617 

conjunta  de  densidad  de  probabilidad, 
710-711 
constante.  38 

continua  por  la  derecha.86 
continua  por  la  izquierda,  86 
continuas,  83 
continuidad,  82-88 

en  un  conjunto,  632-633 
en  un  punto,  632 
coseno,  41 
cuadratica,  39 
curvas  de  nivel,  6 1 9-620 
de  acumulacion,  233, 3 1 9 
de  densidad  de  probabilidad  (FDP),318, 
436-439 

de  densidad  de  probabilidad  de  Pareto, 
441 

de  densidad  gama,  446 
de  distribucion  acumulativa  (FDA),  319 
de  dos  variables: 
diferenciabilidad  para,  638 
limite  de,  629 

local  linealmente  para.  637 
o  mas  variables,  6 1 7-622 
polinomios  de  Taylor,  655-656 
de  tres  o  mas  variables,  622 
discontinua,  83 
dominie,  617 
especial,  32 

estrictamente  monbtona,332 

exponencial  para  la  base  a,  342 

exponenciales.  344 

graficas  de,  31, 617-618 

graficas  de  computadora,  618-619 

hiperbolicas  inversas,  376-377 

identidad,  38 

impar,  32 

lineales,  39,  109 

lincales,  39 

localmente  lineales,  636 
logaritmica,  325-330 
de  base  a,  343 
maximo  entero,  32 
objetivo,  151 
operaciones  sobre,  35-39 
par  e  impar,  31-32 
periodica,  43-44 
polinomial,  38 
potencia,  344 
potencial,  732 

que  incluyen  raices,  180-181 

racional,  39, 630 

ralz  n-esima,  continuidad  de,  84 

rango,  29, 617 

seno,  41 

traslaciones,  37-38 
trigonometricas,  41-48 
uno  a  uno,  332 
valor  absoluto,  32 
valor  promedio,  253 


Funcibn  exponencial  natural,  e‘.  337-340 
derivada  de  e',  338-339 
propiedades  de,  337-338 
Funcion  logaritmo  natural,  325-330 
definicion,  325 
derivacion  logaritmica,  329 
derivada  de,  326-327 
grafica  de,  329 
propiedades  de,  327-329 
Funciones  con  valores  vectoriales,  579-587 
formulas  de  derivacion,  581 
leyes  de  Kepler  del  movimiento  planetario, 
585-587 
limite  de,  579 

movimiento  curvillneo,  581-585 
Funciones  exponencial  y  logaritmica  generales, 
342-345 

funcion  log  a ,  343-344 
Funciones  hiperbolicas,  374-378 
aplicaciones,  378 
catenaria,  378 
derivadas  de,  374-376 
inversa,  376-377 
Funciones  inversas,  331-335 
derivadas  de,  334-335 
existencia  de,  332-333 

Funciones  polinomiales,  38-39, 178-179, 630 
continuidad  de,  83 

Funciones  racionales,  39, 179-180, 630 
continuidad  de,  83 
integracion  de,  404-410 
propias,  404 

Funciones  trascendentales,  325-381 
crecimiento  y  decaimiento  exponencial, 
347-352 

ecuaciones  diferenciales  lineales  de  primer 
orden,  355-357 

funcion  exponencial  natural,  337-340 
funcion  logaritmo  natural.  325-330 
funciones  exponencial  y  logaritmica 
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reglas  para,  640 
y  curvas  de  nivel,  643-644 
Grado,  19 

Grado  de  una  funcion  polinomial,  39 
Graficas: 
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criterios  para,  743-745 
notacion  para  integrales  de  lfnea,  746 
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teorema,  743 
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marginal,  173-174 
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Integracion,  V ease  Antiderivadas, 
ambos  h'mites  infinitos,  435-437 
convergencia,  uso  del  termino,  434,450,456 
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estrategias  para,41 1-418 
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li'mites  infinitos  de,  433-440 
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analisis  del  error,  266-268 
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268 

integrales  definidas.  260-268 
regia  de  la  parabola  (regia  de  Simpson), 
265 

regia  del  trapecio.  264 
sumas  de  Riemann,  260 
por  partes,  383, 387-391,41 1-412 
formula  de  reduccidn,  390 
integrales  definidas,  387-389 
integrales  indefinidas,  387 
repetida,  389-390 
reglas  basicas,  383-385 
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por  rationalization,  399-402 
tecnicas,  383-421 
un  li'mite  infinito,  433-435 
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a  lo  largo  de  una  curva,  735 
aplicaciones  de,  275-323 
area  de  una  region  plana,  275-279 
curva  plana,  longitud  de,  294-299 
momentos  y  centra  de  masa,  308-313 
probabilidad  y  variables  aleatorias, 
316-320 

solidos  de  revolution,  volumenes  de, 
288-292 


solidos,  volumenes  de,  281-286 
trabajo  y  fuerza  del  fluido,  301-306 
definida,  224-232 
de  probabilidad,  693 
estimacion,  255 
impropia,  433-444 

integrales  dobles  sobre  regiones  no  rectan- 
gulares,  684-689 
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iteradas,  680-683 
multiples,  675-729 
tabla  de,  412-413 
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Integrales  definidas,  215-273, 413 
area, 215-221 
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linealidad  de,  236-237 
propiedad  aditiva  de  intervalos,  229-230 
propiedad  de  aeotamiento,236 
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trabajo,  738-740 
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superficie,  758-759 
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Integrales  dobles,  676-679 
aplicaciones  de,  696-699 
centra  de  masa.  696-698 
momento  de  inerci a,  698-699 
ejemplos  de,  686-689 
en  coordenadas  polares,  691  -694 
integrales  iteradas,  691-692 
evaluacion  de,  677-679 
formula  de  cambio  de  variable  para,  721-726 
bosquejo  de  la  demostracion,  721-723 
propiedad  de,  677 
sobre  conjuntos  generales,  684-686 
sobre  conjuntos  generales,  evaluacion  de, 
684-686 

sobre  regiones  no  rectangulares,  684-689 
sobre  regiones  rectangulares,  684-689 
Integrales  impropias,  h'mites  infinitos, 
433-440 

integrandos  infinitos,  442-444 
Integrales  indefinidas,  244 
como  operador  lineal,  199-200 
regia  de  sustitucion  para,  246 
uso  de  termino.  199 
Integrales  iteradas,  680-683 
definida,  681 
evaluacion,  68 1  -683 
integracion  interna,  682 
integral  interna.  682 
Integrales  multiples,  675-729 
area  de  una  superficie,  700-704 
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terminologia  y  notacion.  718 
integrales  dobles,  676 

en  coordenadas  polares,  691-694 
evaluacion  de,  677-679 
propiedades  de,  677 

sobre  regiones  no  rectangulares,  684-689 
integrales  iteradas,  680-683 
integrales  triples: 

en  coordenadas  cartesianas,  706-71 1 
en  coordenadas  cih'ndricas  y  esfericas, 
713-717 

la  cuestion  de  existencia,  677 
Integrales  trigonometricas,  393-398 
funcion  logaritmo  natural.  329-330 
Integrales  triples: 
definicion.  706 

en  coordenadas  cartesianas.  706-71 1 
masa  y  centra  de  masa,  709-710 
pares  de  vectores  aleatorios,  7 1 0-7 1 1 
regiones  generales,  707-709 
en  coordenadas  cih'ndricas  y  esfericas. 
713-717 

formula  de  cambio  de  variable  para,  726 
Integrandos.  199 

infinito  en  un  punto  extremo,  442-444 
infinito  en  un  punto  interior.  444 
no  acotado.  442 
Intercepciones 
con  el  eje  x ,  26 
con  el  eje  y,  26 
lntervalo(s).  8-1 1 
abierto,  8 
cerrado,  8-9 
continuidad  en,  86-87 
Inversa.  definicion,  332 
Isobaras,  623 
Isotermas,  621 

I 

Jacobiano  de  una  transformation,  722-725 
Joules,  301 
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Lagrange,  Joseph  Louis,  500 
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centra  de  masa,  311, 696-698 
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Laplace,  Pierre-Simon  de,  446 
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Leibniz,  Gottfried  Wilhelm  von,  66,  104,  1 10, 
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de  conservacion  de  la  energfa,  747 
de  Coulomb.  307 

de  enlriamiento  de  Newton,  350-351 
de  Hooke,  170, 302, 306, 322 
de  los  cosenos,  540 
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gravitacional,  731 , 748 
del  tercero  excluido,  5 
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Leyes  de  Kepler  del  movimiento  planetario, 
585-587 
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significado  preciso  de,  61-63 
Teorema  de  composicidn  de  llmites,  85-86 
Teorema  de  sustitucidn,  69-71 
Teorema  del  emparedado,  72, 75 
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L’Hopital,  Guillaume  Francois  Antoine  de,  423 
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Machin,  John,  488 
Maclaurin,  Colin,  489 
Magnitud,  vectores,  560, 563 
Mapa  de  contornos,  619 
Maple,  3, 31, 413 
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cartesianas,  709-710 
Mathematica,  3,413 
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Media, 317-318 
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Memling,  Hans,  440 
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Metodo 

de  aproximaciones  sucesivas,  190 
de  bisection,  87, 190-192 
de  Euler,  360-363 
de  igualacion  de  coeficientes,  496 


de  iteraciones,  1 90 
de  las  arandelas,  284-285 
de  Newton,  192-194 

para  la  resolucion  numerica  de 
ecuaciones,  192-194 
de  Runge  Kutta  de  cuarto  orden,  363 
Minima  cota  superior,  8 
Mlnimos  cuadrados,  170-171 
Modelacion  matematica,  172 
Modelos,  170 
Momento,  308 

Momento  de  inercia,  e  integrales  dobles, 
698-699 

Moneda,  volumen  de  una,  281 
Monotonia,  155-156 
y  la  primera  derivada,  155-156 
Movimiento 

circular  uniforme,  582-583 
curvilfneo,  581-582, 581-585 
Multiplicadores  de  Lagrange: 
definicion,  667 
metodo  de,  666-671 
aplicaciones,  668-669 
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interpretacion  geometrica  de,  666-667 
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conjunto  cerrado  y  acotado, 
670-671 
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Napier,  John,  327 
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n-esima  suma  parcial,  455-456. 463 
Newton,  Isaac,  66, 93, 232 
Newton-metro,  301 
Notacion 

apdstrofo  (prima),  125 
D,  125 

de  intervalos,  638 
de  Leibniz,  104, 125-126 
funcional,  29 
para  antiderivadas,638 
para  integrales  de  lfnea,  746 
para  rai'ces  cuadradas,  13 
sigma  (2),  1 70-171 , 2 16-2 17, 455 
Numero(s),  159, 233 
complejos,  2 
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naturales,  1 
primo,  8 
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Operador,  1 07 

con  funciones,  continuidad  bajo,  84 
gradiente,  638 
lineal,  109 
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735 

Origen,  2, 16, 555 
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Pappus,  312 
Par  ordenado,  16, 159 
Parabola,  26, 509-511 
aplicaciones,  511, 520 


definicion,  510 
ecuacion  canonica,  510 
ecuacion  polar  de,  541 
propiedades  opticas,  51 1 
aplicaciones,  520 

Paraboloide  elfptico,  en  el  espacio 
tridimensional,  606 
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de  la  trompeta  de  Gabriel,  439-440 
de  Zenon,  462 
Paralelepipedo.  556 
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elimination,  530-531 
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Pascal,  Blaise  232, 304-305 
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de  funciones  trigonometricas,  43-45 
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Pianos.  570-572 
ecuacidn  lineal.  571 
euclidiano,  555 

forma  estSndar  para  la  ecuacidn  de  un 
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osculador  (osculatriz),  600 
producto  punto,  570-572 
Pianos  tangentes,  639, 652-656 
aproximaciones,  654-655 
definicion,  653 
diferenciales,  654-655 
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para  funciones  de  dos  o  mas  variables, 
655-656 
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integrales  definidas,  230 
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Precio,  172 
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y  monotonia,  155-156 
Primer  Teorema  Fundamental  del  Calculo, 
232-240, 582,744 
bosquejo  de  la  demostracion,  235 
demostracion  de,  237-239 
posicion  como  velocidad  acumulada,  239 
Principio  de  Cavalieri,  288, 695 
Probabilidad: 

distribucion  de  probabilidad,  316 
espacio  muestral.  316 
eventos  disjuntos,  316 

funcion  de  distribucion  acumulativa  (FDA), 
319 

media,  317-318 
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resultado  aleatorio,  316 
valor  esperado,  3 1 8 
variables  aleatorias,  316 
continuas,  318 
discretas,  318 
esperanza  de,  317 
Problema(s) 
con  extremos  libres,  666 
con  extremos  restringidos,  666 
de  cuerpos  que  caen,  128-129 
de  la  lata  de  refresco,  712-713 
de  movimiento,  206-208 
Producto  cruz,  574-577 
aplicaciones,  576-577 
interpretacion  geometrica  de  u  X  v,  575 
leyes  anticonmutativas,  575 
propiedades  algebraicas,  577 
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definicidn,  566 
pianos,  570-572 
propiedades  de,  567 
proyecciones,  569-570 
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Productos,  35-36 
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Proyecciones,  569-570 
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escalar  de  u  sobre  v,  570 
vectores  de  u  sobre  v,  570 
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del  cociente  de  valores  absolutos,  477 
para  convergencia  absoluta,  476 
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criticos,  152,658 

de  discontinuidad  no  removible,  83 
de  discontinuidad  removible,  83 
de  inflexidn,  159-160 
de  separacion,  10 
estacionarios,  152, 658 
extremos  finales,  530 
extremos  iniciales,  530 
fronterizos,  633, 658 
interior,  633 
muestra,  282 
prueba,  10 
silla,  659 

singulares,  152, 658 
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Radio  de  giro,  699 

Radio  y  centra  de  curvatura,  para  una  curva 
plana,  595-596 

Ratz 

cuadrada  principal,  13 
notation  para,  13 
funciones  que  incluyen,  180-181 


Ramanujan,  Srinivasa,  487 
Rango: 

funciones,  29, 617 
y  dominio,  30 
Rapidez,  127, 582 
Razon  dorada  (razon  aurea),  454 
Rebanada  horizontal,  278 
Recfproco,  4, 457 
Rectangulo  polar,  691 
Recta(s),  18-19 
de  mejor  ajuste,  171 
de  mrnimos  cuadrados  que  pasa  por  el 
origen,  171 
de  sustitucion: 

para  integrales  definidas,  248 
para  integrales  indefinidas.  246 
ecuacion  polar  para,  540-541 
en  el  espacio  tridimensional,  589-591 
forma  pendiente  intercepcion  en  el  origen, 
20 

forma  punto-pendiente,  20 
paratelas,21 
pendiente  de,  18-19 
perpendiculares,21-22 
real,  2 
secante,  93 
tangentes,  93-95 
a  una  curva,  591 
definicion,  93 

en  el  espacio  tridimensional,  589-591 
vertical,  ecuacion  de,  20 
Regia 

de  la  diferencia.para  derivadas,  109 
de  la  funcion  constante,  para  derivadas, 
107-108 

de  la  funcion  de  identidad,  para  derivadas, 
108 

de  la  parabola  (regia  de  Simpson),  265-268, 
363,413 

de  la  potencia,  para  derivadas,  108, 110, 

133 

de  la  suma  de  Riemann,  363 
de  la  suma,  para  derivadas,  109. 411 
de  L’Hopital,  423-424. 451 , 476 
interpretacion  geometrica  de,  423 
de  Simpson  (regia  de  la  parabola), 

265-268 

del  cociente,  para  derivadas,  1 12, 116, 411 
del  multiplo  constante,  para  derivadas, 

108 

del  producto,  para  derivadas,  111-112, 116, 
345,411,598 

del  trapecio,  264, 266, 363, 417 
de  la  funcion  exponencial.  343 
Regia  de  la  cadena,  118-123, 130, 132, 238, 245, 
338-339,343,345,411,532, 
647-651,742 

aplicacion  mas  de  una  vez  de  la, 

121-122 

aplicaciones  de  la,  119-121 
caso  de  dos  variables,  648 
caso  de  tres  variables,  649 
demostracion  de  la.  778 
demostracion  parcial  de  la,  122-123 
derivadas,  118-123 
funciones  implicitas,  650-651 
primera  version,  para  funciones  con  dos 
variables,  647-649 

segunda  version,  para  funciones  de  dos 
variables,  649-650 


Representation  parametrica: 
de  curvas  en  el  piano,  530-534 
cicloide,  531-532 
parametro,  elimination,  530-531 
definicidn,  49 

Resolucion  de  ecuaciones,  8 
Restriction  del  dominio,  365 
Resultado  aleatorio.  316 
Rosa,  543-544 

Rotacional,  de  un  campo  vectorial,  733-734 
Rotacion  de  ejes,  para  conica,  526-528 
determinacion  del  angulo  8, 527-528 

s 

Secante,  45-46 
inversa,  366-367 
Secciones 

cdnicas.  509-51 1 
centrales,  513 

ecuaciones  polares  para.  540-541 
transversales,  603 
Segunda  derivada,  125-126 
Segunda  ley  de  Newton,  170, 586 
Segundo  teorema  fundamental  del  calculo, 
243-250, 260, 340, 413-415. 417, 704. 
742, 749 

metodo  de  sustitucion,  245-249 
tasa  de  cambio  acumulada,  249-250 
Segundos  momentos.  Vease  Momento  de 
inercia 
Seno,  41-42 
graficas  de,  42 

propiedades  basicas  de.  41  -42 
Separacidn  de  variables,  205-206 
Serie(s) 

aproximacidn  de  la  suma  de,  466-467 
armdnica,  458 
binomial.  493-495 
cola  de,  466 

condicionalmente  convergente,  477-478 
convergentes 
linealidad  de,  459 
propiedades  de,  459-460 
de  constantes,  479 
de  funciones,  479 
definicion,  463 

de  Maclaurin,  491-492, 494-495 
definicidn,  489 
de  Taylor: 

convergencia  de,  489-493 
definicidn,  489 

formula  de  Taylor  con  residuo,  490-491 
teorema  de  Taylor,  491 
e  integrales  impropias,  464-465 
geometrica,  456-457 
p, 465-466 
telescopicas,  458 
Serie  alternante,  474-478 
condicionalmente  alternante,  477-478 
criterio  de  convergencia  absoluta,  476 
criterio  del  cociente  de  valor  absoluto,  477 
criterio  para,  475-476 
criterios  de  convergencia,  475-476 
Teorema  de  reacomodo,  478 
Serie  de  potencias,  455, 479-482 
conjunto  de  convergencia,  480-481 
en  x,  480 
en  x  -  a,  481-482 
infinita,  448, 455-460 
agrupacion  de  terminos  en,  460 


1-8  Indice 


operaciones  con,  484-487 

derivation  termino  a  termino  e  integra¬ 
tion,  484-486 

operaciones  algebraicas,  486-487 
serie  de  potencias  en  x  -  a ,  487 
Series  positivas,  468-473 
comparacion  de  una  serie  con  ella  misma, 
471-473 

comparacion  de  una  serie  con  otra,  469-471 
criterio  de  comparacion  de  limites,  470 
criterio  de  la  razon, 471-473 
criterio  ordinario  de  comparacion,  469-470 
Signo  de  la  integral,  199 
Silla  del  perro,  635 
St'mbolo  de  derivada  parcial,  633 
Simetria,  253-258 
con  respecto  al  eje  x,  25 
con  respecto  al  eje  y,  25 
con  respecto  al  origen,  25 
y  graficas,  542-543 
Sistema 

de  algebra  computacional  (SAC),  24 
y  calculadoras,  413-416 
de  coordenadas  cartesianas  (rectangulares), 
537 

de  coordenadas  cilindricas,  609 
de  mano  derecha,  555 
Sistema  de  coordenadas  polares,  537-541 
area  en,  547-548 
calculo  en,  547-550 
coordenadas  polares,  definicion,  537 
ecuaciones  polares,  538 
para  rectas,  circunferencias  y  conicas, 
540-541 

ejes  polares,  537 
intersection  de  curvas  en,  544 
polo  (origen),  537 

relation  con  coordenadas  cartesianas, 
539-540 

tangentes  en,  549-550 
Sistema  rectangular  de  coordenadas,  16-22 
coordenada  x,  16 
coordenada  y,  16 
coordenadas  cartesianas,  16 
cuadrantes,  16 

ecuacion  de  una  circunferencia,  17-18 
ecuacion  de  una  recta  vertical,  20 
eje  x,  16 
eje  y,  16 

ejes  de  coordenadas,  16 

forma  Ax  +  By  +  C  =  0, 20-21 

forma  pendiente  interception  al  origen,  20 

forma  punto  pendiente,  19-20 

formula  de  la  distancia,  16-17 

fbrmula  del  punto  medio.  18 

origen,  16 

par  ordenado,  16 

rectas  paralelas,  21 

rectas  perpendiculares,  21-22 

rectas,  18-19 

Solido  de  revolution,  definicion,  282 
Solidos  con  secciones  transversales  conocidas, 
285-286 

Solucion  general,  de  una  ecuacion  diferencial, 
355 

Stokes.  George  Gabriel,  770 
Sucesion 

convergente,  79, 449-454 
de  Fibonacci,  454 


definicion,  463 
de  sumas  parciales,  463 
no  decreciente,452 
monotonas,  452-453 
Suma(s)  ,35-36 

de  Riemann,  224-225, 234, 260-264, 547, 706. 
736 

del  punto  medio,  266 
por  la  derecha,  266 
por  la  izquierda,  266 
de  una  serie,  463 
parcial,  455 
parciales  acotadas,  464 
Superficie(s) 

cuadricas,  en  el  espacio  tridimensional, 
605-607 

de  nivel,  622, 644 

en  el  espacio  tridimensional,  603-607 
cilindros,  604 

superficies  cuadricas,  605-607 
equipotenciales,  644 
isoterma,  644 
parametrizada: 

area  de  una  superficie  para,  760-763 
definicibn,  760 
Sucesiones  infinitas,  79, 449 
convergencia,  449-450 
Ifmites  de  sucesiones,  propiedades  de,450 
sucesiones  monotonas,  452-453 
Sustitucibn  (sustituciones),411 
para  racionalizar,  399-402 
trigonometricas,  4 1 2 


T 

Tangentes,  45-46 

en  el  sistema  de  coordenadas  polares, 
549-550 

Tablas  de  integrales,  412-413 
Tablas  y  fdrmulas  matematicas  estandar  CRC, 
412 

Tasa  fraccional  de  cambio,  354 
Tasas  de  cambio,  97 
con  respecto  al  tiempo,  135 
derivadas,  97 

Tasas  relacionadas,  135-140 
derivadas,  135-140 
ejemplos  senciilos,  135-137 
problemas  graficos,  140 
procedimiento  sistematico,  137-139 
Taylor,  Brook,  489 
Teoremas,  4-5 

de  concavidad,  157 
de  divergencia  de  Gauss,  752, 764-768 
demostracion  de,  765 
extensiones  y  aplicaciones,  767-768 
de  Euler,  652 

de  existencia  max-min,  151,658 
de  Green,  745, 749-753, 764 
demostracion  de,  749-750 
ejemplos  y  aplicaciones,  750-755 
forma  vectorial  de,  751-753 
de  integrabilidad,  227, 677 
de  la  divergencia,  764 
de  la  funcion  inversa,  335, 369, 532 
representaciones  decimales  de.  3 
de  la  monotonia,  155 
de  la  sucesion  monotona,  453. 464 
de  los  ejes  paralelos,  700 
de  Pappus,  312-3 1 3, 322 


de  Pitagoras.  4,  16, 136, 556 

en  el  espacio  tridimensional,  578 
de  reordenamiento,  478 
de  simetria,  256 
de  Stokes.  745, 753, 770-772 

ejemplos  y  aplicaciones,  770-772 
interpretation  fisica  del  rotacional,  772 
de  sustitucibn,  para  limites,  69-71 
de  unicidad,  489 

del  emparedado,  72, 75, 451-452, 547 
del  limite  de  una  composition,  85-86 
del  punto  critico,  152.659 
del  valor  intermedio,  87-88 
del  valor  medio,  185-188 
de  Cauchy,  425-426 
para  derivadas,  185-188, 254, 425-426, 
490-491,638 
para  integrales,  253-258 
para  integrales  dobles.  690 
Fundamental  de  la  Aritmetica.  8 
Fundamental  del  Calculo.  Vease  Primer 

Teorema  Fundamental  del  Calculo  o 
SegundoTeorema  Fundamental  del 
Calculo 

fundamental  para  integrales  de  linea,  742 
fundamentales,  232 
principal  de  limites,  423 
aplicaciones  de,  68-69 
demostracibn  de,  71-72 
Teoria  de  relatividad  especial  de  Einstein,  82, 
147 

Tercera  derivada,  125 
Tiempo 

de  duplicacibn.  349 
medicion,  127 
Torca,  575 

Trabajo,  301-304. 738-740 
Transformation,  719 
Transformada  de  Laplace,  446 
Traslaciones: 
de  funciones,  37-38 
ejes,  para  conicas,  523-524 
Trazas,  557, 603 
Triangulo  fundamental,  5 1 6 
Triedro,  600 
vectores  en,  563 
Tronco  de  un  cono,  299 

u 

Ultimo  Juicio  (Memling),  440 
Union.  10 
Utilidad 
marginal,  173 
total.  172 

V 

Valor 

absolute,  1 1 
como  distancia,  62 
continuidad  del,  84 
desigualdades  que  incluyen,  11-12 
propiedades  del,  1 1 
esperado,  318 
futuro,  354 
maximo,  151 
maximo  global.  162,  658 
maximo  local,  162,658 
maximo  relativo  (local),  162 
minirno,  151 


Indice  1-9 


mi'nimo  global,  658 
rm'nimo  local,  162, 658 
presente,  354 

promedio  de  una  function,  253 
Valor  extremo,  151, 152-154 
definicidn,  153-154 
global,  658 

intervalos  de  ocurrencia,  152 
local,  162-163,658 
donde  aparece,  163-165 
Variables 
aleatorias,  316 
continuas,  318 
discretas,  318 
esperanza  de,  317 
pares  de,  710-71 1 
dependientes,  30, 617 
independientes,  30, 617 
Varianza,  322 
Vecindad,  632-633 
Vector(es),  560-564 
aplicacion,  562 


basicos  (o  vectores  de  la  base),  563 
binormal,  599-600 
cabeza  (punta),  561 
cero  (nulo),  563 
cola,  560-561 
componentes,  562 
de  posicion,582 
direction,  560 
en  dos  dimensiones,  580 
en  el  espacio  bidimensional,  563 
enfoque  algebraico  para,  562-563 
equivalente,  561 
escalares,  560 
magnitud,  560, 563 
normal  unitario  principal,  598 
operaciones  sobre,  561-562 
ortogonal,  568 
unitarios  canonicos,  563 
unitarios,  564 
canonicos,  563 
Velocidad,  126-128,227,582 
angular,  1 17 


de  escape,  209 

instantanea,  93, 95-96, 100, 126 
integrales  definidas,  230 
promedio,  95 
derivadas  y,  95 
Vertice,  510 
Volumen,  676 
calculo,  682-683 
de  una  moneda,  281 
solido  de  revolution,  282-292 
Vida  media,  350 

w 

Weierstrass,  Karl,  67 

aplicacion  a  resortes,  302-303 
aplicaciones  a  bombeo  de  liquidos,  303-304 


Creditos  de  las  fotografias 


Guardas  frontales 

Descartes  Frans  Hals/Louvre 

Newton  Biblioteca  del  Congreso 

Leibniz  The  Granger  Collection,  Nueva  York 

Euler  Biblioteca  del  Congreso 

Kepler  Biblioteca  del  Congreso 

Pascal  Cortesfa  de  International  Business  Machines  Corporation.  El  uso  no 

autorizado  esta  prohibido. 

L’Hopital  The  Granger  Collection,  Nueva  York 

Bernoulli  The  Granger  Collection,  Nueva  York 

Lagrange  Biblioteca  Publica  de  Nueva  York 
Gauss  The  Granger  Collection,  Nueva  York 

Cauchy  Corbis 

Riemann  The  Granger  Collection,  New  York 
Lebesgue  The  Granger  Collection,  New  York 
Agnesi  Biblioteca  del  Congreso 

Weierstrass  Corbis 

Kovalevsky  Biblioteca  del  Congreso 

Gibbs  Corbis 

Texto 

p.  219  Kennedy  Space  Center/NASA 

p.  224  Susan  Van  Etten/PhotoEdit 

p.  362  David  Frazier/Photo  Researchers,  Inc. 

p.  418  Scala/Art  Resource,  NY 

p.  704  S.  Rigdon 


o 

m 

O 

2 

m 

H 

2 

>' 


Z 

—I 

m 

O 

5 


m 


</> 


jeiq°Qi 

jnbei 


J.ejqoai 

inbei 


Tabla  de  integrates 


1  /  udv  =  uv  —  v  du 


'  du  = - V  C 

In  a 


8  /  sec2  u  du  =  tan  u  +  C 


'  du  =  — - —  m"  +  1  +  C  si  n  ¥=—1  3  /—  =  lnlul  +  C  4  / e“  du  =  e"  +  C 

n  +  1  J  u  I 


FORMAS  ELEMENTALES 

lnlul  +  C  4  J  eu  du  =  e“  +  C 


11  j  esc  u  cot  u  du  =  —esc  u  +  C 
14  [ sec  u  du  =  lnlsec  u  +  tan  u I  +  C 


du  1  u  ... 

: - -  =  —  tan  — h  C 


6  J  sen  u  du  =  -cos  it  +  C  7 

9  j  esc2  u  du  =  —cot  u  +  C  10 

12  J  tan  u  du  =  —  lnlcosicl  +  C  13 

15  j  esc  u  du  =  Inlcsc  u  —  cot  ul  +  C  16 

f  du  1  it  +  a 

18  /  1 - 2  =  V  in  -  +  C 

J  a-  -  uz  2 a  u  -  a 


J  cos  u 


du  =  sen  a  +  C 


cr  +  ir  u  a 


10 

/ sec  m  tan  n  c/m  = 

sec  a 

+  c 

13 

J  cot  M  du 

=  Inlsen  mI  +  C 

16 

f  dll 

+  C 

—  =  sen 

r1  - 

J  Vci2  - 

u2 

a 

19 

f  du 

1 

a 

/ - 7=5= 

- =  — 

sec-1 

-  -f 

J  iiVu2  - 

■  a2  « 

a 

FORMAS  TRIGONOMETRICAS 


20  j  sen2  u  da  =  —  u  —  —  sen  2  u  +  C  21  j  cos2  u  du  =  u  +  ^  sen  2//  +  C  22  j  tan2  u  du  =  tan  u  -  u  +  C 
23  cot2  u  du  =  -cot  u  —  u  +  C  24  J  sen2  u  du  =  —  j  (2  +  sen2  «)cos  u  +  C 

25  j  cos2  u  du  =  ~  (2  +  cos2  w)sen  u  +  C  26  j  tan2  u  du  =  ^  tan2  u  +  lnlcos  u\  +  C 

27  /  cot2  m  cot2  u  -  Inlsen  u\  +  C  28  /  sec2  u  du  =  \  sec  u  tan  u  +  \  lnlsec  u  +  tan  u\  +  C 

J  2  J  2  2 

29  /  esc2  u  £/«  =  --  esc  u  cot  u  +  —  Inlcsc  u  —  cot  u\  +  C 

J  2  2 


29  /  esc2  u  du  =  — -  esc  u  cot  u  +  —  Inlcsc  u  —  cot  u\  +  C 

J  2  2 

f  sen  (a  -  b)u  sen  (a  +  b)u  ,  , 

30  /  sen  au  sen  bu  du  = - — - H  C  si  a“  =£  b2 

J  2 (a  -  b)  2 (a  +  b) 


/sen(tf  —  b)u  sen(a  +  b)u  ,  , 

cos  au  cos  bu  du  = - 1 - - - 1-  C  si  a“  ¥=  b~ 

2 (a  -  b)  2 (a  +  b) 


32  /  sen  au  cos  bu  du  =  — 


cos(a  —  b)a  cos  (a  +  b)u  ,  , 

- 1-  C  si  a  b~ 


2  (a  —  b)  2  (a  +  b) 


33  / sen"  u  du  =  -—sen"  1  u  cos  u  +  — - -  / sen"  2 u  du  34  /  cos"  u  du  =  —  cos"  1  u  sen  u  +  - - -  / cos"  2  u  du 

J  n  n  J  J  n  n  J 

35  /  tan"  u  du  = - -  tan"-1  u  —  /  tan"-2  u  du  si  n  1  36  /  cot"  u  du  = - cot"-1  u  —  I  cot"-2  u  du  si  n  ¥=  1 

37  J  sec"  udu  =  — - —  sec"-2  u  tan  u  +  J  sec"-2  u  du  sin#! 

38  [ esc"  u  du  =  -  ~  1  -  esc"-2  u  cot  u  +  —  2  f  esc"-2  u  du  si  n  #  1 

J  n  —  1  n  -  1  J 

,n  f  „  m  sen"-1  u  cosm+l  h  n  -  1  f  „_2  m  , 

39a  /  sen  «  cos  w  an  = - 1 - /  sen  ti  cos  «  an  si  «  #  -w 

J  n  +  m  n  +  m  J 

f  „  ...  ,  sen',  +  l  a  cos"'-1  it  m  1  f  2 

39b  /  sen  u  cos  n  hk  = - 1 - /  sen  m  cos  u  du  si  m  #  — n 

J  n  +  m  n  +  m  J 

*  /  «  sen  «  du  =  sen  m  —  u  cos  u  +  C  41  j  u  cos  n  c/m  =  cos  u  +  u  sen  u  +  C 


35  J  tan"  u  du  =  - — —  tan”  1  u  —  j  tan"  2  w  dw  si  n  1  36  j 

37  f  sec"  m  du  =  —  sec"-2  u  tan  m  +  "  —  f  sec"-2  m  du  si  n  #  1 

./  n  -  1  n  -  1  J 

38  [ CSC"  M  c/m  =  -  ~  1  -  CSC"-2  M  cot  M  +  — ^  2  [ esc"-2  M  dll  si  «  tM 

J  n  -  1  11-1  J 

[  n  rn  J  sen"-1  M  cosm+l  u  n-1  f 

39a  /  sen  m  cos  m  c/m  = - 1 - /  sen  w  cos 


39b  /  sen"  m  cos'"  m  c/m  =  2 - 

J  n  +  m 

40  [ u  sen  m  du  =  sen  cc  —  u  cos  u  +  C 


'  u  cos'"  2  M  c/m  si  Ml  #  — « 


!  c/m  =  cos  m  +  u  sen  m  +  C 


C  V  r 


FORMAS  QUE  INCLUYEN  Vu2  ±  a2 


•  j  \/u2  ±  a2 
f'Vu2  +  a2 

J  u 


du  =  —  W±?  ±  —  lnl  u  +  Vu2  ±  a1 1  +  C  45 
2  2 


du  =  V«“  +  —  a  In 


u  ) 


+  C  47 


f  —  —  =  Inin  +  Vu2  ±  a2 1  +  C 

J  vVTV 

[  \/u2  —  a1  /-j - j  -i  ~  ^ 

/ - du  =  V  u  —  a  —  a  sec  — I-  C 

J  u  a 


f  u2Vu 2  ±  a2  du  =  ^  (2a2  ±  a2)Vu2  ±  a2  —  ^  lnla  +  Vu2  ±  a2 1  +  C 
J  8  8 


49  /  -  M  ^  Vu2  ±  a2  T  7-  lnla  +  Va2  ±  a2l  +  C  50  f— 

J  Va2  ±  a2  2  2  ./  a 

f  VTTa5  \/a2  ±  a2  /-= - ~  / 

51  / - - - du  = - 1-  lnla  4-  Va2  ±  a2l  +  C  52  / — 

J  it  a  7  (2 

53  /(a2  ±  a2)3/2  du  =  ~  (2a2  ±  5a2)  Vu 2  ±  a2  +  lnla  +  \/a2  ±  a2 1  +  C 

7  8  8 


2Vu2  +  a2  a2a 


/..2  _i_  „2\3/2  2-\  /~~2  i  2 

(W  ±  )  (TVU  ±  a Z 


FORMAS  QUE  INCLUYEN  Va2*-  a2 

54  /  Vu2  —  a2  du  =  ^  Va2  —  a2  +  sen-1  —  +  C  55  [ — — - —  d 

7  2  2  a  7  u 

56  /  +  ^  sen-^  +  C  57  [  u2Va^2 

J  V^V  2  2  a  7  _ 

58  /__^==_v^Z  +  c  59  fV«LEZd 

J  uWa2  -  a2  a  w  J  a2 

f  du  1  a  +  V a2  —  a2  f  du 

J  uVa2  -  a2  a  u  J  (a2  -  it)312 


r-^, - 5  a  +  Va2  -  a2  ^ 

du  =  Va2  —  it  —  a  In  -  +  C 

u 


du  =  —  (2a2  -  a2)VV  -  a2  +  —  sen  1  — I-  C 


8  a 


du  =  — 


/  9  2 

'a  -  w  w 


-  sen  — h  C 


(a2  -  a2)3/2  «2vW? 


62  [ (a2  -  u2)3'2  du  =  77  (5a2  -  2a2)  Va2  -  a2  +  sen  '  —  +  C 
7  8  8  a 


FORMAS  EXPONENCIALES  Y  LOGARITMICAS 


J ueu  du  =  (a  —  l)e“  + 

y  In  a  du  =  a  In  a  -  a  +  < 

f  e“u 

'  /  e““  sen  bu  du  =  -7 - r 

7  a2  +  b2 


r  ,  u"+1 

66  /  a"  In  a  du  = - In  a - 

7  «  +  1  (n 


67  /  e““  sen  bu  du  =  -7 - 7  (a  sen  bu  —  b  cos  bu)  +  C  68  /  eau  cos  bn  da  = 

7  a2  +  b2  7 


In  a - r  +  C 

(a  +  l)2 

au 

- r  (a  cos  bu  +  b  sen  bu)  +  C 


FORMAS  TRIGONOMETRICAS  INVERSAS 

69  J  sen'1  a  du  =  a  sen-1  a  +  Vl  —  a2  +  C  70  j  tan  1  u  du  =  a  tan-1  u  —  —  In  (1  +  a2)  +  C 

71  J  sec'1  a  da  =  a  seer1  a  —  lnla  +  Va2  —  II  +  C  12  j  u  sen'1  a  da  =  ^  (2az  —  l)sen  1  a  +  ^  V 1  - 

73  j a  tan  1  a  da  =  ~  (a2  +  l)tan''  n  —  ^  +  C  74  f  u  sec'1  a  da  =  ~  sec'1  a  —  —  Va2  -  1  +  C 


a2  +  C 


73  u  tan  1  a  da  =  ~  (a2  +  l)tan  1  u  —  ^  +  C  74  J u  sec  1 

f  a"+I  ,  1  f  un+l 

75  /  a"  sen  a  du  = - sen  a - /  — 7  - -  da  si  a  ^  — 1 

7  «  +  1  «  +  1  7  VW2 


f  a"+I  ,  1  f  u”+1 

75  /  a"  sen  a  du  = - -  sen  a - 7  /  — 7  - - 

7  «  +  1  «  +  1  7  VW 

f  .  a'1+1  ,  1  f  a"+1 

76  /  a"  tan  a  da  = - tan  a - 7  / - r  di 

7  «  +  1  n  +  1  7  1  +  a2 

_  /■  „  ,  u"+l  ,  1  [  un 

77  /  a  sec  a  da  =  - 7  sec  a - 7  /  — - 

J  .  n  +  1  «  +  1  J  \4M 


da  si  a  #  —  1 


da  si  a  #  —1 


78  j  senh  u  du  =  cosh  u  +  C  79 

81  f  coth  u  du  =  ln|senhu|  +  C  82 

84  /  senh2  u  du  =  —  senh  2 u  —  —  +  C  85 

J  4  2 

87  j~ coth2  u  du  =  u  —  coth  u  +  C  88 

90  J sech  u  tanh  u  du  =  — sech  u  +  C  91  /  esc  u  coth  u  du  =  — csch  u  +  C 


J  cosh  u  du  =  senh  u  +  C 

J  sech  u  du  =  tan~’|senh«|  +  C 

f  ,  1  u 

/  coshr  u  du  =  -  senh  2 u  +  —  +  C 

88  J seeh2  u  du  =  tanh  u  +  C 

j  esc  u  coth  u  du  =  —csch  u  +  C 


FORMAS  HIPERB6LICAS 

J  tanh  u  du  =  ln(cosh  u)  +  C 

f  u 

/  csch  u  du  =  In  tanh  —  +  C 
J  tanh2  u  du  =  u  -  tanh  u  +  C 
j  csch2  u  du  —  -coth  u  +  C 


!  du  =  u  —  tanh  u  +  C 


■  du  =  -coth  u  +  C 


FORMAS  ALGEBRAICAS  DIVERSAS 


92.  I u(au  +  b)  1  du  =  —  — pinion  +  b\  +  C  93  [  u(au  +  b)  2  du  =  — r  InA|an  +  b\  H - - 

J  a  a1  J  a 2  L  au  +  b  _ 


94  /  u(au  +  b)n  du  = 


u(au  +  b)" 


(au  +  h)n 


I"  du 

J  ( a 2  ±  u2)n 


a(n  +  1)  a2(n  +  1  )(n  +  2) 


+  C  si  n  5*  —  1,  —2 


„2/„  _  n  \  /  .,2  ,  1  +  (2w  3) 


J  (a1  ±  it)"  2<r(r>  -  1)  \(a2  ±  w2)" 

96  f  u\J  au  +  h  du  =  — ‘ p-  (3au  -  2b)(au  +  bf2  +  C 


r  du 

J  (a2  ±  h2)"  ! 


si  w  #  1 


a(2n  +  3) 


un(au  +  b)m  - 


* 

J  \J  au  +  b  2a 


f  unt 
■>  \fau 


a(2n  +  1) 


un  1  du 


1  \Jau  +  b  -  \fb  [  d, 

-in  v  ^  +C  si  6  >  0  100b  / 

yh  yaw  +  6  +  yh  J  u \J ai 

\J  au  +  b  (2n  —  3 )a  f  du 

b(n  ~  1  )m"  (2n  ~  2 )bJ  un~'\Jau  +  b 

u  —  a  r - 5  n2  ,  u  -  a-  _  f  du 

■  - \2au  -  u‘  +  —  sen  - t-  C  103  / 

2  2  a  J  uyr2au 

un,(2au  —  u2)3,z  (2n  +  \)a  f  .  / - r 

- - TT7 - + 

-  +  /  AAy  106  P 

n  "  J  V2 au  -  m2  ■' 

(2au  -  «2)3/2  n  -  3  Z-  V2aw  “  «2 
(3  -  2 n)aun  (2n  -  3)a  J  u 

\J2au  —  u"  n  —  1  f  du 

a(l  -  2n)«”  +  (2n-\)aJ  u'=\hau  -  u2 


Si  H  7^  1 


/2an  -  ng' 


+  b  -  nb 


2  ,  au  +  b  .  , 

7  =  tan  ,  /  — - H  C  si  Z>  <  0 

v 


102  J  \Jlau  -  u2  du  -  U~^~-y/2 au  —  u2  +  sen  1  — — 

/■  / - 7  un  \2au  -  it2)3/2  (In  +  \)a 

104  /  un\/2au  -  ir  du  = - - 1 - ; 

J  n  +  2  n  +  2  j 


2  au  -  ir 


12 au  -  n2  + 


2aw  11  ,  fZ - 5  u  -  a  ^ 

- =  \J2au  —  u  +  a  sen - 1-  C 

u  a 


[V2au-  u  ,  (2 au  -  u-y-  n  -  3 

107  / - - - du  —  - — —  H - 

J  u  (3  —  2  n)aun  (2n  —  3)a 


>2au  -  ir 


IQg  f  du  _  —  u2  +  n  —  1  f  du 

J  un\j2au  -  u2  u(\  —  2 n)u  (2 n  —  1  )cij  un~]\/2 au  —  u 2 


109  J  (  y2 au  ~  u2)n  du  =  —  ^  (2 au  -  u2)nl 2  H - — -  I  (\J2au  —  u2)n  2  du 


u2)n  (n  -  2 )a2 


-  u  Y~  + 


J/’OO 

'  u"e~“  du  =  r(n  +  1)  =  n!  (n  >0) 

o 

'  1  • 

I'irl2  i'Tt/2 

/  sen"  udu  =  /  cos"  udu  =  , 

Jo  Jo  2  ■ 


(n  -  2)«2 


112  f  e-‘m2  du  =  ~2  (a  >  0) 


INTEGRALES  DEFINIDAS 


1- 3-5 . (n  -  1)tt  . 

- si  n  es  un  entero  par  y  n  >  2 

2- 4-6 . «  2 

2- 4-6 . (n  -  1) 

3- 5-7 . n 


si  n  es  un  entero  impar  y  n  a  3 


Esta  novena  edicion  de  Calculo  conserva  el  espiritu  que  la  ha  distinguido  como  una  de  las 
obras  mas  breves  y  exitosas  de  los  principales  textos  de  esta  disciplina. 

El  objetivo  fundamental  de  la  obra  es  mantener  la  comprension  de  los  conceptos  de  calculo 
mediante  definiciones  expuestas  con  nitidez.  Ademas,  destaca  la  importancia  de  la  resolu- 
cion  de  problemas  como  un  factor  crucial  para  el  desarrollo  de  habilidades  matematicas  y 
aporta  una  vision  complementaria  entre  la  exposicion  y  la  demostracion  de  los  teoremas. 

Aspectos  relevantes: 

•  Se  ha  incrementado  de  manera  significativa  el  numero  de  preguntas  acerca  de  los  con¬ 
ceptos  presentados. 

•  Incluye  secciones  clave  denominadas  Problemas  de  revision  de  conceptos ,  que  ayu- 
daran  a  reforzar  los  conocimientos  recien  adquiridos  de  los  estudiantes  antes  de  pasar 
a  temas  mas  avanzados. 

•  A  lo  largo  de  la  obra  se  indica  mediante  iconos  el  uso  de  tecnologi'a  para  la  solucion  de 
problemas. 

•  El  sentido  numerico  desempena  un  papel  importante  en  este  texto.  Se  enfatiza  el  pro- 
ceso  de  estimacion  al  sugerir  formas  de  hacer  operaciones  mentalmente  para  llegar  a 
las  respuestas  numericas  aproximadas. 

•  Contiene  una  serie  de  proyectos  de  tecnologi'a  disponibles  en  la  pagina  Web  para  pro- 
fesores  y  alumnos  en: 

www.pearsoneducacion.net/purcell 


